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�åãóëÿðèçàöèÿ ìåòîäà ïðÿìûõâ óñëîâèÿõ ìàøèííîé òî÷íîñòè ñ ïðèìåðàìèâ ãèäðîäèíàìèêå ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ∗�.Â. ØàìèíÈíñòèòóò îêåàíîëîãèè èì. Ï.Ï. Øèðøîâà �ÀÍ, Ìîñêâà, �îññèÿe-mail: roman�shamin.ruWe 
onsider a realization of the lines method for numeri
al solution of evolutionequations under the 
onditions of a high (
omputer de�ned) pre
ision. We developan e�e
tive algorithm of the lines method, whi
h allows us to perform numeri
al
al
ulations even in the 
ase when the standard method turns to be unstable. We
onsider the examples of a su

essful appli
ation of the proposed approa
h for solutionsof important hydrodynami
s problems.ÂâåäåíèåÏîãðåøíîñòè îêðóãëåíèé ïðè âû÷èñëåíèÿõ � ïðèíöèïèàëüíàÿ ïðîáëåìà âû÷èñëèòåëü-íîé ìàòåìàòèêè. Îäíèì èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ïðåîäîëåíèÿ òðóäíîñòåé âû÷èñëåíèéâ óñëîâèÿõ ìàøèííîé òî÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ èíòåðâàëüíîãî àíàëè-çà (ñì., íàïðèìåð, [1 � 3℄). Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå èíòåðâàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ òðåáóåòñïåöèàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ñíèæàåò ñêîðîñòü âû÷èñëåíèé èòðåáóåò óâåëè÷åíèÿ îáúåìà îïåðàòèâíîé ïàìÿòè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí ïðî-ñòîé è ý��åêòèâíûé ñïîñîá �áîðüáû� ñ îñîáåííîñòÿìè ìàøèííîé òî÷íîñòè. Ýòîò ñïîñîá(ñì. ðàçä. 2) � îäèí èç âàðèàíòîâ ñïåêòðàëüíîãî �èëüòðà. Â òî æå âðåìÿ ïðåäëà-ãàåìûé ìåòîä ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ðåãóëÿðèçàöèþ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ïî ìåòîäóêâàçèðåøåíèé. Ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ñïåêòðàëüíûìè �èëüòðàìè ýòîò ìåòîä áîëååý��åêòèâíûé â ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ. �àçóìååòñÿ, ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ìîæåòáûòü ý��åêòèâíûì ëèøü â íåêîòîðûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷àõ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòåðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøå-íèé ñèñòåì óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ íåñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå èäåàëüíîé æèäêîñòè ñîñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ, ãäå ñ ïîìîùüþ íàøåãî ïîäõîäà óäàëîñü ïîëó÷èòü âàæíûå ðå-çóëüòàòû â çàäà÷àõ îêåàíîëîãèè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêè.Ïðè îïèñàíèè íåëèíåéíîé äèíàìèêè ïîâåðõíîñòè èäåàëüíîé æèäêîñòè ìû èñïîëüçó-åì óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ [4, 5℄. Ýòè óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû ñèñòåìå óðàâ-íåíèé Ýéëåðà ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ. Óðàâíåíèÿ, èññëåäóåìûå â ðàçä. 3, ïðåäñòàâ-ëÿþò ñîáîé ñèñòåìû íåëèíåéíûõ èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-èçâîäíûõ, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè. Ìû èñïîëüçóåì ìåòî-äû ïðÿìûõ äëÿ ñâåäåíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ê ñèñòåìàì îáûêíîâåííûõ
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114 �.Â. Øàìèíäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïîëó÷åííàÿ ïîñëå äèñêðåòèçàöèè ïî ïðîñòðàíñòâåííûìïåðåìåííûì ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì �óíãå�Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ïðè âû÷èñëåíèè ïðàâûõ ÷àñòåé ýòèõ óðàâíåíèé èñïîëü-çóþòñÿ ìåòîäû áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ïðè ðåàëèçàöèè êîòîðûõ âîçíèêàþòîñíîâíûå ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé. Â ðàññìàòðèâàåìûõ ïðèìåðàõ ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñâû÷èñëèòåëüíîé íåóñòîé÷èâîñòüþ, âîçíèêàþùåé âñëåäñòâèå ïîãðåøíîñòåé îêðóãëåíèÿ.Â ðàçä. 2 ðå÷ü èäåò î ìîäè�èêàöèè ìåòîäà ïðÿìûõ, ïîçâîëÿþùåé â ðÿäå ñëó÷àåâ èçáå-æàòü âû÷èñëèòåëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè.Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùèå çàäà÷è ãèäðîäèíàìèêè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ:òå÷åíèå èäåàëüíîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ ñ êîíå÷íîé ãëóáèíîé è íà÷àëü-íóþ ñòàäèþ íåóñòîé÷èâîñòè �ýëåÿ�Òåéëîðà ñ èññëåäîâàíèåì ãðàíèöû ìåæäó òÿæåëîéèäåàëüíîé æèäêîñòüþ è âàêóóìîì â óñëîâèè, êîãäà æèäêîñòü íàõîäèòñÿ íàä âàêóó-ìîì. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïðèäàåòñÿ âîçìóùåíèå è èññëåäóåòñÿðàçâèòèå íåóñòîé÷èâîñòè �ýëåÿ�Òåéëîðà. Ýòà ìîäåëü � êëàññè÷åñêèé ïðèìåð íåóñòîé-÷èâîñòè (ñì., íàïðèìåð, [6, 7℄).Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ìåòîä íå â ïîëíîé ìåðå ïîäàâëÿåò ÷èñ-ëåííóþ íåóñòîé÷èâîñòü â çàäà÷àõ ãèäðîäèíàìèêè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ, à ëèøü�ïðîäëåâàåò æèçíü� ÷èñëåííîé ñõåìå. Îïèñûâàåìûå ïîäõîäû ñ óñïåõîì ïðèìåíÿëèñü âèññëåäîâàíèÿõ â Èíñòèòóòå îêåàíîëîãèè èì. Ï.Ï. Øèðøîâà �ÀÍ è â Èíñòèòóòå òåîðå-òè÷åñêîé �èçèêè èì. Ë.Ä. Ëàíäàó �ÀÍ.1. Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìûÏóñòü H � ñåïàðàáåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. �àññìîòðèì â H , âîîáùå ãîâîðÿ,íåëèíåéíûé îïåðàòîð A, îïðåäåëåííûé íà ïîäïðîñòðàíñòâå D ⊂ H . Ïðåäïîëîæèì, ÷òîâ H ìîæíî âûáðàòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ {ϕk} ⊂ D.×åðåç Ck([0, T ];H), 0 < T < ∞ îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî k ðàç íåïðåðûâíî äè��å-ðåíöèðóåìûõ �óíêöèé íà [0, T ] ñî çíà÷åíèÿìè â H ñ íîðìîé
‖u‖Ck([0,T ];H) = max

t∈[0,T ]
(‖u(t)‖H + ‖u(k)(t)‖H).Áóäåì ðàññìàòðèâàòü àáñòðàêòíóþ çàäà÷ó Êîøè:

u′(t) = A[u(t)], t ∈ [0, T ],

u(0) = ψ, ψ ∈ H.
(1)Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ u ∈ C1([0, T ];H) òàêàÿ, ÷òî u(t) ∈ D ïðè t ∈ [0;T ], èóäîâëåòâîðÿþùàÿ (1) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1).�àññìîòðèì ïðîåêöèîííûé ìåòîä ñâåäåíèÿ ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ çàäà÷è (1). Äëÿ êîíå÷íîãî N ââåäåì ïðîåêòîð PN : H → H ïî�îðìóëå

PN

(

∞
∑

k=1

αkϕk

)

=

N
∑

k=1

αkϕk.
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∑N

k=1 α
N
k (t)ϕk, ãäå

αN
k ∈ C1[0, T ] ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

(uN)′(t) = PN (A[u(t)]), t ∈ [0, T ],

uN(0) = PNψ.
(2)Ôóíêöèÿ uN ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîð-�óíêöèåé αN(t) = (αN

1 (t), . . . , αN
N(t))T .Ïåðåïèøåì çàäà÷ó (2) â âèäå ñèñòåìû N-ãî ïîðÿäêà îáûêíîâåííûõ äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî αN . Îáîçíà÷èì F (αN) = (F1(α

N), . . . , FN(αN))T , ãäå
Fk(α

N(t)) =

(

A

[

N
∑

i=1

αN
i (t)ϕi

]

, ϕk

)

H

. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíå-íèé, ýêâèâàëåíòíóþ (2):
(αN)′(t) = F (αN(t)), t ∈ [0, T ],

αN(0) = ψN ,
(3)ãäå ψN = (ψ1, . . . , ψN)T , ψk = (ψ, ϕk)H .Ïðàâóþ ÷àñòü â óðàâíåíèè (3) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê �óíêöèþ F : R

N → R
N .Ïðèâåäåì ñõåìó �óíãå�Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà äëÿ ñèñòåìû (3). ×åðåç τ îáîçíà-÷èì øàã ïî ïåðåìåííîé t. Ñîîòâåòñòâåííî, tm = mτ , m = 0, . . . ,M . Ïðåäïîëîæèì, ÷òîíà ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (3). ×èñëåí-íûå ðåøåíèÿ ïîëó÷èì ïî ñëåäóþùåé �îðìóëå:

αN(tm) = αN(tm−1) +
τ

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4),

k1 = F (αN(tm−1)),

k2 = F (αN
(

tm−1) +
τ

2
k1

)

,

k3 = F (αN
(

tm−1) +
τ

2
k2

)

,

k4 = F (αN(tm−1) + τk3),

m = 1, . . . ,M.

(4)
Â ðåàëüíîñòè ïðè âû÷èñëåíèÿõ íà ÝÂÌ ïî ñõåìå (4), êàê ïðàâèëî, âîçíèêàþò îøèá-êè â ñèëó îãðàíè÷åííîé ìàøèííîé òî÷íîñòè. Îñíîâíîé èñòî÷íèê îøèáîê � âû÷èñëåíèå�óíêöèè F . Ýëåìåíòû âåêòîðà αN òðàêòóþòñÿ êàê êîý��èöèåíòû ðÿäà Ôóðüå, ïîýòîìóïîãðåøíîñòè â âû÷èñëåíèè ýòîé �óíêöèè ìîãóò ïîâëå÷ü êàòàñòðî�è÷åñêèå ïîñëåäñòâèÿäëÿ ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ. Òèïè÷íà ñèòóàöèÿ, êîãäà ïî ìîäóëþ ýòè êîý��èöèåíòû áûñò-ðî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, à ïðè âû÷èñëåíèÿõ ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ ÷èñëàìè, ïî ìîäóëþçíà÷èòåëüíî ìåíüøèìè ãàðàíòèðîâàííûõ çíà÷àùèõ öè�ð. Âû÷èñëÿÿ ïî ñõåìå (4), ìûíàáëþäàåì çíà÷åíèÿ α̃N , êîòîðûå ñâÿçàíû ñ òî÷íûìè çíà÷åíèÿìè ñëåäóþùèì ñîîòíî-øåíèåì:

|αN(tm) − α̃N(tm)| = δN
m , m = 1, . . . ,M.



116 �.Â. ØàìèíÊîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ α̃N(tm) çàâèñÿò îò ðåàëèçàöèè ñ÷åòà ïî ñõåìå (4). Ñêàæåì, ÷òîïîñëåäîâàòåëüíîñòü αN(tm) âû÷èñëèòåëüíî íåóñòîé÷èâà, åñëè ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü δN
m íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè N → ∞. Â ýòîì ñëó÷àå îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòüâû÷èñëåíèÿ αN áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè N → ∞.2. �åãóëÿðèçàöèÿ â ñëó÷àå âû÷èñëèòåëüíîé íåóñòîé÷èâîñòèÂ ñèòóàöèè âû÷èñëèòåëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè ìû íå ìîæåì ïðîèçâîëüíî óâåëè÷èâàòü÷èñëî N , à äîëæíû ñîãëàñîâûâàòü åãî ñ óðîâíåì îøèáîê âû÷èñëåíèé. Ýòî ñòàíäàðòíàÿñèòóàöèÿ â òåîðèè íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Âûáîð ðàçìåðíîñòè àïïðîêñèìèðóþùåé ñèñòå-ìû (÷èñëà N) îïòèìàëüíûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðóäíóþ çàäà÷ó. Ïðåäëîæèìïðîñòîé àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëèò íàì îáåñïå÷èâàòü âûáîð N áëèçêèì ê îïòèìàëü-íîìó.Ïóñòü âûáðàíî ÷èñëî q > 0. Ââåäåì �óíêöèþ Rq : R

N → R
N ïî �îðìóëå

Rq(x1, x2, . . . , xN) = (rq(x1), rq(x2), . . . , rq(xN)),ãäå
rq(x) =

{

x, |x| > q
0, |x| ≤ q

.Âåëè÷èíû αN áóäåì ðàññ÷èòûâàòü ïî �îðìóëå
αN(tm) = Rq(α

N(tm−1) + τ/6(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)). (5)Âåëè÷èíû k1, k2, k3, k4 âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî ñõåìå (4). Âûáîð ïàðàìåòðà q > 0 îñó-ùåñòâëÿåòñÿ èç ýìïèðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Èìååò ñìûñë âûáèðàòü q íà ïîðÿäîê áîëü-øå, ÷åì ìàêñèìàëüíîå èç çíà÷åíèé δm.Èñïîëüçîâàíèå �îðìóëû (5) íå âûçûâàåò ñëîæíîñòè ïðè ïðîãðàììèðîâàíèè ïðåä-ëàãàåìîé ïðîöåäóðû.Ïîêàæåì, ÷òî àëãîðèòì, çàäàâàåìûé �îðìóëîé (5), ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ðåàëèçàöèéìåòîäà êâàçèðåøåíèé â òåîðèè ðåãóëÿðèçàöèè íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Ñäåëàåì ñëåäóþùèåïðåäëîæåíèÿ î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ (1), (3).Óñëîâèå 1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò T > 0 òàêîå, ÷òî:1) ïðè t ∈ [0, T ] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1);2) ðåøåíèå çàäà÷è (1) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C2([0, T ];D1), ãäå ìíîæåñòâî
D1 êîìïàêòíî â D;3) äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N ïðè t ∈ [0, T ] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèåçàäà÷è (2), è ýòî ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C2([0, T ];D1).Ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 1, ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [8, 9℄.Ââåäåì �óíêöèîíàë íåâÿçêè äëÿ çàäà÷è (1) ïî �îðìóëå

J(u) = ‖u′ − A[u]‖2
C([0,T ];H) + ‖u(0) − ψ‖2

H .Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèîíàë J : C1([0, T ];D) → R ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Ôóíêöèÿ
u ∈ C1([0, T ];D) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà J(u) = 0.Â óñëîâèè 1 íàõîæäåíèå ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1) ìîæåò áûòü ñâåäåíîê íàõîæäåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ul, ìèíèìèçèðóþùåé �óíêöèîíàë J íà ìíîæåñòâå
C2([0, T ];D1). Ñòðîèòü ìèíèìèçèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî ñ ïîìîùüþ ðåøå-íèé çàäà÷è (2).
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lim

N→∞
J(uN) = 0,ãäå uN ñóòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (2). Áîëåå òîãî, ‖uN − u∗‖C1([0,T ];D) → 0, ïðè N → ∞, ãäå

u∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (1).Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ uN â �óíêöèîíàë íåâÿçêè
J
(

uN
)

= ‖
(

uN
)′
− A

[

uN
]

‖2
C([0,T ];H) + ‖uN(0) − ψ‖2

H =

= ‖
(

uN
)′
− PN A

[

uN
]

− (I − PN ) A
[

uN
]

‖2
C([0,T ];H) +

∞
∑

k=N+1

|ψk|
2 =

= ‖(I − PN) A
[

uN
]

‖2
C([0,T ];H) +

∞
∑

k=N+1

|ψk|
2.Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïîñëåäíåé ñóììå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè N → ∞. �àññìîòðèìâåëè÷èíó

‖(I − PN) A
[

uN
]

‖2
C([0,T ];H) = max

t∈[0,T ]

∞
∑

k=N+1

|(A
[

uN
]

, ϕk)H |
2. (6)Ïîñêîëüêó ïðè âñåõ t ∈ [0, T ] èìååì uN(t) ∈ D1, òî â ñèëó êîìïàêòíîñòè D1 â D èíåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà A : D → H ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîæåñòâî A[uN(t)] îãðàíè÷åíîâ H ðàâíîìåðíî ïî N è t ∈ [0, T ]. Ïîýòîìó âåëè÷èíà (6) òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè

N → ∞.Â ñèëó êîìïàêòíîñòè âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà C2([0, T ];D1) â C1([0, T ];D) èç ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè uN ìîæíî èçâëå÷ü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü uNp, ñõîäÿùóþñÿ â C1([0, T ];D).Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðåäåëîì ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîå ðåøå-íèå çàäà÷è (1), �óíêöèÿ u∗. Äåéñòâèòåëüíî, èç íåïðåðûâíîñòè �óíêöèîíàëà J ñëåäóåò,÷òî J( lim
Nl→∞

uNl) = lim
Nl→∞

J
(

uNl

)

= 0. Íà ñàìîì äåëå è ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uN ñõî-äèòñÿ ê u∗. Ïóñòü lim sup
N→∞

‖uN −u∗‖C1([0,T ];D) = lim
Nq→∞

‖uNq −u∗‖C1([0,T ];D). Â ñèëó êîìïàêò-íîñòè â C1([0, T ];D) ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè uNq ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà ïîäïîñëåäîâà-òåëüíîñòü èìååò ïðåäåëîì v∗. Íî òîãäà v∗ òîæå áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (1), à çíà÷èò,èìååì v∗ = u∗. Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî lim sup
N→∞

‖uN − u∗‖C1([0,T ];D) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,èìååì lim
N→∞

‖uN − u∗‖C1([0,T ];D) = 0. �Òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ îáîñíîâàíèåì èçâåñòíîãî â òåîðèè ðåãóëÿðèçàöèè íåêîððåêò-íûõ çàäà÷ ìåòîäà êâàçèðåøåíèé. Â ýòîé òåîðåìå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüðåøåíèé çàäà÷ (2), îäíàêî âìåñòî �óíêöèé uN , êîòîðûå íà ïðàêòèêå íåäîñòèæèìû,ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå C2([0, T ];D1). Ýòè ïðè-áëèæåíèÿ ìîæíî ïîëó÷àòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà �óíãå�Êóòòû (4) è ïîäõîäÿùåãî ìåòîäàèíòåðïîëÿöèè ïî ïåðåìåííîé t.Ïóñòü �èêñèðîâàíî äîñòàòî÷íî áîëüøîå N . ×åðåç uNM îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü, ïîëó÷åííóþ ïî ñõåìå (4) ïî M òî÷êàì è ïîñëåäóþùèì èíòåðïîëèðîâàíèåì ñèñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíûõ êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ ïî óçëàì {tm}. Ñîîòâåòñòâåííî, ÷å-ðåç uNM
q , q > 0 îáîçíà÷èì àíàëîãè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷åííóþ ïî ñõåìå (5).



118 �.Â. ØàìèíÒåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî uNM , uNM
q ∈

C2([0, T ];D1) è lim
M→∞

‖uNM − uN‖C2([0,T ];D1) = 0 ïðè �èêñèðîâàííîì N . Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóþò N , M òàêèå, ÷òî J (uNM

)

< ε, òàêæå ñóùåñòâóþò, âîçìîæíî,äðóãèå, N , M è q > 0 òàêèå, ÷òî J (uNM
q

)

< ε.Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó òåîðåìû 1 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð N0, ÷òî J (uN
)

< ε/2äëÿ âñåõ N ≥ N0. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå ∆NM = uNM − uN . Èç ïðåäïîëîæåíèé òåîðåìûñëåäóåò, ÷òî ∆NM ∈ C2([0, T ];D1). Çàìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ uNM(0) = uN . Èìååì
J
(

uN0M
)

= J
(

uN0 + ∆N0M
)

= ‖
(

uN0

)′
− A

[

uN0 + ∆N0M
]

+
(

∆N0M
)′
‖2

C([0,T ];H)+

+‖uN0(0)−ψ‖2
H ≤ ‖

(

uN0

)′
−A

[

uN0 +∆N0M
]

‖2
C([0,T ];H)+‖

(

∆N0M
)′
‖2

C([0,T ];H)+‖uN0(0)−ψ‖2
H .Ïîñêîëüêó lim

M→∞
‖∆N0M‖C2([0,T ];D1) = 0 è â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà A : D → Hñóùåñòâóåò òàêîå M0, ÷òî ïðè âñåõ M ≥M0 èìååì

‖(∆N0M)′‖2
C([0,T ];H) ≤ ε/4,

|J
(

uN0

)

− ‖
(

uN0

)′
− A

[

uN0 + ∆N0M
]

‖2
C([0,T ];H)| ≤ ε/4.Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ N > N0 è M > M0 èìååì

J
(

uNM
)

≤ ε.Ïóñòü òåïåðü N1 è M1 òàêîâû, ÷òî J (uN1M1

)

< ε/2. Îáîçíà÷èì ∆NM
q = uNM

q − uNM .Ïî ïîñòðîåíèþ �óíêöèé uNM
q è â ñèëó ñâîéñòâ êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ èìååì

lim
q→0

‖∆NM
q ‖C2([0,T ];D1

= 0. Îöåíèì çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà J (uN1M1

q

). Â ñèëó íåïðåðûâ-íîñòè �óíêöèîíàëà J : C1([0, T ];D) → R ñóùåñòâóåò òàêîå q0 > 0, ÷òî äëÿ âñåõ q < q0èìååì
|J
(

uN1M1

)

− J
(

uN1M1

q

)

| = |J
(

uN1M1

)

− J
(

uN1M1 + ∆N1M1

q

)

| < ε/2.Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âñåõ N > N1, M > M1, q < q0 âûïîëíåíî
J
(

uNM
q

)

≤ ε.

�Òåîðåìà 2 äàåò âîçìîæíîñòü ñòðîèòü ìèíèìèçèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ�óíêöèîíàëà J ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåíèé uNM
q , êîòîðûå ìîæíî ñòðîèòü êîíñòðóêòèâíî.À òåîðåìà 1 ãàðàíòèðóåò, ÷òî ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ ê ðåøå-íèþ çàäà÷è (1). Â êîíêðåòíûõ ïðèëîæåíèÿõ óñëîâèÿ òåîðåì 1 è 2 ÷àñòî ìîãóò áûòüëåãêî ïðîâåðåíû. Â ÷àñòíîñòè, â çàäà÷àõ ãèäðîäèíàìèêè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ,êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå, óñëîâèÿ ýòèõ òåîðåì âûïîëíåíû [9, 10℄.3. Ïðèìåðû â ãèäðîäèíàìèêå3.1. Ïîâåðõíîñòíûå âîëíû èäåàëüíîé æèäêîñòèÏåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ íåñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîéïîâåðõíîñòüþ è êîíå÷íîé ãëóáèíîé. Òàêèå çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè,



�åãóëÿðèçàöèÿ ìåòîäà ïðÿìûõ â óñëîâèÿõ ìàøèííîé òî÷íîñòè... 119íàïðèìåð, [4, 11, 12℄. Â ÷àñòíîñòè, áûëè ïîëó÷åíû òåîðåìû î ëîêàëüíîé (ïî âðåìå-íè) ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó ïîâåðõíîñòíûõ âîëí èäåàëüíîéæèäêîñòè.Ïóñòü èäåàëüíàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü çàíèìàåò îáëàñòü â ïëîñêîñòè (x, y), îãðà-íè÷åííóþ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ:
−h < y < η(x, t),

−∞ < x <∞, t > 0.Ñ÷èòàÿ äâèæåíèå æèäêîñòè ïîòåíöèàëüíûì, èìååì
v(x, y, t) = ∇Φ(x, y, t),ãäå v(x, y, t) � äâóìåðíîå ïîëå ñêîðîñòåé, Φ(x, y, t) � ïîòåíöèàë. Èç óñëîâèÿ íåñæèìà-åìîñòè æèäêîñòè divv = 0 ñëåäóåò, ÷òî ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþËàïëàñà:

∆Φ(x, y, t) = 0.Ñ ýòèì óðàâíåíèåì ñâÿçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:
(ηt + Φxηx − Φy)|y=η(x,t) = 0,

(

Φt +
1

2
|∇Φ|2 + gy

)

|y=η(x,t) = 0,

Φy|y=−h = 0,

η|t=0 = η0(x),

Φ|t=0 = Φ0(x, y).Çäåñü g � óñêîðåíèå ïîëÿ òÿæåñòè.Óäîáíî ââåñòè âåëè÷èíó Ψ(x, t) = Φ(x, η(x, t), t), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ïî-òåíöèàëà íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè (ñì. [4℄). Â.Å. Çàõàðîâûì áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òîïåðåìåííûå η è Ψ � ýòî êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûå âåëè÷èíû, ò. å.
∂η

∂t
=
δH

δΨ
,

∂Ψ

∂t
=
δH

δη
,ãäå ãàìèëüòîíèàí H ñîâïàäàåò ñ ïîëíîé ýíåðãèåé æèäêîñòè H = T + U ,

T =
1

2

∞
∫

−∞

dx

η(x,t)
∫

−h

|∇Φ|2dy,

U =
g

2

∞
∫

−∞

η2(x, t)dx.Ñëåäóÿ ðàáîòå [4℄, ñîâåðøèì êîí�îðìíîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè, çàíèìàåìîé æèäêî-ñòüþ â ïëîñêîñòè (x, y), â ïîëóïðîñòðàíñòâî â ïåðåìåííûõ (u, v):
−∞ < u <∞, −h < v < 0.



120 �.Â. ØàìèíÏîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâåðõíîñòü η(x, t) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ïàðàìåòðè÷åñêîìâèäå
y = y(u, t), x = u+ x̃(u, t).Ïåðåìåííûå x̃(u, t) è y(u, t) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

y = R[x̃],ãäå îïåðàòîð R � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð âèäà
R[f ](u) =

1

2h
vp

∞
∫

−∞

f(u′)

sinh(π/2h(u′ − u))
du′.Îáðàòíûé ê R îïåðàòîð T èìååò âèä

T [f ](u) =
1

h
vp

∞
∫

−∞

f(u′)

1 − e−π/(h(u−u′))
du′.Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [4℄, ïåðåìåííûå y(u, t) è Ψ(u, t) ïîëíîñòüþ îïèñûâàþò äâè-æåíèå æèäêîñòè è ïîä÷èíÿþòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìå èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè:

yt = −yuT

[

R[Ψu]

J

]

+ xu
R[Ψu]

J
, (7)

Ψt = −
Ψ2

u − (R[Ψu])
2

2J
− T

[

R[Ψu]

J

]

Ψu − gy, (8)ãäå J = x2
u + y2

u � ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ.Óðàâíåíèÿ (7)�(8) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.Ïóñòü u ∈ (0, 2π), à �óíêöèè y, Ψ ïðåäñòàâëåíû â âèäå
y(u, t) =

∞
∑

k=−∞

yk(t)e
iku, Ψ(u, t) =

∞
∑

k=−∞

Ψk(t)e
iku. (9)Îïåðàòîðû R è T â �óðüå-ïðåäñòàâëåíèè èìåþò ïðîñòîé âèä:

yk = Rkx̃k, Rk = i tanh kh,
x̃k = Tkyk, Tk = −i coth kh.Îïåðàöèÿ äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííîé u â �óðüå-ïðåäñòàâëåíèè èìååò îáû÷-íûé âèä:

Dk = ik.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïåðàòîðîâ R, T , D áóäåì ïðèìåíÿòü áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-ðüå.×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò 1. �àññìîòðèì ñòîÿ÷èå âîëíû èäåàëüíîé æèäêîñòè ñêîíå÷íîé ãëóáèíîé. Âûáåðåì ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: ãëóáèíà h = 6.0, óñêîðåíèå ñâî-áîäíîãî ïàäåíèÿ g = 1.0, øàã ïî âðåìåíè τ = 0.001. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèéâîçüìåì ñëåäóþùèå �óíêöèè:
y(0, u) = 0.01 cosu, Ψ(0, u) = 0.
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�èñ. 1. Ñ÷åò ïî ñõåìå (4), t = 20.0 �èñ. 2. Ñ÷åò ïî ñõåìå (5), t = 100.0Àïïðîêñèìèðóåì ðÿäû (9) êîíå÷íûìè ñóììàìè ñ N = 512 ñëàãàåìûìè è áóäåì ïðè-ìåíÿòü ÷èñëåííûå ñõåìû, îïèñàííûå âûøå. �àññìîòðèì ñïåêòðû ðåøåíèé â ëîãàðè�-ìè÷åñêîì ìàñøòàáå: ïî îñè àáñöèññ îòëîæèì íîìåð ãàðìîíèêè k, à ïî îñè îðäèíàò �
lg |yk| è lg |Ψk|. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, êîòîðîìó áûë ïðèñâî-åí íîìåð ZF-2-3 â ñèñòåìå ó÷åòà âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ www.
al
s.ru. Â ýòîìýêñïåðèìåíòå ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ ïî ñõåìå (4) � íà ðèñ. 1 ïîêàçàí ñïåêòð ðåøåíèÿ ïðè
t = 20.0. �àðìîíèêè ñ íîìåðàìè îò 0 äî 25 õàðàêòåðèçóþò ñîáñòâåííî ðåøåíèå, ãîðèçîí-òàëüíàÿ ÷àñòü ñïåêòðà ñ ãàðìîíèêàìè îò 26 äî 360 îáóñëîâëåíà êîíå÷íîñòüþ ìàøèííîéòî÷íîñòè ïðè âû÷èñëåíèÿõ. �àñòóùàÿ ÷àñòü ñïåêòðà ñ ãàðìîíèêàìè îò 360 äî 511 �ðåçóëüòàò âû÷èñëèòåëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè ñõåìû (4) â óñëîâèÿõ ìàøèííîé òî÷íîñòè.Â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå ZF-2-4 ïðèìåíÿëàñü ìîäè�èöèðîâàííàÿ ñõåìà ìåòîäàïðÿìûõ (5), ñ âûáðàííûì q = 10−12, ñ òåì æå íà÷àëüíûì óñëîâèåì. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíñïåêòð ðåøåíèÿ ïðè t = 100.0. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ íà ðèñ. 1 çäåñü ìû íå íàáëþäàåìâû÷èñëèòåëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè.3.2. Íåóñòîé÷èâîñòü �ýëåÿ�ÒåéëîðàÍåóñòîé÷èâîå òå÷åíèå �ýëåÿ�Òåéëîðà áóäåì ðàññ÷èòûâàòü, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ Äüÿ-÷åíêî, ïîëó÷åííûå â [5℄. Ýòè óðàâíåíèÿ � ìîäè�èêàöèÿ óðàâíåíèé (7)�(8) äëÿ ñëó÷àÿáåñêîíå÷íîé ãëóáèíû.Îáðàçóåì ïàðó êîìïëåêñíûõ �óíêöèé z(w, t) = x(w, t)+iy(w, t) è íà äåéñòâèòåëüíîéîñè Π(u, t) = Ψ(u, t) + iH[Ψ(u, t)], ãäå w = u + iv. Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå R(w, t) è
V (w, t) ïî ñëåäóþùèì �îðìóëàì:

R(w, t) =
1

zw

, V (w, t) = i
Πw

zw

.Ôóíêöèè R è V àíàëèòè÷íû â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèìóñëîâèÿì:
R(w, t) → 1, |w| → ∞, Imw ≤ 0,

V (w, t) → 0, |w| → ∞, Imw ≤ 0.



122 �.Â. ØàìèíÊàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [5℄, �óíêöèè R è V óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå èíòåã-ðîäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
Rt = i(URw − UwR), (10)

Vt = i(UVw − BwR) + g(R− 1), (11)ãäå U = P(V R + V R), B = P(V V ), P =
1

2
(I + iH) � èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð. Ýòèóðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Äüÿ÷åíêî. �àçðåøèìîñòü óðàâíåíèé (10)�(11) ðàñ-ñìàòðèâàëàñü â [8, 9℄. Ñõîäèìîñòü ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ áûëà óñòàíîâëåíà â ðàáîòå [10℄.Ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåóñòîé÷èâîñòè �ýëåÿ�Òåéëîðà áóäåì ðàññìàòðèâàòü òå÷åíèåæèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ, ïîëàãàÿ óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ îòðèöà-òåëüíûì.×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò 2. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçóåì ìå-òîä ïðÿìûõ, ïðèíÿâ N = 512. Âûáåðåì ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: óñêîðåíèå ñâîáîäíîãîïàäåíèÿ g = −10.0, øàã ïî âðåìåíè: τ = 0.0001. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé âîçüìåìñëåäóþùèå �óíêöèè:

R(0, w) = 1 + 0.01 exp(−iw), V (0, w) = 0.Èñïîëüçóåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà RT-3-5, ãäå ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ ïîñõåìå (4). Íà ðèñ. 3 ïîêàçàí ñïåêòð ðåøåíèÿ ïðè t = 0.3. Ïåðâûå ãàðìîíèêè îò 0äî 10 õàðàêòåðèçóþò ðåøåíèå, à âîçðàñòàþùèå ïî ìîäóëþ ãàðìîíèêè (îò 10) âûðàæàþò�àêò íåóñòîé÷èâîñòè. Â äàííîì ïðèìåðå ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ íåóñòîé÷èâîñòüþ ñàìèõóðàâíåíèé. Âîçíèêàþùèå ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé áûñòðî ðàçðóøàþò ÷èñëåííûé ñ÷åò.Â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå RT-3-6 ïðîâåðèì íàøó ìîäè�èöèðîâàííóþ ñõåìó (5) âýòîì ñëó÷àå ñ ïàðàìåòðîì q = 10−12. Íà ðèñ. 4 äàí ñïåêòð ðåøåíèÿ ïðè t = 1.55. Çäåñüìû íå íàáëþäàåì êàêîé-ëèáî âû÷èñëèòåëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè. �àçóìååòñÿ, äàëüíåéøèéñ÷åò ïî ñõåìå (5) òðåáóåò óâåëè÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè N è ïðèâîäèò ê ðàçðóøåíèþ ãëàäêîãîðåøåíèÿ, íî ýòî ñëåäñòâèå íåóñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ �ýëåÿ�Òåéëîðà. Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíïðî�èëü ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè òå÷åíèÿ ïðè t = 1.55.
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�èñ. 3. Ñ÷åò ïî ñõåìå (4), t = 0.3 �èñ. 4. Ñ÷åò ïî ñõåìå (5), t = 1.55
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�èñ. 5. Ïðî�èëü ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ïðè t = 1.55Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü àêàäåìèêó �ÀÍ Â.Å. Çàõàðîâó è äîêòîðó�èç.-ìàò. íàóê À.È. Äüÿ÷åíêî çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáî-òå, à òàêæå äîêòîðó �èç.-ìàò. íàóê Ë.Á. ×óáàðîâó çà öåííûå çàìå÷àíèÿ è ïîëåçíîåîáñóæäåíèå.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Øîêèí Þ.È. Èíòåðâàëüíûé àíàëèç. Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1981. 112 ñ.[2℄ Êàëìûêîâ Ñ.À., Øîêèí Þ.È., Þëäàøåâ Ç.Õ. Ìåòîäû èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà. Íî-âîñèáèðñê: Íàóêà, 1986. 224 ñ.[3℄ Àëå�åëüä �., Õåðöáåðãåð Þ. Ââåäåíèå â èíòåðâàëüíûå âû÷èñëåíèÿ. Ì.: Ìèð, 1987.360 ñ.[4℄ Äüÿ÷åíêî À.È., Çàõàðîâ Â.Å., Êóçíåöîâ Å.À. Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ñâîáîäíîé ïî-âåðõíîñòè èäåàëüíîé æèäêîñòè // Ôèçèêà ïëàçìû. 1999. Ò. 22, � 10. Ñ. 916�928.[5℄ Zakharov V.E., Dya
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. 1950. T. 201. Ser. A, N 1065. P. 192�196.[7℄ Èííîãàìîâ Í.À. Òóðáóëåíòíàÿ ñòàäèÿ òåéëîðîâñêîé íåóñòîé÷èâîñòè // Ïèñüìà âÆÒÔ. 1978. Ò. 4, âûï. 12. C. 743�747.[8℄ Øàìèí �.Â. Î ñóùåñòâîâàíèè ãëàäêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Äüÿ÷åíêî, îïèñûâàþùèõíåóñòàíîâèâøèåñÿ òå÷åíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ // Äîêë.�ÀÍ. 2006. Ò. 406. � 5. C. 112�113.[9℄ Øàìèí �.Â. Ê âîïðîñó îá îöåíêå âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû Êîøè�Êîâàëåâñêîé ñ ïðèìåðàìè â ãèäðîäèíàìèêå ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ // Ñîâðåìåííàÿìàòåìàòèêà. Ôóíäàìåíòàëüíûå íàïðàâëåíèÿ. 2007. Ò. 21. C. 133�148.[10℄ Øàìèí �.Â. Îá îäíîì ÷èñëåííîì ìåòîäå â çàäà÷å î äâèæåíèè èäåàëüíîé æèäêîñòè ñîñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ // Ñèá. ÆÂÌ. 2006. Ò. 9, � 4. C. 325�340.
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