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1Èíñòèòóò êîñìî�èçè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé è ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàäèîâîëí ÄÂÎ�ÀÍ,ï. Ïàðàòóíêà Êàì÷àòñêîãî êðàÿ, �îññèÿ
2Êàì÷àòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Âèòóñà Áåðèíãà,Ïåòðîïàâëîâñê-Êàì÷àòñêèé, �îññèÿe-mail: gvodin
har�yandex.ru, kruteva_lu�mail.ruÏîñòðîåíà ìàëîìîäîâàÿ ìîäåëü ãåîäèíàìî, ñòðóêòóðà ïîëîèäàëüíîãî ïîëÿ ñêî-ðîñòåé êîòîðîé ñîãëàñîâàíà ñ äàííûìè î ðàñïðåäåëåíèè ïëîòíîñòè â æèäêîì ÿäðåÇåìëè. Ìîäåëü âêëþ÷àåò äâå êîìïîíåíòû òåìïåðàòóðû, îäíó ïîëîèäàëüíóþ êîì-ïîíåíòó ñêîðîñòè è äâå òîðîèäàëüíûå, ìîäåëèðóþùèå êîðèîëèñîâ ý��åêò. Ìàã-íèòíîå ïîëå ïðåäñòàâëåíî îñíîâíûì äèïîëåì è øåñòüþ ìîäàìè, ñòðóêòóðíî ñî-ãëàñîâàííûìè ñ ìîäàìè ñêîðîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïàðàìåòðàõ ÿäðà, ïðèíÿòûõâ òåîðèè ãåîäèíàìî, â äàííîé ìîäåëè ïîääåðæèâàåòñÿ ìàãíèòíîå ïîëå, äèïîëü-íàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî áëèçêà ïî âåëè÷èíå ê ðåàëüíîé äèïîëüíîé êîìïîíåíòåãåîìàãíèòíîãî ïîëÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíâåêöèÿ, òîðîèäàëüíûå è ïîëîèäàëüíûå ïîëÿ, ÿäðî Çåìëè,ãåîäèíàìî.ÂâåäåíèåÈññëåäîâàíèå âîïðîñîâ �îðìèðîâàíèÿ ãåîìàãíèòíîãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàè-áîëåå èíòåíñèâíî ðàçâèâàþùèõñÿ íàïðàâëåíèé ãåî�èçèêè, òåì áîëåå, ÷òî ðàáîòû â ýòîéîáëàñòè èìåþò ïåðåñå÷åíèå ñ ïðîáëåìàìè êîñìè÷åñêîãî ìàãíåòèçìà, çàäà÷àìè êîñìî-è àñòðî�èçèêè. Îáçîðû ïîñòîÿííî óâåëè÷èâàþùåãîñÿ ÷èñëà èññëåäîâàíèé äàííîãî íà-ïðàâëåíèÿ ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, â [1, 2℄. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðàêòè÷åñêè îáùåïðèçíàí-íîé äëÿ ãåîìàãíåòèçìà è êîñìè÷åñêîãî ìàãíåòèçìà ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ äèíàìî. Â ýòîé òåî-ðèè äîñòèãíóò îãðîìíûé ïðîãðåññ, îäíàêî íåëüçÿ ñ÷èòàòü, ÷òî çàäà÷à �îðìèðîâàíèÿ èïîääåðæàíèÿ ãåîìàãíèòíîãî ïîëÿ ïîëíîñòüþ ðåøåíà. Íà ñåãîäíÿ íåò ìîäåëè, êîòîðàÿîáúÿñíÿëà áû âñå íàáëþäàåìûå ñâîéñòâà ïîëÿ.Îäíèì èç êëþ÷åâûõ äëÿ ãåîäèíàìî ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ñòðóêòóðå êîíâåêòèâíûõ òå-÷åíèé â æèäêîì ÿäðå. Êîñâåííóþ èí�îðìàöèþ îá ýòîé ñòðóêòóðå ìîæíî ïîëó÷èòü èçäàííûõ î íåîäíîðîäíîñòÿõ â ïëîòíîñòè æèäêîãî ÿäðà. Â [3℄ ïðîàíàëèçèðîâàíû ðåçóëü-òàòû ðÿäà ðàáîò ïî splitting-�óíêöèÿì ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé Çåìëè, â êîòîðûõ ïîëó-÷åíû ñðåçû ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè íà ðàçëè÷íûõ ãëóáèíàõ. Âàðèàöèè ïëîòíîñòè íàãëóáèíå 3900 êì, ñîîòâåòñòâóþùèå splitting-�óíêöèè æèäêîãî ÿäðà, ïðèâåäåííûå â [3℄,ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1. Çäåñü ïðîñëåæèâàåòñÿ ÷åòêàÿ 12-çîííàÿ øàõìàòíàÿ ñòðóêòóðà.Àâòîðîì ðàáîòû [3℄ íà îñíîâå ýòèõ äàííûõ áûëà âûñêàçàíà ãèïîòåçà î ñîîòâåòñòâóþ-ùåé ñòðóêòóðå êîíâåêöèè, ãäå â øåñòè îáëàñòÿõ ìàòåðèàë ÿäðà �òîíåò�, à â øåñòè ��âñïëûâàåò�.

∗�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ÄÂÎ �ÀÍ (ïðîåêò 10-III-Â-07-158).35
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�èñ. 1. Ïîðòðåò splitting-�óíêöèè äëÿ ìîäû 11S4 ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé Çåìëè èç ðàáîòû [3℄.×åðíûé öâåò � ïëîòíîñòü âåùåñòâà íà 0.2% âûøå ñðåäíåé, áåëûé � íà 0.2% íèæå ñðåäíåé.Ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè � ãðàäóñû äîëãîòû, ïî âåðòèêàëüíîé � øèðîòûÂ [4℄ èññëåäîâàëàñü âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ êîíâåêöèè ñ ïîäîáíîé ñòðóêòóðîéáåç ó÷åòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îáùåïðèíÿòûõ çíà÷åíèÿõ �èçè-÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ÿäðà ýòà êîíâåêöèÿ ìîæåò ïîääåðæèâàòüñÿ â ÿäðå. Â íàñòîÿùåéðàáîòå èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î òîì, ìîæåò ëè ïîäîáíàÿ ñòðóêòóðà êîíâåêöèè ïîääåðæèâàòüìàãíèòíîå ïîëå äèïîëüíîãî òèïà, áëèçêîå ïî âåëè÷èíå ê íàáëþäàåìîìó, à òàêæå áóäóòëè õàðàêòåðíûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè ñîãëàñîâûâàòüñÿ ñ èìåþùèìèñÿ îöåíêàìè [5℄.1. Ôîðìóëèðîâêà êðàåâîé çàäà÷è ãåîäèíàìî�àññìîòðèì âðàùàþùóþñÿ âìåñòå ñ Çåìëåé ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω ñèñòåìó êîîðäè-íàò, íà÷àëî êîòîðîé ðàñïîëîæåíî â öåíòðå Çåìëè, à îñü Oz ïðîõîäèò ÷åðåç Ñåâåðíûéïîëþñ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç v, B è P ïîëÿ ñêîðîñòè, ìàãíèòíîé èíäóêöèè è äàâëåíèÿ. Ïîëåòåìïåðàòóðû âíåøíåãî ÿäðà ïðåäñòàâèì â âèäå T +Ts, ãäå Ts � ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäå-ëåíèå òåìïåðàòóðû, ñîîòâåòñòâóþùåå òåïëîïåðåäà÷å â âèäå ÷èñòîé òåïëîïðîâîäíîñòè,
T � îòêëîíåíèå îò ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå óïðîùàþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ: âåùåñòâî âíåøíåãîÿäðà íåñæèìàåìîå, îòíîñèòåëüíàÿ ìàãíèòíàÿ ïðîíèöàåìîñòü âñåãî ïðîñòðàíñòâà µ = 1,âàðèàöèè ïëîòíîñòè âíåøíåãî ÿäðà îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ρ0 ìàëû, êèíåìà-òè÷åñêàÿ âÿçêîñòü ν è òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòü k âíåøíåãî ÿäðà, à òàêæå ìàãíèòíàÿâÿçêîñòü νm âñåãî ÿäðà ïîñòîÿííû. Ñðåäó çà ïðåäåëàìè ÿäðà ñ÷èòàåì íåïðîâîäÿùåé,÷òî ïðèâîäèò ê ïîòåíöèàëüíîñòè ïîëÿ B â ýòîé îáëàñòè. Òåìïåðàòóðà íà âíóòðåííåé
r1 è âíåøíåé r2 = r1 + h ãðàíèöàõ æèäêîãî ÿäðà ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ T1 è
T2 = T1 − δT . Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûìè ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷ ãåîäèíà-ìî [1, 2℄. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü ñêîðîñòü ïîëÿ v çà ïðåäåëàìè âíåøíåãî ÿäðà íóëåâîé,ò. å. â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè îòñóòñòâóåò ÿâëåíèå ñóïåðâðàùåíèÿ âíóòðåííåãî ÿäðà.Òîãäà óðàâíåíèÿ äèíàìî çàïèñûâàþòñÿ â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà â âèäå [1℄
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Ìàëîìîäîâàÿ ìîäåëü ãåîäèíàìî 37Çäåñü g2 � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà ãðàíèöå ÿäðà, β � êîý��èöèåíò îáúåìíîãîòåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ âíåøíåãî ÿäðà, µ0 � ìàãíèòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.Èçâåñòíî, ÷òî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â ñ�åðè÷åñêîéîáîëî÷êå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Ts(r = r1) = T1 è Ts(r = r2) = T2 èìååò ãèïåðáîëè-÷åñêèé ïî ðàäèóñó ïðî�èëü Ts =
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▽v = 0, ▽B = 0. (2)Óïðàâëÿþùèìè ïàðàìåòðàìè ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ: ÷èñëî �åëåÿ Ra = δTg2h
3β/(νk),÷èñëî Ïðàíäòëÿ Pr = ν/k, ÷èñëî Êîðèîëèñà τ = 2h2Ω/ν, ÷èñëî �îáåðòñà q = k/νm.Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïîëÿ äàâëåíèÿ âîçüìåì ðîòîð îò îáåèõ ÷àñòåé ïåðâîãî óðàâíåíèÿñèñòåìû (2), ó÷èòûâàÿ, ÷òî (v▽)v = (1/2)gradv2 − v× rotv. Ïîëó÷èì
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▽v = 0, ▽B = 0. (3)Ñèñòåìó (1) äîïîëíèì îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ òåìïåðàòóðû è óñëî-âèÿìè ïðèëèïàíèÿ äëÿ ñêîðîñòè íà âíóòðåííåé è âíåøíåé ãðàíèöàõ æèäêîãî ÿäðà:
T (r = r1) = T (r = r2) = 0,v(r = r1) = v(r = r2) = 0.�àññìîòðèì òåïåðü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîñêîëüêó ïðè r ≥ r2ïîëå ïîòåíöèàëüíî, òî â ýòîé îáëàñòè B = −gradU , ãäå ïîòåíöèàë ðàñêëàäûâàåòñÿ âðÿä ïî ñ�åðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì
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. (5)Â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíè-åì äâîéíîãî ðîòîðà â �îðìóëå (5) è ãðàäèåíòà âûðàæåíèÿ (4). Ñîëåíîèäàëüíîå ïîëå
B ðàçëàãàåòñÿ â ñóììó òîðîèäàëüíîé è ïîëîèäàëüíîé ñîñòàâëÿþùèõ, êîòîðûå îïðå-äåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êàê rot(Φr) è rot rot(Ψr), ãäå Φ è Ψ � íåêîòîðûå ñêàëÿðíûå



38 �.Ì. Âîäèí÷àð, Ë.Ê. Êðóòüåâà(ïðîèçâîäÿùèå) �óíêöèè. Òîãäà èç (5) âèäíî, ÷òî âíå ÿäðà ìàãíèòíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ÷è-ñòî ïîëîèäàëüíûì è ðàçëàãàåòñÿ â ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåíòàðíûõ ïîëîèäàëüíûõêîìïîíåíò
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nm = rot rot

(

RP
kn(r)Y

m
n (θ, ϕ)r

) �ñîáñòâåííûå ïîëÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è rot△P+µ rotP = 0 â ïðîñòðàíñòâå ïîëîèäàëü-íûõ ïîëåé, íóëåâûõ ïðè r = r1,2.Ñòðîåíèå �óíêöèé kΘnm îïèñàíî â [6℄, ïîñòðîåíèå ïîëåé kv
T
nm, kvP

nm âûïîëíåíî â [4℄.Êîìïîíåíòû (7) ìàãíèòíîãî ïîëÿ òàêæå áóäåì ðàñêëàäûâàòü ïî ïîëÿì çàäà÷è
rot△Bnm + η rotBnm = 0 (9)ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Âåðõíèé èíäåêñ èç �îðìóëû (7) îïóñêàåòñÿ,ïîñêîëüêó ïîêà ðàññóæäåíèÿ íîñÿò îáùèé õàðàêòåð äëÿ ïîëåé îáîèõ òèïîâ. �àçäåëÿÿðàäèàëüíóþ è âðåìåííóþ ïåðåìåííûå, ïðåäñòàâèì ïîëÿ Bnm â âèäå

Bnm =
∑

k

kγnm(t) rot (kRnm(r)Y
m
n (θ, ϕ)r) =

∑

k

kγnm(t) kBnm.Çäåñü èíäåêñ k = 0, 1, 2, . . . ñîîòâåòñòâóåò äèñêðåòèçàöèè ñïåêòðà çàäà÷è (9) ïî ðàäè-àëüíîé ïåðåìåííîé. Â [4℄ ïîêàçàíî, ÷òî �óíêöèè kRnm ñ ó÷åòîì èõ îãðàíè÷åííîñòè



Ìàëîìîäîâàÿ ìîäåëü ãåîäèíàìî 39â öåíòðå Çåìëè èìåþò âèä (Aknjn
(√

ηkn r
)

+Bknr
n
)

Y m
n , ãäå jn(·) � ñ�åðè÷åñêèå �óíê-öèè Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà, êîý��èöèåíòû Akn è Bkn îïðåäåëÿþòñÿ èç êðàåâûõ óñëîâèéñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ.Äàëåå ðàññìîòðèì ïîëÿ ðàçíûõ òèïîâ îòäåëüíî. Êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ òîðîèäàëüíûõïîëåé kB

T
nm äàþò ñèñòåìó óðàâíåíèé

kR
BT
nm(r2) =

dkR
BT
nm

dr

∣

∣

∣

∣

∣

r=r2

= 0 (10)äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ Akn è Bkn. Óñëîâèå íåòðèâèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ýòîéñèñòåìû îïðåäåëÿåò äëÿ êàæäîãî n ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ηTkn êàêðåøåíèé óðàâíåíèÿ
jn (

√
ηknr2)nr

n−1
2 − rn2

djn
(√

ηkn r
)

dr

∣

∣

∣

∣

∣

r=r2

= 0.Ïîñëå íàõîæäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ηTkn ïîäñòàâëÿåì èõ â îäíî èç óðàâíåíèé ñèñòå-ìû (10), îòêóäà ïîëó÷àåì êîý��èöèåíòû Akn è Bkn ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðóþùåãîìíîæèòåëÿ. Óñëîâèå íîðìèðîâêè, ñîîòâåòñòâóþùåå åäèíè÷íîé áåçðàçìåðíîé ýíåðãèè,âûäåëÿåìîé ïîëåì kB
T
nm âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, âûáåðåì â âèäå

∫

R3

(kB
T
nm)

2 dV =

∫

r≤r2

(kB
T
nm)

2 dV = 1.Äëÿ ïîëîèäàëüíûõ ïîëåé êðàåâîå óñëîâèå rotBP
nm(r = r2) = 0 äàåò óðàâíåíèå

(

d2

dr2
+

2

r

d

dr
− n(n+ 1)

r2

)

RBP
kn |r=r2 = 0, (11)a óñëîâèå BP

nm(r = r2) ‖Bout
nm(r = r2) ïðèâîäèò ê �îðìóëå

(

d

dr
+

n+ 1

r

)

RBP
kn |r=r2 = 0. (12)Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ òîðîèäàëüíûõ ïîëåé óñëîâèå íåíóëåâîé ðàçðåøèìîñòè ñèñòå-ìû (11)�(12) äàåò óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ηPkn, ïîäñòàíîâêà êîòîðûõ â ýòóñèñòåìó ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êîý��èöèåíòû Akn è Bkn ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðóþùåãîìíîæèòåëÿ. Ñàì ìíîæèòåëü íàõîäèì èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè

∫

R3

(kB
P
nm)

2 dV =

+∞
∫

0

[

RBP
kn

]2

n2(n+ 1)2 dr +

+∞
∫

0

[

RBP
kn

r
+

dRBP
kn

dr

]2

r2n(n + 1) dr = 1. (13)Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ýòî óñëîâèå ïðèâîäèò ê åäèíè÷íîé ýíåðãèè, âûäåëÿåìîéïîëåì âî âñåì ïðîñòðàíñòâå. Â ëåâîì èíòåãðàëå �îðìóëû (13) èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó, à ïðàâàÿ ÷àñòü �îðìóëû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò àíàëè-òè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ëåâîé ÷àñòè ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì. Ïðè èíòåãðèðîâàíèèïî ïðîìåæóòêó r > r2 â (13) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ýòîì ïðîìåæóòêå
RBP

kn (r) = RBP
kn (r2)

(

r

r2

)−(n+1)

.



40 �.Ì. Âîäèí÷àð, Ë.Ê. ÊðóòüåâàÒàêîå âûðàæåíèå íàêëàäûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì ïåðåõîäîì BP
nm â Bout

nm. Âñå âûøåîïè-ñàííûå ðàñ÷åòû áàçèñíûõ ìàãíèòíûõ ìîä, ñâÿçàííûå ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèé íà ñîá-ñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ñèñòåì äëÿ êîý��èöèåíòîâ, íîðìèðîâêàìè, ïðîâîäèëèñü â ïàêåòåMAPLE 12. Ïðè ýòîì èíòåãðèðîâàíèå ïî óãëîâûì ïåðåìåííûì âûïîëíÿëîñü àíàëèòè-÷åñêè, à ïî ðàäèàëüíîé �� ÷èñëåííî. Ýòè ðàñ÷åòû áûëè ïðîâåäåíû äëÿ k = 0, 1, 2 è
n = 1, . . . , 10.3. Ïîñòðîåíèå ìàëîìîäîâîé ìîäåëèÂûïîëíèì îòáîð ìîä ñêîðîñòè, êîòîðûå îïðåäåëÿò îïèñàííóþ âî ââåäåíèè ñòðóêòó-ðó òå÷åíèé ñ 12 ÷åðåäóþùèìèñÿ çîíàìè ïîäíÿòèÿ è îïóñêàíèÿ âåùåñòâà. Â ðàáîòå [4℄ïîêàçàíî, ÷òî ïîäîáíàÿ ñòðóêòóðà âåðòèêàëüíûõ òå÷åíèé îïèñûâàåòñÿ ïîëîèäàëüíûìèêîìïîíåíòàìè kv

P
4,±2. Ïðè ýòîì êðóïíîìàñøòàáíàÿ êîíâåêöèÿ ñ òðàíñïîðòîì ìàòåðèà-ëà îò íèæíåé ãðàíèöû ê âåðõíåé ïîëó÷àåòñÿ ïðè k = 0. Çíàêè ðàäèàëüíîé ïðîåêöèèêîìïîíåíòû 0v

P
4,2 è íåêîòîðûå åå ëèíèè òîêà ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2. Ëèíåéíûìè êîìáè-íàöèÿìè äâóõ òàêèõ ìîä ìîæíî îáåñïå÷èòü ëþáîé �àçîâûé ñäâèã 12-çîííîé êàðòèíûïî óãëó ϕ. Ïîñêîëüêó âûáîð íà÷àëà îòñ÷åòà óãëà ϕ ïðîèçâîëåí, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿòîëüêî ìîäîé 0v
P
4,2.×òîáû ó÷åñòü êîðèîëèñîâ ñíîñ îñíîâíîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè, íàïðàâëåíèå

e
z
× 0v

P
4,2 äåéñòâóþùåé íà íåå ñèëû Êîðèîëèñà àïïðîêñèìèðîâàëîñü äðóãèìè êîìïîíåí-òàìè ñêîðîñòè. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ïðèáëèæåíèÿ èñïîëüçîâàëàñü ìèíèìèçàöèÿ íåâÿç-êè

∑

k,n,m

(

kqnm kv
T
nm + ksnm kv

P
nm

)

− e
z
× 0v

P
4,2â ìåòðèêå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ 〈P,Q〉 =

∫

(PQ) dV, ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåò-ñÿ ïî îáúåìó æèäêîãî ÿäðà. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè, ÷òî îòëè÷íûìè îò íóëÿÿâëÿþòñÿ òîëüêî êîý��èöèåíòû kq3,2, kq5,2 è 0s4,−2. Ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå e
z
× kv

P
4,2â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ êîý��èöèåíòîâ:

e
z
× kv

P
4,2 ≈ 0.410v

T
5,2− 0.341v

T
3,2− 0.250v

T
3,2− 0.171v

T
5,2− 0.10v

P
4,−2− 0.062v

T
5,2+0.042v

T
3,2+ . . .à á

�èñ. 2. Ëèíèè òîêà ìîäû 0v
P
4,2 (à) è åå ðàäèàëüíàÿ êîìïîíåíòà (á). ×åðíûé öâåò � òå÷åíèåñíèçó ââåðõ, áåëûé � ñâåðõó âíèç



Ìàëîìîäîâàÿ ìîäåëü ãåîäèíàìî 41Ñ ó÷åòîì ýòîãî ðàçëîæåíèÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè êîðèîëèñîâà ñíîñà îñíîâíîé ìîäû ñêî-ðîñòè â ìîäåëè èñïîëüçîâàëèñü äâå òîðîèäàëüíûå êîìïîíåíòû 0v
T
5,2 è 1v

T
3,2.Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ òåìïåðàòóðû áûëè îñòàâëåíû äâå ìîäû: 1Θ0,0 è 0Θ4,2. Ïåðâàÿäàåò ðàâíîìåðíîå îòêëîíåíèå ïî ðàäèóñó îò ñòàöèîíàðíîãî ïðî�èëÿ (èñïîëüçóåòñÿ ïîàíàëîãèè ñ ìîäåëüþ Ëîðåíöà ìàëîìîäîâîé êîíâåêöèè â ïëîñêîì ñëîå [7℄), âòîðàÿ �çà-ïóñêàåò� îñíîâíóþ êîíâåêòèâíóþ ìîäó 0v

P
4,2.Ìàãíèòíîå ïîëå ïðåäñòàâèì ìîäàìè 0B
P
1,0, 0B

P
1,±1, îïèñûâàþùèìè äèïîëüíóþ ÷àñòü,à òàêæå ïðîñòðàíñòâåííî (ïî èíäåêñàì) ñâÿçàííûìè ñ êîìïîíåíòàìè ñêîðîñòè ìîäàìè

0B
T
5,±2, 0B

P
5,±2, 0B

T
3,±2, 0B

P
3,±2, 0B

T
4,±2, 0B

P
4,±2.Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîíà÷àëüíî â ìîäåëè áóäåì èñïîëüçîâàòü òðè êîìïîíåíòû ñêîðî-ñòè, äâå �� òåìïåðàòóðû, 15 �� ìàãíèòíîé èíäóêöèè. Â äàëüíåéøåì ÷èñëî ìàãíèòíûõìîä ìîæíî ñîêðàòèòü.Äëÿ óäîáñòâà â ñîîòâåòñòâèè ñ òàáë. 1 ïåðåéäåì ê îäíîèíäåêñíûì îáîçíà÷åíèÿì.Èòàê, ïðèíèìàþòñÿ ðàçëîæåíèÿ ïîëåé:

T = α0(t)Θ0 + α1(t)Θ1, v =

2
∑

i=0

βi(t)vi, B =

14
∑

i=0

γi(t)Bi. (14)Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìîä òåìïåðàòóðû, ñêîðîñòè è èíäóêöèè îáîçíà÷èì ñîîòâåò-ñòâåííî ÷åðåç λi, µi, ηi.Ò à á ë è ö à 1. Îäíîèíäåêñíûå îáîçíà÷åíèÿÒðåõèíäåêñíûå êîìáèíàöèè è òèïû ïîëåé Îäèík n m Òèï ïîëÿ èíäåêñÌîäû òåìïåðàòóðû1 0 0 00 4 2 1Ìîäû ñêîðîñòè1 3 2 tor 00 4 2 pol 10 5 2 tor 2Ìîäû èíäóêöèè0 1 −1 pol 00 1 0 pol 10 1 1 pol 20 4 −2 tor 30 4 2 tor 40 4 −2 pol 50 4 2 pol 61 3 −2 tor 71 3 2 tor 81 3 −2 pol 91 3 2 pol 100 5 −2 tor 110 5 2 tor 121 5 −2 pol 130 5 2 pol 14



42 �.Ì. Âîäèí÷àð, Ë.Ê. Êðóòüåâà�àçëîæåíèÿ (14) ïîäñòàâèì â ñèñòåìó (1), ïðåäâàðèòåëüíî âçÿâ â íåé ðîòîð òðåòüåãîóðàâíåíèÿ. Ñëåäóÿ èäåå ìåòîäà �àëåðêèíà [8℄, ïîëó÷èì êâàäðàòè÷íóþ ñèñòåìó îáûêíî-âåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè äëÿ àìïëèòóä
αi(t), βi(t), γi(t):

2
∑

i=0

Ak
i

dβi

dt
=

3
∑

i,j=0

Bk
ijβiβj −

3
∑

i=0

Ak
i βiµi + RaPr−1

1
∑

j=0

Ck
j αj+

+τ
2
∑

i=0

Ek
i βi +

14
∑

i,j=0

Lk
i,jγiγj, k = 0, 1, 2,

dαs

dt
=

2,1
∑

i,j=0

F s
ijβiαj +

2
∑

i=0

Hs
i βi − Pr−1λsαs, s = 0, 1,

lr

14
∑

i=0

Ql
i

dγi
dt

=

2,14
∑

i,j=0

W l
ijβiγj − q−1Pr−1

14
∑

i=0

Ql
iηiγi, l = 0, . . . , 14. (15)Çäåñü Ak

i = 〈rotvk, rotvi〉, Bk
ij = 〈rotvk, rot (vi × rotvj)〉, Ck

j = 〈rotvk, rot (Tjrer/r2)〉,
Ek

j = −〈rotvk, rot (ez × vi)〉, Lk
ij = 〈rotvk, rot (rotBi ×Bj)〉, F s

ij = −〈Θs, (vi▽)Θj〉, Hs
i =

〈Θs, (vi)r(r1r2/r
2)〉, Ql

i = 〈rotBl, rotBi〉, W l
ij = 〈rotBl, rot rot (vi ×Bl)〉. Âñå ýòè ñêàëÿð-íûå ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè ïî îáúåìó ëèáî âñåãî ÿäðà (êîý��èöèåí-òû Ql

i), ëèáî æèäêîãî ÿäðà (âñå îñòàëüíûå êîý��èöèåíòû) îò èçâåñòíûõ áàçèñíûõïîëåé. Îíè áûëè âû÷èñëåíû â ñèñòåìå MAPLE 12, ïðè÷åì àíàëèòè÷åñêîå èíòåãðè-ðîâàíèå ïî θ è ϕ ïîêàçàëî, ÷òî ìíîãèå êîý��èöèåíòû íóëåâûå. Â ÷àñòíîñòè, ðàâíûíóëþ âñå êîý��èöèåíòû W l
ij äëÿ l = 0, 2, 5, . . . , 8, 11, 12, à ìàòðèöû ñ ýëåìåíòàìè Ak

i è
Ql

i � äèàãîíàëüíûå. Òîãäà èç ñèñòåìû (15) âèäíî, ÷òî àìïëèòóäû ìàãíèòíûõ ìîä Blïðè âûøåóïîìÿíóòûõ l ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþò è ýòè ìîäû ìîæíî îòáðîñèòü. Òàêèìîáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî â ìîäåëè îñòàâëÿåì òîëüêî ñåìü ìàãíèòíûõ ìîä. Ñèñòåìà (15)òåïåðü ïðåîáðàçóåòñÿ ê ñëåäóþùåìó âèäó:
A0

0

dβ0

dt
= −A0

0µ0β0 + τE0
1β1 + L0

4,1γ1γ4 +
(

L0
1,9 + L0

9,1

)

γ1γ9,

A1
1

dβ1

dt
= −A1

1µ1β1 +
Ra

Pr
C1

1α1 + τ
(

E1
0β0 + E1

2β2

)

+
(

L1
1,3 + L1

3,1

)

γ1γ3+

+
(

L1
1,10 + L1

10,1

)

γ1γ10 +
(

L1
1,14 + L1

14,1

)

γ1γ14,

A2
2

dβ2

dt
= −A2

2µ2β2 + τE2
1β1 + L2

4,1γ1γ4 +
(

L2
1,13 + L2

13,1

)

γ1γ13,

dα0

dt
= F 0

1,1β1α1 + Pr−1λ0α0,

dα1

dt
= F 1

1,0β1α0 +H1
1β1 − Pr−1λ1α1,

Q1
1

dγ1
dt

= W 1
0,9β0γ9 +W 1

1,3β1γ3 +W 1
1,10β1γ10 +W 1

1,14β1γ14+

+W 1
2,13β2γ13 − q−1Pr−1Q1

1η1γ1,

Q3
3

dγ3
dt

= W 3
1,1β1γ1 − q−1Pr−1Q3

3η3γ3,
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Q4

4

dγ4
dt

= W 4
2,1β2γ1 +W 4

0,1β0γ1 − q−1Pr−1Q4
4η4γ4,

Q9
9

dγ9
dt

= W 9
0,1β0γ1 − q−1Pr−1Q9

9η9γ9,

Q10
10

dγ10
dt

= W 10
1,1β1γ1 − q−1Pr−1Q10

10η10γ10,

Q13
13

dγ13
dt

= W 13
2,1β2γ1 − q−1Pr−1Q13

13η13γ13,

Q14
14

dγ14
dt

= W 14
1,1β1γ1 − q−1Pr−1Q14

14η14γ14. (16)Ïðèìåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ çåìíîãî ÿäðà [9℄: ν = 10−6 ì2/ñ, νm =
10−6 ì2/ñ, k = 10−5 ì2/ñ, δT = 103 Ê, β = 10−4 Ê−1, g2 = 7 ì/ñ2. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî
h = 2.1 · 106 ì, Ω = 7.3 · 10−6 ðàä/ñ, r1 = 1391 êì.Cèñòåìà (16) ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ èìååò íóëåâóþ òî÷êóïîêîÿ, ñîîòâåòñòâóþùóþ îòñóòñòâèþ êîíâåêöèè è ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïðè âû÷èñëåíèèíåíóëåâûõ òî÷åê ïîêîÿ ó÷òåì, ÷òî ñèñòåìà (2) îáëàäàåò ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî çà-ìåíû çíàêà ìàãíèòíîãî ïîëÿ, à ñèñòåìà (16) îáëàäàåò ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ñìåíûçíàêîâ àìïëèòóä ñêîðîñòíûõ ìîä è òåìïåðàòóðíîé àìïëèòóäû α1 ïðè ñîõðàíåíèè çíàêà
α0. Ýòà âòîðàÿ ñèììåòðèÿ ñïåöè�è÷íà äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìàëîìîäîâîé ìîäåëè.×èñëåííî, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà MAPLE 12, áûëè íàéäåíû òðè íåñèììåòðè÷íûåíåíóëåâûå òî÷êè ïîêîÿ. Êîîðäèíàòû β1 è γ1 ýòèõ òî÷åê, îïðåäåëÿþùèõ õàðàêòåðíûåñêîðîñòü êîíâåêöèè è èíòåíñèâíîñòü îñíîâíîãî äèïîëÿ, ïðèâåäåíû â òàáë. 2. Ñ ó÷åòîìâûøåóêàçàííûõ ñèììåòðèé ïåðâàÿ òî÷êà òàáëèöû ðàñùåëÿåòñÿ íà äâå, à êàæäàÿ èçäâóõ îñòàâøèõñÿ � íà ÷åòûðå. Ïåðâàÿ òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò íåïðîâîäÿùåìó ìàòåðèàëóÿäðà, ò. å. â êîíòåêñòå íàñòîÿùåé ðàáîòû èíòåðåñà íå ïðåäñòàâëÿåò.Ïåðåñ÷èòûâàÿ áåçðàçìåðíóþ ñêîðîñòü â ñèñòåìó Ñè, ïîëó÷èì, ÷òî β1 = 2.46 · 108 ∼
10−4 ì/ñ, β1 = 2.77 ·107 ∼ 10−5 ì/ñ. Èìåþùèåñÿ îöåíêè ðåàëüíîé õàðàêòåðíîé ñêîðîñòèêîíâåêöèè äàþò çíà÷åíèÿ ïîðÿäêà 10−4 ì/ñ [5℄.Âíå ÿäðà äèïîëüíîé ìîäå B1 = 0B

P
1,0 ñîîòâåòñòâóåò áåçðàçìåðíàÿ êîìïîíåíòà ïîòåí-öèàëà RP

01(r2)

(

r

r2

)−2

Y 0
1 , êîòîðàÿ íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè èìååò âèä 2.93·10−2 cos θ. Òîãäàñòàöèîíàðíûì àìïëèòóäàì áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà 2.01 · 1010 cos θè 1.76 ·1011 cos θ. Àíàëîãè÷íàÿ áåçðàçìåðíàÿ êîìïîíåíòà ïîòåíöèàëà â ìîäåëè IGRF [10℄äëÿ ïîâåðõíîñòè Çåìëè ðàâíà â áåçðàçìåðíîì âèäå 1.53 · 109 cos θ.Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè ïîêîÿ ñ êîîðäèíàòàìè β1 = ±2.46 · 108, γ1 = −6.87 · 1011äàþò ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ìîäåëè, ñîâïàäàþùèå ïî ïîðÿäêó âåëè÷èí ñ èìåþùèìèñÿîöåíêàìè ñêîðîñòè êîíâåêöèè è íà ïîðÿäîê îòëè÷àþùèåñÿ îò íàáëþäàåìîé âåëè÷èíûîñíîâíîãî äèïîëÿ. Ó÷èòûâàÿ áîëüøóþ íåîïðåäåëåííîñòü â îöåíêàõ òàêèõ ïàðàìåòðîâÿäðà êàê êîý��èöèåíòû òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè, îáúåìíîãî ðàñøèðåíèÿ è îñîáåííîÒ à á ë è ö à 2Íîìåð òî÷êè ïîêîÿ β1 γ11 1.54 · 102 02 2.46 · 108 6.87 · 10113 2.77 · 107 6.02 · 1012



44 �.Ì. Âîäèí÷àð, Ë.Ê. Êðóòüåâàâÿçêîñòè, ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî ýòè òî÷êè ïîêîÿ äàþò ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû, áëèçêèåê íàáëþäàåìûì.Çàêëþ÷åíèåÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåíà è èçó÷åíà ìàëîìîäîâàÿ ìîäåëü ãåîäèíàìî. Â îñíî-âó ìîäåëè ïîëîæåíî ïðåäïîëîæåíèå î ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðå êðóïíîìàñøòàáíîéêîíâåêöèè, îòðàæàþùåé ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè âåùåñòâà â æèäêîì ÿäðå Çåìëè, ïî-ëó÷åííîå ïî äàííûì î ðàñùåïëåíèÿõ ñ�åðè÷åñêèõ ìîä ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé Çåìëè.Ìàãíèòíîå ïîëå ïðåäñòàâëåíî âåðòèêàëüíûì äèïîëåì è øåñòüþ ìîäàìè, ñòðóêòóðíîñâÿçàííûìè ñ ãèäðîäèíàìè÷åñêèìè òîêàìè. Ïðè ïðèíÿòûõ â òåîðèè ãåîäèíàìî çíà÷å-íèÿõ �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ÿäðà â ìîäåëè âîçìîæíû âîñåìü ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêîé êîíâåêöèè. Ýòè ðåæèìû ðàçáèâàþòñÿ íà äâå ãðóïïû, â ïðå-äåëàõ êàæäîé èç êîòîðûõ ðàçëè÷èå òî÷åê âûðàæàåò ñèììåòðèþ ìîäåëè. Ïîêàçàíî, ÷òîðåæèìû îäíîé èç ãðóïï äàþò õàðàêòåðíûå ñêîðîñòè êîíâåêöèè è âåëè÷èíó äèïîëüíîéêîìïîíåíòû ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè, áëèçêèå ïî ïîðÿäêó âåëè÷èí êíàáëþäàåìûì.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Kono M., Roberts P.H. Re
ent geodynamo simulations and observations of the �eld //Rev. Geophysi
s. 2002. Vol. 40, No. 10. P. B1�B41.[2℄ Jones C.A. Conve
tion-driven geodynamo models // Phil. Trans. R. So
. Lond. A. 2000.Vol. 358. P. 873�897.[3℄ Êóçíåöîâ Â.Â. Àíèçîòðîïèÿ ñâîéñòâ âíóòðåííåãî ÿäðà Çåìëè // Óñïåõè �èç. íàóê. 1997.Ò. 169, � 9. Ñ. 1001�1012.[4℄ Âîäèí÷àð �.Ì., Øåâöîâ Á.Ì. Ìàëîìîäîâàÿ ìîäåëü êîíâåêöèè âî âðàùàþùåìñÿ øà-ðîâîì ñëîå âÿçêîé æèäêîñòè // Âû÷èñë. òåõíîëîãèè. 2009. Ò. 14, � 4. Ñ. 3�15.[5℄ �îëèöûí �.Ñ. �åæèìû êîíâåêöèè íà ðàçëè÷íûõ âðàùàþùèõñÿ ãåî�èçè÷åñêèõ è àñòðî-�èçè÷åñêèõ îáúåêòàõ // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�. Ôèçèêà àòìîñ�åðû è îêåàíà. 1991. Ò. 27, � 1.Ñ. 20�31.[6℄ Òèõîíîâ À.Í., Ñàìàðñêèé À.À. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. Ì.: Íàóêà, 1977.735 
.[7℄ Çàñëàâñêèé �.Ì., Ñàãäååâ �.Ç. Ââåäåíèå â íåëèíåéíóþ �èçèêó: Îò ìàÿòíèêà äî òóð-áóëåíòíîñòè è õàîñà. Ì.: Íàóêà, 1988. 368 ñ.[8℄ Ëàäûæåíñêàÿ Î.À. Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû äèíàìèêè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêî-ñòè. Ì.: Íàóêà, 1970. 232 
.[9℄ Merril R.T., M
Elhinny M.W., M
Fadden P.L. The Magneti
 Field of the Earth. N.Y.:A
ad. Press, 1996. 532 p.[10℄ International Geomagneti
 Referen
e Field.http://www.ngd
.noaa.gov/IAGA/vmod/igrf.html Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 5 àïðåëÿ 2010 ã.,ñ äîðàáîòêè � 22 àïðåëÿ 2010 ã.


