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Ìíîãîçîííûé ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâè åãî ïðèìåíåíèå ê çàäà÷å èíèöèàöèèòðåùèíû ãèäðîðàçðûâà èç ïåð�îðèðîâàííîéîáñàæåííîé ñêâàæèíû∗Ä.Â. Åñèïîâ, Ä.Ñ. Êóðàíàêîâ, Â.Í. Ëàïèí, Ñ. �. ×¼ðíûéÈíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ÑÎ �ÀÍ, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿe-mail: yes.eep.off�gmail.omÏðåäñòàâëåí ìíîãîçîííûé ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõóðàâíåíèé ëèíåéíîãî óïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ äëÿ êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ òåë (ðàññìàò-ðèâàåòñÿ âíåøíÿÿ çàäà÷à óïðóãîñòè), çàêëþ÷àþùèéñÿ â ïðèìåíåíèè ê êàæäîéèç ïîäîáëàñòåé ñ ðàçíûìè óïðóãèìè ïàðàìåòðàìè ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâè â ïîñëåäóþùåì îáúåäèíåíèè ïîëó÷åííûõ ìàòðèö â ðåçóëüòèðóþùóþ ìàòðè-öó ïñåâäîæåñòêîñòè. Ïðîâåäåíî òåñòèðîâàíèå ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà íà çàäà÷àõ,èìåþùèõ àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Ìåòîä ïðèìåíåí äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èíèöèà-öèè òðåùèíû èç ïåð�îðèðîâàííîé îáñàæåííîé è íåîáñàæåííîé ñêâàæèí â ïîðîäå.Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ èíèöèàöèè òðåùèíû èñïîëüçîâàíî ïðåâûøåíèå ìàêñèìàëü-íûì âîçíèêàþùèì ðàñòÿãèâàþùèì íàïðÿæåíèåì ïðî÷íîñòè ïîðîäû íà ðàçðûâ.Â çàâèñèìîñòè îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïåð�îðàöèè è ãëàâíûõ íàïðÿæåíèé âåñòåñòâåííîì çàëåãàíèè ïîðîäû ïîëó÷åíî êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå æèäêîñòè, ïðè êî-òîðîì èíèöèèðóåòñÿ òðåùèíà ãèäðîðàçðûâà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî íàëè÷èå îáñàäíîéêîëîííû çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåò äàâëåíèå, íåîáõîäèìîå äëÿ èíèöèàöèè òðåùèíû.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ëèíåéíàÿ óïðóãîñòü, èíèöèàöèÿòðåùèíû, ïåð�îðèðîâàííàÿ ñêâàæèíà.ÂâåäåíèåÍàèáîëåå ý��åêòèâíûì ìåòîäîì óâåëè÷åíèÿ ïðèòîêà íå�òè â ñêâàæèíó ÿâëÿåòñÿ ãèä-ðàâëè÷åñêèé ðàçðûâ ïðîäóêòîâîãî ïëàñòà. Èíèöèàöèÿ òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà â îêðåñò-íîñòè ñêâàæèíû � íà÷àëüíàÿ ñòàäèÿ ïðîöåññà ãèäðîðàçðûâà, êîòîðàÿ ñîñòîèò â îáðà-çîâàíèè çàðîäûøåâûõ òðåùèí ïðè ïåðâè÷íîì ïîâûøåíèè äàâëåíèÿ æèäêîñòè ãèäðî-ðàçðûâà.Áóðåíèå ñêâàæèíû ïðîèçâîäèòñÿ â ïîðîäå, íàõîäÿùåéñÿ â óæå íàïðÿæåííîì ñîñòî-ÿíèè. Ïðè ýòîì äàâëåíèå â ñêâàæèíå ïîääåðæèâàåòñÿ ðàâíûì íåêîòîðîìó äàâëåíèþáóðåíèÿ Pd, íåîáõîäèìîìó äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ðàçðóøåíèÿ ñòåíîê ñêâàæèíû. Â ñêâà-æèíó ñ äàâëåíèåì Pd óñòàíàâëèâàåòñÿ ñòàëüíàÿ îáñàäíàÿ êîëîííà. Çàòåì ïðîèçâîäèòñÿïåð�îðàöèÿ îáñàäíîé êîëîííû è ïîðîäû, ÷òî ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü äàâëåíèå ðàçðóøå-íèÿ. Ý��åêòèâíîñòü ïåð�îðèðîâàíèÿ çàâèñèò îò ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé â åñòå-ñòâåííîì çàëåãàíèè ïîðîäû, îðèåíòàöèè ïåð�îðàöèè è äðóãèõ �àêòîðîâ [1�3℄. Äàëåå
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14 Ä.Â. Åñèïîâ, Ä.Ñ. Êóðàíàêîâ, Â.Í. Ëàïèí, Ñ. �. ×¼ðíûéâíóòðè ñêâàæèíû ïîäíèìàåòñÿ äàâëåíèå äî òåõ ïîð, ïîêà â ïîðîäå íå íà÷íåòñÿ ïðîöåññòðåùèíîîáðàçîâàíèÿ.Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ÷èñëåííàÿ ìîäåëü èíèöèàöèè òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà èç ïåð-�îðèðîâàííîé îáñàæåííîé ñêâàæèíû. Îñíîâíîé ÷àñòüþ ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ðàñ÷åò íàïðÿ-æåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïîðîäû â îêðåñòíîñòè îáñàäíîé êîëîííû è ïåð�î-ðàöèè. Ìîäåëü òàêæå âêëþ÷àåò êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ, â êà÷åñòâå êîòîðîãî èñïîëüçó-åòñÿ ïðåâûøåíèå êðèòè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ íà ðàçðûâ ïîðîäû σc. Çîíû ðàçðóøåíèÿïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò íà÷àëüíóþ êîí�èãóðàöèþ òðåùèíû ãèäðîðàçðûâà. Äàâëåíèå,ïðè êîòîðîì îáðàçóþòñÿ çîíû ðàçðóøåíèÿ, åñòü äàâëåíèå èíèöèàöèè ãèäðîðàçðûâà.Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ìåòîäàìè îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííî-ãî ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé, êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ãðàíè÷íûõýëåìåíòîâ. Îäíàêî äëÿ ðåøåíèÿ âíåøíèõ çàäà÷ óïðóãîñòè ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ êîíå÷-íûõ ðàçíîñòåé è êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñòàíîâèòñÿ íåý��åêòèâíûì èç-çà íåîáõîäèìîñòèàïïðîêñèìàöèè îáúåìà âïëîòü äî óäàëåííîé ãðàíèöû áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ.Ïîýòîìó äëÿ òàêèõ çàäà÷ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûé àâòîìàòè-÷åñêè óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà áåñêîíå÷íîñòè, è àïïðîêñèìàöèÿ óäàëåí-íîé ãðàíèöû íå òðåáóåòñÿ. Èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåõîäå îò äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé ê èíòåãðàëüíûì, âêëþ÷àþùèì ëèøü çíà÷åíèÿ �óíêöèé íà ãðàíèöå îáëà-ñòè, ÷òî ñíèæàåò ðàçìåðíîñòü çàäà÷è. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîââ ñëó÷àå íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ êîíå÷íîé âíóòðåííåé ãðàíèöåé íå òðåáóåò äîïîë-íèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò äëÿ ðàñ÷åòà ñîñòîÿíèÿ óäàëåííûõ ÷àñòåé òâåðäîãîòåëà, òàê êàê ïðè åãî ïðèìåíåíèè ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ëèøü ïàðàìåòðûãðàíèöû è âåëè÷èíû, çàäàííûå íà íåé.Îäíàêî â ñëó÷àå êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ òàêîé ìåòîä íåïîñðåäñòâåííî íåïðèìåíèì, òàê êàê ïðè ïîñòðîåíèè �óíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ, ëåæàùåãî â îñíîâåìåòîäà, èñïîëüçóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå îá îäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëà â ðàññìàòðèâàåìîéîáëàñòè. Ïðåäëîæåííûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìíîãîçîííûé ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåí-òîâ ïîçâîëÿåò ðàçðåøèòü âíåøíþþ çàäà÷ó óïðóãîñòè äëÿ êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ òåë, ñî-ñòîÿùèõ èç ìíîæåñòâà îäíîðîäíûõ òåë ñ èçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè óïðóãîñòè. Ìåòîäçàêëþ÷àåòñÿ â ïðèìåíåíèè ê êàæäîé èç ïîäîáëàñòåé ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïî-ñëå àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷åííûå ìàòðèöû îáúåäèíÿþòñÿ â ðå-çóëüòèðóþùóþ ìàòðèöó ïñåâäîæåñòêîñòè, êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò óçëîâûå íàïðÿæåíèÿ ñîñìåùåíèÿìè (àíàëîãè÷íî ìàòðèöà æåñòêîñòè â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñâÿçûâàåòóçëîâûå ñèëû ñî ñìåùåíèÿìè).1. Ìíîãîçîííûé ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâÄëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå ìíîãîçîííîãî ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿâíåøíåé çàäà÷è óïðóãîñòè, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ïîäîáëàñòåé, â êàæäîé èç êîòîðûõ óïðó-ãèé îäíîðîäíûé ìàòåðèàë õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèìè ïîñòîÿííûìè óïðóãîñòè E è ν. Îòìå-òèì, ÷òî âñå ýòè ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèìû è â ñëó÷àå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïîäîáëàñòåé.1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è óïðóãîñòèÂñÿ îáëàñòü çàäà÷è óïðóãîñòè V = V1 + V2 ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ïîäîáëàñòè: V1 ñ ãðàíè-öåé ∂V1 = S1 è V2  ãðàíèöåé ∂V2 = S2, êîòîðûå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ÷åðåç èíòåð�åéñ-íóþ ãðàíèöó S12, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Òîãäà â êàæäîé èç ïîäîáëàñòåé V1 è V2 îáëàñòè
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�èñ. 1. Äâóõçîííàÿ çàäà÷à óïðóãîñòè: ïîäîáëàñòü V1 ñ âíóòðåííåé S1 è âíåøíåé íà áåñêîíå÷-íîñòè ãðàíèöàìè è ïîäîáëàñòü V2 ñ ãðàíèöåé S2, ÷àñòü êîòîðîé S12 ÿâëÿåòñÿ îáùåé ñ V1âûïîëíåíû óðàâíåíèÿ ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ
∑

i

∂σij(x)

∂xi

= σij,i(x) = 0, x ∈ V1, V2, (1)ãäå σij � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé. Ïðîèçâîäíûå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîð-äèíàòàì çäåñü è äàëåå îáîçíà÷àþòñÿ èíäåêñîì, îòäåëÿåìûì çàïÿòîé (·),i. Èíäåêñû i è jïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3. Ïî ñîâïàäàþùèì èíäåêñàì ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå.Äëÿ êàæäîé èç ïîäîáëàñòåé V1 è V2 âûïèøåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ÷àñòè ãðàíèöûçà èñêëþ÷åíèåì ãðàíèöû ìåæäó îáëàñòÿìè S12:
ti(x) = σij(x)nj(x) = h1

i (x), x ∈ S1\S12,

ti(x) = σij(x)nj(x) = h2

i (x), x ∈ S2\S12. (2)Çäåñü h1

i è h2

i � íåêîòîðûå èçâåñòíûå �óíêöèè, à nj � êîìïîíåíòû åäèíè÷íîé íîðìàëèê ïîâåðõíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî åñëè îáëàñòü V1 íå ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé, òî äîïóñêàþòñÿ ñìå-øàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà S1\S12 è S2\S12 (ò. å. íà îäíîé ÷àñòè ãðàíèöû çàäàþòñÿñìåùåíèÿ, íà äðóãîé åå ÷àñòè � íàïðÿæåíèÿ).Íà èíòåð�åéñíîé ÷àñòè ãðàíèöû S12 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ïîëíîé ñöåïêè, ò. å. óñëî-âèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèë è íåðàçðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé:
ui(x1) = ui(x2), ti(x1) + ti(x2) = 0, (3)ãäå x1 ∈ S1, x2 ∈ S2 è êîîðäèíàòû òî÷åê x1 è x2 ñîâïàäàþò.Òàê êàê íà áåñêîíå÷íîñòè íàïðÿæåíèÿ îòñóòñòâóþò, òî äëÿ âíåøíåé ïîäîáëàñòè V1äîáàâèì åùå óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè [4℄

ui(∞) = 0. (4)Äîïîëíÿÿ óðàâíåíèÿ (1) çàêîíîì �óêà ñ ïàðàìåòðàìè óïðóãîñòè E1, ν1 â îáëà-ñòè V1 è E2, ν2 â îáëàñòè V2, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ Íàâüå äëÿ êîìïîíåíò ñìåùåíèé. Òàêèìîáðàçîì, ïîñòàâëåíà çàìêíóòàÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ çàäà÷à óïðóãîñòè.



16 Ä.Â. Åñèïîâ, Ä.Ñ. Êóðàíàêîâ, Â.Í. Ëàïèí, Ñ. �. ×¼ðíûé1.2. Ïîñòðîåíèå ðåçóëüòèðóþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèéÏðèìåíèì äëÿ êàæäîé èç ïîäîáëàñòåé V1 è V2 îáûêíîâåííûé ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåí-òîâ (ïîäðîáíî îá ýòîì ìåòîäå ñì., íàïðèìåð, [5�7℄). Âûïèøåì ãðàíè÷íûå óðàâíåíèÿ äëÿñìåùåíèé:
cij(x

′)ui(x
′) =

∫

Sk

Uij(x
′,x)tj(x)dS −

∫

Sk

Tij(x
′,x)uj(x)dS, x

′ ∈ Sk, k = 1, 2. (5)Çäåñü cij(x′) =
1

2
δij(x

′) äëÿ âíóòðåííåé çàäà÷è, cij(x′) = −
1

2
δij(x

′) äëÿ âíåøíåé çàäà÷è âñëó÷àå ãëàäêîé ãðàíèöû â òî÷êå x′. Ôóíêöèè Uij(x
′,x) è Tij(x

′,x) � èçâåñòíîå ðåøåíèåçàäà÷è Êåëüâèíà î äåéñòâèè ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû. Âûðàæåíèÿ äëÿ Uij è Tij ìîæíîíàéòè, íàïðèìåð, â [8,9℄. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (5) ñâÿçûâàþò çíà÷åíèÿ êîìïîíåíòñìåùåíèé è íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöàõ ïîäîáëàñòåé V1 è V2.Ïîñëå àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûìè ýëåìåíòàìè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (5) ïîëó-÷èì ñëåäóþùèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:
[

U1 U12

]

(

t1

t12

)

=
[

T1 T12

]

(

u1

u12

)

,

[

U2 U21

]

(

t2

t21

)

=
[

T2 T21

]

(

u2

u12

)

.

(6)Çäåñü â âåðõíåì ðàâåíñòâå ïåðâûå n1 óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâóþò ó÷àñòêó ãðàíèöû S1\S12,ñëåäóþùèå n12 � ó÷àñòêó ãðàíèöû S12. Â íèæíåì ðàâåíñòâå ïåðâûå n2 óðàâíåíèé ñî-îòâåòñòâóþò ó÷àñòêó ãðàíèöû S2\S12, ñëåäóþùèå n12 � S12. Â ìàòðèöàõ, îáîçíà÷åí-íûõ U1, U2, U12, ñîñðåäîòî÷åíû èíòåãðàëû ïî ÿäðó Uij , â T1, T2, T12 � èíòåãðàëû ïîÿäðó Tij .Äàëåå îáû÷íî [6℄ ñòðîèòñÿ îáúåäèíåííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿâêëþ÷àåò íåïîñðåäñòâåííî ìàòðèöû U1, U2, U12, T1, T2, T12. Ñ ó÷åòîì â ìàòðè÷íîé�îðìå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (3) îáúåäèíåííàÿ ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä








T1 T12 0 0

0 0 T2 T21

0 I 0 −I

0 0 0 0
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U1 U12 0 0

0 0 U2 U21

0 0 0 0
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t1

t12

t2

t21









, (7)ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ñèñòåìó (7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå
[

T1 T12 −U12 0

0 T21 −U21 T2

]









u1

u12

t12

u2









=

[

U1 0

0 U2

](

t1

t2

)

. (8)�àçìåðíîñòü ðåçóëüòèðóþùåé ìàòðèöû â (8) ðàâíà n1 + n2 + 2n12.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåçóëüòèðóþùåé ñèñòåìû ìåíü-øåé ðàçìåðíîñòè. Äîìíîæàÿ ñëåâà ñèñòåìû (6) íà ìàòðèöû, îáðàòíûå ê ìàòðèöàì U



Ìíîãîçîííûé ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ è åãî ïðèìåíåíèå ê çàäà÷å. . . 17(ìàòðèöû U ïî ïîñòðîåíèþ íåâûðîæäåíû [10℄), ïîëó÷èì äëÿ êàæäîé èç ïîäçàäà÷ ìàò-ðèöû ïñåâäîæåñòêîñòè K

[

K11 K12

K13 K14

](

u1

u12

)

=
[

U1 U12

]−1 [

T1 T12

]

(

u1

u12

)

=

(

t1

t12

)

,

[

K21 K22

K23 K24

](

u2

u21

)

=
[

U2 U21

]−1 [

T2 T21

]

(

u2

u21

)

=

(

t2

t21

)

.

(9)Äàëåå, èñïîëüçóÿ ìåòîäèêó, àíàëîãè÷íóþ ìåòîäèêå îáúåäèíåíèÿ ìàòðèö æåñòêîñòè âìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [11, 12℄, è ó÷èòûâàÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà èíòåð�åéñíîéãðàíèöå S12 (3), ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îáúåäèíåí-íîé çàäà÷è




K11 K12 0

K13 K14 +K24 K23

0 K22 K21









u1

u12

u2



 =





t1

0

t2



 . (10)�àçìåðíîñòü ðåçóëüòèðóþùåé ìàòðèöû â (10) ðàâíà n1+n2+n12, ÷òî ìåíüøå, ÷åì â (8).�åøàÿ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (10), íàéäåì êîìïîíåíòû ñìåùå-íèé íà S1\S12 è S2\S12 îáúåäèíåííîé çàäà÷è óïðóãîñòè. Çàòåì, èñïîëüçóÿ ñèñòåìû (6),âû÷èñëèì êîìïîíåíòû ðåàêöèé íà ãðàíèöå S12. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñìåøàííûõ ãðà-íè÷íûõ óñëîâèé íà S1\S12 è S2\S12 â óðàâíåíèè (10) ïîòðåáóåòñÿ ïåðåíåñòè íåèçâåñòíûåíàïðÿæåíèÿ èç âåêòîðà ïðàâûõ ÷àñòåé â âåêòîð íåèçâåñòíûõ.Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷è ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøèì êîëè÷å-ñòâîì ïîäîáëàñòåé è ìîäåëèðîâàòü ÷àñòü ïîäîáëàñòåé çàäà÷è ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåí-òîâ (äëÿ ýòîãî èç ìàòðèöû æåñòêîñòè, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï âèðòóàëüíîé ðàáîòû, ìîæíîïîñòðîèòü ìàòðèöó ïñåâäîæåñòêîñòè è íàîáîðîò).1.3. �àçðûâíûå ãðàíè÷íûå ýëåìåíòûÂûøåîïèñàííûé ìíîãîçîííûé ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ àïïðîêñèìàöèåé èçîïàðà-ìåòðè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè ýëåìåíòàìè (ïîäðîáíåå îá èçîïàðàìåòðè÷åñêèõ ýëåìåíòàõñì. [13℄) ïðèìåíèì â ñëó÷àå, åñëè ãðàíèöû çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè, ò. å. âî âñåõòî÷êàõ ýòèõ ãðàíèö îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà åäèíè÷íàÿ íîðìàëü [14℄. Åñëè æå ãðàíèöàâêëþ÷àåò â ñåáÿ ó÷àñòêè ðåáåð èëè ïðèìûêàíèé, òî ñóùåñòâóþò òî÷êè, ãäå îäíîçíà÷íîåîïðåäåëåíèå åäèíè÷íîé íîðìàëè îòñóòñòâóåò. Êðîìå òîãî ìíîãîçîííûé ìåòîä ãðàíè÷-íûõ ýëåìåíòîâ äîïóñêàåò òîëüêî îäíî çíà÷åíèå âåêòîðà íàïðÿæåíèé â òàêèõ òî÷êàõ, àñëåäîâàòåëüíî, íàïðÿæåíèÿ àïïðîêñèìèðóþòñÿ íåïðåðûâíî âäîëü ãðàíèöû, â òîì ÷èñ-ëå ÷åðåç ðåáðà è ïðèìûêàíèÿ. Òàêæå âàæíî, ÷òîáû ïîëó÷àåìûå â ìåòîäå ãðàíè÷íûõýëåìåíòîâ ìàòðèöû áûëè êâàäðàòíûìè, ò. å. êàæäîé òî÷êå ñîîòâåòñòâîâàëî òîëüêî îäíîçíà÷åíèå íàïðÿæåíèÿ.Äëÿ ðàçðåøåíèÿ òàêîé àïïðîêñèìàöèîííîé ïðîáëåìû ïðåäëîæåíû ðàçðûâíûå ãðà-íè÷íûå ýëåìåíòû, äîïóñêàþùèå ðàçðûâíîå ðåøåíèå âäîëü íèõ. Ñâîéñòâî ðàçðûâíî-ñòè äëÿ èçîïàðàìåòðè÷åñêîãî ýëåìåíòà çàäàåòñÿ ïóòåì ñìåùåíèÿ âíåøíèõ îïîðíûõòî÷åê x
k âíóòðü ýëåìåíòà íà íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàòýëåìåíòà (ξ1, ξ2), êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 2 äëÿ ëèíåéíîãî òðåóãîëüíîãî è áèëèíåé-íîãî ÷åòûðåõóãîëüíîãî ýëåìåíòîâ. Àïïðîêñèìàöèÿ ãåîìåòðèè ýëåìåíòà è �óíêöèé íàðàçðûâíîì ýëåìåíòå â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ñîâïàäàòü ñ àïïðîêñèìàöèåé íà íåïðåðûâíîìýëåìåíòå. Òîãäà êîîðäèíàòû ýëåìåíòà è êîìïîíåíòû ñìåùåíèé è íàïðÿæåíèé íà íåì
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�èñ. 2. Øàáëîí ýëåìåíòà (ñëåâà) è àïïðîêñèìàöèÿ �óíêöèé ui è ti íà íåì (ñïðàâà)ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåé �îðìå:
xi(ξ1, ξ2) =

M
∑

m=1

xm
i φm(ξ1, ξ2),

ui(ξ1, ξ2) =

M
∑

m=1

um
i φm(ξ1, ξ2),

ti(ξ1, ξ2) =

M
∑

m=1

tmi φm(ξ1, ξ2). (11)Çäåñü M � êîëè÷åñòâî îïîðíûõ òî÷åê ýëåìåíòà, φm � èíòåðïîëèðóþùèå �óíêöèè.Â òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòàõ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íåèçâåñòíûå çàäàíû â íåêîòîðûõ òî÷êàõâíóòðè ýëåìåíòà (x1,x2,x3) è èìåþò ëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ âäîëü ýëåìåíòà. �åîìåò-ðèÿ ýëåìåíòà îïèñûâàåòñÿ ïëîñêèì òðåóãîëüíèêîì. Òàêèì îáðàçîì, ãåîìåòðèÿ, à òàêæåçíà÷åíèÿ ïîëÿ ñìåùåíèé è ïîëÿ íàïðÿæåíèé íà ýëåìåíòå ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîìòðåõ (M = 3) ëèíåéíûõ èíòåðïîëèðóþùèõ �óíêöèé
φ1(ξ1, ξ2) =

1

3λ0 − 2
(λ0 − ξ1 − ξ2), φ2(ξ1, ξ2) =

1

3λ0 − 2
(λ0 + ξ1 − 1),

φ3(ξ1, ξ2) =
1

3λ0 − 2
(λ0 + ξ2 − 1), λ0 =

1

2
(λ+ 1). (12)Â ÷åòûðåõóãîëüíûõ ýëåìåíòàõ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íåèçâåñòíûå çàäàíû â íåêîòîðûõ òî÷-êàõ âíóòðè ýëåìåíòà (x1,x2,x3,x4) è èìåþò áèëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ â ïðîñòðàí-ñòâå (ξ1, ξ2), ò. å. ëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ ïî ëþáîìó èç àðãóìåíòîâ ξ1 è ξ2. Àíàëîãè÷-íî ãåîìåòðèÿ ýëåìåíòà, ïîëÿ ñìåùåíèé è íàïðÿæåíèé îïèñûâàþòñÿ ÷åòûðüìÿ (M = 4)
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φ1(ξ1, ξ2) =

1

4

(

ξ1

λ
− 1

)(

ξ2

λ
− 1

)

, φ2(ξ1, ξ2) = −
1

4

(

ξ1

λ
+ 1

)(

ξ2

λ
− 1

)

,

φ3(ξ1, ξ2) =
1

4

(

ξ1

λ
+ 1

)(

ξ2

λ
+ 1

)

, φ4(ξ1, ξ2) = −
1

4

(

ξ1

λ
− 1

)(

ξ2

λ
+ 1

)

. (13)Íàðÿäó ñ íåïðåðûâíûìè ãðàíè÷íûìè ýëåìåíòàìè èñïîëüçîâàíèå ðàçðûâíûõ ýëåìåí-òîâ îêîëî ðåáåð è ïðèìûêàíèé ïîçâîëÿåò çàäàâàòü ðàçðûâíûå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèéíà íèõ â ìíîãîçîííîì ìåòîäå ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ.2. Òåñòîâûå çàäà÷èÄëÿ âåðè�èêàöèè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòî-ÿíèÿ òâåðäîãî òåëà íàéäåíû ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷ è ïðîâåäåíî èõ ñðàâíåíèå ñ èç-âåñòíûìè ðåøåíèÿìè, â òîì ÷èñëå ïîëó÷åííûìè èç òåîðèè ñîïðîòèâëåíèÿ ìàòåðèàëîâ.Â öåëÿõ ïðîâåðêè ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè è êà÷åñòâà àïïðîêñèìàöèè �óíêöèé íà ýëå-ìåíòàõ áûëà ðåøåíà çàäà÷à î êîíñîëüíîé áàëêå. Äëÿ ïðîâåðêè ìîäåëèðîâàíèÿ ìíî-ãîçîííûõ çàäà÷ ðåøåíà çàäà÷à î ñîñòàâíîé òðóáå, íàãðóæåííîé èçíóòðè ïîñòîÿííûìäàâëåíèåì.2.1. Çàäà÷à î êîíñîëüíîé áàëêå�àññìàòðèâàåòñÿ áàëêà êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ, íàãðóæåííàÿ ñâåðõó äàâëåíèåì P =1MÏà.�åîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû áàëêè: äëèíà L = 640 ìì, ñòîðîíà êâàäðàòà a = 64 ìì. Ìà-òåðèàë, èç êîòîðîãî èçãîòîâëåíà áàëêà, èìååò ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè: ìîäóëüÞíãà
E = 200 �Ïà, êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ν = 0.3, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñòàëè. Ëåâûé òîðåöáàëêè çàùåìëåí, îñòàëüíûå åãî ïîâåðõíîñòè ññâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé (ðèñ. 3).�åçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ íà äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ñåòîê ïðåäñòàâëå-íû íà ðèñ. 4. Â ïåðâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòêè ñîñòîÿò èç 42, 168, 672, 2688 ÷åòû-ðåõóãîëüíûõ áèëèíåéíûõ ðàçðûâíûõ ýëåìåíòîâ ñ ïîêàçàòåëåì λ = 0.7 (ñì. âåðõíèéðÿä íà ðèñ. 4; îáîçíà÷èì òàêèå ýëåìåíòû Q). Âî âòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòêè ñî-ñòîÿò èç 84, 336, 1344, 5376 òðåóãîëüíûõ ëèíåéíûõ ðàçðûâíûõ ýëåìåíòîâ ñ ïîêàçàòå-ëåì λ = 0.7 (ñì. íèæíèé ðÿä íà ðèñ. 4; îáîçíà÷èì òàêèå ýëåìåíòû T).Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (èç òåîðèè áàëîê, ñì., íàïðèìåð, [15℄) äëÿ îñåâîé ëèíèèáàëêè

ux(z) =
Pa

24EI
(z2 − 4Lz + 6L2)z2. (14)

�èñ. 3. Çàäà÷à î êîíñîëüíîé áàëêå
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�èñ. 4. Âåðòèêàëüíûå ñìåùåíèÿ ux (ñëåâà) è èçìåíåíèå �îðìû áàëîê (ìàøòàá ñìåùåíèéóâåëè÷åí â 10 ðàç; ñïðàâà)Çäåñü I � ãëàâíûé ìîìåíò èíåðöèè I =
a4

12
. Ñðàâíåíèå ïðîâîäèëîñü äëÿ òî÷êè z = L,â êîòîðîé ñìåùåíèå ïî x ðàâíî ux(L) =
1

8

PaL4

EI
. Â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíû ïîãðåøíî-ñòè ðåøåíèé, ïîëó÷åííûå íà ðàññìîòðåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ ñåòîê. Âèäíî, ÷òîïðè àïïðîêñèìàöèè êàæäûì èç òèïîâ ðàçðûâíûõ ýëåìåíòîâ äîñòèãíóò ïåðâûé ïîðÿäîêñõîäèìîñòè ìåòîäà.2.2. Çàäà÷à î ñîñòàâíîé òðóáå�àññìîòðèì äâå òðóáû êðóãëîãî ñå÷åíèÿ îäèíàêîâîé äëèíû L = 10 ì, ïëîòíî âñòàâ-ëåííûõ îäíà â äðóãóþ, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 5. Âíóòðåííÿÿ òðóáà èìååò âíóò-ðåííèé ðàäèóñ a = 5 ì, íàðóæíûé b = 8 ì, âíåøíÿÿ òðóáà èìååò âíóòðåííèé ðà-äèóñ b = 8 ì, íàðóæíûé c = 10 ì. Âíóòðåííÿÿ òðóáà èçãîòîâëåíà èç ìàòåðèàëà 1 ñïàðàìåòðàìè E1 = 25 Ïà, ν1 = 0.25 (ñîîòâåòñòâåííî êîý��èöèåíòû Ëàìå λ1 = 10 Ïà,

µ1 = 10 Ïà). Âíåøíÿÿ òðóáà èçãîòîâëåíà èç ìàòåðèàëà 2 ñ ïàðàìåòðàìè E1 = 50 Ïà,
ν2 = 0.25 (êîý��èöèåíòû Ëàìå λ1 = 20 Ïà, µ1 = 20 Ïà).Ò à á ë è ö à 1. Âåðòèêàëüíûå ñìåùåíèÿ ux(L)Êîëè÷åñòâî è òèï Àíàëèòè÷åñêîå ×èñëåííîå Îòíîñèòåëüíàÿãðàíè÷íûõ ðåøåíèå, ìì ðåøåíèå, ìì îøèáêà, %ýëåìåíòîâ42 Q 4.8 2.45 48.95168 Q 4.8 3.60 25.00672 Q 4.8 4.26 11.252688 Q 4.8 4.56 5.0084 T 4.8 2.41 49.79336 T 4.8 3.55 26.041344 T 4.8 4.24 11.665376 T 4.8 4.54 5.41
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�èñ. 5. Çàäà÷à î ñîñòàâíîé òðóáå �èñ. 6. �àäèàëüíûå ñìåùåíèÿ ur â ìÂíóòðåííÿÿ ñòîðîíà âíóòðåííåé òðóáû íàãðóæåíà ïîñòîÿííûì äàâëåíèåì P = 1 Ïà.Âíåøíÿÿ ñòîðîíà âíåøíåé òðóáû ñâîáîäíà îò íàïðÿæåíèé, à òîðöåâûå êîíöû òðóáñâîáîäíî îïåðòû. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòîê ïðåäñòàâëåíû íàðèñ. 6. Ñåòêè ñîñòîÿò èç 672, 2688, 10 752 ðàçðûâíûõ áèëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ ñ ïîêàçà-òåëåì λ = 0.7.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ êàæäîé èç òðóá ðåøåíèåì çà-äà÷è Ëàìå äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé òðóáû [16℄. Çàòåì, ïðèðàâíèâàÿ ñìåùåíèÿ íàðóæíîéïîâåðõíîñòè âíóòðåííåé òðóáû ê ñìåùåíèÿì âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè âíåøíåé òðóáû,ïîëó÷èì äàâëåíèå, ñ êîòîðûì îäíà òðóáà äàâèò íà äðóãóþ:
P0 = P

A

B + C
, (15)ãäå

A =
a2b

2(b2 − a2)

2µ1 + λ1

µ1(µ1 + λ1)
,

B =
b

2(b2 − a2)

µ1(a
2 + b2) + λ1a

2

µ1(µ1 + λ1)
, C =

b

2(c2 − b2)

µ2(b
2 + c2) + λ2c

2

µ2(µ2 + λ2)
. (16)Ýòî äàâëåíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû ðàäèàëüíûõ ñìåùåíèé ur íàðóæ-íîé ïîâåðõíîñòè âíåøíåé òðóáû

ur(c) =
b2cP0

2(c2 − b2)

2µ2 + λ2

µ2(µ2 + λ2)
, (17)Ò à á ë è ö à 2. �àäèàëüíûå ñìåùåíèÿ ur(c)Êîëè÷åñòâî Àíàëèòè÷åñêîå ×èñëåííîå Îòíîñèòåëüíàÿãðàíè÷íûõ ðåøåíèå, ì ðåøåíèå, ì îøèáêà, %ýëåìåíòîâ672 0.19455 0.17715 8.942688 0.19455 0.18994 2.3610752 0.19455 0.19339 0.59



22 Ä.Â. Åñèïîâ, Ä.Ñ. Êóðàíàêîâ, Â.Í. Ëàïèí, Ñ. �. ×¼ðíûéêîòîðàÿ è áûëà ïðèíÿòà äëÿ ñðàâíåíèÿ. Â òàáë. 2 ïðåäñòàâëåíû ïîãðåøíîñòè ðåøåíèé,ïîëó÷åííûå íà ðàññìîòðåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòîê. Êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å,âèäåí ïåðâûé ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè. Ïîëó÷åíà íåâûñîêàÿ ïîãðåøíîñòü íà äîñòàòî÷íîãðóáûõ ñåòêàõ.3. Çàäà÷à èíèöèàöèè òðåùèíû ãèäðîðàçðûâàèç ïåð�îðèðîâàííîé è îáñàæåííîé ñêâàæèíû3.1. Ôèçè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷èÏðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîðîäà îäíîðîäíà è èçîòðîïíà. Åå ñâîéñòâà õàðàêòåðèçóþòñÿ ìî-äóëåì Þíãà E = 20.7 �Ïà è êîý��èöèåíòîì Ïóàññîíà ν = 0.27, ÷òî ñîîòâåòñòâóåòîñàäî÷íûì ïîðîäàì ñ ìåñòîðîæäåíèÿ Âèëêîñ (øòàò Òåõàñ, ÑØÀ). Äëÿ òàêîé ïîðîäûïðî÷íîñòü íà ðàçðûâ σc = 3.5 ÌÏà. Äî áóðåíèÿ âåðòèêàëüíîé ñêâàæèíû íàïðÿæåííîåñîñòîÿíèå ïîðîäû îïðåäåëÿåòñÿ òåíçîðîì íàïðÿæåíèé çàëåãàíèÿ σ∞, ãëàâíûå êîìïî-íåíòû êîòîðîãî
σxx = 69 ÌÏà, σyy = 103.5 ÌÏà, σzz = 103.5 ÌÏà. (18)Äàííîå ñîñòîÿíèå ïîðîäû ñ÷èòàåòñÿ èñõîäíûì è â ìîäåëè åìó ñîïîñòàâëÿþòñÿ íóëåâûåñìåùåíèÿ. Çàòåì ïðîèçâîäèòñÿ áóðåíèå ñêâàæèíû, ïîñëå îêîí÷àíèÿ êîòîðîãî â ñêâàæè-íó ïëîòíî âñòàâëÿåòñÿ îáñàäíàÿ êîëîííà. Ïðè ýòîì ñòåíêè ñêâàæèíû è ñòåíêè îáñàäíîéêîëîííû íàãðóæåíû äàâëåíèåì áóðåíèÿ Pd = 67 ÌÏà. Äàëåå â ñêâàæèíó çàêà÷èâàåòñÿæèäêîñòü ãèäðîðàçðûâà äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïðîèçîéäåò èíèöèàöèÿ òðåùèíû. Òðåáóåòñÿíàéòè äàâëåíèå èíèöèàöèè è ìåñòî âîçíèêíîâåíèÿ çàðîäûøåâîé òðåùèíû.3.2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è åå ïîýòàïíîå ðåøåíèå�àññìàòðèâàåòñÿ ïåð�îðèðîâàííàÿ îáñàæåííàÿ ñêâàæèíà, ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåííàÿíà ðèñ. 7, à. Ñêâàæèíà ìîäåëèðóåòñÿ ïîëîñòüþ â �îðìå öèëèíäðà äèàìåòðîì D=10 ñìè äîñòàòî÷íî áîëüøîé âûñîòû H = 10 ì. Ïåð�îðàöèÿ ìîäåëèðóåòñÿ ïîëîñòüþ â �îðìåöèëèíäðà äëèíû L = 10 ñì è äèàìåòðà d = 2 ñì, çàòóïëåííîãî íà ñ�åðó. Ïåð�îðàöèÿîðèåíòèðîâàíà â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè xy ïîä óãëîì β ê îñè x, ðàñïîëîæåíà ñòðîãîïî öåíòðó ñêâàæèíû è åå îñü ïåðåñåêàåò îñü ñêâàæèíû. Â ïîëîñòü ñêâàæèíû ñèììåò-ðè÷íî ïî åå âûñîòå ïëîòíî âñòàâëåíà ñòàëüíàÿ òðóáà âûñîòû H0 = 9.5ì (ïàðàìåòðûìàòåðèàëà: ìîäóëü Þíãà E = 200 �Ïà, êîý��èöèåíò Ïóàññîíà ν = 0.3) ñ òîëùèíîéñòåíêè h = 5 ìì, èìåþùàÿ â ìåñòå ðàñïîëîæåíèÿ ïåð�îðàöèè îòâåðñòèå äèàìåòðà d.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïîðîäû ïîñëå áóðåíèÿñêâàæèíû íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó î ïðåäâàðèòåëüíîì íàãðóæåíèè (ðèñ. 7, á ). Â ýòîéçàäà÷å íà âñåé ïîâåðõíîñòè ñêâàæèíû è ïåð�îðàöèè çàäàþòñÿ ñëåäóþùèå íàïðÿæåíèÿ:

td = −Pdn+ σ∞
n, (19)ãäå n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè. �åøåíèå (êîìïîíåíòû ñìåùåíèé) çäåñü ðàñ-ñìàòðèâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî èñõîäíîãî ïðåäñæàòîãî ñîñòîÿíèÿ ïîðîäû íàïðÿæåíèÿìèçàëåãàíèÿ (18). Ïðîàíàëèçèðóåì ìîìåíò ïîñëå óñòàíîâêè îáñàäíîé êîëîííû, ïîêà äàâ-ëåíèå â ñêâàæèíå ðàâíî äàâëåíèþ áóðåíèÿ. Ïîñêîëüêó æèäêîñòü ìåæäó îáñàäíîé êî-ëîííîé è ñêâàæèíîé îêàçûâàåò íà òó è äðóãóþ îäèíàêîâîå äàâëåíèå, òî åå âîçäåéñòâèå
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�èñ. 7. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è (à) è åå ðàçáèåíèå íà äâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîäçà-äà÷è (á, â)ìîæíî çàìåíèòü óñëîâèåì ïîëíîé ñöåïêè (3) ìåæäó ñòåíêàìè ñêâàæèíû è îáñàäíîé êî-ëîííû. Â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò îíè áóäóò äåéñòâîâàòü äðóã íà äðóãà ñ îäèíàêîâûìäàâëåíèåì Pd. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ èçìåíåíèÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿïîðîäû è îáñàäíîé êîëîííû ïðè óâåëè÷åíèè äàâëåíèÿ æèäêîñòè íåîáõîäèìî ðåøèòüçàäà÷ó î íàãðóæåíèè (ðèñ. 7, â). Â ýòîé çàäà÷å íà âñåé ïîâåðõíîñòè ñòàëüíîé êîëîííûè ïåð�îðàöèè çàäàþòñÿ íàïðÿæåíèÿ
t△ = −(P − Pd)n, (20)êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò èçìåíåíèþ äàâëåíèÿ â ñêâàæèíå. Çäåñü P � äàâëåíèå æèäêî-ñòè ãèäðîðàçðûâà. Âñå îñòàëüíûå ïîâåðõíîñòè çàäà÷è ñâîáîäíû îò íàïðÿæåíèé, òàê êàêïîñëå óñòàíîâêè îáñàäíîé êîëîííû íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå íå èçìå-íèëîñü.Çàòåì îïðåäåëÿåòñÿ íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïîðîäû îòíîñèòåëüíîñîñòîÿíèÿ äî íàãðóæåíèÿ (18). Â ýòîì ñëó÷àå ñìåùåíèÿ â çàäà÷å ïîëó÷èì ïóòåì ñëîæå-íèÿ ñìåùåíèé, ïîëó÷åííûõ ïðè ðåøåíèè ïîäçàäà÷ 1, 2, à òàêæå îïðåäåëÿåìûõ ïðåäñæà-òèåì ïîðîäû. Ïîìèìî íàéäåííûõ âåëè÷èí, èñïîëüçóÿ �óíäàìåíòàëüíûå èíòåãðàëüíûåñîîòíîøåíèÿ, ìîæíî îïðåäåëèòü òåíçîð íàïðÿæåíèé âíóòðè îáëàñòè çàäà÷è. Îäíàêî òà-êîé ïîäõîä íå ïðèìåíèì äëÿ âû÷èñëåíèÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöå çàäà÷è [17℄.Ïîýòîìó ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ñìåùåíèé íà ãðàíèöå, èñïîëüçóÿ çàêîí �óêà â ëîêàëüíîéñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ ïîâåðõíîñòüþ, îïðåäåëÿåòñÿ òåíçîð íàïðÿæåíèé â ýòîéñèñòåìå êîîðäèíàò. Äàëåå íàõîäÿòñÿ âñå åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ σ1 < σ2 < σ3.Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ èíèöèàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ óñëîâèå ïðåâûøåíèÿ ìàêñèìàëü-íûì ðàñòÿãèâàþùèì íàïðÿæåíèåì σ3 íàïðÿæåíèÿ íà ðàçðûâ ïîðîäû σc. ×àñòü ïîâåðõ-íîñòè çàäà÷è, ãäå äàííûé êðèòåðèé âûïîëíÿåòñÿ, íàçîâåì çîíîé ðàçðóøåíèÿ. Äàâëåíèåæèäêîñòè P ïîäíèìàëîñü äî òåõ ïîð, ïîêà íå áûë âûïîëíåí êðèòåðèé èíèöèàöèè. Äàâ-ëåíèå Pi, ïðè êîòîðîì óäîâëåòâîðÿëñÿ êðèòåðèé èíèöèàöèè, íàçîâåì äàâëåíèåì èíèöè-àöèè. Äëÿ ðàñ÷åòîâ áûëà ïîñòðîåíà ñåòêà, ñîñòîÿùàÿ èç 6128 ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ.Êàê ïîêàçàëè ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, â ñëó÷àå îáñàæåííîé ñêâàæèíû â îòëè÷èå îòíåîáñàæåííîé çîíà ðàçðóøåíèÿ âñåãäà îêàçûâàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî íà ïîâåðõíîñòè ïåð-
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β = 0◦, Pi = 70 ÌÏà β = 25◦, Pi = 90 ÌÏà β = 50◦, Pi = 121 ÌÏà
β = 0◦, Pi = 70 ÌÏà β = 25◦, Pi = 80 ÌÏà β = 50◦, Pi = 102 ÌÏà�èñ. 8. Çîíû ðàçðóøåíèÿ: âåðõíèé ðÿä � îáñàæåííàÿ, íèæíèé � íåîáñàæåííàÿ ñêâàæèíà

�èñ. 9. Çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ èíèöèàöèè îò óãëà β: 1 � äëÿ îáñàæåííîé, 2 � äëÿ íåîáñàæåííîéñêâàæèíû�îðàöèè (ðèñ. 8). Èç ðèñóíêà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ðÿäà êîí�èãóðàöèé ñ îáñàäíîé êîëîííîéäàâëåíèå èíèöèàöèè çíà÷èòåëüíî âîçðàñòàåò. Íà ðèñ. 9 ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿèíèöèàöèè îò óãëà íàïðàâëåíèÿ ïåð�îðàöèè. Ïðè ìàëûõ óãëàõ β, êàê è â ñëó÷àå íåîá-ñàæåííîé ñêâàæèíû, èíèöèàöèÿ ïðîèñõîäèò íà ñòûêå ñêâàæèíû è ïåð�îðàöèè. Ïðèóâåëè÷åíèè óãëà çîíà èíèöèàöèè óäàëÿåòñÿ îò ñêâàæèíû âäîëü ïåð�îðàöèè, äîñòèãàÿïðè β > 50◦ åå êîíå÷íîé ÷àñòè.



Ìíîãîçîííûé ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ è åãî ïðèìåíåíèå ê çàäà÷å. . . 25Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ìíîãîçîííûé ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ðåøåíèÿ âíåøíåé çà-äà÷è óïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ äëÿ êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ. Â ìåòîäå äëÿ áîëååêîððåêòíîé àïïðîêñèìàöèè èñïîëüçóþòñÿ ðàçðûâíûå ãðàíè÷íûå ýëåìåíòû, ÷òî ïîçâî-ëÿåò ïðè íàëè÷èè ðåáåð è ïðèìûêàíèé òî÷íåå îïèñûâàòü íàïðÿæåííî-äå�îðìèðîâàííîåñîñòîÿíèå.Ìåòîä ïðèìåíåí äëÿ ðàñ÷åòà íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïîðîäû â îêðåñòíîñòè íà-ãðóæåííûõ ïåð�îðèðîâàííîé îáñàæåííîé è íåîáñàæåííîé ñêâàæèí. Ïîêàçàíî âëèÿíèåïàðàìåòðîâ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïîðîäû è îðèåíòàöèè ïåð�îðàöèè îòíîñèòåëüíîãëàâíûõ íàïðÿæåíèé íà äàâëåíèå èíèöèàöèè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ ×åðíûé Ñ.�., Ëàïèí Â.Í., Åñèïîâ Ä.Â., Êóðàíàêîâ Ä.Ñ.Ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåí-òîâ è åãî ïðèëîæåíèå ê çàäà÷å ðàçðóøåíèÿ ïåð�îðèðîâàííîé ñêâàæèíû // Òåì. ñáîðíèêíàó÷íûõ ñòàòåé �Êðàåâûå çàäà÷è è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå�. Íîâîêóçíåöê: Íîâî-êóçíåöêèé �èëèàë Êåìåðîâñêîãî ãîñ. óí-òà, 2010. Ò. 1. Ñ. 159�168.[2℄ Åñèïîâ Ä.Â.Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà èíèöèàöèè ãèäðîðàçðûâà ïëàñòà ìåòîäîì ãðàíè÷-íûõ ýëåìåíòîâ // Âåñòíèê ÊàçÍÓ. Ìåõàíèêà, ìàòåìàòèêà, èí�îðìàòèêà. 2010. � 3(66).C. 270�277.[3℄ Hossain M.M., Rahman M.K., Rahman S.S.Hydrauli frature initiation and propagation:Roles of wellbore trajetory, perforation and stress regimes // J. Petroleum Si. and Eng. 2000.Vol. 27, iss. 3�4. P. 129�149.[4℄ Êóïðàäçå Â.Ä. Ìåòîäû òåîðèè ïîòåíöèàëà â òåîðèè óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1963. 472 ñ.[5℄ Rizzo F.J. An integral equation approah to boundary value problems of lassialelastostatis // Quarterly J. of Appl. Math. 1967. Vol. 25. P. 83�95.[6℄ Áðåááèÿ Ê., Òåëëåñ Æ., Âðîóáåë Ë. Ìåòîäû ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. M.: Ìèð, 1987.524 .[7℄ Áåíåðäæè Ï., Áàòòåð�èëä �. Ìåòîäû ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ â ïðèêëàäíûõ íàóêàõ:Ïåð. ñ àíãë. Ì.: Ìèð, 1984. 494 ñ.[8℄ Òèìîøåíêî Ñ.Ï., �óäüåð Äæ. Òåîðèÿ óïðóãîñòè. Ì.: Íàóêà, 1979. 560 ñ.[9℄ Àìåíçàäå. Þ.À. Òåîðèÿ óïðóãîñòè: Ó÷åáíèê äëÿ óíèâåðñèòåòîâ. Ì.: Âûñøàÿ øêîëà,1971. 288 ñ.[10℄ Beker A.A. The Boundary Element Method in Engineering. A Complete Course. N.Y.:MGraw-Hill, 1992. 348 p.[11℄ Zienkiewiz O.C., Taylor R.L. The Finite Element Method. 4th ed. Vol. 2. London:MGraw-Hill, 1991. 476 p.[12℄ Norrie D.H., de Vries G. An Introdution to Finite Element Analysis. N.Y.: Aad. Press,1978. 301 p.[13℄ Lahat J.C., Watson J.O. E�etive numerial treatment of boundary integral equations:A formulation for three-dimensional elastostatis // Intern. J. for Numerial Methods in Eng.1976. Vol. 10. P. 991�1005.[14℄ Sladek V., Sladek J. Why use double nodes in BEM? // Eng. Analysis with BoundaryElements. 1991. Vol. 8., iss. 2. P. 109�112.
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