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На примерах для нелинейного скалярного уравнения обсуждаются вопросы по-
строения разностных схем, сохраняющих монотонность численного решения, на
равномерных и адаптивных сетках. Показаны важные свойства сохранения по-
стоянного решения, стационарного и движущегося скачков. С помощью метода
дифференциального приближения дано новое объяснение механизма возникнове-
ния нефизичных численных решений и проведена энтропийная коррекция. Пред-
ставлен пример TVD-схемы, увеличивающей количество экстремумов. Предложен
новый подход к построению явных двухслойных дивергентных схем на подвиж-
ных сетках. Схема предиктор-корректор, построенная для нелинейного скаляр-
ного уравнения, применена для решения одномерных нестационарных уравнений
мелкой воды. Исследованы свойства схемы и проведено её численное тестирование.
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Введение
Достоверная оценка зон затопления при накате волн цунами на берег является ак-
туальной проблемой математического моделирования. Для получения эффективного
прогноза необходимы, кроме качественных, исследованных алгоритмов, большие мас-
сивы подробной информации о рельефе дна и суши в прибрежной зоне, о параметрах
источника волны, данные наблюдений для верификации и т. д. Как правило, вся эта
входная информация весьма неточна. Кроме того, модель мелкой воды, используемая
для моделирования процесса наката волн цунами на берег, выводится при достаточ-
но жёстких ограничениях. Поэтому для получения удовлетворительных результатов в
указанных задачах использование схем повышенного порядка точности не имеет смыс-
ла и достаточны схемы первого или второго порядка. Это определяет необходимость
построения качественных дивергентных схем первого или второго порядка аппрокси-
мации, точных на возможно широком классе решений исходной задачи, в частности,
сохраняющих состояние покоя, монотонность либо решения, либо инвариантов Рима-
на и дающих численное решение, имеющее наиболее широкий набор свойств решения
исходной задачи. Нелинейное скалярное уравнение является модельным для системы
уравнений мелкой воды, поэтому оно использовано в первой части работы для иссле-
дования свойств конструируемых разностных схем, применяемых далее для решения
задач о течениях в рамках модели мелкой воды.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант № 12-01-00721а), а также в рамках
Программы интеграционных исследований СО РАН (проект № 42).
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При решении задач с разрывными решениями нарушение условия неубывания эн-
тропии [1 – 3] приводит к нефизичному численному решению в виде ударной волны раз-
режения в задачах о трансзвуковых течениях идеального газа, а также в окрестности
критической точки, расположенной в транскритической волне разрежения в задачах о
течениях идеальной жидкости в рамках модели мелкой воды [4, 5]. При численном ре-
шении этих задач необходимо, чтобы выбранный метод сходился к физически верному
(энтропийному) решению, что гарантируется выполнением дискретного аналога усло-
вия неубывания энтропии. Для выполнения данного условия можно использовать из-
вестный приём энтропийной коррекции, который был предложен в работах [6, 7] и при-
менялся в [4, 8–10] для метода Роу и в [11 – 14] для других численных методов. В на-
стоящей работе показаны важные свойства сохранения схемой предиктор-корректор
постоянного решения и стационарного или, в случае подвижной сетки, движущегося
скачка. С помощью метода дифференциального приближения дано новое объяснение
механизма возникновения нефизичных численных решений и проведена энтропийная
коррекция схемы.

Использование адаптивных подвижных сеток для схем первого или второго порядка
аппроксимации повышает точность численного решения, но главная причина их при-
менения в задачах моделирования процесса наката волн цунами на берег состоит в том,
что использование разностных схем в методах с выделением подвижной линии уреза
в принципе невозможно без подвижных сеток. Кроме того, в двумерном случае необ-
ходимо учитывать криволинейность границы расчётной области. Поэтому в настоящей
работе большое внимание уделяется описанию особенностей моделирования на подвиж-
ных сетках. В частности, предложен новый подход к построению явных двухслойных
дивергентных схем на подвижных сетках (аналогичный подход для линейного уравне-
ния переноса рассмотрен в [15]).

Если при использовании адаптивных сеток управляющая функция, регулирующая
расстановку узлов сетки, зависит от разностных производных, которые осциллируют,
то сетка будет иметь чередование длинных и коротких ячеек, что приведёт к поте-
ре точности численного решения. Одна из причин появления осцилляций разностных
производных — увеличение схемой количества экстремумов решения при переходе с
одного шага по времени на другой. Известно [7], что если начальная функция имеет
ограниченную вариацию, то количество локальных экстремумов слабого решения не
возрастает. Вместе с тем некоторые TVD-схемы, сохраняющие монотонность численно-
го решения, могут увеличивать количество экстремумов решения [15 – 19]. В настоящей
работе этому вопросу уделено внимание на примере схем Лакса, противопоточной и
предиктор-корректор для невязкого уравнения Бюргерса.

Во второй части работы схема предиктор-корректор, построенная для нелинейного
скалярного уравнения, применена для решения одномерных уравнений мелкой воды.
Исследованы свойства схемы и проведено её численное тестирование.

1. Разностные схемы для нелинейного уравнения,
сохраняющие монотонность численного решения

Данный раздел посвящён разностным схемам для однородного

ut + [f(u)]x = 0 (1)
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и неоднородного
ut + [f(u)]x = g(x, t, u) (2)

нелинейных скалярных уравнений, которые являются модельными для системы урав-
нений мелкой воды в случае ровного горизонтального и неровного дна соответственно.

1.1. Схема предиктор-корректор на равномерной сетке

Сначала рассмотрим случай равномерной неподвижной сетки с узлами xj = jh и ша-
гом h > 0. В явной схеме предиктор-корректор [20, 21] искомая сеточная функция unj ,
определённая в момент времени tn в узлах xj, находится из разностного уравнения

un+1
j − unj
τ

+
f ∗j+1/2 − f ∗j−1/2

h
= 0, (3)

аппроксимирующего закон сохранения (1). Необходимые для выполнения этого шага
потоки f ∗, отнесённые к полуцелым узлам xj+1/2 = xj + h/2, определяются на шаге
предиктор

f ∗j+1/2 −
1

2
(fn

j+1 + fn
j )

τ ∗j+1/2

+ anj+1/2

fn
j+1 − fn

j

h
= 0, (4)

где fn
j = f

(
unj
)
, τ ∗j+1/2 = 0.5τ(1 + θnj+1/2), τ — шаг по времени, θnj+1/2 — схемный па-

раметр. Разностное уравнение (4) есть результат аппроксимации дифференциального
уравнения для потоков

ft + a(u)fx = 0, (5)

которое получается после умножения (1) на функцию a(u) = fu(u).
Наличие некоторых важных свойств схемы (3), (4) напрямую связано с видом се-

точной функции anj+1/2, аппроксимирующей функцию a(u). В настоящей работе способ
вычисления функции anj+1/2 определяется требованием сохранения для сеточных функ-
ций правила дифференцирования fx = a(u)ux функций непрерывного аргумента, т. е.
выполнением равенства

fn
x,j+1/2 = anj+1/2u

n
x,j+1/2 (6)

для разностных производных

fn
x,j+1/2 =

fn
j+1 − fn

j

h
, unx,j+1/2 =

unj+1 − unj
h

.

Условию (6) удовлетворяет, например, сеточная функция [7]

anj+1/2 =


fn
j+1 − fn

j

unj+1 − unj
при unj+1 6= unj ,

a(unj ) при unj+1 = unj ,

(7)

применение которой позволяет переписать уравнение (4) с использованием разностных
производных от искомого решения

f ∗j+1/2 =
fn
j+1 + fn

j

2
− τ

2

(
(1 + θ)a2ux

)n
j+1/2

(8)
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и получить следующий одношаговый вариант схемы (3), (4):

un+1
j − unj
τ

+
fn
j+1 − fn

j−1

2h
− τ

2h

[(
(1 + θ)a2ux

)n
j+1/2

−
(

(1 + θ)a2ux

)n
j−1/2

]
= 0. (9)

Схему (9) можно назвать канонической формой явных дивергентных двухслойных
схем для уравнения (1), поскольку любая такая схема может быть записана в виде (9)
при соответствующем выборе параметра θ. Например, при θnj+1/2 ≡ 0 схема (9) совпадает
со схемой Лакса—Вендроффа

un+1
j − unj
τ

+
fn
j+1 − fn

j−1

2h
− τ

2h

[(
a2ux

)n
j+1/2

−
(
a2ux

)n
j−1/2

]
= 0,

при

θnj+1/2 ≡ θn0,j+1/2 =
1

Cn
j+1/2

− 1 > 0, (10)

где Cn
j+1/2 — число Куранта,

Cn
j+1/2 = |anj+1/2|æ < 1, æ = τ/h, (11)

получается противопоточная схема первого порядка аппроксимации, которая может
быть записана как в дивергентной, так и в недивергентной форме [22]

un+1
j − unj
τ

+
(a+ |a|

2
ux

)n
j−1/2

+
(a− |a|

2
ux

)n
j+1/2

= 0, (12)

при θnj+1/2 ≡ θnL,j+1/2 =
1

(Cn
j+1/2)

2
− 1 > 0 — схема Лакса

un+1
j −

1

2
(unj+1 + unj−1)

τ
+
fn
j+1 − fn

j−1

2h
= 0, (13)

при θnj+1/2 ≡ −1 — абсолютно неустойчивая схема второго порядка аппроксимации по h

un+1
j − unj
τ

+
fn
j+1 − fn

j−1

2h
= 0.

Явные схемы с несимметричными шаблонами также получаются из канонической
формы (9). Например, при a > 0 и

θnj+1/2 = θn0,j+1/2

(
1−

gnj−1/2
gnj+1/2

)
,

где
gnj+1/2 =

(
|a|(1− C)ux

)n
j+1/2

, (14)

схема (9) переходит в противопоточную схему второго порядка аппроксимации на не-
симметричном шаблоне

un+1
j − unj
τ

+
3 (aux)nj−1/2 − (aux)nj−3/2

2
=
τ

2

(aux)nj−1/2 − (aux)nj−3/2
h

.
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Если θ = O(h), то схема (9) аппроксимирует уравнение (1) со вторым порядком относи-
тельно τ и h. При θ = const 6= 0 порядок аппроксимации на гладких решениях — первый.
Необходимое условие устойчивости для случая a(u) = const [15] требует, в частности,
чтобы параметр θ принимал неотрицательные значения. Поэтому далее предполагается
выполненным ограничение

θnj+1/2 ≥ 0.

В общем случае (для произвольного параметра θ = O(h)) схема предиктор-кор-
ректор (3), (4) не сохраняет монотонность численного решения. Однако этот параметр
можно подобрать так, что схема будет обладать указанным свойством. В работе [23] для
выбора параметра θ использовалось первое дифференциальное приближение (п.д.п.)
схемы предиктор-корректор

ut + fx =
τ

2
(θa2ux)x +

h2

6

[
a(a2æ2 − 1)ux

]
xx

(15)

и параметр θ подбирался так, чтобы диссипативный член п.д.п. приводил к изменению
дисперсионного члена в тех подобластях, где возможно появление осцилляций в чис-
ленном решении. Например, если положить

θ = h

(
a(1− |a|æ)ux

)
x

æa2ux
, (16)

то из (15) получается уравнение с дисперсионным членом

ah2

6
(1− |a|æ) (2− |a|æ)uxxx,

который в силу условия (11) отличается по знаку, например, от дисперсионного члена

ah2

6
(a2æ2 − 1)uxxx

в п.д.п. схемы Лакса—Вендроффа, не сохраняющей монотонность численного реше-
ния. В [23] при некоторых дополнительных ограничениях на функцию (16) получена
формула для сеточной функции θnj+1/2

θnj+1/2 =


0 при |gnj+1/2| ≤ |gnj+1/2−s| и gnj+1/2 · gnj+1/2−s ≥ 0,

(θ0(1− ξ))nj+1/2 при |gnj+1/2| > |gnj+1/2−s| и gnj+1/2 · gnj+1/2−s ≥ 0,

θn0,j+1/2 при gnj+1/2 · gnj+1/2−s < 0,

(17)

где
s = sgn anj+1/2, ξnj+1/2 =

gj+1/2−s

gj+1/2

,

и доказано, что при условии (11) схема предиктор-корректор (3), (4), (17) сохраняет
монотонность численного решения.

Отметим два свойства схемы (3), (4), связанные с её точными решениями.

Лемма 1. Схема предиктор-корректор (3), (4) сохраняет постоянное решение: ес-
ли unj ≡ U0 = const, то и un+1

j ≡ U0.
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Второе свойство связано с сохранением разностной схемой разрывных решений за-
дачи Римана для уравнения (1) с начальной функцией

u0(x) =

{
Ul, x < x0,
Ur, x > x0,

Ul 6= Ur. (18)

Пусть функция потока является выпуклой, т. е. f ′′(u) ≥ 0 (для вогнутой функции по-
тока все дальнейшие рассуждения справедливы при противоположных соотношениях
между Ul и Ur). Тогда для Ul > Ur задача (1), (18) при t > 0 имеет следующее решение
в виде ударной волны:

u(x, t) =

{
Ul при x < x0 +Wt,
Ur при x > x0 +Wt,

(19)

где W — постоянная скорость движения скачка, определяемая из условия Ренкина—
Гюгонио:

W =
f(Ur)− f(Ul)

Ur − Ul

. (20)

Если W = 0, то скачок является стационарным, и в этом случае

f(Ur) = f(Ul). (21)

Решение (19) удовлетворяет условию неубывания энтропии [4, 5] и является физически
корректным.

Известно [4, 5], что точное решение задачи Римана в виде стационарного скачка
является и решением некоторых разностных схем. Покажем, что этим свойством об-
ладают все схемы вида (9), причём не только второго порядка аппроксимации, но и
первого, например, противопоточная (12).

Лемма 2. Схема предиктор-корректор (3), (4) сохраняет стационарный скачок
(18), (21).

Доказательство. Пусть на n-м слое по времени (n ≥ 0) скачок располагается меж-
ду узлами xj0 и xj0+1, т. е.

unj =

{
Ul при j ≤ j0,
Ur при j ≥ j0 + 1.

(22)

В силу определения (22) и равенства (21) получаем, что для всех j выполняется ра-
венство (aux)nj+1/2 = 0. Тогда из формулы (9) с учётом равенства (21) следует, что
un+1 ≡ un, т. е. решение не меняется при переходе с одного временно́го слоя на другой.

При Ul < Ur разрывное решение (19) в виде ударной волны разрежения является
математически возможным для задачи (1), (18), но физически некоректным (неустой-
чивым) и нарушающим условие неубывания энтропии. Устойчивым же является непре-
рывное решение в виде центрированной волны разрежения

u(x, t) = Ul при x ≤ x0 + a(Ul)t,

a(u) =
x− x0
t

при x0 + a(Ul)t ≤ x ≤ x0 + a(Ur)t,

u(x, t) = Ur при x ≥ x0 + a(Ur)t,

t > 0,
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которое не нарушает энтропийное условие [4, 5]. Например, для невязкого уравнения
Бюргерса (f(u) = u2/2) это решение имеет вид

u(x, t) =


Ul при x ≤ x0 + Ult,

x− x0
t

при x0 + Ult ≤ x ≤ x0 + Urt,

Ur при x ≥ x0 + Urt.

t > 0. (23)

Поскольку схема предиктор-корректор при Ul < Ur дает нефизичное решение невязкого
уравнения Бюргерса, то, как указано выше, необходима её корректировка для возмож-
ности расчётов решений со сменой знака величины a. Энтропийная коррекция сводится
в итоге к принудительному вводу в схему дополнительной вязкости в тех подобластях,
где значение |a| становится меньше некоторого порогового и исчезает численная дисси-
пация [24]. Покажем, что такой же приём может быть получен на основе метода диф-
ференциального приближения, причём с явной формулой для порогового значения.

Раскрывая скобки в правой части п.д.п. (15), получим, что схемная вязкость µ (ко-
эффициент при второй производной uxx) выражается формулой

µ =
τ

2
θa2 +

h2

2
(3a2æ2 − 1)ux. (24)

Следовательно, при малых значениях a и при ux > 0 схемная вязкость становится
отрицательной, что и является причиной появления нефизичного численного решения
при расчёте волн разрежения (23) с критической точкой a = 0. Отметим, что для
невязкого уравнения Бюргерса в волнах сжатия (Ul > Ur) выполняется условие ux < 0,
поэтому отрицательная вязкость в окрестности точки с нулевой критической скоростью
a = 0 не возникает, а значит, не возникает нефизичных численных решений.

Из формулы (24) следует, что для обеспечения неотрицательности вязкости µ можно
заменить функцию (θa2)

n
j+1/2 на следующую:

ψn
j+1/2 =

 δnj+1/2 при

{
(θa2)nj+1/2 ≤ δnj+1/2,

Cn
j+1/2 < 1/

√
3, unx,j+1/2 > 0,(

θa2
)n
j+1/2

в других случаях,
(25)

где функция θ вычисляется по формуле (17),

δnj+1/2 =
h

æ

(
(1− 3C2)ux

)n
j+1/2

. (26)

С учётом коррекции схемной вязкости (25) шаг предиктор (8) запишется в виде

f ∗j+1/2 =
fn
j+1 + fn

j

2
− τ

2

(
(a2 + ψ)ux

)n
j+1/2

. (27)

1.2. Схема предиктор-корректор на подвижной сетке

Рассмотрим некоторую начально-краевую задачу для уравнения (1) на отрезке [0, l].
Предполагается, что узлы xnj подвижной неравномерной сетки, покрывающей в каждый
момент времени этот отрезок, связаны взаимно-однозначно соответствием x = x(q, t)
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с узлами qj равномерной неподвижной сетки с шагом h = 1/N , покрывающей единич-
ный отрезок [0, 1]. На подвижной сетке схема предиктор-корректор для скалярного
уравнения (1) имеет следующий вид:

u∗j+1/2 −
1

2

(
unj+1 + unj

)
τ ∗j+1/2

+

(
fq − xtuq

J

)n

j+1/2

= 0, (28)

f ∗j+1/2 −
1

2

(
fn
j+1 + fn

j

)
τ ∗j+1/2

+

(
a(fq − xtuq)

J

)n

j+1/2

= 0, (29)

(Ju)n+1
j − (Ju)nj
τ

+
(f ∗ − xnt u∗)j+1/2 − (f ∗ − xnt u∗)j−1/2

h
= 0, (30)

где

unq,j+1/2 =
unj+1 − unj

h
, fn

q,j+1/2 =
fn
j+1 − fn

j

h
, xnt,j =

xn+1
j − xnj
τ

,

xnt,j+1/2 =
xnt,j + xnt,j+1

2
, Jn

j+1/2 =
xnj+1 − xnj

h
= xnq,j+1/2, Jn

j =
Jn
j+1/2 + Jn

j−1/2

2
,

при этом сеточная функция anj+1/2 вычисляется по формуле (7) и выполняется равенство
вида (6)

fn
q,j+1/2 = (auq)

n
j+1/2 . (31)

Дивергентное разностное уравнение (30) шага корректор аппроксимирует уравне-
ние (1), записанное в новых координатах (q, t) в дивергентной форме

(Ju)t + (f − xtu)q = 0.

Недивергентная форма последнего уравнения

ut +
1

J
(fq − xtuq) = 0

используется при получении шага предиктор (28). Еще одно уравнение шага предик-
тор (29) получается в результате аппроксимации уравнения для потоков (5) в новых
координатах (q, t):

ft +
a

J
(fq − xtuq) = 0.

Выписанная схема (28)–(30) имеет при θ = O(h) второй порядок аппроксимациии на
подвижной сетке. При этом на равномерной сетке (xt ≡ 0, J ≡ l) разностные уравнения
(29), (30) полностью совпадают с приведёнными выше уравнениями (4), (3). Отличие
от случая равномерной сетки состоит, в частности, в том, что на подвижной сетке необ-
ходимо вычислять не одну, а две предикторные величины u∗ и f ∗. Однако в уравнении
шага корректор эти предикторные величины используются в комбинации f ∗−xnt u∗, для
которой, согласно уравнениям (28), (29), справедливо равенство

(f ∗ − xnt u∗)j+1/2 =
(
f̂ − (xtu)n

)
j+1/2

,

где

f̂j+1/2 = fn
j+1/2 − τ ∗j+1/2

(
(a− xt)2

J
uq

)n

j+1/2

,
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fn
j+1/2 =

fn
j+1 + fn

j

2
, unj+1/2 =

unj+1 + unj
2

.

В результате разностная схема предиктор-корректор (28)–(30) на подвижной сетке со-
стоит из шага предиктор

( f̂ − fn

τ ∗

)
j+1/2

+
( ā2
J
uq

)n
j+1/2

= 0, (32)

где ā = a− xt, и шага корректор

(Ju)n+1
j − (Ju)nj
τ

+

(
f̂ − (xtu)n

)
j+1/2

−
(
f̂ − (xtu)n

)
j−1/2

h
= 0, (33)

т. е. на шаге предиктор достаточно вычислять только одну вспомогательную величину
f̂j+1/2.

Рассмотренный в предыдущем разделе способ выбора параметра θ можно использо-
вать и для монотонизации схемы предиктор-корректор (32), (33) на подвижной сетке.
Для этого в п.д.п. данной схемы

(Ju)t + (f − xtu)q =
τ

2

[
θ
ā2

J
uq

]
q

+
h2

6

[
ā

(( āæ
J

)2
− 1

)
uq

]
qq

+

+
τ 2

6

[( ā
J

)2 (
3Jt +

ā

J
Jq

)
uq

]
q

+
h2

12

[(
2
ā

J
Jqq + Jqt

)
uq − Jtuqq

] (34)

следует взять параметр θ таким, чтобы изменился знак коэффициента при третьей
производной uqqq, например, в виде (16):

θ = h

[
ā

(
1− |ā|æ

J

)
uq

]
q

æā2

J
uq

.

Тогда для вычисления сеточной функции θj+1/2 можно использовать ту же формулу
(17), что и в случае равномерной сетки, с тем лишь отличием, что на подвижной сетке
s = sgn ānj+1/2, а формулы (14), (11) модифицируются в следующие:

gnj+1/2 =
(
|ā|(1− C)uq

)n
j+1/2

, Cn
j+1/2 = æ

(
|ā|
J

)n

j+1/2

< 1, (35)

при этом схема предиктор-корректор (17), (32), (33) будет сохранять монотонность чис-
ленного решения и совпадать с TVD-схемой [25], являющейся обобщением схемы Хар-
тена [7] на случай подвижных сеток.

Для схемы на подвижной сетке вязкость µ выражается более сложной, чем (24),
формулой. Так, для невязкого уравнения Бюргерса из (34) получаем

µ =
τ

2
θ
ā2

J
+
h2

2

(
3
( āæ
J

)2
− 1

)
uq −

τ 2

2

( ā
J

)2 (
Jt +

ā

J
Jq

)
+
h2

4
Jt.
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Численные эксперименты показали, что для исключения возможности появления нефи-
зичных численных решений достаточно потребовать, чтобы в окрестности критической
точки (ā = 0) волны разрежения выполнялось неравенство

τ

2
θ
ā2

J
+
h2

2

(
3
( āæ
J

)2
− 1

)
uq ≥ 0.

Отсюда получаем следующий аналог формулы (25):

ψn
j+1/2 =


δnj+1/2 при


(
θ
ā2

J

)n

j+1/2

≤ δnj+1/2,

Cn
j+1/2 < 1/

√
3, unq,j+1/2 > 0,(

θ
ā2

J

)n

j+1/2

в других случаях,

(36)

где функция δnj+1/2 вычисляется по формуле (26) (с заменой ux на uq и использованием
числа Куранта (35) на подвижной сетке).

Вследствие коррекции схемной вязкости шаг предиктор (32) претерпит изменения
и запишется в виде формулы, аналогичной (27):

f̂j+1/2 = fn
j+1/2 −

τ

2

(
(
ā2

J
+ ψ)uq

)n
j+1/2

.

Одношаговый вариант схемы (32), (33) имеет дивергентный вид

(Ju)n+1
j − (Ju)nj
τ

+
(f − xtu)nj+1/2 − (f − xtu)nj−1/2

h
−

− τ

2h

[(
(1 + θ)

ā2

J
uq

)n

j+1/2

−
(

(1 + θ)
ā2

J
uq

)n

j−1/2

]
= 0, (37)

и при подходящем выборе параметра θ из схемы (37) могут быть получены любые яв-
ные двухслойные дивергентные схемы на подвижной сетке. Например, при вычислении
параметра θ по формуле (10), в которой используется число Куранта для подвижной
сетки, получается противопоточная схема в дивергентной форме на подвижной сетке:

(Ju)n+1
j − (Ju)nj
τ

+
1

h

[(
f − xtu−

h

2
|ā|uq

)n

j+1/2

−
(
f − xtu−

h

2
|ā|uq

)n

j−1/2

]
= 0. (38)

Путём эквивалентных преобразований схема (38) может быть представлена в виде
(12) с односторонними разностями. В самом деле, используя равенство (31), запишем
уравнение (38) в недивергентной форме

(Ju)n+1
j − (Ju)nj
τ

+
( ā+ |ā|

2
uq

)n
j−1/2

+
( ā− |ā|

2
uq

)n
j+1/2

− unj
xnt,j+1/2 − xnt,j−1/2

h
= 0.

Геометрический закон сохранения [15]

Jn+1
j = Jn

j + τ (xtq)
n
j (39)
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позволяет использовать в производной по времени значение якобиана только с одного
слоя по времени

(Ju)nj = Jn+1
j unj − τunj

xnt,j+1/2 − xnt,j−1/2
h

,

что приводит к эквивалентной форме записи противопоточной схемы (38)

un+1
j − unj
τ

+
1

Jn+1
j

[( ā+ |ā|
2

uq

)n
j−1/2

+
( ā− |ā|

2
uq

)n
j+1/2

]
= 0.

Отметим, что утверждение леммы 1 остается справедливым и для подвижных сеток.
Что касается леммы 2, то для случая подвижных сеток она может быть переформулиро-
вана в виде утверждения о том, что точное решение (19) задачи Коши (1), (18) является
и точным решением схемы (32), (33), если левый и правый соседние со скачком узлы
с номерами j0 и j0 + 1 движутся так, что выполняется равенство

xnt,j0+1/2 = W. (40)

Лемма 3. При условии (40) схема предиктор-корректор (32), (33) сохраняет дви-
жущийся скачок (18), (19).

Доказательство. Пусть на n-м слое по времени (n > 0) скачок располагается меж-
ду узлами xnj0 и xnj0+1, т. е. выполнено определение (22). В силу (20) и условия (40)
получаем, что для всех j выполняется равенство

(āuq)
n
j+1/2 = 0. (41)

Поэтому из (32) следует, что f̂j+1/2 = fn
j+1/2, а из (33) получаем

(Ju)n+1
j = (Ju)nj −

τ

2

(
fn
q,j+1/2 + fn

q,j−1/2
)

+ τ
(xtu)nj+1/2 − (xtu)nj−1/2

h
.

Используя формулу дифференцирования произведения двух функций

(xtu)nj+1/2 − (xtu)nj−1/2
h

= (xtqu)nj +
1

2

[
(xtuq)

n
j+1/2 + (xtuq)

n
j−1/2

]
,

а также равенства (31) и (41), получаем формулу (Ju)n+1
j =

(
Jn
j + τ(xtq)

n
j

)
unj , которая

в силу тождества (39) означает, что un+1 ≡ un. �

Приведём некоторые результаты экспериментального исследования свойств схемы
предиктор-корректор. На рис. 1, I, a показаны профили 1, 2 численного решения на
отрезке [0, l] начально-краевой задачи для невязкого уравнения Бюргерса (f = u2/2)
с непрерывной начальной функцией

u0(x) =


Ul при x ≤ xl,

x− xr
xl − xr

Ul +
x− xl
xr − xl

Ur при xl ≤ x ≤ xr,

Ur при x ≥ xr.
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Для лучшей детализации изображены только фрагменты профилей, расположенные
вблизи точки разрыва решения. Графики соответствуют моменту времени t = 10 и по-
лучены при Ul = 1, Ur = −1, xl = 10, xr = 20, длине области l = 30, числе узлов N = 60
и постоянном шаге по времени τ = kзапh, где kзап — коэффициент запаса, значение
которого во всех расчётах полагалось равным 0.2.

Точным (слабым) решением задачи является центрированная волна сжатия

u(x, t) =


Ul при x ≤ xl + Ult,

x− x∗
t− t∗

при xl + Ult ≤ x ≤ xr + Urt,

Ur при x ≥ xr + Urt,

t < t∗,

которая в момент градиентной катастрофы

t∗ = − xr − xl
Ur − Ul

, x∗ = xl + Ult∗ = xr + Urt∗

генерирует устойчивый скачок

u(x, t) =

{
Ul при x < x∗ +W (t− t∗),
Ur при x > x∗ +W (t− t∗),

W =
Ul + Ur

2
.

При указанных выше значениях входных данных градиентная катастрофа происходит
при t∗ = 5 в точке x∗ = 15 и возникающий скачок является стационарным (W = 0).

Адаптивная сетка (см. рис. 1, I, б) строилась методом эквираспределения [15] с ис-
пользованием управляющей функции

wn
j+1/2 = 1 + α1

∣∣unj+1 − unj
∣∣

xnj+1 − xnj
(42)

с коэффициентом α1 = 15, параметром неявного сглаживания σ = 60 и параметром
β = 80, обеспечивающим гладкость траекторий узлов [15].

Из рис. 1, I, a видно, что схема предиктор-корректор (17), (32), (33) сохраняет мо-
нотонность численного решения как на равномерной, так и на подвижной сетке, при
этом имеет место высокая разрешимость скачка, но решение (2) на адаптивной сетке
аппроксимирует точное решение задачи (тонкая сплошная линия) лучше, чем решение
(1) на равномерной сетке. Так, на равномерной сетке скачок размывается на две ячейки
и имеет ширину d = 1. На подвижной же сетке, адаптирующейся вначале к волне сжа-
тия, а затем к стационарному скачку, последний не размывается вовсе и располагается
всегда между одними и теми же двумя узлами подвижной сетки (положение стацио-
нарного скачка в точном решении показано на рис. 1, I, б штриховой линией). Отметим,
что в расчётах по схеме предиктор–корректор без процедуры монотонизации, а так-
же по схеме Лакса—Вендроффа осцилляции в численном решении после наступления
градиентной катастрофы возникали всегда.

На рис. 1, II, a приведены профили 1, 2 численного решения рассмотренной выше
задачи при использовании всех прежних значений параметров за исключением значе-
ния Ur = 0. В этом случае волна сжатия генерирует при t∗ = 10, x∗ = 20 скачок,
движущийся с постоянной скоростью W = 0.5. Видно, что на равномерной сетке ска-
чок размывается на четыре ячейки (d = 2). Из профиля на адаптивной сетке следует,
что размывание здесь также имеет место, но с шириной зоны (d = 0.08) существенно
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I
а б

II
а б

Рис. 1. Профили численного решения задачи о генерации стационарного (I) и движущегося (II)
скачка, полученные на равномерной (1) и адаптивной (2) сетках в моменты времени t = 10 (I)
и t = 20 (II) (a); траектории узлов адаптивной сетки (б)

меньшей, чем на равномерной сетке. Отметим, что для рассматриваемого численного
эксперимента условие (40) не выполнялось, поскольку узлы сетки при своём движении
медленно пересекали фронт скачка. Возможно, что при тщательном подборе парамет-
ров α1, β, σ, влияющих на степень адаптации сетки к решению, удалось бы построить
сетку с выполненным на скачке условием (40) и, как следствие, с сохранением на адап-
тивной сетке скачка без размывания (как в лемме 3), но такая цель в данной работе не
ставилась.

На рис. 2, a представлены профили численного решения задачи Римана о форми-
ровании волны разрежения из начального скачка (18) при x0 = 15, Ul = −1, Ur = 1 и
тех же значениях других параметров, как в предыдущих двух тестовых задачах. Гра-
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а б

Рис. 2. Профили численного решения задачи о генерации центрированной волны разрежения,
полученные в момент времени t = 10 на равномерной (1) и адаптивной (2) сетках с коррекцией
вязкости, на равномерной сетке без коррекции (3) и с неполной коррекцией вязкости (4) (а);
траектории узлов адаптивной сетки (б)

фик точного решения (23) изображён тонкой сплошной линией, траектории движения
границ волны разрежения (23) показаны на рис. 2, б штриховыми линиями. Из рис. 2, a
следует, что при использовании схемы предиктор-корректор с коррекцией вязкости ре-
шение 2 на адаптивной сетке аппроксимирует точное решение задачи лучше, чем реше-
ние 1 на равномерной сетке. Однако в последнем примере преимущество использования
адаптивной сетки не столь безусловное, как в предыдущих тестах. Это связано с тем,
что к моменту времени t = 10 волна разрежения стала протяжённой и очень пологой,
поэтому согласно выбранной управляющей функции (42) сетка к данному моменту вре-
мени стала почти равномерной (см. рис. 2, б). На рис. 2, a приведены также графики,
полученные без использования коррекции вязкости 3 и с неполной коррекцией 4, ко-
гда значение δ в формуле (25) заменялось на уменьшенное в десять раз. Видно, что
в первом случае получается нефизичное решение в виде стационарного скачка (19), а
во втором — нефизичное решение в виде двух волн разрежения, сопряжённых через
стационарный скачок. Этот эксперимент показывает, что по крайней мере порядок ве-
личины (26), полученной на основе анализа п.д.п. рассматриваемой схемы, определён
верно.

1.3. Схема для уравнения с источниковым членом

Для неоднородного уравнения (2) можно написать аналог разностной схемы (32), (33),
основываясь на аппроксимации уравнений

ut +
1

J
(fq − xtuq) = g, ft +

a

J
(fq − xtuq) = ag (43)

для шага предиктор и уравнения

(Ju)t + (f − xtu)q = Jg (44)
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для шага корректор. Вначале выписываются неоднородные аналоги разностных урав-
нений (28)–(30)

u∗j+1/2 − unj+1/2

τ ∗j+1/2

+

(
fq − xtuq

J

)n

j+1/2

= gnj+1/2, (45)

f ∗j+1/2 − fn
j+1/2

τ ∗j+1/2

+

(
a(fq − xtuq)

J

)n

j+1/2

= (ag)nj+1/2, (46)

(Ju)n+1
j − (Ju)nj
τ

+
(f ∗ − xnt u∗)j+1/2 − (f ∗ − xnt u∗)j−1/2

h
= (Jg)∗j , (47)

где

gnj+1/2 = g(xnj+1/2, t
n, unj+1/2), xnj+1/2 =

xnj + xnj+1

2
, g∗j = g(x∗j , t

∗
j , u
∗
j),

t∗j = tn + τ ∗j , τ ∗j =
τ

2
(1 + θnj ), x∗j = xnj + τ ∗j x

n
t,j, J∗j = Jn

j + τ ∗j
Jn+1
j − Jn

j

τ
.

Видно, что теперь, в отличие от однородного уравнения, для выполнения шага кор-
ректор кроме предикторных величин f ∗j+1/2, u

∗
j+1/2 в полуцелых узлах требуются также

величины u∗j в целых узлах. Для их вычисления будем использовать следующий аналог
разностного уравнения (45):

u∗j − ũnj
τ ∗j

+

(
fq − xtuq

J

)n

j

= g
(
xnj , t

n, ũnj
)
, (48)

где

ũnj =
unj−1 + unj+1

2
, fn

q,j =
fn
j+1 − fn

j−1

2h
, unq,j =

unj+1 − unj−1
2h

, (49)

а функции θnj определим по формуле вида (17), скорректированной с учётом подвиж-
ности сетки (35), при этом величины gn вычисляются в целых узлах

gnj =
(
|ā|(1− C)uq

)n
j
, Cn

j = æ

(
|ā|
J

)n

j

, θn0,j =
1

Cn
j

− 1.

Кроме того, как и в случае однородного уравнения, вместо вычисления двух вели-
чин f ∗ и u∗ в полуцелых узлах можно вычислять только одну f̂ , используя формулу
вида (32) ( f̂ − fn

τ ∗

)
j+1/2

+
( ā2
J
uq

)n
j+1/2

= (āg)nj+1/2

и переходя на шаге корректор от (47) к уравнению вида (33)

(Ju)n+1
j − (Ju)nj
τ

+

(
f̂ − (xtu)n

)
j+1/2

−
(
f̂ − (xtu)n

)
j−1/2

h
= (Jg)∗j . (50)

Если θ = O(h), то схема предиктор-корректор (48)–(50) для неоднородного уравне-
ния (2) имеет второй порядок аппроксимации.

На рис. 3, a изображены графики численного решения начально-краевой задачи для
неоднородного невязкого уравнения Бюргерса с правой частью

g(x, t, u) =
1− 2u

16ν
ch−2

(
x− t/2− x0

4ν

)
.
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а б

Рис. 3. Профили численного решения задачи о движении сглаженного скачка (51), полученные
в момент времени t = 20 по схеме предиктор-корректор на равномерной (1) и адаптивной (2)
сетках, по противопоточной схеме на равномерной сетке (3) (а); траектории узлов адаптивной
сетки (б)

Точное решение задачи

u(x, t) =
1

2
− 1

2
th
(
x− t/2− x0

4ν

)
(51)

представляет собой сглаженную ступеньку, движущуюся без изменения своей формы
вправо со скоростью 1/2. Начальная функция задана формулой (51) при t = 0 с точкой
перегиба в точке x0 = 10 и значением ν = 10−2. Все остальные входные данные взяты
такими же, как в предыдущих тестах, за исключением двух параметров, влияющих на
степень сгущения узлов и уменьшенных по причине гладкости решения до значений
α1 = 5, σ = 5. Из рис. 3, a видно, что численное решение на адаптивной сетке (линия 2)
имеет неоспоримое преимущество по точности перед решением (линия 1), полученным
по схеме предиктор-корректор на равномерной сетке с тем же числом узлов, которое в
свою очередь точнее полученного с использованием противопоточной схемы (линия 3).
В рассматриваемом примере высокая точность метода адаптивных сеток объясняется
сильной концентрацией узлов сетки в окрестности подвижной точки перегиба, траек-
тория движения которой показана на рис. 3, б штриховой линией.

1.4. О росте числа экстремумов при использовании TVD-схем

Как было указано выше, некоторые TVD-схемы, сохраняющие монотонность числен-
ного решения, могут увеличивать количество экстремумов численного решения при
переходе с одного временно́го шага к другому. Последнее является одной из причин
появления осцилляций разностных производных, и при построении адаптивной сет-
ки использование управляющей функции, зависящей от этих производных (например,
управляющей функции (42)), приведёт к потере точности численного решения. Таким
образом, для успешного применения схемы предиктор-корректор, которая является
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TVD-схемой, необходимо знать, сохраняет ли она число экcтремумов при переходе с
одного временно́го шага на другой.

Сначала на примере схемы Лакса (13) для невязкого уравнения Бюргерса, при усло-
вии (11) являющейся TVD-схемой, покажем, что количество экстремумов действитель-
но может увеличиться на следующем шаге по времени. Для этого возьмём сеточную
функцию с одним экстремумом — максимумом в узле с номером j = 0:

unj =

{
0, если j 6= 0,
1, если j = 0,

(52)

и вычислим значения решения на (n+ 1)-м временном слое:

un+1
j =


0, если j ≤ −2,
1/2− æ/4, если j = −1,
0, если j = 0,
1/2 + æ/4, если j = 1,
0, если j ≥ 2.

(53)

Легко проверить, что при выполнении неравенства (11) функция (53) имеет большее,
чем un, количество экстремумов: два локальных максимума и один локальный мини-
мум. При этом, несмотря на рост количества экстремумов, полная вариация сеточного
решения не может увеличиться, поскольку рассматриваемая схема обладает TVD-свой-
ством:

TV (un+1) =
∞∑

j=−∞

|un+1
j+1 − un+1

j | = 2 = TV (un).

Очевидно, что кроме схемы Лакса существуют и другие TVD-схемы, увеличивающие
количество экстремумов (см., например, [12, 19]).

При том же условии (11) противопоточная схема (12) для невязкого уравнения Бюр-
герса, также относящаяся к классу TVD-схем, дает на (n+ 1)-м слое по времени функ-
цию с одним экстремумом

un+1
j =


0, если j ≤ −1,
1− æ/2, если j = 0,
æ/2, если j = 1,
0, если j ≥ 2,

т.е. количество экстремумов не увеличивается, при этом полная вариация в этой схеме
уменьшается: TV (un+1) = 2−æ < TV (un). Такой же результат получается при исполь-
зовании TVD-схемы предиктор-корректор (3), (4), (17), если коррекция вязкости (25)
не используется. В противном случае также получаем решение с одним экстремумом

un+1
j =


0, если j ≤ −2,
æ(−3æ2 + æ + 2)/8, если j = −1,
1 + æ(3æ2 − æ− 6)/8, если j = 0,
æ/2, если j = 1,
0, если j ≥ 2,

но с другим значением полной вариации

TV (un+1) = 2 +
æ

4
(3æ2 − æ− 6) < 2− æ < TV (un).
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Отметим, что в работе [15] указан признак, позволяющий определить для задан-
ной функции (52) сохраняет ли или увеличивает количество экстремумов TVD-схема,
аппроксимирующая линейное уравнение переноса с постоянным коэффициентом. До-
статочно полное исследование эволюции числа экстремумов при использовании схем,
аппроксимирующих нелинейное скалярное уравнение (1), выполнено в [19].

2. Схема предиктор-корректор для уравнений мелкой воды

Система уравнений мелкой воды, описывающая течение несжимаемой жидкости со сво-
бодной границей, имеет следующий вид:

ut + fx = G, (54)

где

u =

(
H
Hu

)
, f(u) =

(
Hu

Hu2 +H2/2

)
, G(x,u) =

(
0

Hhx

)
,

t — время, u(x, t) — скорость, η(x, t) — отклонение свободной поверхности от невоз-
мущённого уровня, h(x) — глубина дна, отсчитываемая от невозмущённой свободной
границы, H = η+ h — полная глубина. Уравнения (54) записаны в безразмерных пере-
менных, в которых ускорение свободного падения равно единице.

В новых координатах (q, t) (см. раздел 1.2) это уравнение можно записать как в виде
дивергентного (44)

(Ju)t + (f − xtu)q = G, (55)

так и в виде недивергентных (43)

ut +
1

J
(f q − xtuq) =

1

J
G, f t +

1

J
A (f q − xtuq) =

1

J
AG (56)

уравнений, где через векторG обозначена правая часть уравнения (54), представленная
в новых координатах и умноженная на якобиан J , а через A — матрица Якоби

G(q, t,u) =

(
0

Hhq

)
, A(u) =

df

du
(u) =

(
0 1

−u2 +H 2u

)
.

Отметим, что в координатах q, t дно является, вообще говоря, подвижным, хотя в ис-
ходных переменных зависимость функции h от времени не предполагалась. Этот факт
следует из равенства h(x) = h(x(q, t)) = h(q, t).

На шаге предиктор используются аппроксимации уравнений (56), предварительно
переписанных в характеристической форме. Она получается следующим образом. Если
использовать матрицы

L =
1

H

(
−λ2 1
−λ1 1

)
, R =

√
H

2

(
−1 1
−λ1 λ2

)
, Λ =

(
λ1 0
0 λ2

)
,

где λ1 = u −
√
H, λ2 = u +

√
H — собственные значения матрицы A, то справедливо

представление A = RΛL, при этом RL = LR = E — единичная матрица. Умножим
уравнения (56) слева на матрицу L

Lut +
1

J
L (f q − xtuq) =

1

J
LG, Lf t +

1

J
ΛL (f q − xtuq) =

1

J
ΛLG
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и аппроксимируем полученные уравнения аналогично (45), (46):

(
D−1L

)n
j+1/2

u∗j+1/2 − un
j+1/2

τ/2
+

(
1

J
L (f q − xtuq)

)n

j+1/2

=

(
1

J
LG
)n

j+1/2

, (57)

(
D−1L

)n
j+1/2

f∗j+1/2 − fnj+1/2

τ/2
+

(
1

J
ΛL (f q − xtuq)

)n

j+1/2

=

(
1

J
ΛLG

)n

j+1/2

, (58)

где

un
j+1/2 =

un
j + un

j+1

2
, fnj+1/2 =

fnj + fnj+1

2
, fnj = f

(
un
j

)
, Gn

j+1/2 =

(
0

(Hhq)
n
j+1/2

)
.

Ln
j+1/2 =

4

(λn2,j+1/2 − λn1,j+1/2)
2

(
−λn2,j+1/2 1

−λn1,j+1/2 1

)
,

λnk,j+1/2 (k = 1, 2) — собственные значения матрицы An
j+1/2, приближающей A,

Λn
j+1/2 =

(
λn1,j+1/2 0

0 λn2,j+1/2

)
, Dn

j+1/2 =

(
1 + θ1j+1/2 0

0 1 + θ2j+1/2

)
,

θkj+1/2 (k = 1, 2) — схемные параметры.
Для дальнейших преобразований уравнений (57), (58) важным является способ ап-

проксимации матрицы A. Аналогично скалярному случаю (31) будем требовать сохра-
нения равенства f q = Auq на разностном уровне, т. е. выполнения равенства

fnq,j+1/2 = (Auq)
n
j+1/2 . (59)

Этому условию удовлетворяет, например, следующая матрица:

An
j+1/2 =

(
0 1

−unj unj+1 +Hn
j+1/2 2unj+1/2

)
= (RΛL)nj+1/2 (60)

с собственными значениями

λnk,j+1/2 = unj+1/2 ∓
√(

unj+1/2

)2
− unj unj+1 +Hn

j+1/2, k = 1, 2, (61)

при этом
Hn

j+1/2 = (Hn
j +Hn

j+1)/2, unj+1/2 = (unj + unj+1)/2,

Rn
j+1/2 =

(
Ln

j+1/2

)−1
=
λn2,j+1/2 − λn1,j+1/2

4

(
−1 1

−λn1,j+1/2 λn2,j+1/2

)
.

Используя выражение (60) и новые обозначения

Λ̄n
j+1/2 = Λn

j+1/2 − xnt,j+1/2E , Pn
j+1/2 = (Luq)

n
j+1/2 ,

получаем формулы для предикторных величин u∗ и f∗

u∗j+1/2 =

[
u− τ

2

( 1

J
RD(Λ̄P− LG)

)]n
j+1/2

, f∗j+1/2 =

[
f − τ

2

( 1

J
RDΛ(Λ̄P− LG)

)]n
j+1/2

,
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которые применяются на шаге корректор в разностном уравнении вида (47)

(Ju)n+1
j − (Ju)nj
τ

+
(f∗ − xtu∗)j+1/2 − (f∗ − xtu∗)j−1/2

h
= G∗j , (62)

аппроксимирующем дифференциальное уравнение (55), при этом

G∗j =

(
0

H∗j h
∗
q,j

)
.

В уравнении (62) величины u∗ и f∗ используются в комбинации f∗−xtu∗. Аналогично
случаю скалярного нелинейного уравнения легко проверить, что

(f∗ − xtu∗)j+1/2 = f̂ j+1/2 − (xtu)nj+1/2,

где

f̂ j+1/2 =

[
f − τ

2

( 1

J
RDΛ̄(Λ̄P− LG)

)]n
j+1/2

. (63)

Итак, схема предиктор-корректор состоит из шага предиктор (63) и шага корректор

(Ju)n+1
j − (Ju)nj
τ

+

(
f̂ − (xtu)n

)
j+1/2

−
(
f̂ − (xtu)n

)
j−1/2

h
= G∗j .

Для замыкания этой схемы необходимо указать способ вычисления величин H∗j , h∗q,j и
функций θkj+1/2. Функции θkj+1/2 будем определять по формуле, аналогичной (17), но те-
перь входящие в эту формулу величины должны учитывать наличие двух собственных
значений (61) и подвижность сетки аналогично тому, как это сделано в формуле (35)
для схемы, аппроксимирующей нелинейное скалярное уравнение:

θkj+1/2 =


0 при

∣∣gkj+1/2

∣∣ ≤ ∣∣gkj+1/2−sk

∣∣ и gkj+1/2 · gkj+1/2−sk ≥ 0,

θk0,j+1/2(1− ξkj+1/2) при
∣∣gkj+1/2

∣∣ > ∣∣gkj+1/2−sk

∣∣ и gkj+1/2 · gkj+1/2−sk ≥ 0,

θk0,j+1/2 при gkj+1/2 · gkj+1/2−sk < 0,

(64)

где
k = 1, 2, ξkj+1/2 = gkj+1/2−sk/g

k
j+1/2,

gkj+1/2 =
(
|λ̄k|(1− Ck)pk

)n
j+1/2

, Cn
k,j+1/2 = æ

(
|λ̄k|
J

)n

j+1/2

< 1, θk0,j+1/2 =
1

Cn
k,j+1/2

− 1,

pnk,j+1/2 — компоненты вектораPn
j+1/2, λ̄nk,j+1/2 — диагональные элементы матрицы Λ̄n

j+1/2,
sk = sgn λ̄nk,j+1/2.

Для вычисления предикторной величины H∗j применяется [26] аппроксимация в це-
лых узлах qj первого уравнения (56):

H∗j − H̃n
j

τ/2
+

[
1 + θ1

J(λ2 − λ1)

(
λ̄1λ2Hq − λ̄1(Hu)q + H̃hq

)
−

− 1 + θ2

J(λ2 − λ1)

(
λ1λ̄2Hq − λ̄2(Hu)q + H̃hq

)]n
j

= 0, (65)
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где, как и при получении уравнения (48), для определения всех разностных производ-
ных используются центральные разности и обозначения (49), функции θkj вычисляются
по формуле (64), но по компонентам вектора Pn

j в узлах с целыми индексами.
Для вычисления производной h∗q,j применяется формула

h∗q,j =
h∗j+1/2 − h∗j−1/2

h
, h∗j±1/2 =

1

4

[
h(xnj ) + h(xnj±1) + h(xn+1

j ) + h(xn+1
j±1 )

]
.

Схема предиктор-корректор (63)–(65) на подвижной сетке является аналогом схе-
мы (48)–(50) для неоднородного скалярного уравнения (2). В отличие от скалярного
случая для нелинейных уравнений мелкой воды не удаётся строго обосновать свойство
сохранения монотонности численного решения. Поэтому особую важность приобретают
исследование свойств схемы и её численное тестирование.

Уравнения (54) сохраняют состояние покоя жидкости, т. е. если в начальный момент
времени η(x, 0) ≡ 0, u(x, 0) ≡ 0, то и при t > 0 система уравнений (54) имеет решение
H(x, t) = h(x), u(x, t) ≡ 0, соответствующее покою жидкости с невозмущённой свобод-
ной границей η(x, t) ≡ 0. Это свойство желательно и для разностной схемы, поскольку
в случае неровного дна уравнения мелкой воды пригодны для описания волн лишь
небольшой амплитуды, в силу чего при наложении на такие волны значительных воз-
мущений, вызванных неподходящей аппроксимацией, картина течения может заметно
исказиться. Справедливы следующие леммы [26], касающиеся свойств рассматриваемой
схемы на равномерной неподвижной сетке (xt ≡ 0, J ≡ l).

Лемма 4. Схема предиктор-корректор (63)–(65) сохраняет состояние покоя жид-
кости: если ηnj ≡ 0, Hn

j = h(xj), unj ≡ 0, то и ηn+1
j ≡ 0, Hn+1

j = h(xj), un+1
j ≡ 0.

Лемма 5. Для плоского дна h(x) ≡ h0 = const схема предиктор-корректор (63)–
(65) сохраняет постоянное течение жидкости: если Hn

j ≡ H0 = const, unj ≡ u0 =

const, то и Hn+1
j ≡ H0, un+1

j ≡ u0.

В случае плоского горизонтального дна нелинейные уравнения мелкой воды (54)
имеют следующее разрывное решение, описывающее движение устойчивого гидравли-
ческого скачка, обращённого вправо:

H(x, t) =

{
Hl при x ≤ x0 +Wt,
Hr при x > x0 +Wt,

u(x, t) =

{
Ul при x ≤ x0 +Wt,
Ur при x > x0 +Wt,

(66)

где Hl > Hr, W — скорость движения скачка,

Ul = Ur + (Hl −Hr)

√
Hl +Hr

2HlHr

, W = Ur +

√
Hl

Hr

Hl +Hr

2
.

На скачке выполняется соотношение

W (Hr −Hl) = HrUr −HlUl.

Скачок является стационарным, если W = 0. В этом случае HrUr = HlUl.

Лемма 6. Схема предиктор-корректор (63)–(65) сохраняет стационарный скачок
(66).
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Указанное в лемме 6 свойство схемы остаётся справедливым и при других аппрокси-
мациях матрицы A, удовлетворяющих условию (59), например, когда в качестве An

j+1/2

берется матрица Роу [27].
Применим схему предиктор-корректор для решения задачи о разрушении плотины.

Предполагается, что дно является плоским и горизонтальным (h(x) ≡ 1), в начальный
момент времени жидкость покоится, т. е. u(x, 0) ≡ 0, а полная глубина имеет различные
постоянные значения слева и справа от некоторой точки x0, 0 < x0 < l:

H(x, 0) =

{
H1, если x < x0,
H2, если x > x0.

Далее предполагается, что H1 > H2. В этом случае при t > 0 возникает течение
с двумя волнами: волной понижения, движущейся влево, и бором, движущимся вправо.
Между волной понижения и бором возникает течение с постоянными скоростью U0 и
глубиной H0, которые подлежат определению. Точное решение поставленной задачи
имеет вид

H(x, t) =


H1, если x < x1(t),

1

9

(
2
√
H1 −

x− x0
t

)2

, если x1(t) ≤ x ≤ x2(t),

H0, если x2(t) ≤ x < xb(t),
H2, если x > xb(t),

u(x, t) =


0, если x < x1(t),

2

3

(√
H1 +

x− x0
t

)
, если x1(t) ≤ x ≤ x2(t),

U0, если x2(t) ≤ x < xb(t),
0, если x > xb(t),

где

x1(t) = x0 − t
√
H1, x2(t) = x0 + t(2

√
H1 − 3

√
H0), xb(t) = x0 + t

√
H0

H2

· H0 +H2

2
,

U0 = 2(
√
H1 −

√
H0), H0 является корнем уравнения

(H −H2)

√
H +H2

2H2H
+ 2
√
H = 2

√
H1.

Ниже представлены результаты численного решения задачи, предложенной в [28] и
характеризующейся большим начальным перепадом полной глубины: H1 = 15, H2 = 1.
Расчёт проводился в области (0, 2) до момента времени t = 0.15, при x0 = 1, N = 100.
Шаг по времени определялся по формуле

τ = kзап
h

max
0≤j≤N−1, k=1,2

(
|λ̄nk,j+1/2|

√
1 + θkj+1/2

) ,
где kзап — коэффициент запаса, kзап = 0.8.
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а б

Рис. 4. Профили полной глубины в момент времени t = 0.15 (а); траектории узлов адаптивной
сетки (б)

На рис. 4, а представлены графики полной глубины в конечный момент времени
при использовании схемы предиктор-корректор. Видно: как на адаптивной (штрихо-
вая линия), так и на равномерной (сплошная линия) сетке осцилляции в численном
решении не возникают, хорошо передаются положение фронта бора и профиль волны
понижения. Анализ увеличенных изображений показывает, что график полной глуби-
ны, полученный на адаптивной сетке, лучше аппроксимирует график точного решения
(тонкая линия на рис. 4, а) и метод адаптивных сеток даёт лучшую разрешимость ре-
шения в окрестности разрыва, чем схема на равномерной сетке, при использовании
которой получаются более размытые профили.

Отметим, что адаптивная сетка строилась при t > 0 методом эквираспределения [15]
с параметром β = 20 и управляющей функцией вида (42), в которой регулировка сгуще-
ния узлов выполнялась по градиенту функции η с использованием параметров α1 = 0.1
и σ = 15. Из рис. 4, б видно, что сетка имеет подвижные сгущения узлов в окрестности
фронта бора, траектория движения которого изображена штриховой линией, и непо-
средственно в волне разрежения, подвижные границы которой также показаны штри-
ховыми линиями. В то же время на участках постоянства решения сетка получается
разрежённой.

На рис. 4, а сплошными линиями приведены два графика полной глубины, полу-
ченные на равномерной сетке. Один из них имеет нефизичный стационарный скачок,
расположенный в точке первоначального разрыва x0 = 1, в которой собственное значе-
ние λ1 обращается в нуль. Появление таких нефизичных скачков в волне разрежения
при использовании различных разностных схем является известным фактом [4]. Другой
график не имеет такого скачка. В последнем случае применялась коррекция вязкости
по формуле (36) с заменой ā на λ̄1.

Заключение

Для однородного нелинейного скалярного уравнения выписана схема предиктор-коррек-
тор на равномерной неподвижной и неравномерной подвижной сетках. Выбор схемного
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параметра, при котором схема сохраняют монотонность численного решения, и энтро-
пийная коррекция проведены на основе исследования дифференциального приближе-
ния схемы. Рассмотрены свойства сохранения схемой постоянного решения и разрывных
решений задачи Римана в виде стационарного скачка на неподвижной сетке и движу-
щегося скачка на подвижной сетке. Предложен новый подход к построению явных двух-
слойных дивергентных схем на подвижных сетках. Численно решена начально-краевая
задача с непрерывной начальной функцией для невязкого уравнения Бюргерса, где
точным решением является центрированная волна сжатия, в момент градиентной ка-
тастрофы генерирующая в зависимости от значений входных параметров стационарный
или движущийся скачок. На примере численного решения задача Римана с точным ре-
шением в виде волны разрежения показано преимущество использования энтропийной
коррекции для схемы предиктор-корректор. Для неоднородного нелинейного скалярно-
го уравнения выписана схема предиктор-корректор на неравномерной подвижной сетке
и представлены результаты численного решения начально-краевой задачи с известным
точным решением для неоднородного невязкого уравнения Бюргерса. Для всех решён-
ных задач продемонстрировано преимущество использования адаптивных сеток. На
примере схемы Лакса для невязкого уравнения Бюргерса показано, что TVD-схемы
могут увеличивать количество экстремумов при переходе с одного шага по времени на
другой. Противопоточная схема и схема предиктор-корректор количество экстремумов
не увеличивают.

Для одномерных уравнений мелкой воды выписана схема предиктор-корректор на
неравномерной подвижной сетке. Так как строго обосновать свойство сохранения мо-
нотонности численного решения здесь не удаётся, то проведены исследование свойств
схемы и её численное тестирование. Отмечены такие свойства схемы на равномерной
неподвижной сетке как сохранение состояния покоя и в случае плоского горизонталь-
ного дна — сохранение постоянного течения жидкости и разрывного решения в виде
стационарного скачка. На примере численного решения задачи о разрушении плоти-
ны на плоском горизонтальном дне продемонстрированы преимущества использования
подвижных адаптивных сеток и энтропийной коррекции схемы.

Список литературы

[1] Oleinik O. Discontinuous solutions of nonlinear differential equations // Amer. Math. Soc.
Transl. 1957. Ser. 2. Vol. 26. P. 95–172.

[2] Lax P. Hyperbolic Systems of Conservation Laws and the Mathematical Theory of Shock
Waves. Society for Industrial and Appl. Math. Philadelphia, 1973.

[3] Smoller J. Shock Waves and Reaction-Diffusion Equations. Series of Comprehensive Studies
in Mathematics. Vol. 258. New-York: Springer-Verlag, 1983.

[4] LeVeque R.J. Numerical Methods for Conservation Laws. Basel, Boston, Berlin: Birkhäuser
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Adaptive grid method for one-dimensional shallow water equations
Khakimzyanov G.S., Shokina N.Yu.

The questions of construction of difference schemes, which preserve monotonicity of a
numerical solution, on uniform and adaptive grids are discussed using the examples for
nonlinear scalar equation. Important properties of preservation of constant solution, stationary
and moving shocks are shown. A new explanation of generation of nonphysical numerical
solutions and the entropy fix are done using the method of differential approximation. An
example of a TVD scheme, which increases a number of extremums, is given. A new approach
to construction of any explicit two-layer divergence schemes on moving grids is suggested. The
predictor-corrector scheme is used for numerical solution of one-dimensional non-stationary
shallow water equations. Investigation of scheme properties has been done combined with
its numerical testing.

Keywords: numerical modelling, finite-difference scheme, nonliner scalar equation, predictor-
corrector, monotonicity preserving scheme, divergence scheme, entropy fix, adaptive grid,
equidistribution method, nonlinear shallow water equations, numerical results.


