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Сверхзвуковое течение многокомпонентной
газовой смеси с вдувом струи

Е.С. Моисеева1, А.Ж. Найманова2

Численно моделируется взаимодействие сверхзвукового турбулентного течения
воздуха с поперечным вдувом струи водорода путём решения осреднённых по Рей-
нольдсу уравнений Навье—Стокса с использованием ENO-схемы. Изучено влия-
ние выбора ограничителей на ударно-волновую структуру и динамику слоя сме-
шения.

Ключевые слова: сверхзвуковое течение, многокомпонентный газ, ENO-схема,
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Введение

В настоящее время основным инструментом преодоления трудностей численного реше-
ния осреднённых по Рейнольдсу уравнений Навье—Стокса при моделировании сверх-
звуковых течений, таких как возникновение осцилляций и разрывов в решении, яв-
ляются существенно неосциллирующие — ENO (essentially non-oscillatory)- и WENO
(weighted essentially non-oscillatory)-схемы. Следует заметить, что данные схемы хоро-
шо адаптированы для решения уравнений Навье—Стокса в случае совершенного газа.
Например, в ряде работ [1–3] применяется ENO- либо WENO-схема при исследова-
нии сверхзвукового течения совершенного газа с поперечным вдувом струи. Однако
для изучения проблемы сверхзвукового течения многокомпонентного газа, что являет-
ся важным для решения ряда практических задач, например проблем горения, такие
схемы менее адаптированы. В работе [4] была развита ENO-схема на основе метода
Годунова и показана её применимость к решению задачи сверхзвукового течения мно-
гокомпонентной газовой смеси в плоском канале с вдувом поперечной струи.

Известно, что при построении численных методов повышенного порядка точности
по пространству применяется кусочно-полиномиальное распределение функции внут-
ри ячейки. Для определения значения функции на границах ячейки по её значению
в центре следует задать процедуру реконструкции. Условия, налагаемые на величину
наклонов функции, модифицируются так называемыми ограничителями [5]. При этом
основная трудность связана с неоднозначностью выбора данных функций.

Большинство работ по изучению влияния выбора ограничителя на решение рассмат-
ривают лишь одномерный случай [6–8], различные способы построения реконструкции
в двумерных и трёхмерных случаях изложены в работах [5, 9, 10]. Отметим, что на
сегодня многомерные реконструкции не имеют строгого обоснования и применимость
этих методов в каждом конкретном случае должна быть изучена отдельно.
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Рис. 1. Схема течения

Целью настоящей работы является численное моделирование вдува круглой звуко-
вой струи водорода перпендикулярно сверхзвуковому турбулентному потоку воздуха
в трёхмерном канале (рис. 1). Для решения поставленной задачи разработанная авто-
рами [4] численная методика на основе ENO-схемы третьего порядка точности адап-
тируется на трёхмерный случай. Дополнительно вводится эффективный показатель
адиабаты газовой смеси, который позволяет вычислить производные от давления по
независимым переменным при определении матриц Якоби и таким образом построить
эффективный неявный алгоритм решения. Изучается влияние выбора ограничителей
в разработанном численном алгоритме на динамику слоя смешения, поскольку при мо-
делировании задач горения важен точный расчёт распространения массовых концен-
траций. Кроме того, исследуется влияние параметра нерасчётности на ударно-волновую
структуру и распространение компонентов. Выбор диапазонов режимных параметров
определяется имеющимися экспериментальными данными процессов горения водорода,
что позволит в будущем проводить сравнение с опытными данными других авторов.

1. Постановка задачи

Исходными уравнениями для рассматриваемой задачи является система трёхмерных
осреднённых по Рейнольдсу уравнений Навье—Стокса для сжимаемого турбулентного
газа, записанная в декартовой системе координат в консервативной форме:

∂U

∂t
+
∂ (E− Ev)

∂x
+
∂ (F− Fv)

∂y
+
∂ (G−Gv)

∂z
= 0, (1)

при этом компоненты векторов U,E,F,G определяются выражениями

U = (ρ, ρu, ρv, ρw,Et, ρYk)
T , E =

(
ρu, ρu2 + p, ρuv, ρuw, (Et + p)u, ρuYk

)T
,

F =
(
ρv, ρuv, ρv2 + p, ρvw, (Et + p) v, ρvYk

)T
,

G =
(
ρw, ρuw, ρvw, ρw2 + p, (Et + p)w, ρwYk

)T
,
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а компоненты Ev,Fv,Gv связаны с вязкими напряжениями

Ev = (0, τxx, τxy, τxz, uτxx + vτxy + wτxz − qx, Jkx)T ,

Fv = (0, τxy, τyy, τyz, uτxy + vτyy + wτyz − qy, Jky)T ,

Gv = (0, τxz, τyz, τzz, uτxz + vτyz + wτzz − qz, Jkz)T .
Тензоры вязких напряжений и тепловые и диффузионные потоки имеют вид

τxx =
2µ

3 Re
(2ux − vy − wz) , τyy =

2µ

3 Re
(2vy − ux − wz) , τzz =

2µ

3 Re
(2wz − ux − vy) ,

τxy = τyx =
µ

Re
(uy + vx) , τxz = τzx =

µ

Re
(uz + wx) , τyz = τzy =

µ

Re
(vz + wy) ,

qx =
µ

Pr Re
∂T

∂x
+

1

γ∞M2
∞

N∑
k=1

hkJxk, qy =
µ

Pr Re
∂T

∂y
+

1

γ∞M2
∞

N∑
k=1

hkJyk,

qz =
µ

Pr Re
∂T

∂z
+

1

γ∞M2
∞

N∑
k=1

hkJzk,

Jkx = − µ

Sc Re
∂Yk
∂x

, Jky = − µ

Sc Re
∂Yk
∂y

, Jkz = − µ

Sc Re
∂Yk
∂z

.

Для давления и полной энергии записываются выражения

p =
ρT

γ∞M2
∞

N∑
k=1

Yk
Wk

, Et =
ρ

γ∞M2
∞

N∑
k=1

Ykhk − p+
1

2
ρ(u2 + v2 + w2).

Удельная энтальпия и удельная теплоёмкость k-й компоненты

hk = h0k +

T∫
T0

cpkdT, cpk = Cpk

(
N∑
k=1

Yk
Wk

)
,

молярная теплоёмкость представлена в полиномиальной форме Cpk =
5∑
i=1

ākiT
i−1, где

коэффициенты āki определяются из термодинамических таблиц JANAF [11].
Коэффициент вязкости вычисляется как сумма коэффициентов ламинарной и тур-

булентной вязкости: µ = µl+µt, µt определяется с помощью алгебраической модели тур-
булентности Болдуина—Ломакса, µl — из формулы Уилке. Здесь t — время, u, v, w, —
компоненты скорости потока в продольном и поперечных направлениях, ρ — плотность,
p — давление, T — температура, γ — показатель адиабаты, M∞ — число Маха потока,
Re — число Рейнольдса, Pr — число Прандля, индекс 0 отнесён к параметрам струи, ин-
декс∞— к параметрам потока,Wk — молекулярный вес k-й компоненты, Yk — массовая
концентрация k-й компоненты, где Y1 — массовая концентрация H2, Y2 — O2, Y3 — N2.
Система (1) записана в безразмерной форме в общепринятых обозначениях. В качестве
определяющих параметров приняты параметры потока на входе u∞, ρ∞, T∞, давле-
ние p и полная энергия Et отнесены к значению ρ∞u

2
∞, молярные удельные теплоёмко-

сти Cpk — к R0, удельная энтальпия hk отнесена к R0T∞/W∞, характерным размером
длины является диаметр круглого отверстия d.
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Граничные условия имеют следующий вид.
На входе задаются параметры потока

p = p∞, T = T∞, u = M∞

√
γ∞R0T∞
W∞

, v = w = 0, Yk = Yk∞, Wk = Wk∞,

x = 0, 0 ≤ y ≤ Hy, 0 ≤ z ≤ Hz.

Во входном сечении вблизи стенки задаётся пограничный слой, продольная составля-
ющая скорости аппроксимируется степенным законом.

В струе
p = np∞, T = T0, u = v = 0,

w = M0

√
γ0R0T0
W0

, Yk = Yk0, Wk = Wk0, z = 0, |x2 + y2| ≤ R,

где n — параметр нерасчётности, M0 — число Маха струи.
На нижней стенке задаются условия прилипания и теплоизоляции; на верхней и бо-

ковых границах выполняется условие симметрии, на выходной границе задаётся условие
неотражения [12].

В приведённых выражениях Hx — длина, Hy — ширина, Hz — высота расчётной
области, R — радиус круглого отверстия.

2. Метод решения

Численное решение системы (1) осуществляется на основе ENO-схемы третьего поряд-
ка точности, способ построения которой изложен в [4]. Здесь будут показаны основные
идеи построения данной схемы на примере одномерного невязкого случая. Затем дан-
ный метод обобщается на трёхмерный случай.

Этап 1. Рассматривается следующая задача Коши:

∂u

∂t
+
∂f (u)

∂x
=
∂u

∂t
+ A

∂u

∂x
= 0, u (x, 0) = u0,

где A =
∂f (u)

∂u
матрица Якоби. В полосе tn ≤ t < tn+1 значения искомой функции

u (x, tn) заменяются кусочно-постоянными, а именно, её средними

vnh = ū =
1

h

∫
Ij

u (x, tn) dx,

где Ij =
[
xj−1/2, xj+1/2

]
, h = xj+1/2−xj−1/2. Тогда искомая задача на этом малом отрезке

по времени для λ > 0 — собственного значения матрицы A, будет иметь вид

∂vh
∂t

+ A
∂vh
∂x

= 0 (2)

с начальным условием
vh (x, tn) = R (x; v̄nh) ,

где R (x; v̄nh) — кусочно-полиномиальная функция.
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Этап 2. В терминах инвариантов Римана w = R−1vh , где R — собственный вектор
матрицы A для собственного значения λ, задача (2) запишется в виде

∂w

∂t
+ λ

∂w

∂x
= 0, w (x, tn) = R (x; w̄n) . (3)

Здесь для построения R (·; w̄n) используется кусочно-полиномиальная функция степе-
ни m Hm (x;W )

R (x; w̄) =
d

dx
Hm (x;W (x)) ,

где W (x) — первообразная функция для w(x). Полином Hm (x;W ) строится на осно-
ве формулы Ньютона третьей степени, алгоритм построения аналогичен описанному
в работе [4].

Этап 3. Точное решение (3) в полосе tn ≤ t < tn+1 представляется в виде

w (x, t) = R (x− λt; w̄n) ,

где

w̄n+1
j =

1

h

xj+1/2∫
xj−1/2

R (x− λt; w̄n) dx =
1

h

(
Hm

(
xj+1/2 − λt;W

)
−Hm

(
xj−1/2 − λt;W

))
.

Окончательное решение для положительных (λ > 0) и отрицательных (λ < 0) собствен-
ных значений матрицы Якоби запишется как

w̄n+1
j = w̄nj − σ+∆−w̄

n
j − σ+∆−

[
1− σ+

2
limiter 1

(
∆−w̄

n
j ,∆+w̄

n
j

)
+

+


2− 3σ+ + (σ+)2

6
limiter 2

(
∆−∆−w̄

n
j ,∆−∆+w̄

n
j

)
, если

∣∣∆−w̄nj ∣∣ ≤ ∣∣∆+w̄
n
j

∣∣
(σ+)2 − 1

6
limiter 2

(
∆−∆+w̄

n
j ,∆+∆+w̄

n
j

)
, если

∣∣∆−w̄nj ∣∣ > ∣∣∆+w̄
n
j

∣∣
−

−σ−∆+w̄
n
j − σ−∆+

[
1 + σ−

2
limiter 1

(
∆−w̄

n
j ,∆+w̄

n
j

)
−

−


(σ−)2 − 1

6
limiter 2

(
∆−∆−w̄

n
j ,∆−∆+w̄

n
j

)
, если

∣∣∆−w̄nj ∣∣ ≤ ∣∣∆+w̄
n
j

∣∣
2 + 3σ− + (σ−)2

6
limiter 2

(
∆−∆+w̄

n
j ,∆+∆+w̄

n
j

)
, если

∣∣∆−w̄nj ∣∣ > ∣∣∆+w̄
n
j

∣∣
 , (4)

где σ± = λ±∆t/h, λ± = (λ ± |λ|)/2, ∆±wj = ±(wj±1 − wj), а функции limiter 1(a, b)
и limiter 2(a, b) являются ограничителями, соответствующими членам второго и третье-
го порядка точности соответственно.

В качестве ограничителей выбираются функции ṁ(a, b), minmod(a, b) или super-
bee (a, b), где

limiter 1(a, b) = ṁ(a, b) =


1

2
a, если |a| ≤ |b| ,

1

2
b, если |a| > |b| ,
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limiter 1(a, b) = minmod(a, b) =

{
s ·min(|a| , |b|), если sign(a) = sign(b) = s,

0, иначе,
(5)

limiter 1(a, b) = superbee(a, b) =


{

min(2a, b), если |a| ≤ |b| ,
min(a, 2b), если |a| > |b| ,

если sign(a) = sign(b),

0, иначе,

limiter 2(a, b) определяется аналогично. После перехода от переменных w̄n — инвариан-
тов Римана к переменным vn схему (4) представим следующим отношением:

vn+1
j = vnj −

∆t

h
Â+
j−1/2∆−fmj −

∆t

h
Â−j+1/2∆+fmj . (6)

Здесь поток fmj представляется в виде

fmj = f j + Ej + Dj, (7)

где векторы Ej, Dj определяются как

Ej = limiter 1(Ēj−1/2, Ēj+1/2),

Dj =

{
limiter 2(∆−D̂j−1/2, ∆+D̂j−1/2), если |∆−vj| ≤ |∆+vj|
limiter 2(∆−D̄j+1/2, ∆+D̄j+1/2), если |∆−vj| > |∆+vj|

для λ > 0,

Dj =

{
limiter 2(∆−D̄j−1/2, ∆+D̄j−1/2), если |∆−vj| ≤ |∆+vj|
limiter 2(∆−D̂j+1/2, ∆+D̂j+1/2), если |∆−vj| > |∆+vj|

для λ ≤ 0,

где

Ēj+1/2 =
1

2
sign(Aj+1/2)

(
I − ∆t

h

∣∣Aj+1/2

∣∣) , D̄j+1/2 =
1

6
sign(Aj+1/2)

[(
∆t

h

∣∣Aj+1/2

∣∣)2

− I

]
,

D̂j+1/2 =
1

6
sign(Aj+1/2)

[
2I − 3

∆t

h

∣∣Aj+1/2

∣∣+

(
∆t

h

∣∣Aj+1/2

∣∣)2
]
,

а матрицы Â± = A±A−1, причем Â+ + Â− = I, где A± = RΛ±R−1 = R

(
Λ± |Λ|

2

)
R−1,

I — единичная матрица. В этом случае (6) можно рассматривать как одностороннюю
схему с разностями против потока для модифицированного уравнения

∂v

∂t
+
(
Â+ + Â−

) ∂fm

∂x
= 0, (8)

в котором fm является модифицированным потоком на узловых точках j, состоящим
из исходного конвективного вектора f и добавочных членов высокого порядка точности
Ej, Dj.

Ниже приводится обобщение представленного метода для исходной системы урав-
нений (1), описывающей перпендикулярный вдув круглой струи водорода в воздушный
сверхзвуковой турбулентный поток в трёхмерном канале. Предварительно в областях
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больших градиентов, т. е. в пограничном слое, вблизи стенки и на уровне струи, вводит-
ся сгущение сетки. Тогда система уравнений (1) в обобщённых координатах запишется
в виде

∂Ũ

∂t
+
∂Ẽ

∂ξ
+
∂F̃

∂η
+
∂G̃

∂ζ
=
∂Ẽv2

∂ξ
+
∂Ẽvm

∂ξ
+
∂F̃v2

∂η
+
∂F̃vm

∂η
+
∂G̃v2

∂ζ
+
∂G̃vm

∂ζ
, (9)

где

Ũ =

(
1

J

)
U, Ẽ =

(
ξx
J

)
E, F̃ =

(ηy
J

)
F, G̃ =

(
ζz
J

)
G, Ẽv2 =

(
ξx
J

)
Ev2,

F̃v2 =
(ηy
J

)
Fv2, G̃v2 =

(
ζz
J

)
Gv2, Ẽvm =

(
ξx
J

)
Evm, F̃vm =

(ηy
J

)
Fvm,

G̃vm =

(
ζz
J

)
Gvm, J =

∂(ξ, η, ζ)

∂(x, y, z)
— якобиан преобразования, а диффузионные члены

представляются в виде суммы членов, содержащих вторые производные (с индексом
v2) и содержащих смешанные производные (с индексом vm).

Одношаговая конечно-разностная схема для интегрирования по времени (неявная
схема Эйлера по времени) системы (9) аналогично (8) формально записывается в виде

∆Ũn+1 + ∆t

{(
Â+ + Â−

) ∂Em

∂ξ
+
(
B̂+ + B̂−

) ∂Fm

∂η
+
(
Ĉ+ + Ĉ−

) ∂Gm

∂ζ
−

−

∂
(
Ẽn+1
v2 + Ẽn

vm

)
∂ξ

+
∂
(
F̃n+1
v2 + F̃n

vm

)
∂η

+
∂
(
G̃n+1
v2 + G̃n

vm

)
∂ζ

 = O

(
1

2
∆t2
)
. (10)

Здесь Em, Fm, Gm — модифицированные потоки на узловых точках (i, j, k), состоящие
из исходных конвективных векторов (Ẽ, F̃, G̃) и добавочных членов высокого порядка
точности (Eξ, Dξ, Eη, Dη, Eζ , Dζ), а именно

Em = Ẽn+1 + (Eξ + Dξ)
n ,

где Eξ,Dξ определяются из (7). Выражения для потоков Fm и Gm записываются ана-
логичным образом. Матрицы Â+ + Â− = I, B̂+ + B̂− = I, Ĉ+ + Ĉ− = I, Â± = A±A−1,
B̂± = B±B−1, Ĉ± = C±C−1, A = ∂E/∂U, B = ∂F/∂U, C = ∂G/∂U — матрицы Якоби.

Численное решение системы (10) производится в два этапа: вначале вычисляют-
ся термодинамические параметры ρ, u, v, w, Et, затем определяются массовые кон-
центрации Yk. На каждом шаге по времени в системе уравнений (10) конвективные
слагаемые линеаризуются с помощью замены их значений с n+ 1-го слоя разложения-
ми в ряд Тейлора с известными значениями на предыдущем слое n: Ẽn+1 = ξxA

nŨn+1,
F̃n+1 = ηyB

nŨn+1, G̃n+1 = ζzC
nŨn+1. Далее аналогично (6) они записываются как одно-

сторонние схемы с разностями против потока первого порядка аппроксимации. Члены,
содержащие вторые производные, представляются в виде суммы векторов вторых про-
изводных и диссипативных членов, а векторы потоков со смешанными производными
аппроксимируются явным образом со вторым порядком точности. Для аппроксимации
вторых производных в системе (10) использованы центральные разности со вторым по-
рядком точности. Решение полученной системы разностных уравнений осуществляется
согласно принципу расщепления по направлениям для вектора Ũ методом матричной
прогонки, а для массовых концентраций — методом скалярной прогонки.
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3. Тестовые расчёты

Несмотря на то что ограничители находятся в пределах известной диаграммы Sweby [13],
влияние, оказываемое ими на решение, различно. В связи с этим предварительно для
апробации численной методики и выбора оптимального ограничителя были решены
тестовые задачи. В качестве первой из них рассмотрена задача Римана для уравне-
ний Эйлера с начальными условиями ρL = 8, pL = 7.1, uL = 0 — слева от разрыва,
ρR = 1, pR = 0.71, uR = 0 — справа от разрыва, в области 1×1×1 с сеткой 201×101×101,
разрыв находится в x0 = 0.5 [14]. Расчётная сетка была выбрана в ходе серии численных
экспериментов. Получено, что начиная с числа узлов 181× 101× 101 и выше результа-
ты расчётов практически совпадают. Таким образом, в качестве базовой принята сетка
201× 101× 101.

На рис. 2 приведено сравнение точного решения с численным (сплошной тонкой
линией показано точное решение, пунктирной — численное) при t = 0.2, N = 154,
∆t/∆x = 0.1. На графиках 2, а представлены результаты расчётов, проведённых с огра-
ничителями

limiter 1(a, b) = minmod(a, b), limiter 2(a, b, ) = 0, (11а)

на рис. 2, б — с ограничителями

limiter 1(a, b) = 1.5minmod(a, b), limiter 2(a, b) = 1.5superbee(a, b), (11б)

а

б

Рис. 2. Численное решение уравнений Эйлера для задачи Римана: а — для ограничителей
(11а), б — для ограничителей (11б); сплошная тонкая линия — точное решение, пунктир —
расчёт
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т. е. в первом случае решение задачи производилось со вторым порядком, а во втором —
с третьим порядком точности.

Применение ограничителя (11а) приводит к тому, что на разрывах решения по-
рядок схемы снижается до первого, поскольку функция minmod(a, b) равна нулю на
разрыве. При использовании ограничителей (11б) решение на разрывах имеет второй
порядок точности за счёт ненулевого значения функции limiter 2(a, b). Из сравнения
рисунков 2, а и б видно, что расчёты, проведённые с ENO-схемой (ограничители (11б)),
лучше согласуются с точным решением. Полученные результаты находятся в согласии
также с расчётами других авторов [14,15].

В ходе численных экспериментов получено, что для некоторых комбинаций ограни-
чителей, например, таких как

1) limiter 1(a, b) = minmod(a, b), limiter 2(a, b, ) = m(a, b),
2) limiter 1(a, b) = superbee(a, b), limiter 2(a, b, ) = minmod(a, b),
3) limiter 1(a, b) = 1.5minmod(a, b), limiter 2(a, b, ) = 1.5minmod(a, b),

не удалось получить удовлетворительные результаты.
Как известно, при рассмотрении многомерных задач выбор ограничителя произво-

дится аналогичным одномерной задаче образом в каждом направлении. Вместе с тем
не корректный выбор ограничителя в одном направлении может привести к уменьше-
нию порядка точности и к чрезмерной диссипации в многомерном случае [10]. С учётом
последнего рассматривается задача распространения массовой концентрации водорода.
Для этого уравнение записывается в виде

∂Yk
∂t

+ u
∂Yk
∂x

+ v
∂Yk
∂y

+ w
∂Yk
∂z

= 0, (12)

где Y1 — массовая концентрация H2, Y2 — O2, Y3 — N2. Здесь скорости приняты посто-
янными и равными единице, а начальное условие для массовой концентрации водорода
задавалось в виде кубического облака со стороной равной двум (рис. 3, а). Для разбие-
ния расчётной области 25×25×25 с равномерным шагом была выбрана сетка с числом
узлов 201× 201× 201.

Результаты расчётов, проведённых с ограничителем, показавшим лучшие результа-
ты для одномерной задачи, а именно с (11б), указывают на то, что для трёхмерной
задачи такие числовые коэффициенты при добавочных членах высокого порядка точ-
ности являются слишком большими и данный ограничитель невозможно применить.
Таким образом, удачный выбор ограничителя для одномерной задачи неудовлетвори-
телен для трёхмерной задачи.

В соответствии с вышесказанным авторы провели дополнительные эксперименты по
выбору ограничителей, позволившие получить адекватные результаты. Для этого были
выполнены численные расчёты с добавочными членами высокого порядка точности, где
в качестве ограничителей выбирались функции вида

limiter 1(a, b) = minmod(a, b), limiter 2(a, b, ) = ṁ(a, b), (13а)

limiter 1(a, b) = 1.1superbee(a, b), limiter 2(a, b) = ṁ(a, b). (13б)

Из рис. 3, б видно, что решение с ограничителем (13а) существенно размывает исход-
ное, т. е. (13а) недостаточно уменьшает диссипативные эффекты, исходная форма куба
не сохраняется, облако приобретает симметричную форму шара к моменту времени
t = 12. Максимальное значение массовой концентрации водорода для момента времени
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а б в

Рис. 3. Численное решение уравнения баланса вещества: а — начальное распределение, б, в —

распределения в момент времени t = 12 (N = 1000,
∆t

∆x
= 0.1) соответственно для ограничи-

телей (13а) и (13б)

t = 12 сохраняется до 75 %. Таким образом, как следует из рис. 3, в, незначительное
изменение ограничителя второго порядка приводит к существенному сокращению воз-
действия диссипативных эффектов, при этом форма куба сохраняется и размывание
решения к моменту времени t = 12 происходит незначительно. Максимальное значение
массовой концентрации водорода для t = 12 сохраняется до 99 %.

4. Анализ результатов

Численные расчёты поставленной задачи (1) проводились при следующих значениях
характерных параметров: шаг по времени ∆t = 0.01, Pr = 0.9, M0 = 1, M∞ = 4, n =
10, Re = 104, Hx = 20, Hy = 15, Hz = 10 калибров, расстояние от входной границы до
центра струи в калибрах x0 = 10.

Расчёт выполнялся на разнесённой сетке размером 241× 201× 201 с шагами по про-
странственным координатам ∆x = 0.04÷ 0.19, ∆y = 0.04÷ 0.15, ∆z = 0.02÷ 0.07. Сетка
была выбрана в ходе численного эксперимента по влиянию числа узлов сетки на сходи-
мость задачи. В таблице приведена чувствительность скорости сходимости решения от-

Зависимость суммарного и среднеквадратичного отклонений (разностей плотностей)
от числа узлов сетки

M M̂ Lρ1 Lρ2
221× 181× 181 241× 201× 201 3.29 · 10−3 7.738 · 10−5

241× 201× 201 261× 221× 221 2.945 · 10−3 6.8 · 10−5
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носительно характеристик сетки путём оценки суммарных Lρ1 =
1

N

N∑
n=1

∣∣∣enM − enM̂ ∣∣∣ и сред-

неквадратичных Lρ2 =
1

N

√
N∑
n=1

∣∣∣enM − enM̂ ∣∣∣2 отклонений норм невязок плотностей газов.

ЗдесьM = I×J×K, M̂ = I×J×K — сравниваемые сетки, enM = max
(i,j,k)∈M

∣∣ρn+1
ijk − ρnijk

∣∣ —
норма невязок плотностей газов, N — число итераций.

Как следует из таблицы, разность отклонения величин уменьшается с измельчением
сетки. В соответствии с этим была выбрана сетка 241×201×201, представляющая хоро-
ший компромисс между точностью и требуемым условием устойчивости. На рис. 4 пока-
зана динамика сходимости численного решения при использовании различных ограни-
чителей (13) на выбранной сетке, а именно, зависимость безразмерной нормы невязки
для плотностей от числа итераций N .

На рис. 5 представлена картина изобар (рис. 5, а) и изомах (рис. 5, б, в) в плоскости
симметрии XZ, рассчитанных с ограничителями (13). Из численных расчётов следует,
что полученная динамика образования ударно-волновой структуры аналогична таковой
в случае пространственной задачи для совершенного газа [16], т. е. вследствие торможе-
ния потока перед струей возникает головной скачок уплотнения (кривая 1 на рис. 5, а).
Вверх по течению от него отходит косой скачок уплотнения 2, за которым наблюдается
зона сверхзвукового течения. Последующее торможение потока сопровождается появ-
лением второй ударной волны — замыкающего скачка уплотнения 3, параллельного оси
струи. Также видно, что вследствие замыкания ударных волн — головной 1, косой 2
и замыкающей 3 — образуется сложная λ-образная структура волн. Из распределения
местного числа Маха следует, что струя, вдуваясь со звуковой скоростью, ускоряется
и на некотором расстоянии от сопла становится сверхзвуковой, после чего граница об-
разовавшейся сверхзвуковой зоны замыкается, очерчивая круг, который соответствует
“бочке”, разделяющей сверхзвуковую и дозвуковую зоны. В верхней части “бочки” вол-
ны сжатия образуют диск Маха (4 на рис. 5, б, в), за которым течение замедляется и ста-

Рис. 4. Динамика уменьшения безразмерной нормы невязки для плотностей; сетка 241 ×
201 × 201, ∆t = 0.01: 1 — для ограничителей (13а), 2 — для ограничителей (13б)
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а

б

в

Рис. 5. Изолинии в плоскости симметрии XZ: а — изобары (13б), б — изомахи (13а), в —
изомахи (13б)

новится дозвуковым, затем течение в струе ускоряется до скорости основного потока.
Вследствие существования зоны разрежения за струей возникает область торможения.
Влияние ограничителей на формирование ударно-волновой структуры демонстрирует
рис. 5, б, в.

Влияние ограничителей на течение и распределение массовых концентраций хоро-
шо иллюстрируется картиной изолиний массовых концентраций. На рис. 6, 7 приведены
результаты сравнения численного эксперимента (слева результаты, полученные с огра-
ничителем (13а), справа — с (13б)). Как следует из представленной картины, размы-
вание решения хорошо заметно по областям максимальных и минимальных значений
массовой концентрации водорода (Y1 = 0.99, Y1 = 0.01).

Сравнение рис. 6 и 7 показывает, что расширение струи в плоскости XZ существен-
но меньше, чем в плоскости Y Z, что объясняется значительным сносом вдуваемого
газа натекающим потоком воздуха. При этом использование ограничителей (13а) при-
водит к значительному размыванию решения. Так, максимальная высота, на которую
поднимается линия 1%-й концентрации водорода, для (13а) равна z = 3.0, а для (13б)
z = 2.75.
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а б

Рис. 6. Расчёт распределения массовой концентрации водорода в плоскости симметрии XZ
с использованием различных ограничителей: а — (13а), б — (13б)

а б

в г

д е

Рис. 7. Расчёт распределения массовой концентрации водорода в разных сечениях плоскости
Y Z с использованием различных ограничителей: а — (13а), x/d = 9.01; б — (13б), x/d = 9.01;
в — (13а), x/d = 10.0; г — (13б), x/d = 10.0; д — (13а), x/d = 14, 93; е — (13б), x/d = 14, 93

Из рис. 7, а, б также видно, что с попаданием водорода в область перед струей по-
следний незначительно распространяется вблизи стенки, т. е. в дозвуковой зоне. За-
метное в центре вдува (рис. 7, в, г) боковое расширение струи очевидно обусловлено
наличием боковых вихрей, приводящих к уменьшению скорости натекающего потока.
В области за струей происходит заметное накопление вдуваемого вещества с последу-
ющим уменьшением его содержания вниз по потоку (рис. 7, д, е). При использовании
ограничителей (13а) в поперечном сечении тоже наблюдается сильное размывание ре-
шения по сравнению с решением, полученным с ограничителем (13б).
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Рис. 8. Зависимость глубины проникновения водорода от отношения динамического давления q
в сечении x/d = 17: 1 — для 0.3%-й концентрации водорода (13а); 2 — для 0.3%-й концентрации
водорода (13б); 3 — для максимальной концентрации водорода (13а); 4 — для максимальной
концентрации водорода (13б)

На рис. 8 приведён обобщающий график зависимости глубины проникновения во-
дорода от отношения динамического давления q = (ρV2)0/(ρV

2)∞. Расчёты произво-
дились с параметрами эксперимента [17] в диапазоне 4 < q < 16 (7 < n < 24). Макси-
мальная высота от стенки канала, на которую поднялась линия 0.3%-й концентрации
водорода в сечении x/d = 17, представлена кривой 1 для решения с использованием
ограничителей (13а) и кривой 2 для (13б). Для линии максимального значения концен-
трации водорода в сечении x/d = 17 глубина проникновения соответствует кривым 3
и 4 для (13а) и (13б) соответственно. Видно, что размывание решения при использова-
нии (13а) происходит существенно сильнее, чем в случае (13б).

Таким образом, в представленном исследовании численная методика решения осред-
нённых по Рейнольдсу уравнений Навье—Стокса на основе ENO-схемы третьего поряд-
ка точности применительно к течению многокомпонентных газов, разработанная авто-
рами [4], модифицирована для трёхмерного случая. Получено, что выбранная функ-
ция наклона, сохраняющая профили для одномерного случая, является недостаточной
для многомерных задач. Путём численных экспериментов изучено влияние ограничи-
телей на картину формирования ударно-волновой структуры — возникновение скач-
ков уплотнения, вихревых зон, области смешения (т. е. расширения слоя смешения) —
и на глубину проникновения вдуваемого водорода. В результате определена оптималь-
ная функция, приводящая к наименьшему размыванию решения для рассматриваемой
пространственной задачи.
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Supersonic flow of multicomponent gaseous mixture with jet injection
Moisseyeva Yekaterina S.1, Naimanova Altynshash Zh.2

An implicit numerical method using ENO scheme of the third order of accuracy is devel-
oped, and the three-dimensional numerical simulation of a turbulent supersonic air flow
with the perpendicular injection of hydrogen is performed.
Additionally, the effective adiabatic parameter of the gas mixture, which allows one to
calculate the derivatives of the pressure with respect to independent variables, is introduced
for determining the Jacobian matrices.
Some well-known slope limiters are used to solve one-dimensional Sod problem. Then,
the three-dimensional hyperbolic equation for scalar is solved using these slope limiter
functions. It is shown that some slope limiters do not preserve the solution of the three-
dimensional problem. We upgrade some limiters and provide numerical experiment for
the problem of the transverse hydrogen injection into the supersonic air crossflow with
traditional and modified limiters. The results of the comparison of the solutions indicate
that the traditional limiters spread the shock wave structure and the mixing layer.
Also, the influence of the jet pressure ratio on the shock wave and the depth of the hydrogen
penetration into the airflow is studied. The comparison of the numerical results for the
hydrogen penetration into the crossflow shows good agreement with the experiment data.
Keywords: supersonic flow, multicomponent gas, ENO scheme, limiters, Navier—Stokes
equations.
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