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Введение

В нефтегазовой отрасли широко применяются электромагнитные методы измерения:
скважинный каротаж, геологическая характеризация коллекторов, мониторинг гидро-
разрыва пласта. Численное моделирование позволяет исследовать различные конфигу-
рации источников и приемников и предложить рекомендации по измерительной про-
цедуре [1]. При численном моделировании электромагнитных процессов в скважине
следует учитывать множество факторов, в частности наличие металлической обсадки.
Численное моделирование электромагнитного поля в области с обсаженной скважиной
осложняется ее геометрической и физической разномасштабностью.

Для снижения вычислительных затрат при использовании сеточных методов при-
меняются различные подходы, основанные на редуцировании модели. В случае, когда
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вмещающая среда и источник осесимметричны, задача может рассматриваться в дву-
мерной постановке в цилиндрических координатах [2]. В общем случае вмещающая сре-
да имеет сложную внутреннюю структуру, и для получения физически релевантного
решения необходимо использовать трехмерное представление.

В ряде работ металлическая обсадка скважины заменяется эквивалентным распре-
делением электрических диполей [1, 3] и рассматривается как источник вторичного
электромагнитного поля. В [3] вычислительная схема для трехмерной задачи распре-
деления гармонического электромагнитного поля строится на основе метода конечных
разностей, в [4] — на основе метода конечных элементов, в [5] — метода конечных объ-
емов. Такой подход, как правило, ориентирован на вертикальные скважины.

Для сеточных методов сложность представляет не только высокая контрастность
электромагнитных свойств металлической обсадки по отношению к вмещающей среде,
но и необходимость разбиения малой толщины. В последнее время широко применяются
адаптивные ℎ−𝑝-стратегии [6] и несогласованные сеточные разбиения [7], позволяющие
снизить количество степеней свободы в дискретной модели.

Исходя из геометрических особенностей обсадки представляется целесообразным ис-
пользование аппарата тонких оболочек (thin-sheet approach) [8], специальным образом
учитывающего изменение электромагнитного поля на границе раздела сильнопрово-
дящего объекта и вмещающей среды. Данный подход позволяет избежать введения
объемной конечно-элементной дискретизации, тонкий контрастный объект заменяется
поверхностью, на которой задаются импедансные передающие условия, отражающие
поведение электромагнитного поля и учитывающие электрофизические характеристи-
ки объекта.

В [8] приводится анализ публикаций, посвященных импедансным краевым условиям
на границах материалов с контрастными электрофизическими свойствами. Импеданс-
ные передающие условия в общем виде впервые сформулированы Щукиным и Леон-
товичем [9], они получили дальнейшее развитие в работах [10, 11] и др. Эти условия
учитывают скачок тангенциальной компоненты магнитного поля на границе раздела с
проводником, нормальная компонента напряженности электрического поля предпола-
гается постоянной [12, 13], либо вводятся специальные функции, описывающие пове-
дение электромагнитного поля внутри объекта малой толщины [14, 15]. Импедансные
передающие условия могут быть определены локально на элементах сеточного разби-
ения редуцированной размерности двух типов: плоские элементы (shell elements) [16]
и экранирующие (shielding elements) элементы [17]. В работах [8, 18, 19] условия тако-
го типа получены на основании асимптотического представления, в котором толщина
контрастного объекта используется как малый параметр.

Данный подход получил широкое применение при моделировании тонкослоистых
композитных материалов [20] и электромагнитных экранов [21, 22]. Передающие им-
педансные условия для геометрически более сложных экранов рассматриваются в [23]
(сферические и цилиндрические экраны) и в [24] (перфорированные цилиндрические
экраны).

В настоящей работе для моделирования гармонического электромагнитного поля
в областях с тонкими криволинейными экранами используется модифицированная ва-
риационная постановка векторного метода конечных элементов (ВМКЭ), позволяющая
аппроксимировать тонкие сильнопроводящие включения и экраны токонесущей поверх-
ностью [25]. Рассматриваются различные типы возбуждения поля и варианты располо-
жения источника, диапазон частот от 100 кГц до 100 МГц.
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1. Постановка задачи

Расчетная область Ω ∈ 𝑅3 с липшицевой границей 𝜕Ω (рис. 1) состоит из вмещающей
среды Ω𝑚 с электрофизическими характеристиками 𝜇𝑚, 𝜀𝑚, 𝜎𝑚, полого цилиндра Ω𝑐

длиной 𝐿 с толщиной стенок ℎ ≪ 𝐿, имеющего электрофизические характеристики 𝜇𝑐,
𝜀𝑐, 𝜎𝑐 ≫ 𝜎𝑚, подобласти Ω𝑤 с электрофизическими характеристиками 𝜇𝑤, 𝜀𝑤, 𝜎𝑤.

Рассматривается гармоническое электромагнитное поле, напряженность электричес-
кого поля E [В/м] описывается векторным уравнением Гельмгольца

∇× 𝜇−1∇× E + 𝑘2E = −𝑖𝜔J𝑠𝑟𝑐 в Ω, (1)

где 𝑘2 = 𝑖𝜔𝜎 − 𝜔2𝜀; 𝑖 — мнимая единица; 𝜔 = 2𝜋𝑓 — циклическая частота, Гц; 𝜎 —
удельная электропроводность среды, См/м; 𝜀 — диэлектрическая проницаемость, Ф/м;
𝜇 — магнитная проницаемость, Гн/м; J𝑠𝑟𝑐 — вектор плотности тока источника, А/м2.

На внешней границе 𝜕Ω заданы условия “большого бака”

n× E|𝜕Ω = 0, (2)

где n — внешняя единичная нормаль к поверхности 𝜕Ω.
На внутренних границах Γ𝑐𝑖 и Γ𝑐𝑜 выполняются следующие условия:

n+
𝑚 × E+|Γ𝑐𝑚

+ n−
𝑚 × E−|Γ𝑐𝑚

= 0,𝑚 = 𝑖, 𝑜,

n+
𝑚 ×H+|Γ𝑐𝑚

+ n−
𝑚 ×H−|Γ𝑐𝑚

= j𝑠𝑚,𝑚 = 𝑖, 𝑜,

где n+
𝑚, n

−
𝑚 — внутренняя и внешняя нормали к поверхности Γ𝑐𝑚; j𝑠𝑚 — плотность

наведенного тока на Γ𝑐𝑚, А/м
2 (рис. 1).

а б

𝜎𝑐 ≫ 𝜎𝑚

n+
𝑖

n+
𝑜

Γ𝑐𝑖

Γ𝑐𝑜

Ω𝑚

Ω𝑐

Ω𝑤

Рис. 1. Расчетная область с тонкостенным (ℎ ≪ 𝐿) сильнопроводящим (𝜎𝑐 ≫ 𝜎𝑚) цилин-
дром (а). Здесь 𝑟 — расстояние по оси 𝑂𝑍 от центра источника до плоскости сечения. Фраг-
мент сечения расчетной области плоскостью 𝑋𝑂𝑌 , проходящей через цилиндрическое вклю-
чение (б )
Fig. 1. Computational domain with highly conductive (𝜎𝑐 ≫ 𝜎𝑚) thin-walled (ℎ ≪ 𝐿) cylinder (а),
𝑟 — distance along 𝑂𝑍 axis from the loop center to 𝑋𝑂𝑌 cross-section (б )
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Так как ℎ ≪ 𝐿, 𝜎𝑐 ≫ 𝜎𝑚, напряженность электрического поля E внутри сильнопро-
водящей области Ω𝑐 стремится к нулю. В связи с этим Ω𝑐 может быть аппроксимирована
специальной границей раздела сред Γ, на которой наведен электрический ток с осред-
ненной плотностью ⟨j⟩Γ:

⟨j⟩Γ = ℎ (nΓ × (nΓ × 𝜎𝑐E)) .

Здесь ℎ — толщина полого цилиндра Ω𝑐, 𝜎𝑐 — удельная электропроводность подобласти
Ω𝑐, nΓ — внешняя нормаль к токонесущей поверхности Γ. Тогда условие на границе Γ
принимает вид

nΓ ×H+|Γ − nΓ ×H−|Γ = ⟨j⟩Γ.

2. Вариационная формулировка

Введем следующие функциональные пространства:

H (curl,Ω) = {u ∈ L2(Ω) : ∇× u ∈ L2(Ω)}, (3)

H0 (curl,Ω) = {u ∈ H (curl,Ω) : u× n|𝜕Ω = 0}.

Вариационная постановка классического векторного метода конечных элементов
для задачи (1), (2) в расчетной области Ω имеет следующий вид [26]:

для J𝑠𝑟𝑐 ∈ L2(Ω) найти E ∈ H0 (curl,Ω) такое, что ∀v ∈ H0 (curl,Ω) выполняется∫︁
Ω

𝜇−1∇× E · ∇ × v𝑑Ω + 𝑘2

∫︁
Ω

E · v𝑑Ω = −𝑖𝜔

∫︁
Ω

J𝑠𝑟𝑐 · v𝑑Ω. (4)

Модифицированная вариационная формулировка ВМКЭ для области Ω̃ = Ω𝑚 ∩ Ω𝑤

с токонесущей поверхностью Γ имеет следующий вид [25]:
для J𝑠𝑟𝑐 ∈ L2(Ω) найти E ∈ H0 (curl,Ω) такое, что ∀v ∈ H0 (curl,Ω) выполняется

∫︁
Ω̃

𝜇−1∇×E·∇×v𝑑Ω+𝑘2

∫︁
Ω̃

E·v𝑑Ω+𝑖𝜔ℎ

∫︁
Γ

(nΓ×𝜎𝑐E)·(nΓ×v)𝑑𝑆 = −𝑖𝜔

∫︁
Ω̃

J𝑠𝑟𝑐 ·v𝑑Ω. (5)

Дискретная вариационная постановка. Введем 𝒯ℎ = ∪𝑖𝜏𝑖 — нерегулярное тетра-
эдральное разбиение расчетной области Ω̃ с учетом тонкостенного цилиндра Ω𝑐 как то-
конесущей поверхности Γ. В соответствии с (3) введем конечномерное подпространство
Hℎ

0 (curl,Ω) ⊂ H0 (curl,Ω). Дискретная модифицированная вариационная постановка
имеет следующий вид:

для J𝑠𝑟𝑐 ∈ L2(Ω) найти Eℎ ∈ Hℎ
0 (curl,Ω) такое, что ∀vℎ ∈ Hℎ

0 (curl,Ω) выполня-

ется∫︁
Ω̃

𝜇−1∇×Eℎ·∇×vℎ𝑑Ω+𝑘2

∫︁
Ω̃

Eℎ·vℎ𝑑Ω+𝑖𝜔ℎ

∫︁
Γ

(nΓ×𝜎𝑐E
ℎ)·(nΓ×vℎ)𝑑𝑆=−𝑖𝜔

∫︁
Ω̃

J𝑠𝑟·vℎ𝑑Ω. (6)

Дискретный аналог решения Eℎ можно представить как

Eℎ =
∑︁
𝑖

𝑞𝑖w
ℎ
𝑖 , (7)

где wℎ
𝑖 ∈ Hℎ

0 (curl,Ω) — базисные функции Вебба первого порядка второго типа [27].
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Подставив (7) в уравнение (6), получим

𝜇−1G + k2B + 𝑖𝜔ℎS = b,

где G, B — матрицы жесткости и массы [26]. Элементы локальных матриц G𝐿, B𝐿

имеют вид

G𝐿
𝑖𝑗 =

∫︁
𝜏𝑘∈𝑇ℎ

∇×wℎ
𝑖 · ∇ ×wℎ

𝑗 𝑑Ω, B𝐿
𝑖𝑗 =

∫︁
𝜏𝑘∈𝑇ℎ

wℎ
𝑖 ·wℎ

𝑗 𝑑Ω,

элементы локальных матриц S𝐿 определяются следующим образом:

S𝐿
𝑘𝑚 =

∫︁
𝐹𝑗∈𝜏𝑖

(n𝐹𝑗
× 𝜎𝑐w𝑘) · (n𝐹𝑗

×w𝑚)𝑑𝑆.

Матрицы S𝐿 вычисляются локально на каждой грани 𝐹𝑗 элемента 𝜏𝑖, принадлежа-
щей поверхности Γ.

3. Результаты вычислительного эксперимента

В [25] показано, что модифицированная вариационная постановка дает корректный ре-
зультат в областях с тонкими сильнопроводящими включениями-пластинами и плоски-
ми экранами в диапазоне частот от 100 кГц до 100 МГц при контрастности
log (𝜎𝑐/𝜎𝑚) > 5. В настоящей работе модифицированная вариационная постановка рас-
сматривается применительно к тонкостенным (ℎ ≪ 𝐿) сильнопроводящим (𝜎𝑐 ≫ 𝜎𝑚)
цилиндрическим экранам. Рассмотрены следующие варианты возбуждения электри-
ческого поля:
� вариант А — токовая петля расположена внутри подобласти Ω𝑤;
� вариант Б — токовая петля расположена вне подобласти Ω𝑤, в Ω𝑚.
Расчетная область Ω представляет собой куб со стороной 5 м. Материалы цилиндра

Ω𝑐 (радиус 10 см, толщина стенок ℎ = 1 см) и вмещающей среды (рис. 1) являются
немагнитными, 𝜇𝑚 = 𝜇𝑐 = 𝜇𝑤 = 𝜇0, диэлектрическая проницаемость материалов равна
диэлектрической проницаемости вакуума, 𝜀𝑚 = 𝜀𝑐 = 𝜀𝑤 = 𝜀0, удельная электропровод-
ность вмещающей среды 𝜎𝑚 = 0.01 См/м, удельная электропроводность подобласти Ω𝑤

𝜎𝑤 = 0.5 См/м, удельная электропроводность цилиндра 𝜎𝑐 = 7.69 · 106 См/м. Радиус
токовой петли 5 см, сила тока 1 А, центр в точке (𝑥𝑐, 𝑦𝑐, 𝑧𝑐). Рассмотрен диапазон частот
от 100 кГц до 50 МГц.

Для решения задачи (1), (2) применяются вариационная постановка (4) с учетом
объекта Ω𝑐 как трехмерного (решение в формулах обозначается верхним индексом “𝑣”)
и модифицированная постановка (5), учитывающая цилиндрическое включение как то-
конесущую поверхность (решение в формулах обозначается верхним индексом “𝑠”). Ана-
лиз решения E = (𝐸𝑥, 𝐸𝑦, 𝐸𝑧) выполняется покомпонентно в точках
𝑥𝑘 ∈ 𝑃1 : (𝑥𝑝 = 𝑥𝑐, 𝑧𝑝 = 𝑧𝑐, 𝑦𝑝 ∈ [0; 5]) (рис. 1) на расстоянии 𝑟 от плоскости распо-
ложения источника и в точках 𝑥𝑘 ∈ 𝑃2 : (𝑥𝑝 = 𝑥𝑐, 𝑦𝑝 = 𝑦𝑐 + 𝑑, 𝑧𝑝 ∈ [0; 5]). Относительная
погрешность оценивалась в нормах || · ||1 и || · ||𝑚 [28]:

𝛿1 =

(︃
𝑁𝑝∑︁
𝑖

|𝐸𝑣
𝑘 (x𝑖) − 𝐸𝑠

𝑘 (x𝑖)|

)︃⧸︁(︃ 𝑁𝑝∑︁
𝑖

|𝐸𝑣
𝑘 (x𝑖)|

)︃
, (8)
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𝛿𝑚 =

max
1≤𝑖≤𝑁𝑝

|𝐸𝑣
𝑘 (x𝑖) − 𝐸𝑠

𝑘 (x𝑖)|

max
1≤𝑖≤𝑁𝑝

|𝐸𝑣
𝑘 (x𝑖)|

, (9)

где 𝑘 = 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑥 ∈ 𝑃𝑙, 𝑙 = 1, 2 (рис. 1). Так как оценки погрешности в нормах (8), (9)
хорошо согласуются между собой, в статье представлены результаты в норме (8).

Рассматривалось поведение решения, полученного в постановке (5), вблизи и на уда-
лении от экрана в точках 𝑥𝑖 ∈ 𝑃2 на различном расстоянии 𝑑 (рис. 1) от поверхности Γ

а б

Рис. 2. Вариант Б. Решение, полученное в постановках (4) и (5), вывод в точках 𝑥𝑖 ∈ 𝑃1 на
различном расстоянии 𝑑 от боковой поверхности Γ. Действительная (а) и мнимая (б ) части
компоненты 𝐸𝑦

Fig. 2. Variant Б: solution of the variational problems (4), (5) over the line 𝑥𝑖 ∈ 𝑃1, 𝑑 — distance
from the lateral surface of the cylinder. Real (а) and imaginary (б ) parts of 𝐸𝑦

Рис. 3. Вариант Б. Относительная погрешность 𝛿1 в норме || · ||1
Fig. 3. Variant Б: relative error 𝛿1 in the || · ||1 norm
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(вариант Б). Расстояние 𝑑 варьировалось от 0.01 до 0.4 м. На рис. 2 приведена погреш-
ность компонент напряженности электрического поля E𝑠 = 𝑅𝑒(E𝑠) + 𝑖𝐼𝑚(E𝑠). В Ω𝑚 на
удалении от сильнопроводящего объекта (𝑑 > 0.05 м) решение, полученное в соответ-
ствии с (5), качественно и количественно ведет себя так же, как решение, полученное
ВМКЭ (рис. 2, 3). Вблизи экрана (𝑑 ≤ 0.05 м) решение, полученное модифицированной
постановкой, значительно отличается от решения, полученного ВМКЭ (рис. 2, 3), так
как в геометрической модели при использовании модифицированной постановки объем
Ω𝑐 не учитывается. Далее в работе при вычислении погрешности 𝛿 в точках 𝑥𝑖 ∈ 𝑃1 из
рассмотрения исключаются точки 𝑥𝑖 ∈ 𝑃1 ∩ Ω𝑐 .

3.1. Применение модифицированной вариационной постановки

при различных типах возбуждения поля

3.1.1. Вариант А: токовая петля расположена внутри подобласти Ω𝑐

Напряженность электрического поля E в области Ω𝑤, экранированной сильнопрово-
дящим цилиндром Ω𝑐, значительно ослабляется. Внутри области Ω𝑤 преобладает мни-
мая компонента 𝐼𝑚(E) напряженности электрического поля. Тонкая сильнопроводящая
оболочка Ω𝑐 является источником вторичного электрического поля, полярность кото-
рого противоположна полярности электрического поля, возбуждаемого генераторной
петлей. Действительная компонента 𝑅𝑒(J) плотности электрического тока (J = 𝜎E)
сосредоточена на внутренней поверхности Γ𝑐𝑖, мнимая компонента 𝐼𝑚(J) — на внешней
поверхности Γ𝑐𝑜. Вблизи источника наблюдается преобладание действительной компо-
ненты, 𝑅𝑒(J) ≫ 𝐼𝑚(J). На удалении (𝑧 > 𝑧𝑐+0.5 м) от источника внутри Ω𝑐 преобладает
мнимая компонента плотности электрического тока, 𝐼𝑚(J) ≫ 𝑅𝑒(J).

При варианте А на частоте 100 кГц значение напряженности электрического по-
ля внутри области Ω𝑚, экранированной сильнопроводящим цилиндрическим объектом,
превышает значение напряженности электрического поля вовне на расстоянии 0.4 м
по оси 𝑂𝑍 от плоскости расположения источника. На большем удалении от источника
преобладает поле во внешней области, возбуждаемое тонким сильнопроводящим объек-

а б

Рис. 4. Вариант А. Относительные погрешности 𝛿1 в точках 𝑥𝑘 ∈ 𝑃1 : (𝑥𝑝 = 𝑥𝑐, 𝑧𝑝 = 𝑧𝑐+𝑟, 𝑦𝑝 ∈
[0; 5]) на различных частотах для компонент 𝐸𝑦 (а) и 𝐸𝑧 (б )
Fig. 4. Variant A: relative error 𝛿1 over the line 𝑃1 : (𝑥𝑝 = 𝑥𝑐, 𝑧𝑝 = 𝑧𝑐 + 𝑟, 𝑦𝑝 ∈ [0; 5]) at different
frequencies for 𝐸𝑦 (а) and 𝐸𝑧 (б )
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том как поверхностным источником. С возрастанием частоты расстояние по оси 𝑂𝑍 от
плоскости расположения источника, на котором начинает преобладать вторичное поле,
увеличивается.

В области Ω𝑤 в точках 𝑥𝑘 ∈ 𝑃1 : (𝑥𝑝 = 𝑥𝑐, 𝑧𝑝 = 𝑧𝑐 + 𝑟, 𝑦𝑝 ∈ [0; 5]) на частоте 1 МГц
при 𝑟 < 0.4 м действительная компонента 𝑅𝑒(E𝑠) напряженности электрического по-
ля E, полученной модифицированной вариационной постановкой (5), аппроксимируется
корректно (рис. 4), мнимая часть 𝐼𝑚(E𝑠) корректно аппроксимируется при 𝑟 < 0.6 м.
Напряженность электрического поля в экранированной области Ω𝑚, полученная моди-
фицированной вариационной постановкой (5), близка к нулю и на несколько порядков
меньше, чем напряженность электрического поля, вычисленная классическим МКЭ.
На более высоких частотах модифицированная вариационная постановка корректно
аппроксимирует напряженность электрического поля внутри области Ω𝑤 на большем
расстоянии 𝑟 от источника, расположенного внутри цилиндра (рис. 4).

3.1.2. Вариант Б: токовая петля расположена вне подобласти Ω𝑤,

в подобласти Ω𝑚

Напряженность электрического поля, возбуждаемого генераторной петлей, располо-
женной вне области, ограниченной тонкой сильнопроводящей оболочкой Ω𝑐, существен-
но ослабляется в области Ω𝑤, экранированной Ω𝑐. На внешней поверхности цилиндри-
ческой оболочки Ω𝑐 наводится электрический ток, порождающий вторичное электро-
магнитное поле. Плотность J электрического тока сосредоточена на внешней поверх-
ности Γ𝑐𝑜.

Мнимая часть напряженности электрического поля 𝐼𝑚(E) корректно аппроксими-
руется модифицированной постановкой (5) на любом рассмотренном расстоянии 𝑟 по
оси 𝑂𝑍 от плоскости расположения источника. Действительная часть 𝑅𝑒(E) имеет
бо́льшую погрешность аппроксимации, чем мнимая, поскольку амплитуда действитель-
ной части на несколько порядков меньше, чем амплитуда мнимой части 𝐼𝑚(E) (рис. 5).
C возрастанием частоты погрешность уменьшается.

а б

Рис. 5. Вариант Б. Относительные погрешности 𝛿1 в точках 𝑥𝑘 ∈ 𝑃1 : (𝑥𝑝 = 𝑥𝑐, 𝑧𝑝 = 𝑧𝑐+𝑟, 𝑦𝑝 ∈
[0; 5]) на различных частотах для компонент 𝐸𝑦 (а) и 𝐸𝑧 (б )
Fig. 5. Variant Б. Relative error 𝛿 over the line 𝑃1 : (𝑥𝑝 = 𝑥𝑐, 𝑧𝑝 = 𝑧𝑐 + 𝑟, 𝑦𝑝 ∈ [0; 5]) at different
frequencies for 𝐸𝑦 (а) and 𝐸𝑧 (б )
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3.2. Положение источника

Угол между нормалью к плоскости расположения источника 𝑧 = 𝑧𝑐 и осью симметрии
цилиндра Ω𝑐 обозначен Θ. Рассмотрены следующие варианты: Θ = 0, 𝜋/4, 𝜋/2.

Вариант А: модифицированная вариационная постановка дает корректный резуль-
тат на большем удалении по оси 𝑂𝑍 от плоскости источника, когда ось цилиндра пер-
пендикулярна нормали к плоскости источника (Θ = 𝜋/2) либо расположена к ней под
углом (Θ = 𝜋/4), чем в случае, когда ось цилиндра сонаправлена нормали плоскости
источника (Θ = 0) (табл. 1).

Вариант Б: модифицированная вариационная постановка дает лучший результат,
когда ось симметрии сильнопроводящего цилиндра перпендикулярна нормали к плос-
кости источника (табл. 1).

Для варианта A рассматривались различные диаметры тонкой цилиндрической обо-
лочки. Таким образом, варьировалось расстояние между источником и боковой поверх-
ностью Γ. На рис. 6 приведена погрешность вычисления компонент напряженности
электрического поля E, полученная при использовании модифицированной вариаци-
онной постановки, в расчетной области с цилиндрическим объектом радиуса 20 см,
расстояние 𝑑 от токовой петли до боковой поверхности Γ составляет 15 см.

Действительная часть 𝑅𝑒(E𝑠) напряженности электрического поля, полученной мо-
дифицированной вариационной постановкой, корректно аппроксимируется внутри по-
лого цилиндрического объекта радиусом 20 см при 𝑟 < 0.5 м, мнимая часть 𝐼𝑚(E𝑠)
корректно аппроксимируется при 𝑟 < 1 м.

Таким образом, при удалении источника поля от боковой поверхности модифици-
рованная вариационная постановка лучше аппроксимирует напряженность электри-
ческого поля внутри цилиндрического объекта (рис. 6). В варианте А расстояние между
источником поля и боковой поверхностью экрана, как правило, обусловлено конструк-
тивными особенностями (например, диаметр стальной трубы обсадки скважины).

Т а б л и ц а 1. Относительная погрешность 𝛿 при различных положениях источника. Частота
1 МГц, расстояние 𝑟 = 0.5 м до плоскости расположения источника по соответствующей оси
Table 1. Relative error 𝛿 for different source locations at the frequency of 1 MHz, 𝑟 = 0.5 m from
the source center

Компонента Вариант А Вариант Б

𝛿1

Θ = 0 Θ = Π/4 Θ = Π/2 Θ = 0 Θ = Π/4 Θ = Π/2

𝑅𝑒(𝐸𝑥) 9.73e−01 6.07e−01 5.69e−01 7.39e−02 1.52e−02 1.53e−02
𝑅𝑒(𝐸𝑦) 1.00e+00 8.71e−02 9.99e−01 3.68e−02 3.82e−02 3.52e−02
𝑅𝑒(𝐸𝑧) 1.04e+00 6.80e−01 9.50e−01 7.13e−02 5.91e−02 8.62e−02
𝐼𝑚(𝐸𝑥) 1.60e−01 1.80e−03 1.25e−03 3.80e−02 5.03e−02 1.69e−02
𝐼𝑚(𝐸𝑦) 8.46e−01 9.74e−03 4.38e−01 2.12e−02 1.58e−02 1.65e−02
𝐼𝑚(𝐸𝑧) 7.49e−01 4.88e−03 7.71e−02 6.37e−02 5.43e−02 5.74e−02

𝛿𝑚

𝑅𝑒(𝐸𝑥) 9.98e−01 3.50e−01 3.22e−01 1.86e−01 4.54e−02 3.12e−02
𝑅𝑒(𝐸𝑦) 1.00e+00 6.20e−01 1.00e+00 9.27e−02 2.42e−01 8.54e−02
𝑅𝑒(𝐸𝑧) 9.98e−01 5.76e−01 1.00e+00 1.51e−01 8.32e−02 9.39e−02
𝐼𝑚(𝐸𝑥) 2.92e−02 2.81e−04 2.25e−04 6.62e−02 1.04e−01 4.50e−02
𝐼𝑚(𝐸𝑦) 3.81e−01 6.04e−04 2.80e−02 5.27e−02 7.30e−02 9.11e−02
𝐼𝑚(𝐸𝑧) 5.42e−01 6.59e−04 5.03e−03 6.23e−02 8.74e−02 9.38e−02



Применение модифицированной вариационной постановки векторного метода . . . 35

Рис. 6. Вариант A. Относительная погрешность
𝛿1 в точках 𝑥𝑘 ∈ 𝑃1 : (𝑥𝑝 = 𝑥𝑐, 𝑧𝑝 = 𝑧𝑐 + 𝑟, 𝑦𝑝 ∈
[0; 5]), расстояние от токовой петли до боковой
поверхности Γ в точках 𝑥𝑘 ∈ 𝑃1 𝑑 = 15 см, ча-
стота 1 МГц
Fig. 6. Variant A. Relative error 𝛿 over the line
𝑃1 : (𝑥𝑝 = 𝑥𝑐, 𝑧𝑝 = 𝑧𝑐 + 𝑟, 𝑦𝑝 ∈ [0; 5]), source loop
is located at 𝑑 = 15 cm from the lateral surface Γ
of the cylinder, frequency 1 MHz

Рис. 7. Вариант Б. Изменение погрешности
вычисления компонент E с увеличением рас-
стояния 𝑑 между источником и поверхно-
стью Γ
Fig. 7. Variant Б: Variation in the relative
error 𝛿 for the components E with increasing
distance 𝑑 between the source and the surface Γ

Для варианта Б были рассмотрены различные по удаленности от боковой поверхнос-
ти Γ цилиндрического сильнопроводящего объекта положения соленоидального источ-
ника (частота 1 МГц). Расстояние между источником и боковой поверхностью цилиндра
варьировалось от 0.1 до 1 м. Погрешность вычислялась в точках 𝑥𝑘 ∈ 𝑃1 : (𝑥𝑝 = 𝑥𝑐, 𝑧𝑝 =
𝑧𝑐 + 𝑟, 𝑦𝑝 ∈ [0; 5]).

Модифицированная вариационная постановка корректно аппроксимирует все ком-
поненты напряженности электрического поля E в случае, когда источник удален от
боковой поверхности Γ (рис. 7). На расстоянии 𝑑 = 0.1 м поле имеет сложную конфигу-
рацию, которая не может быть корректно учтена упрощенной моделью, реализованной
в модифицированной вариационной постановке.

3.3. Расчетная область с источником, экранированным цилиндрической

оболочкой. Проводящее включение

Рассмотрен вариант А. Область Ω𝑚 содержит проводящее включение Ω𝑖 размерами
1 × 2 × 0.1 м, центр которого расположен в той же плоскости, что и центр источника
(𝑥 = 1.75, 𝑦 = 𝑦𝑐, 𝑧 = 𝑧𝑐). Электрофизические характеристики проводящего включения
Ω𝑖: 𝜇𝑖 = 𝜇0, 𝜀𝑖 = 𝜀0, 𝜎𝑖 = 0.1 См/м. Частота 1 МГц.

Решение, полученное модифицированной вариационной постановкой, за пределами
области, ограниченной тонкостенным сильнопроводящим объектом, отличается от ре-
шения, полученного ВМКЭ, как количественно (на 3–4 порядка), так и качественно.
Тем не менее решение, полученное модифицированной вариационной постановкой, поз-
воляет идентифицировать наличие проводящего объекта в области, экранированной
тонкой сильнопроводящей цилиндрической оболочкой (рис. 8).
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а б

Рис. 8. Компонента 𝐸𝑦 напряженности электрического поля E по профилю 𝑌 , проходящему че-
рез проводящий объект: решение получено МКЭ (а) и модифицированной постановкой (5) (б )
Fig. 8. 𝐸𝑦 component of the electric field E along the 𝑌 -profile passing through the conductive
object: standard FEM (а) and modified variational formulation (5) (б )

Точность решения СЛАУ 𝛼 = 10−9 обеспечивает корректное решение ВМКЭ, но не
позволяет получить корректное решение модифицированной вариационной постанов-
кой. Решение, приведенное на рис. 8, получено при точности решения СЛАУ 𝛼 = 10−12,
что увеличило вычислительные затраты.

4. Вычислительные затраты

Оценка вычислительных затрат при различных типах возбуждения электрического по-
ля приведена в табл. 2, где 𝑁 — количество конечных элементов в сеточном разбие-
нии, DOFs — количество степеней свободы (размерность СЛАУ), 𝑡 — время решения
задачи, с.

Полученные в результате конечно-элементной дискретизации СЛАУ являются несим-
метричными и комплекснозначными, в качестве итерационного метода решения исполь-
зуется комбинированный решатель BICGStab+GMRES с выходом при относительной
норме невязки 𝑟 > 𝛼. Вычисления выполнялись на ПК с процессором Intel® Core� i5-
4590 CPU 330 ГГц.

При возбуждении поля источником, расположенным вне тонкостенного цилиндриче-
ского объекта, использование модифицированной вариационной постановки позволяет

Т а б л и ц а 2. Вычислительные затраты при использовании модифицированной вариационной
постановки в сравнении с классическим ВМКЭ
Table 2. Computational cost: modified variational formulation vs standard FEM

Вариант
Стандартная формулировка Модифицированная формулировка

𝑁 DOFs 𝛼 𝑡, с 𝑁 DOFs 𝛼 𝑡, с

A 820 728 1 927 130 10−9 5310.69 618 058 1 483 338 10−9 4480.73
А, прово-
дящее
включение

833 468 1 958 120 10−9 12 969.83 654 332 1 537 680 10−12 21 064.06

Б 664 142 1 561 122 10−9 31 102.24 453 940 1 067 098 10−9 14 111.78
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сократить вычислительные затраты, обеспечивая при этом корректную аппроксимацию
тонкостенного сильнопроводящего цилиндра.

При возбуждении поля источником, расположенным внутри тонкостенного сильно-
проводящего цилиндра, получение корректного решения требует повышения точности
решения СЛАУ по сравнению с классическим МКЭ, что негативно сказывается на вы-
числительных затратах.

Заключение

Модифицированная вариационная постановка векторного метода конечных элементов,
позволяющая учитывать сильнопроводящие тонкие объекты как токонесущие поверх-
ности, рассмотрена в расчетных областях с цилиндрическими объектами при различных
способах возбуждения электрического поля и расположения включения относительно
источника.

При возбуждении поля генераторной петлей, расположенной внутри тонкостенного
сильнопроводящего цилиндра, электрическое поле в области Ω𝑚 = Ω∖(Ω𝑐 ∪ Ω𝑤), экра-
нированной сильнопроводящим цилиндром Ω𝑐, значительно ослабевает. Электрическое
поле внутри области Ω𝑤, ограниченной цилиндрической оболочкой Ω𝑐, затухает на рас-
стоянии 𝑟 по оси 𝑂𝑍 от центра генераторной петли. Расстояние 𝑟 увеличивается при воз-
растании частоты. На внутренней и внешней поверхностях сильнопроводящей цилин-
дрической оболочки Ω𝑐 наводится электрический ток, полярность вторичного электри-
ческого поля противоположна полярности электрического поля, возбуждаемого гене-
раторной петлей. Решение, полученное модифицированной вариационной постановкой,
корректно аппроксимирует напряженность электрического поля внутри подобласти Ω𝑤

на расстоянии 𝑟 по оси 𝑂𝑍 от центра генераторной петли. При увеличении расстоя-
ния между генераторной петлей и внутренней поверхностью сильнопроводящего ци-
линдрического объекта Ω𝑐 модифицированная постановка дает корректное решение на
большем расстоянии 𝑟. В области Ω𝑚 = Ω∖(Ω𝑐∪Ω𝑤) решение, полученное модифициро-
ванной постановкой, количественно и качественно отличается от решения, полученного
классическим ВМКЭ. При наличии в области Ω𝑚 проводящего объекта решение, по-
лученное модифицированной вариационной постановкой, позволяет идентифицировать
данный объект, однако требуется решение СЛАУ с более высокой точностью, чем при
использовании стандартной постановки, что увеличивает вычислительные затраты и
делает применение модифицированной постановки неоправданным.

При возбуждении электромагнитного поля генераторной петлей, расположенной вне
цилиндрического объекта, поле от локального источника существенно ослабляется в об-
ласти Ω𝑤, экранированной сильнопроводящей цилиндрической оболочкой Ω𝑐. На внеш-
ней поверхности цилиндрической оболочки Ω𝑐 наводится электрический ток, порож-
дающий вторичное электромагнитное поле. При расположении генераторной петли на
расстоянии 𝑑 (𝑑 > 0.1 м для рассмотренной расчетной области на частоте 1 МГц) по
отношению к Ω𝑐 решение, полученное модифицированной вариационной постановкой,
является корректным в области Ω∖Ω𝑐. Использование модифицированной вариацион-
ной постановки позволяет сократить вычислительные затраты.
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Abstract

Purpose. The paper addresses applicability of the modified variational formulation of vector
FEM for the harmonic electric field to the media with cylindrical shields. Thin highly conductive
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objects are treated as surfaces with the equivalent surface current density. We consider the excitation
of the field by a local source (current loop) located either inside or outside the cylindrical shield.

Methodology. The simulations are carried out on unstructured tetrahedral meshes. Since the
modified variational formulation treats thin highly conductive objects as surfaces, only the surface
of a cylinder is discretized. The results yielded by the modified variational formulation are compared
with the results of the classic vector FEM.

Findings. For the frequency range between 100 KHz and 100 MHz, the modified variational
formulation provides correct results when the field source is located outside the cylindrical shield.
The modified variational formulation reduces computational cost, since the volume of the thin
shield is not discretized. When the field source is located inside the shield, the modified variational
formulation gives valid results only in the proximity of the source.

Originality/value. The limitations for the application of the reduced variational formulation for
the modelling of harmonic electric field in the media with hollow cylindrical shields are investigated.

Keywords: vector finite element method, reduced models, electromagnetic shielding.
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