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В рамках модели потенциальных течений жидкости со свободной границей с ис-
пользованием разработанного численного алгоритма на подвижных сетках опре-
делено влияние формы набегающей волны на величины максимальных заплесков
волн на неподвижное полупогруженное тело и силовое воздействие на него. Срав-
нение проводилось на примере набегающих на тело уединенной и одиночной волн,
а также 𝑁 -волны с лидирующей волной повышения или понижения. Выявлены
отличия в закономерностях взаимодействия с телом длинных волн разных типов.
Показано, что наиболее опасными для полупогруженных сооружений являются
𝑁 -волны с лидирующей волной понижения.
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Введение

При проектировании и эксплуатации полупогруженных в воду неподвижных прибреж-
ных сооружений необходимо учитывать силовое воздействие на них поверхностных
волн. Особенно это актуально для тех районов, где возможны катастрофические волны
цунами, поэтому исследование задач о взаимодействии поверхностных волн с полупо-
груженными конструкциями (Wave-Structure Interaction, WSI-задач) ведется с неосла-
бевающей интенсивностью на протяжении многих лет с помощью аналитических мето-
дов, лабораторного и численного моделирования.

Отметим, что аналитические решения WSI-задач удается получить лишь для лине-
аризованных их постановок при условии малости амплитуды набегающей волны [1, 2]
и простой геометрии сооружения. Инженерные (основанные на приближенных анали-
тических решениях и формулах) методы [3] расчета характеристик воздействия волн
цунами на объекты, размещенные в береговой зоне, обычно дают завышенную оценку
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для силового воздействия [4], а некоторые из методик оказались ошибочными, что выяс-
нилось после Великого восточно-японского цунами 2011 г. [5]. Исследование WSI-задач
в лабораторных лотках и бассейнах [6–9] затруднительно из-за необходимости генера-
ции волны нужной формы и перебора в экспериментах значений большого количества
определяющих параметров, таких как амплитуда набегающей волны, заглубление полу-
погруженного объекта, его размеры и многих других. Необходимость анализа большо-
го числа вариантов требует разработки экономичных и достаточно точных численных
алгоритмов расчета волновых движений жидкости в окрестности полупогруженных
тел [10]. При численном моделировании по сравнению с лабораторным экспериментом
упрощается исследование многовариантных ситуаций и результаты исследования могут
быть получены в более широких диапазонах перебираемых параметров.

К настоящему времени опубликован ряд работ, в которых исследование взаимо-
действия волн с плавучими объектами выполнено с помощью численного моделиро-
вания [11–14] с применением различных численных методов [15–17] и математических
моделей [18, 19]. Отметим, что практически во всех работах, посвященных численно-
му исследованию взаимодействия длинных поверхностных волн с полупогруженными
телами, в качестве набегающей на тело волны рассматривалась уединенная волна, при
этом результаты исследований предлагалось использовать для оценки воздействия волн
цунами на прибереговые конструкции. Однако волны цунами, воздействующие на по-
лупогруженное сооружение, не представляются в виде волн такой простой формы, как
уединенная волна. Сложная форма воздействующей на тело волны цунами зависит
от множества различных факторов, в том числе и от параметров источника цунами,
распределения глубин по трассе распространения, очертаний береговой линии конкрет-
ной бухты и многих других. С другой стороны, исследуя мареограммы волн цунами,
пришедших в бухту от большого числа источников, можно заметить, что в разные
промежутки времени на тело воздействуют волны, похожие на уединенную волну, на
𝑁 -волну [20] с лидирующей волной повышения или с лидирующей волной понижения,
на одиночную длинную волну положительной полярности и др.

Цель настоящей работы состояла в том, чтобы исследовать, как эти отдельно взя-
тые волны — модельные волны цунами — воздействуют на жестко закрепленную кон-
струкцию, и выявить различия в закономерностях воздействия разных типов волн. Как
и в более ранних статьях, здесь исследовано взаимодействие уединенной и одиночной
волн с полупогруженной конструкцией, но впервые приводятся результаты моделиро-
вания силового воздействия 𝑁 -волн. Оказалось, что при накате таких волн возникает
более сложная картина взаимодействия, чем в случае уединенной или одиночных волн,
и 𝑁 -волна с лидирующей волной понижения представляет наибольшую угрозу для при-
брежных сооружений.

В настоящей работе для расчета взаимодействия волн различной конфигурации
с полупогруженными телами используется численный алгоритм, основанный на мате-
матической модели двумерных потенциальных течений идеальной жидкости со свобод-
ной границей. Эта модель является одним из звеньев разрабатываемой иерархической
цепочки моделей для решения WSI-задач [21, 22]. В случае идеальной жидкости она
служит в качестве “эталонной” для обоснования достоверности результатов моделиро-
вания в рамках моделей мелкой воды первого и второго длинноволнового приближе-
ний [23, 24]. В разд. 1 представлена математическая формулировка рассматриваемой
WSI-задачи. Конечно-разностные уравнения и численный алгоритм решения задачи на
подвижной сетке, учитывающей неровности дна и днища тела, приведены в разд. 2.
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Результаты верификации алгоритма на задаче о воздействии волн различной конфигу-
рации на вертикальную стенку представлены в разд. 3. В последнем разделе приводятся
результаты численного исследования силового воздействия модельных волн цунами на
полупогруженное тело прямоугольного сечения.

1. Постановка задачи о взаимодействии поверхностных волн

с неподвижным полупогруженным сооружением

Рассматривается взаимодействие поверхностных волн различной формы с полупогру-
женным телом, расположенным в бассейне конечной глубины. Для описания плоскопа-
раллельного течения используется декартова система координат 𝑂𝑥𝑦 с осью 𝑂𝑥, лежа-
щей на невозмущенной свободной границе, и осью 𝑂𝑦, направленной вертикально вверх
(рис. 1). Предполагается, что боковые вертикальные стенки бассейна (𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝑙),
его дно, боковые вертикальные грани тела (𝑥 = 𝑥𝑙 и 𝑥 = 𝑥𝑟), а также его днище непо-
движны и непроницаемы для жидкости. Кроме того, считается, что все точки днища
тела всегда находятся в контакте с водой, т. е. при взаимодействии волн с телом полного
или частичного осушения его днища не происходит.

1.1. Модель потенциальных течений

В модели потенциальных течений идеальной несжимаемой жидкости со свободной гра-
ницей (FNPF-модели) искомые величины 𝜙, 𝜂 удовлетворяют уравнению Лапласа

𝜙𝑥𝑥 + 𝜙𝑦𝑦 = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω(𝑡), (1.1)

кинематическому

(𝜂𝑡 + 𝑈𝜂𝑥 − 𝑉 )
⃒⃒⃒𝑦=𝜂(𝑥,𝑡)

= 0 (1.2)

и динамическому (︂
𝜙𝑡 +

𝑈2 + 𝑉 2

2
+ 𝑔𝜂

)︂ ⃒⃒⃒𝑦=𝜂(𝑥,𝑡)

= 0 (1.3)

условиям на подвижной свободной границе 𝑦 = 𝜂(𝑥, 𝑡), условиям непротекания на верти-
кальных участках границы области Ω(𝑡), занятой жидкостью, на дне бассейна и днище
тела. Если дно бассейна и днище тела заданы однозначными функциями 𝑦 = −ℎ(𝑥)
и 𝑦 = 𝑑(𝑥) соответственно, то условия непротекания имеют вид

Рис. 1. Схема области течения и расчетная сетка в задаче о взаимодействии поверхностных
волн с полупогруженным неподвижным сооружением
Fig. 1. Flow domain and computational grid for the problem of interaction of surface waves with
a semi-immersed fixed structure
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(𝑈ℎ𝑥 + 𝑉 )
⃒⃒⃒
𝑦=−ℎ(𝑥)

= 0, (𝑈𝑑𝑥 − 𝑉 )
⃒⃒⃒
𝑦=𝑑(𝑥)

= 0.

Здесь 𝑔 — ускорение свободного падения, 𝜙 — потенциал вектора скорости (𝑈, 𝑉 ),

𝑈 = 𝜙𝑥, 𝑉 = 𝜙𝑦, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω(𝑡).

Для вычисления давления 𝑃 используется интеграл Коши–Лагранжа

𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜌
= −

(︂
𝜙𝑡(𝑥, 𝑦, 𝑡) +

1

2
𝑈2(𝑥, 𝑦, 𝑡) +

1

2
𝑉 2(𝑥, 𝑦, 𝑡) + 𝑔𝑦

)︂
, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω(𝑡),

где 0 < 𝜌 = const — плотность жидкости. Вектор силы F(𝑡) = (𝐹1(𝑡), 𝐹2(𝑡)), действую-
щей на тело с единичной шириной в направлении, перпендикулярном плоскости 𝑂𝑥𝑦,
вычисляется интегрированием давления вдоль “смоченной” поверхности тела 𝑆(𝑡) [22]:

F(𝑡) = −
∫︁∫︁
𝑆(𝑡)

𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑡)n(𝑥, 𝑦)𝑑𝑆

(n — внешняя нормаль к боковым граням тела и его днищу). Таким образом, для рас-
сматриваемой здесь формы тела с вертикальными боковыми гранями горизонтальная
𝐹1 и вертикальная 𝐹2 составляющие силы воздействия волн определяются следующими
формулами:

𝐹1(𝑡) =

𝜂(𝑥𝑙,𝑡)∫︁
𝑑(𝑥𝑙)

𝑃 (𝑥𝑙, 𝑦, 𝑡)𝑑𝑦 −
𝑥𝑟∫︁

𝑥𝑙

(𝑃 (𝑥, 𝑑(𝑥), 𝑡) 𝑑 ′(𝑥)) 𝑑𝑥−
𝜂(𝑥𝑟,𝑡)∫︁
𝑑(𝑥𝑟)

𝑃 (𝑥𝑟, 𝑦, 𝑡)𝑑𝑦, (1.4)

𝐹2(𝑡) =

𝑥𝑟∫︁
𝑥𝑙

𝑃 (𝑥, 𝑑(𝑥), 𝑡)𝑑𝑥. (1.5)

1.2. Начальные условия

Волны цунами, пришедшие в бухту и воздействующие на полупогруженное сооруже-
ние, имеют сложную форму [25, 26]. Более того, для одного и того же источника генера-
ции волны цунами, приближающиеся к разным участкам побережья, имеют различную
форму [27]. Однако зачастую головной участок мареограммы волны цунами бывает по-
хож на мареограмму уединенной волны [28], 𝑁 -волны [29, 30], одиночной и других волн
простой формы. Поэтому изучение воздействия на прибрежные сооружения и берега
таких модельных (“упрощенных”) волн цунами представляет интерес [22, 31, 32].

В настоящей статье в качестве начальных данных

𝜂(𝑥, 0) = 𝜂0(𝑥), 𝑈(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑈0(𝑥, 𝑦), 𝑉 (𝑥, 𝑦, 0) = 𝑉0(𝑥, 𝑦) (1.6)

для FNPF-модели рассматриваются три вида модельных волн цунами в акватории с по-
стоянной глубиной ℎ0 = const: уединенная, одиночная и 𝑁 -волны. Потребуем, чтобы
начальные данные (1.6) соответствовали безвихревому течению

𝜕𝑉0

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦)− 𝜕𝑈0

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦) ≡ 0 (1.7)

и были согласованы [24] с начальными данными
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𝜂(𝑥, 0) = 𝜂0(𝑥), 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥) (1.8)

для моделей мелкой воды, в которых в качестве скорости берется усредненная по тол-
щине слоя жидкости горизонтальная составляющая вектора скорости FNPF-модели:

𝑢0(𝑥) =
1

𝐻0(𝑥)

𝜂0(𝑥)∫︁
−ℎ0

𝑈0(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦, 𝐻0(𝑥) = ℎ0 + 𝜂0(𝑥). (1.9)

Согласованность начальных данных (1.6), (1.8) дает возможность сопоставления чис-
ленных результатов, полученных в рамках модели двумерных потенциальных течений
и моделей мелкой воды одномерных течений [24], а условие (1.7) позволяет однозначно
определить [33] начальные значения для потенциала 𝜙(𝑥, 𝑦, 0).

Если для полностью нелинейной дисперсионной SGN-модели (Serre — Green — Nagh-
di) второго длинноволнового приближения [23] в качестве начальных данных (1.8) за-
дать уединенную волну

𝜂0(𝑥) = 𝑎0sech
2(𝑋), 𝑋 = 𝑘(𝑥− 𝑥0), (1.10)

𝑢0(𝑥) = 𝑐0
𝜂0(𝑥)

𝐻0(𝑥)
, 𝑐0 =

√︀
𝑔(𝑎0 + ℎ0), (1.11)

где 0 < 𝑎0 — амплитуда волны, 𝑥 = 𝑥0 — положение ее вершины,

𝑘 =
1

ℎ0

√︃
3𝑎0

4(𝑎0 + ℎ0)
,

то согласованные с ними начальные данные (1.6) для компонент вектора скорости
в FNPF-модели выглядят следующим образом [24, 34]:

𝑈0(𝑥, 𝑦)=𝑢0(𝑥)

[︂
1+

(︂
1

4
− 3

4

(𝑦+ℎ0)
2

𝐻2
0 (𝑥)

)︂
𝐻0(𝑥)(2𝑎0−3𝜂0(𝑥))+4 (𝜂0(𝑥)−𝑎0) 𝜂0(𝑥)

ℎ0(𝑎0+ℎ0)

]︂
,

𝑉0(𝑥, 𝑦) =
√︀
3𝑎0𝑔

𝜂0(𝑥)

𝐻2
0 (𝑥)

(𝑦 + ℎ0) tanh(𝑋), −ℎ0 ≤ 𝑦 ≤ 𝜂0(𝑥).

(1.12)

Одиночная волна длины 𝜆 > 0 задается формулами [22]

𝜂0(𝑥) =

{︃𝑎0
2

(︁
1 + cos(𝑋)

)︁
, |𝑥− 𝑥0| ≤ 𝜆/2,

0, |𝑥− 𝑥0| > 𝜆/2,
𝑋 =

2𝜋

𝜆
(𝑥− 𝑥0), (1.13)

𝑈0(𝑥, 𝑦) = 𝑢0(𝑥)+𝑐0
ℎ0

𝐻0(𝑥)

(︂
1

3
− (𝑦+ℎ0)

2

𝐻2
0 (𝑥)

)︂
𝐻0(𝑥)(𝑎0−2𝜂0(𝑥))+4(𝜂0(𝑥)−𝑎0)𝜂0(𝑥)

(𝜆/𝜋)2
,

𝑉0(𝑥, 𝑦) = 𝑐0
𝑎0

𝐻2
0 (𝑥)

𝜋ℎ0

𝜆
(𝑦 + ℎ0) sin(𝑋), −ℎ0 ≤ 𝑦 ≤ 𝜂0(𝑥),

(1.14)

при этом 𝑐0 и 𝑢0(𝑥) вычисляются по формулам (1.11). Выражения (1.14) для компонент
вектора скорости используются при |𝑥 − 𝑥0| ≤ 𝜆/2, а при |𝑥 − 𝑥0| > 𝜆/2, аналогично
формуле (1.13), полагается 𝑈0(𝑥, 𝑦) ≡ 0, 𝑉0(𝑥, 𝑦) ≡ 0.

Уединенная и одиночная волны имеют положительную полярность. 𝑁 -волна [20]

𝜂0(𝑥) = ±𝑎0
3
√
3

2
sech2𝑋 · tanh𝑋, 𝑋 = 𝛾(𝑥− 𝑥0), 𝛾 = const > 0, (1.15)
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состоит из двух полуволн разных полярностей. В формуле (1.15) знак “+” соответству-
ет 𝑁 -волне с лидирующей волной повышения (Leading Elevation 𝑁 -wave, 𝐿𝐸𝑁 -волне),
а “−” — 𝑁 -волне с лидирующей волной понижения (Leading Depression 𝑁 -wave, 𝐿𝐷𝑁 -
волне). Для 𝑁 -волны точка 𝑥0 является центром волны, при этом 𝜂0(𝑥0) = 0, а наи-
большее отклонение 𝑁 -волны от невозмущенного уровня будет в двух симметричных
относительно 𝑥0 точках

𝑥01 = 𝑥0 +
1

2𝛾
ln(2−

√
3) < 𝑥0, 𝑥02 = 𝑥0 +

1

2𝛾
ln(2 +

√
3) > 𝑥0. (1.16)

Координаты (1.16) гребня и подошвы 𝑁 -волны определяются уравнением 𝜂′0(𝑥) = 0
с учетом того, что

𝜂′0(𝑥) = ± 𝑎0𝛾
3
√
3

2

1

cosh4𝑋

(︀
3− 2 cosh2𝑋

)︀
. (1.17)

Для FNPF-модели при построении начальных данных (1.6), согласованных с на-
чальными данными (1.11), (1.15) “одномерной” 𝑁 -волны, используем следующие фор-
мулы [35]:

𝑈0(𝑥, 𝑦) = 𝑢0(𝑥) +

(︂
𝐻2

0 (𝑥)

6
− (ℎ0 + 𝑦)2

2

)︂
𝑢′′
0(𝑥), 𝑉0(𝑥, 𝑦) = −(ℎ0 + 𝑦)𝑢′

0(𝑥), (1.18)

при этом, как следует из формулы (1.11),

𝑢′
0(𝑥) = 𝑐0ℎ0

𝜂′0(𝑥)

𝐻2
0 (𝑥)

, 𝑢′′
0(𝑥) = 𝑐0ℎ0

𝜂′′0(𝑥)𝐻0(𝑥)− 2(𝜂′0(𝑥))
2

𝐻3
0 (𝑥)

,

где производная 𝜂′0(𝑥) вычисляется по формуле (1.17),

𝜂′′0(𝑥) = ∓ 6
√
3𝑎0𝛾

2 sinh𝑋

cosh3𝑋

(︂
3

cosh2𝑋
− 1

)︂
.

Таким образом, в настоящей работе используются три вида начальных условий, со-
ответствующих уединенной и 𝑁 -волнам бесконечной длины и одиночной волне конеч-
ной длины. Легко проверить, что для таких волн компоненты скорости (1.12), (1.14),
(1.18) удовлетворяют условиям потенциальности (1.7) и согласованности (1.9).

Для того чтобы иметь возможность оценить влияние формы набегающих волн на
процесс их взаимодействия с преградами, будем рассматривать волны одинаковой ам-
плитуды 𝑎0. Кроме того, сравним воздействие волн различной формы при условии, что
они имеют одинаковую крутизну переднего склона, которая может считаться одним из
определяющих параметров [36, 37] в задачах наката волн на препятствия.

Для уединенной волны (1.10) крутизна 𝑠* ее переднего склона определяется одно-
значно по заданной амплитуде:

𝑠* = max
𝑥>𝑥0

|𝜂′0(𝑥)| =
2𝑎0
3ℎ0

√︂
𝑎0

𝑎0 + ℎ0

. (1.19)
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Пусть одиночная волна (1.13) имеет такую же крутизну переднего склона:

𝑠* = max
𝑥0<𝑥<𝑥0+𝜆/2

|𝜂′0(𝑥)| =
𝜋𝑎0
𝜆

.

Следовательно, длина 𝜆 одиночной волны определяется формулой

𝜆 =
3

2
𝜋ℎ0

√︂
1 +

ℎ0

𝑎0
. (1.20)

Потребуем, чтобы и 𝑁 -волна (1.15) при заданной амплитуде 𝑎0 имела такую же кру-
тизну переднего склона, как уединенная и одиночная волны. Для 𝑁 -волны в точке
перегиба выполняется равенство cosh2𝑋 = 3, поэтому из (1.17) получаем следующее
выражение для крутизны переднего склона 𝑁 -волны:

𝑠* = max
𝑥>𝑥02

|𝜂′0(𝑥)| =
√
3

2
𝑎0𝛾. (1.21)

Приравнивая правые части (1.19) и (1.21), приходим к формуле для коэффициента 𝛾:

𝛾 =
4
√
3

9ℎ0

√︂
𝑎0

𝑎0 + ℎ0

.

На рис. 2 изображены профили уединенной, одиночной и 𝐿𝐸𝑁 -волн одинаковой ам-
плитуды 𝑎0/ℎ0 = 0.2 и одинаковой крутизны 𝑠* переднего склона. Для удобства срав-
нения гребни 𝑥0 уединенной и одиночной волн совмещены с вершиной 𝑥02 лидирующей
волны повышения 𝑁 -волны. Из рисунка видно, что, несмотря на совпадение амплитуд
и крутизны переднего склона, форма этих волн различается, а также различаются дли-
ны этих волн (табл. 1), поэтому следует ожидать, что количественные характеристики
взаимодействия таких волн с преградами также будут различаться.

В табл. 1 приведены некоторые характеристики начальных волн для четырех значе-
ний амплитуды. Видно, что крутизна передних склонов волн 𝑠*, которая вычисляется
по формуле (1.19), возрастает при увеличении амплитуды, в то время как длина волн
убывает. Длина одиночной волны определяется формулой (1.20). Волны бесконечной
длины обычно характеризуются их эффективной длиной 𝜆𝑒𝑓𝑓 , для подсчета которой

Рис. 2. Графики свободной границы в начальный момент времени для волн различной формы
с одинаковыми амплитудой 𝑎0/ℎ0 = 0.2 и крутизной переднего склона 𝑠* =

√
6/45: уединенная

волна (1); одиночная волна (2); 𝐿𝐸𝑁 -волна (3)
Fig. 2. Graphs of the initial free surface for waves of different shapes with the same amplitude
𝑎0/ℎ0 = 0.2 and the steepness of the front 𝑠* =

√
6/45: solitary wave (1); single wave (2); 𝐿𝐸𝑁 -

wave (3)



40 О.И. Гусев, В.С. Скиба, Г.С. Хакимзянов

употребляются различные формулы (см., например, [26, 27, 38]). В настоящей рабо-
те за эффективную длину уединенной и 𝑁 -волн принимается удвоенное расстояние от
точки 𝑥0 до точки, в которой абсолютное значение отклонения переднего склона волны
от невозмущенного уровня составляет долю Π амплитуды 𝑎0:⃒⃒⃒⃒

𝜂0

(︂
𝑥0 +

𝜆𝑒𝑓𝑓

2

)︂⃒⃒⃒⃒
= Π𝑎0. (1.22)

Тогда для уединенной волны имеет место следующая формула [39]:

𝜆𝑒𝑓𝑓 = 4ℎ0

√︂
𝑎0 + ℎ0

3𝑎0
ln

(︃√︂
1

Π
+

√︂
1

Π
− 1

)︃
.

В определении (1.22) для 𝐿𝐸𝑁 - и 𝐿𝐷𝑁 -волн предполагается выполнение неравен-
ства

𝑥0 +
𝜆𝑒𝑓𝑓

2
> 𝑥02, (1.23)

а из формул (1.15), (1.22) следует, что эффективная длина таких волн определяется
положительным корнем уравнения 𝑓𝑁𝑤(𝑧) = 0, где

𝑓𝑁𝑤(𝑧) = 𝑧3 − 𝑧 +
2Π

3
√
3
, 𝑧 = tanh

(︂
𝛾
𝜆𝑒𝑓𝑓

2

)︂
.

При условии 0 < Π < 1 это уравнение имеет два положительных корня 𝑧1 и 𝑧2, при
этом 0 < 𝑧1 <

√
3/3 < 𝑧2 < 1. Поскольку неравенство (1.23) равносильно условию

tanh

[︂
𝛾

(︂
𝑥0 +

𝜆𝑒𝑓𝑓

2
− 𝑥0

)︂]︂
> tanh [𝛾(𝑥02 − 𝑥0)] =

√
3

3
,

эффективная длина 𝑁 -волны определяется бо́льшим корнем 𝑧2 на основе равенства

tanh

(︂
𝛾
𝜆𝑒𝑓𝑓

2

)︂
= 𝑧2,

которое легко разрешается относительно 𝜆𝑒𝑓𝑓 :

𝜆𝑒𝑓𝑓 =
1

𝛾
ln

1 + 𝑧2
1− 𝑧2

.

Указанные в табл. 1 значения длин волн (эффективных длин уединенной и 𝑁 -волн
при Π = 0.05) будут использоваться далее при определении места расположения на-
чальной волны относительно препятствия.

Т а б л и ц а 1. Крутизна переднего склона 𝑠* и длина 𝜆 волн различной формы с амплитудой 𝑎0
Table 1. The steepness of the front 𝑠* and the length 𝜆 of waves of different shapes with amplitude 𝑎0

𝑎0/ℎ0 𝑠*
𝜆/ℎ0

Уединенная волна Одиночная волна 𝑁 -волна

0.05 0.007 23.053 21.595 31.653

0.10 0.020 16.684 15.629 22.909

0.15 0.036 13.929 13.048 19.125

0.20 0.054 12.322 11.543 16.919
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2. Численный алгоритм

Для численного решения задачи взаимодействия поверхностных волн с полупогружен-
ным телом использована модификация алгоритма, предложенного в работах [33, 34]
для расчета потенциальных течений жидкости со свободной границей в бассейнах с по-
движными или неподвижными стенками и фрагментами дна. Эта модификация описана
в работах [22, 24] для случая полупогруженного тела прямоугольного сечения, поэто-
му здесь будут указаны лишь некоторые особенности алгоритма, связанные с более
сложной формой днища тела и дна бассейна.

Численный алгоритм ориентирован на использование подвижных сеток, для чего
выполняется переход к постановке задачи в подвижной криволинейной системе коор-
динат

𝑥 = 𝑥(𝑞1, 𝑞2, 𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑞1, 𝑞2, 𝑡), (2.1)

в которой все участки границы области Ω(𝑡) лежат на координатных линиях 𝑞1 = const
или 𝑞2 = const. Предполагается, что преобразование координат (2.1) в каждый момент
времени 𝑡 устанавливает взаимно-однозначное соответствие между физической облас-
тью Ω(𝑡) и неподвижной вычислительной областью 𝑄 в плоскости переменных 𝑞1, 𝑞2.

Если днище тела и дно бассейна имеют гладкую форму (см. рис. 1), то в качестве
вычислительной области 𝑄 используется единичный квадрат с вырезанным сверху пря-
моугольником, изображенный на рис. 3, а. Боковые стороны 𝑞1 = 0 и 𝑞1 = 1 вычисли-
тельной области 𝑄 отображаются при преобразовании (2.1) на боковые вертикальные
стенки бассейна 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝑙, нижняя сторона 𝑞2 = 0 — на дно бассейна 𝑦 = −ℎ(𝑥),
стороны

а б

Рис. 3. Вычислительная область 𝑄 и типы узлов сетки в задаче о взаимодействии поверх-
ностных волн с полупогруженным телом при гладкой форме днища тела и дна бассейна (а),
ступенчатой форме этих фрагментов границы (б)
Fig. 3. Computational domain 𝑄 and types of the grid nodes in the problem of interaction of surface
waves with a semi-immersed body for smooth shapes of the body and basin bottoms (а) and stepped
shapes of these boundary fragments (б)
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𝛾𝐵,𝑙 =
{︀
q
⃒⃒
𝑞1 = 𝑞1𝑙 , 𝑞

2
𝑏 ≤ 𝑞2 ≤ 1

}︀
, 𝛾𝐵,𝑟 =

{︀
q
⃒⃒
𝑞1 = 𝑞1𝑟 , 𝑞

2
𝑏 ≤ 𝑞2 ≤ 1

}︀
,

𝛾𝐵,𝑏 =
{︀
q
⃒⃒
𝑞1𝑙 ≤ 𝑞1 ≤ 𝑞1𝑟 , 𝑞

2 = 𝑞2𝑏
}︀

вырезанного прямоугольника — на вертикальные грани тела 𝑥 = 𝑥𝑙, 𝑥 = 𝑥𝑟 и его
днище 𝑦 = 𝑑(𝑥) соответственно, где q = (𝑞1, 𝑞2), 0 < 𝑞1𝑙 < 𝑞1𝑟 < 1, 0 < 𝑞2𝑏 < 1. В новых
координатах свободная граница является неподвижной и представляет собой множество

𝛾𝑠 =
{︀
q
⃒⃒
0 ≤ 𝑞1 ≤ 𝑞1𝑙 , 𝑞

2 = 1
}︀
∪
{︀
q
⃒⃒
𝑞1𝑟 ≤ 𝑞1 ≤ 1, 𝑞2 = 1

}︀
— объединение двух отрезков, лежащих на верхней стороне единичного квадрата.

В случае, когда дно имеет ступенчатую форму (например, на дне находится порог
или траншея прямоугольной формы, ступенька, уступ), вычислительная область имеет
нижнюю границу 𝛾𝑏 в виде ломаной с вертикальными или горизонтальными звеньями.
Такую же форму может иметь прообраз 𝛾𝐵,𝑏 днища тела (рис. 3, б).

Единичный квадрат в плоскости 𝑂𝑞1𝑞2 покрывается прямоугольной сеткой с шагами
ℎ1 = 1/𝑁1 и ℎ2 = 1/𝑁2 в направлении осей 𝑂𝑞1 и 𝑂𝑞2 соответственно и узлами qj, где
j = (𝑗1, 𝑗2), 𝑗1 = 0, . . . , 𝑁1, 𝑗2 = 0, . . . , 𝑁2. Предполагается, что участки границы 𝛾𝐵,𝑙,
𝛾𝐵,𝑟, а также 𝛾𝑏, 𝛾𝐵,𝑏 (или звенья этих частей границы) лежат на координатных линиях
сетки.

Уравнение Лапласа (1.1), кинематическое (1.2) и динамическое (1.3) условия, а так-
же условия непротекания записываются в новой системе координат и аппроксимиру-
ются только в тех узлах сетки, которые принадлежат вычислительной области 𝑄. Так,
в новых координатах уравнение Лапласа (1.1) принимает вид уравнения второго по-
рядка эллиптического типа с переменными коэффициентами

𝜕

𝜕𝑞1

(︂
𝑘11

𝜕𝜙

𝜕𝑞1
+ 𝑘12

𝜕𝜙

𝜕𝑞2

)︂
+

𝜕

𝜕𝑞2

(︂
𝑘21

𝜕𝜙

𝜕𝑞1
+ 𝑘22

𝜕𝜙

𝜕𝑞2

)︂
= 0, q ∈ 𝑄, (2.2)

краевые условия непротекания записываются на соответствующих горизонтальных или
вертикальных участках границы вычислительной области (кроме 𝛾𝑠):(︂

𝑘21
𝜕𝜙

𝜕𝑞1
+ 𝑘22

𝜕𝜙

𝜕𝑞2

)︂ ⃒⃒⃒⃒
q=(𝑞1, 𝑞2= const)

= 0, (2.3)(︂
𝑘11

𝜕𝜙

𝜕𝑞1
+ 𝑘12

𝜕𝜙

𝜕𝑞2

)︂ ⃒⃒⃒⃒
q=(𝑞1= const, 𝑞2)

= 0, (2.4)

где

𝑘11 =
𝑔22
𝐽

, 𝑘12 = 𝑘21 = −𝑔12
𝐽

, 𝑘22 =
𝑔11
𝐽

,

𝑔11 = 𝑥2
𝑞1 + 𝑦2𝑞1 , 𝑔12 = 𝑔21 = 𝑥𝑞1𝑥𝑞2 + 𝑦𝑞1𝑦𝑞2 , 𝑔22 = 𝑥2

𝑞2 + 𝑦2𝑞2 ,

𝐽 = 𝑥𝑞1𝑦𝑞2 − 𝑥𝑞2𝑦𝑞1 > 0 — якобиан преобразования (2.1).
Разностные уравнения для потенциала скорости 𝜙 получены интегроинтерполяци-

онным методом [33]. Для этого дифференциальное уравнение (2.2) переписывается в ин-
тегральном виде∮︁

𝒞

(︂
𝑘11

𝜕𝜙

𝜕𝑞1
+ 𝑘12

𝜕𝜙

𝜕𝑞2

)︂
𝑑𝑞2 −

(︂
𝑘21

𝜕𝜙

𝜕𝑞1
+ 𝑘22

𝜕𝜙

𝜕𝑞2

)︂
𝑑𝑞1 = 0 (2.5)

и для приближенного вычисления интеграла используется квадратурная формула тра-
пеций.
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Множество расчетных узлов qj, для которых выписываются разностные аналоги ин-
тегральных соотношений (2.5), разбито на непересекающиеся классы, каждому из кото-
рых приписан уникальный номер (тип) в зависимости от того, являются узлы из этого
класса внутренними или принадлежат определенным частям границы. Узлам расчет-
ной сетки приписывается тип класса, к которому они принадлежат. Внутренним узлам
приписан тип 0, граничные узлы, не принадлежащие 𝛾𝑠, могут иметь тип с 1-го по 12-й
в зависимости от того, какой части границы они принадлежат (рис. 3, б). Граничные
узлы, не являющиеся угловыми, имеют тип с 1-го по 4-й, тип с 5-го по 8-й имеют гра-
ничные узлы, являющиеся вершинами прямых внутренних углов, вершины внутренних
углов в 270∘ имеют тип c 9-го по 12-й. От типа узла зависят контур интегрирования
𝒞 — граница элементарной внутренней или приграничной ячейки и шаблон разностного
уравнения в этом узле. Для внутренних узлов (тип 0) шаблон разностного уравнения
для потенциала является девятиточечным. В граничных узлах (тип 1–12) шаблон мо-
жет включать от четырех до восьми узлов сетки.

Для внутренних узлов сетки qj = (𝑞1𝑗1 , 𝑞
2
𝑗2
) контуром интегрирования 𝒞 является пря-

моугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷 (рис. 4, а), стороны которого параллельны осям координат и делят
пополам расстояния до узлов, соседних с qj. Применяя для интегралов по сторонам
прямоугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷 квадратурную формулу трапеций [33], получаем разностное
уравнение (︃

8∑︁
𝑘=0

𝛼𝑘𝜙𝑘

)︃
j

= 0 (2.6)

на девятиточечном шаблоне, состоящем из узлов с локальными номерами 𝑘 = 0, . . . , 8.
Здесь 𝜙𝑘 — значение сеточной функции 𝜙 в узле, имеющем локальный номер 𝑘, при
этом вместо глобального номера (𝑗1, 𝑗2) используется локальный номер 𝑘 = 0 (рис. 4, а),
вместо (𝑗1−1, 𝑗2) — номер 𝑘 = 1, вместо (𝑗1, 𝑗2−1) — номер 𝑘 = 2 и т. д. Коэффициенты
𝛼𝑘 (𝑘 = 1, . . . , 8) уравнений (2.6) для внутренних узлов приведены в первой строке
табл. 2, где нижние индексы 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 указывают центр ячейки (рис. 4, а), в котором
вычисляются величины 𝛽0 и 𝛽. Здесь использованы следующие обозначения:

𝛽0 =
ℎ2

4ℎ1

𝑘11 −
ℎ1

4ℎ2

𝑘22, 𝛽 =
ℎ2

4ℎ1

𝑘11 +
ℎ1

4ℎ2

𝑘22 +
1

2
𝜎𝑘12, 𝜎𝐴 = 𝜎𝐶 = 1, 𝜎𝐵 = 𝜎𝐷 = −1.

а б

Рис. 4. Контур интегрирования (штриховая линия) и шаблон разностного уравнения (2.6):
а — внутренний узел (тип 0); б — граничный узел (тип 12)
Fig. 4. Integration contour (dashed line) and the pattern of difference equation (2.6): а — inner
node (type 0); б — boundary node (type 12)
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Т а б л и ц а 2. Коэффициенты 𝛼𝑘 (𝑘 = 1, . . . , 8) разностного уравнения (2.6)
Table 2. Coefficients 𝛼𝑘 (𝑘 = 1, . . . , 8) of the difference equation (2.6)

Тип узла 𝛼1 𝛼2 𝛼3 𝛼4 𝛼5 𝛼6 𝛼7 𝛼8

0 𝛽0
𝐴 + 𝛽0

𝐷 −(𝛽0
𝐴 + 𝛽0

𝐵) 𝛽0
𝐵 + 𝛽0

𝐶 −(𝛽0
𝐶 + 𝛽0

𝐷) 𝛽𝐴 𝛽𝐵 𝛽𝐶 𝛽𝐷
1 0 −𝛽0

𝐵 𝛽0
𝐵 + 𝛽0

𝐶 −𝛽0
𝐶 0 𝛽𝐵 𝛽𝐶 0

2 𝛽0
𝐷 0 𝛽0

𝐶 −(𝛽0
𝐶 + 𝛽0

𝐷) 0 0 𝛽𝐶 𝛽𝐷
3 𝛽0

𝐴 + 𝛽0
𝐷 −𝛽0

𝐴 0 −𝛽0
𝐷 𝛽𝐴 0 0 𝛽𝐷

4 𝛽0
𝐴 −(𝛽0

𝐴 + 𝛽0
𝐵) 𝛽0

𝐵 0 𝛽𝐴 𝛽𝐵 0 0

5 0 0 𝛽0
𝐶 −𝛽0

𝐶 0 0 𝛽𝐶 0

6 𝛽0
𝐷 0 0 −𝛽0

𝐷 0 0 0 𝛽𝐷
7 𝛽0

𝐴 −𝛽0
𝐴 0 0 𝛽𝐴 0 0 0

8 0 −𝛽0
𝐵 𝛽0

𝐵 0 0 𝛽𝐵 0 0

9 𝛽0
𝐷 −𝛽0

𝐵 𝛽0
𝐵 + 𝛽0

𝐶 −(𝛽0
𝐶 + 𝛽0

𝐷) 0 𝛽𝐵 𝛽𝐶 𝛽𝐷
10 𝛽0

𝐴 + 𝛽0
𝐷 −𝛽0

𝐴 𝛽0
𝐶 −(𝛽0

𝐶 + 𝛽0
𝐷) 𝛽𝐴 0 𝛽𝐶 𝛽𝐷

11 𝛽0
𝐴 + 𝛽0

𝐷 −(𝛽0
𝐴 + 𝛽0

𝐵) 𝛽0
𝐵 −𝛽0

𝐷 𝛽𝐴 𝛽𝐵 0 𝛽𝐷
12 𝛽0

𝐴 −(𝛽0
𝐴 + 𝛽0

𝐵) 𝛽0
𝐵 + 𝛽0

𝐶 −𝛽0
𝐶 𝛽𝐴 𝛽𝐵 𝛽𝐶 0

Поскольку сумма первых четырех коэффициентов 𝛼𝑘 (𝑘 = 1, 2, 3, 4) равна нулю, коэф-
фициент 𝛼0 вычисляется по формуле

𝛼0(qj) = −
8∑︁

𝑘=5

𝛼𝑘(qj).

В качестве элементарных ячеек для граничных узлов, не лежащих на прообразе сво-
бодной границы, берется та часть прямоугольника 𝐴𝐵𝐶𝐷, которая содержится в вычис-
лительной области 𝑄. Например, для узла типа 12 элементарной ячейкой будет фигура
с границей 𝐴𝐵𝐶𝑁0𝑊 (рис. 4, б), фрагменты 0𝑊 и 0𝑁 которой лежат на прообразе
границы полупогруженного тела. При использовании в (2.5) контура интегрирования
𝐴𝐵𝐶𝑁0𝑊 интегралы по сторонам 0𝑊 и 0𝑁 будут равны нулю в силу краевых усло-
вий (2.3), (2.4), поэтому интегральное соотношение (2.5) примет вид∫︁

(𝐵𝐶)

(︂
𝑘11

𝜕𝜙

𝜕𝑞1
+ 𝑘12

𝜕𝜙

𝜕𝑞2

)︂
𝑑𝑞2 −

∫︁
(𝐴𝑊 )

(︂
𝑘11

𝜕𝜙

𝜕𝑞1
+ 𝑘12

𝜕𝜙

𝜕𝑞2

)︂
𝑑𝑞2+

+

∫︁
(𝑁𝐶)

(︂
𝑘12

𝜕𝜙

𝜕𝑞1
+ 𝑘22

𝜕𝜙

𝜕𝑞2

)︂
𝑑𝑞1 −

∫︁
(𝐴𝐵)

(︂
𝑘12

𝜕𝜙

𝜕𝑞1
+ 𝑘22

𝜕𝜙

𝜕𝑞2

)︂
𝑑𝑞1 = 0,

а его разностный аналог запишется как

1

2

[︁
𝑘11(𝐵)𝜙𝑞1(𝐵) + 𝑘12(𝐵)𝜙𝑞2(𝐵) + 𝑘11(𝐶)𝜙𝑞1(𝐶) + 𝑘12(𝐶)𝜙𝑞2(𝐶)

]︁
ℎ2−

−
[︁
𝑘11(𝐴)𝜙𝑞1(𝐴) + 𝑘12(𝐴)𝜙𝑞2(𝐴)

]︁ℎ2

2
+
[︁
𝑘12(𝐶)𝜙𝑞1(𝐶) + 𝑘22(𝐶)𝜙𝑞2(𝐶)

]︁ℎ1

2
−

−1

2

[︁
𝑘12(𝐴)𝜙𝑞1(𝐴) + 𝑘22(𝐴)𝜙𝑞2(𝐴) + 𝑘12(𝐵)𝜙𝑞1(𝐵) + 𝑘22(𝐵)𝜙𝑞2(𝐵)

]︁
ℎ1 = 0,

где разностные производные в центрах ячеек вычисляются по формулам

𝜙𝑞1(𝐴) =
𝜙0−𝜙1+𝜙2−𝜙5

2ℎ1

, 𝜙𝑞1(𝐵) =
𝜙3−𝜙0+𝜙6−𝜙2

2ℎ1

, 𝜙𝑞1(𝐶) =
𝜙7−𝜙4+𝜙3−𝜙0

2ℎ1

,

𝜙𝑞2(𝐴) =
𝜙0−𝜙2+𝜙1−𝜙5

2ℎ2

, 𝜙𝑞2(𝐵) =
𝜙3−𝜙6+𝜙0−𝜙2

2ℎ2

, 𝜙𝑞2(𝐶) =
𝜙7−𝜙3+𝜙4−𝜙0

2ℎ2

.
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В результате получается разностное уравнение на восьмиточечном шаблоне
(𝑘 = 0, . . . , 7), изображенном на рис. 4, б. Аналогичные восьмиточечные уравнения по-
лучаются для узлов типа 9–11.

Интегроинтерполяционный метод используется для получения разностных уравне-
ний во всех других граничных узлах. В узлах типа 1–4 шаблон является шеститочеч-
ным, а в угловых (тип 5–8) — четырехточечным. Формально эти уравнения можно
записать как девятиточечные (2.6), занулив коэффициенты 𝛼𝑘 для тех узлов девяти-
точечного шаблона, которые не входят в шаблоны граничных узлов. Например, для
узла типа 12 следует положить 𝛼8 = 0. Выражения для коэффициентов 𝛼𝑘 уравне-
ния (2.6) для внутренних узлов и всех возможных типов граничных узлов расчетной
сетки приведены в табл. 2.

Для численного решения задачи взаимодействия поверхностных волн с полупогру-
женным телом используется такой же алгоритм, как и в случае полупогруженного тела
прямоугольного сечения [22, 24]. Пусть при 𝑡 = 𝑡𝑛 криволинейная сетка x𝑛 постро-
ена и на ней вычислены значения сеточных функций 𝜂𝑛 и 𝜙𝑛. Вычисление решения
𝜂𝑛+1, 𝜙𝑛+1 на (𝑛+1)-м слое по времени начинается с определения значения потенциала
𝜙𝑛+1
j в сеточных узлах, лежащих на прообразе свободной границы. Для этого исполь-

зуется разностная аппроксимация [33, 34] динамического условия (1.3), записанного
в новых координатах. Полученные значения используются в качестве дискретных гра-
ничных условий Дирихле для решения с помощью метода последовательной верхней
релаксации системы разностных уравнений (2.6) относительно значений 𝜙𝑛+1

j во внут-
ренних узлах области 𝑄 и узлах, принадлежащих прообразам боковых стенок и дна
бассейна, днища и граней тела. Далее определяется новое положение свободной гра-
ницы с использованием аппроксимации на подвижной сетке [33, 34] кинематического
условия (1.2). Вычисления на очередном шаге по времени завершаются расчетом но-
вой сетки x𝑛+1

j =
(︀
𝑥𝑛+1
j , 𝑦𝑛+1

j

)︀
, адаптирующейся к подвижной свободной поверхности

и неподвижным фрагментам непроницаемых частей границы. Вид сетки зависит от
конкретной решаемой задачи, но общим для всех рассматриваемых задач является ис-
пользование сетки с неподвижными вертикальными координатными линиями второго
семейства, т. е. с неизменными по времени абсциссами узлов: x𝑛+1

j =
(︀
𝑥j, 𝑦

𝑛+1
j

)︀
. Таким

образом, узлы сетки могут двигаться только в вертикальном направлении. При этом
в области под телом сетка неподвижная, а в окрестности вертикальных граней тела она
может сгущаться в горизонтальном направлении.

3. Взаимодействие волн различной формы с вертикальной

стенкой

Описанный выше численный алгоритм тестируется на задаче о накате волн различной
формы, распространяющихся над горизонтальным дном

𝑦 = −ℎ0 = const, (3.1)

на вертикальную непроницаемую стенку, расположенную в правой части бассейна при
𝑥 = 𝑙. Эта задача имеет не только теоретический интерес, но и важное прикладное
значение, поскольку многие прибрежные сооружения содержат вертикальные непрони-
цаемые стенки в качестве конструктивных элементов. В настоящей работе исследован
накат на стенку одиночной, уединенной, 𝐿𝐸𝑁 - и 𝐿𝐷𝑁 -волн с одинаковой крутизной
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переднего склона при указанных в табл. 1 значениях амплитуды. Такие значения ампли-
туды набегающих волн выбраны исходя из реальных данных по месту стоянки одной из
проектируемых полупогруженных конструкций, которая располагается в мелководной
прибрежной зоне со средней глубиной 40 м, где ожидаемая амплитуда волн цунами,
рассчитанная по методике [40], равна 3–4 м. Таким образом, имеет смысл рассматри-
вать модельные волны цунами с относительной амплитудой, не превышающей значения
𝑎0/ℎ0 = 0.1. Тем не менее здесь мы рассматриваем воздействие волн и с бо́льшим зна-
чением амплитуды 𝑎0/ℎ0 = 0.2, что соответствует в размерных величинах амплитуде
8 м для уединенной и одиночной волн и высоте 16 м для 𝑁 -волн (для равнобедренных
𝑁 -волн их высота равна удвоенной амплитуде), нереальной для планируемого места
стоянки, но возможной в других случаях. Отметим, что используемый алгоритм поз-
воляет рассчитывать накат на стенку уединенных волн с более высокими значениями
амплитуды [22, 33, 34].

В начальный момент времени волны располагались так, что расстояния от стенки
до гребней уединенной и одиночной волн, а также до первого локального экстремума
𝑁 -волн были для всех волн одинаковыми и равными 12ℎ0. Таким образом, для уеди-
ненной и одиночной волн полагалось 𝑥0 = 𝑙 − 12ℎ0, а для 𝑁 -волн — 𝑥02 = 𝑙 − 12ℎ0, т. е.
координата центра 𝑁 -волны задавалась (с учетом (1.16)) по формуле

𝑥0 = 𝑙 − 12ℎ0 −
1

2𝛾
ln(2 +

√
3).

В задаче наката волн на вертикальную стенку вычислительная область 𝑄 явля-
ется единичным квадратом. В разностных уравнениях (2.6) для потенциала скорости
используются узлы типа 0–3, 5, 6 и равномерная в горизонтальном направлении или
сгущающаяся с стенке [34] расчетная сетка. Во всех расчетах итерации при решении
системы уравнений (2.6) прекращались, когда отклонение в равномерной норме двух
последовательных итерационных приближений становилось меньше чем 𝜀 = 10−7.

Результаты расчетов на последовательностях измельчающихся равномерных сеток
(табл. 3, 4) указывают на тенденцию к сходимости численных решений. Для уединенной

Т а б л и ц а 3. Максимальные значения заплесков 𝑅𝑤/ℎ0 на вертикальную стенку, полученные
в расчетах на равномерных сетках с числом узлов 𝑁1 ×𝑁2

Table 3. Maximum values of runups 𝑅𝑤/ℎ0 on the vertical wall, obtained in the calculations using
the uniform grids with the number of nodes 𝑁1 ×𝑁2

𝑎0/ℎ0 𝑁1 𝑁2
𝑅𝑤/ℎ0

Уединенная волна Одиночная волна 𝐿𝐸𝑁 -волна 𝐿𝐷𝑁 -волна

0.1

150 5 0.2001 0.2073 0.1789 0.3392
150 10 0.2031 0.2094 0.1820 0.3447
300 10 0.2031 0.2095 0.1819 0.3501
300 20 0.2046 0.2104 0.1836 0.3533
600 20 0.2045 0.2104 0.1836 0.3561
600 40 0.2051 0.2107 0.1843 0.3574

0.2

150 5 0.4151 0.4703 0.3474 0.6560
150 10 0.4224 0.4785 0.3547 0.7033
300 10 0.4228 0.4787 0.3552 0.8055
300 20 0.4267 0.4831 0.3595 0.8494
600 20 0.4269 0.4833 0.3598 0.9683
600 40 0.4289 0.4854 0.3620 1.0092
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Т а б л и ц а 4. Максимальные значения гидродинамической силы воздействия волн 𝐹 * на
вертикальную стенку, полученные в расчетах на равномерных сетках с числом узлов 𝑁1 ×𝑁2

Table 4. Maximum values of the wave hydrodynamic force 𝐹 * on the vertical wall, obtained in the
calculations using the uniform grids with the number of nodes 𝑁1 ×𝑁2

𝑎0/ℎ0 𝑁1 𝑁2
𝑅𝑤/ℎ0

Уединенная волна Одиночная волна 𝐿𝐸𝑁 -волна 𝐿𝐷𝑁 -волна

0.1

150 5 0.2056 0.2162 0.1797 0.2688
150 10 0.2088 0.2190 0.1829 0.2729
300 10 0.2088 0.2190 0.1829 0.2764
300 20 0.2105 0.2203 0.1845 0.2783
600 20 0.2105 0.2202 0.1845 0.2800
600 40 0.2113 0.2205 0.1851 0.2808

0.2

150 5 0.4274 0.4696 0.3497 0.3609
150 10 0.4354 0.4782 0.3572 0.3687
300 10 0.4363 0.4790 0.3583 0.4232
300 20 0.4405 0.4833 0.3625 0.4275
600 20 0.4410 0.4836 0.3631 0.4741
600 40 0.4431 0.4855 0.3653 0.4765

волны максимальный заплеск 𝑅𝑤 на стенку, рассчитанный на мелких сетках, отлича-
ется от теоретических значений [41]

𝑅𝑤

ℎ0

= 2
𝑎0
ℎ0

+
1

2

(︂
𝑎0
ℎ0

)︂2

+
3

4

(︂
𝑎0
ℎ0

)︂3

не более чем на 0.7 %.
Максимальное значение гидродинамической силы 𝐹 * (табл. 4) определялось как

обезразмеренное делением на 𝜌𝑔ℎ2
0 максимальное значение изменяющейся со временем

гидродинамической силы воздействия волн на вертикальную стенку

𝐹 (𝑡) =

𝜂(𝑙,𝑡)∫︁
−ℎ0

𝑃 (𝑙, 𝑦, 𝑡)𝑑𝑦 − 1

2
𝜌𝑔ℎ2

0, (3.2)

где

𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑃 (q, 𝑡) = −𝜌

[︂
𝜙𝑡(q, 𝑡)− (𝑈𝑥𝑡 + 𝑉 𝑦𝑡)(q, 𝑡) +

1

2
(𝑈2 + 𝑉 2)(q, 𝑡) + 𝑔𝑦(q, 𝑡)

]︂
,

𝑈(q, 𝑡) =
𝜙𝑞1𝑦𝑞2 − 𝜙𝑞2𝑦𝑞1

𝐽
(q, 𝑡), 𝑉 (q, 𝑡) =

−𝜙𝑞1𝑥𝑞2 + 𝜙𝑞2𝑥𝑞1

𝐽
(q, 𝑡), q ∈ 𝑄,

q — прообраз точки (𝑥, 𝑦) при преобразовании (2.1) в момент времени 𝑡. Для уединенной
волны отличие расчетных значений 𝐹 * от экспериментальных данных [42], которые
аппроксимируются зависимостью

𝐹 *

𝜌𝑔ℎ2
0

= −1.61

(︂
𝑎0
ℎ0

)︂2

+ 2.79
𝑎0
ℎ0

,

составляет не более 20 %.
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Анализ результатов, приведенных в табл. 3, 4, показывает, что максимальные зна-
чения заплесков при накате на стенку 𝐿𝐷𝑁 -волн существенно отличаются от значений
таких величин для других форм набегающих волн. Для гидродинамических сил отли-
чие не столь существенное. Отличаются также и процессы взаимодействия со стенкой
волн различной формы. Одиночная и уединенная волны взаимодействуют со стенкой
примерно одинаковым образом в процессе наката и с образованием при откате от стен-
ки одной отчетливо выраженной отраженной волны. Картина взаимодействия 𝑁 -волн
гораздо сложнее, для них характерны наличие нескольких заплесков на стенку и воз-
никновение нескольких отраженных волн.

При накате 𝐿𝐸𝑁 -волн максимумы заплесков на стенку меньше соответствующих
значений для уединенных волн рассмотренных амплитуд (рис. 5, а, б). После достиже-
ния максимума следует понижение уровня воды на стенке до отрицательного значения,
меньшего уровня 𝑦 = −𝑎0 в подошве начальной 𝐿𝐸𝑁 -волны. Далее возникают колеба-
тельные движения точки уреза (точки пересечения свободной границы с вертикальной
стенкой) с уменьшающимися амплитудами, но с бо́льшим размахом, чем в случае оди-
ночной волны. В случае 𝐿𝐷𝑁 -волн уровень свободной поверхности на стенке вначале
понижается, а затем происходит резкое движение точки уреза вверх. При этом для

а б

в г

Рис. 5. Хронограммы точки уреза (а, б) и гидродинамической силы (в, г), действующей на
вертикальную стенку при набегании на нее уединенной волны (1), одиночной (2), 𝑁 -волн с ли-
дирующими волнами повышения (3) и понижения (4) при 𝑎0/ℎ0 = 0.1 (а, в) и 0.2 (б, г)
Fig. 5. Chronograms of the cut-off point (а, б) and hydrodynamic force (в, г) acting on the
vertical wall for the solitary wave (1), single wave (2) and 𝑁 -waves with leading elevation (3)
and depression (4) parts. Initial wave amplitude 𝑎0/ℎ0 = 0.1 (а, в) and 0.2 (б, г)
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𝐿𝐷𝑁 -волн максимальные значения заплесков значительно превосходят максимумы за-
плесков для волн других конфигураций. Например, при 𝑎0/ℎ0 = 0.2 максимальный
заплеск 𝑅𝑤/ℎ0 превосходит исходную амплитуду почти в 5 раз (для 𝑎0/ℎ0 = 0.1 более
чем в 3 раза).

Хронограммы силового воздействия 𝑁 -волн на стенку имеют более сложный вид,
чем для других форм набегающих волн (рис. 5, в, г). Для 𝐿𝐸𝑁 -волн максимумы силы
меньше, чем для других волн такой же амплитуды и крутизны переднего склона. При
амплитуде 𝑎0/ℎ0 = 0.1 максимальное силовое воздействие на стенку оказывает 𝐿𝐷𝑁 -
волна, однако при 𝑎0/ℎ0 = 0.2 оно становится меньше, чем воздействие одиночной вол-
ны, несмотря на то что заплеск последней существенно меньше заплеска 𝐿𝐷𝑁 -волны.

Интересной особенностью хронограммы гидродинамической силы воздействия 𝐿𝐷𝑁 -
волны на стенку при амплитуде 𝑎0/ℎ0 = 0.2 является ее двухпиковость (рис. 5, г). Вид-
но, что первый пик появляется перед максимальным заплеском на стенку (рис. 5, б),
а второй — после него, причем второе пиковое значение меньше первого. Для уединен-
ной волны эффект двухпиковости давления в основании стенки или силы воздействия
на нее известен давно, и он проявляется только для волн с относительно большой ам-
плитудой (𝑎0/ℎ0 ≥ 0.4), что подтверждается лабораторными исследованиями [42–44]
и численными расчетами [45–49].

В работе [45] впервые указано, что двухпиковость гидродинамической силы мо-
жет быть связана с немонотонным характером изменения ускорения частиц жидкости
при их движении вдоль вертикальной стенки. Позже эта же гипотеза была выдвинута
и в других работах [42, 46, 47]. В работе [46] установлено, что при накате на стенку
уединенной волны большой амплитуды возникает сравнительно тонкая струя воды,
движущаяся вверх вдоль стенки. После достижения максимальной высоты верхняя
часть струи начинает почти свободное падение вниз, т. е. падает с ускорением, близ-
ким к ускорению свободного падения. В экспериментах [50] замечено, что такая струя
фактически рассыпалась на отдельные капли, как при свободном падении. Возможно,
что такое поведение струи является причиной уменьшения силового воздействия на
стенку в небольшом промежутке времени между моментами локальных максимумов
гидродинамической силы.

Видимо, аналогичная связь между гидродинамической силой воздействия на стенку
и ускорением частиц жидкости, движущихся вдоль стенки, имеет место и для 𝐿𝐷𝑁 -
волн, но двухпиковость хронограмм силы возникает (см. линию 4 на рис. 5, г) при
меньших значениях амплитуды, чем для уединенной волны. На рис. 6 изображены хро-

Рис. 6. Хронограммы точки уреза 𝜂/ℎ0 (1), ее скорости 𝜂𝑡/
√
𝑔ℎ0 (2) и ускорения 𝑎𝜂/𝑔 (3) при

набегании на стенку 𝐿𝐷𝑁 -волны с амплитудой 𝑎0/ℎ0 = 0.2
Fig. 6. Chronograms of the cut-off point 𝜂/ℎ0 (1), its velocity 𝜂𝑡/

√
𝑔ℎ0 (2) and the acceleration

𝑎𝜂/𝑔 (3), when the 𝐿𝐷𝑁 -wave with the amplitude 𝑎0/ℎ0 = 0.2 impacts the wall
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нограммы точки уреза 𝜂(𝑙, 𝑡), ее скорости 𝑣𝜂 = 𝜂𝑡(𝑙, 𝑡) и ускорения 𝑎𝜂 = 𝜂𝑡𝑡(𝑙, 𝑡) при
набегании на стенку 𝐿𝐷𝑁 -волны с относительной амплитудой 𝑎0/ℎ0 = 0.2. Видно, что
хронограмма ускорения (линия 3 на рис. 6) имеет два локальных максимума в окрест-
ности момента 𝑡0 максимального заплеска, причем, как и для гидродинамической силы
(линия 4 на рис. 5, г), первый максимум наступает раньше 𝑡0, а второй — позже. От-
личием хронограммы ускорения от хронограммы силы является превышение второго
максимума над первым. Кроме того, хронограммы ускорения имеют локальный ми-
нимум примерно в тот же момент времени, когда происходит максимальный заплеск,
после которого точка уреза движется некоторое время вниз с ускорением, почти равным
ускорению свободного падения: 𝑎𝜂 ≈ −𝑔.

3.1. Связь ускорения точки уреза с силовым воздействием волн на

вертикальную стенку

Результаты расчетов показали, что гидродинамическая сила воздействия волн на верти-
кальную стенку связана с ускорением точки уреза. Для модели потенциальных течений
установить такую связь в виде аналитической формулы не удается. Однако это можно
сделать в рамках SGN-модели, уравнения которой в случае горизонтального дна (3.1)
имеют вид

𝐻𝑡 + (𝐻𝑢)𝑥 = 0, 𝑢𝑡 + 𝑢𝑢𝑥 +
1

𝐻
𝑝𝑥 = 0, 𝑝(𝑥, 𝑡) =

𝜂(𝑥,𝑡)∫︁
−ℎ0

𝑃SGN(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑑𝑦, (3.3)

где 𝐻(𝑥, 𝑡) = ℎ0 + 𝜂(𝑥, 𝑡) — полная глубина, 𝑢(𝑥, 𝑡) — средняя по толщине жидкого слоя
скорость, 𝑃SGN — давление в SGN-модели,

𝑃SGN(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝜌𝑔(𝐻(𝑥, 𝑡)− (𝑦 + ℎ0))− 𝜌

(︂
𝐻2(𝑥, 𝑡)

2
− (𝑦 + ℎ0)

2

2

)︂
𝑅1(𝑥, 𝑡), (3.4)

𝑅1 = 𝑢𝑥𝑡 + 𝑢𝑢𝑥𝑥 − 𝑢2
𝑥. Определяя гидродинамическую силу 𝐹SGN воздействия волн на

вертикальную стенку в рамках SGN-модели по той же формуле (3.2), что и для FNPF-
модели, получаем выражение

𝐹SGN(𝑡) = 𝜌𝑔
𝐻2

2
− 𝜌

𝐻3

3
𝑅1 −

1

2
𝜌𝑔ℎ2

0.

Из уравнения неразрывности (первое уравнение в (3.3)) следует, что

𝑅1 = − 1

𝐻
(𝐻𝑡𝑡 + 𝑢𝑡𝐻𝑥 + 𝑢𝐻𝑥𝑡 + 𝑢(𝐻𝑢𝑥)𝑥).

На вертикальной стенке из условия непротекания 𝑢 = 0 и его следствия 𝑢𝑡 = 0 получаем
формулу

𝐹SGN(𝑡) = 𝜌𝑔
𝐻2

2
+ 𝜌

𝐻2

3
𝜂𝑡𝑡 −

1

2
𝜌𝑔ℎ2

0 = 𝜌
(ℎ0 + 𝜂)2

2

(︂
𝑔 +

2

3
𝑎𝜂

)︂
− 1

2
𝜌𝑔ℎ2

0, (3.5)

где 𝑎𝜂 = 𝜂𝑡𝑡 — ускорение точки уреза. Из этой формулы видно, что гидродинамиче-
ская сила воздействия волн на вертикальную стенку зависит не только от возвышения
свободной границы 𝜂, но и от ускорения 𝑎𝜂 точки уреза.
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Возможность возникновения двухпиковой конфигурации гидродинамической силы
зависит от того, может ли функция (3.5) иметь более одного экстремума в окрестнос-
ти 𝑡0 — момента максимального заплеска. Теоретические оценки показывают, что при
определенной связи между возвышением свободной границы на стенке, скоростью дви-
жения точки уреза и ее ускорением в хронограмме гидродинамической силы возникают
два локальных максимума и один локальный минимум, причем последний достигается
при 𝑡 = 𝑡0. Поскольку давление (3.4) в SGN-модели в случае длинных волн достаточно
хорошо [48] воспроизводит давление 𝑃 модели потенциальных течений, можно предпо-
ложить, что и силовые воздействия (3.2), (3.5), определяемые в рамках этих моделей,
будут близки. Поэтому объяснение причин возникновения двухпиковости хронограмм
силы воздействия волн на вертикальную стенку в рамках SGN-модели может быть при-
менено и при интерпретации результатов расчетов на основе FNPF-модели.

4. Результаты численного моделирования силового воздействия

волн различной конфигурации на полупогруженное тело

В настоящем разделе приведены некоторые результаты численного моделирования вза-
имодействия волн различной формы, распространяющихся над горизонтальным
дном (3.1), с неподвижным полупогруженным сооружением прямоугольной формы,
имеющим горизонтальное днище 𝑑(𝑥) = 𝑑 = const < 0. В начальный момент времени
волны разной формы располагаются слева от тела так, что расстояния от его лицевой
грани до гребней уединенной и одиночной волн, а также до ближнего к телу локального
экстремума 𝑁 -волн одинаковы и равны 12ℎ0. Вычислительная область 𝑄 представляет
собой единичный квадрат с вырезанным сверху прямоугольником (см. рис. 3, а). В раз-
ностных уравнениях (2.6) для потенциала скорости используются узлы типа 0–3, 5, 6,
11, 12 и равномерная в горизонтальном направлении или сгущающаяся к граням тела
расчетная сетка. Значения горизонтальной и вертикальной составляющих гидродина-
мической силы воздействия волн на тело рассматриваемой здесь формы определяются
на основе формул (1.4), (1.5):

𝐹1(𝑡) =

𝜂(𝑥𝑙,𝑡)∫︁
𝑑

𝑃 (𝑥𝑙, 𝑦, 𝑡)𝑑𝑦 −
𝜂(𝑥𝑟,𝑡)∫︁
𝑑

𝑃 (𝑥𝑟, 𝑦, 𝑡)𝑑𝑦, 𝐹2(𝑡) =

𝑥𝑟∫︁
𝑥𝑙

𝑃 (𝑥, 𝑑, 𝑡)𝑑𝑥+ 𝜌𝑔𝑑𝐿,

где |𝜌𝑔𝑑𝐿| — сила Архимеда, действующая на тело в покоящейся жидкости.
Расчеты выполнены для разных значений амплитуды 𝑎0 набегающих волн, заглуб-

ления 𝑑 и длины тела 𝐿 = 𝑥𝑟−𝑥𝑙. Ниже представлены некоторые из полученных резуль-
татов. На рис. 7, а изображены графики колебаний точки уреза на левой грани тела.
𝐿𝐷𝑁 -волна создает наибольший заплеск на эту грань, несколько меньший, чем при
накате на вертикальную стенку. Также меньшими получаются значения горизонталь-
ной составляющей силы воздействия волн на тело (рис. 7, б), а различия в максимумах
сил между 𝐿𝐷𝑁 -волной и волнами других типов больше, чем в случае вертикальной
стенки, но при указанном заглублении хронограмма горизонтальной составляющей си-
лы, действующей на тело при накате 𝐿𝐷𝑁 -волны, не является двухпиковой. Отметим,
что для волн всех типов размах колебаний точки уреза на правой грани существенно
меньше, чем на левой. Кроме того, прошедшая за тело волна сохраняет свою форму.
Так, в случае начальной 𝐿𝐷𝑁 -волны за телом формируется также 𝐿𝐷𝑁 -волна.
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а б

Рис. 7. Хронограммы точки уреза (а) и горизонтальной составляющей гидродинамической
силы (б), действующей на тело, при набегании на него уединенной (1), одиночной (2), 𝐿𝐸𝑁 -
и 𝐿𝐷𝑁 -волн (кривые 3 и 4 соответственно); 𝑎0/ℎ0 = 0.2, 𝐿/ℎ0 = 5, 𝑑/ℎ0 = −0.5
Fig. 7. Chronograms of the cut-off point (а) and the horizontal component of the hydrodynamic
force (б) acting on the body, when the solitary (1), single (2), 𝐿𝐸𝑁 - and 𝐿𝐷𝑁 -waves (curves 3

and 4 respectively) impact it; 𝑎0/ℎ0 = 0.2, 𝐿/ℎ0 = 5, 𝑑/ℎ0 = −0.5

а б

в г

Рис. 8. Хронограммы точки уреза при набегании уединенной (а), одиночной (б), 𝐿𝐸𝑁 - и 𝐿𝐷𝑁 -
волн (в и г соответственно) на тело с заглублением 𝑑/ℎ0 = −0.5, −0.75, −0.9 (кривые 1–3
соответственно); на вертикальную стенку (4); 𝑎0/ℎ0 = 0.2, 𝐿/ℎ0 = 5
Fig. 8. Chronograms of the cut-off point when the solitary (а), single (б), 𝐿𝐸𝑁 - and 𝐿𝐷𝑁 -waves
(в and г respectively) impact the body with the submergence 𝑑/ℎ0 = −0.5, −0.75, −0.9 (curves 1–3
respectively); the vertical wall (4); 𝑎0/ℎ0 = 0.2, 𝐿/ℎ0 = 5
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а б

в г

Рис. 9. Хронограммы горизонтальной составляющей гидродинамической силы при набегании
уединенной (а), одиночной (б), 𝐿𝐸𝑁 - и 𝐿𝐷𝑁 -волн (в и г соответственно) на тело с заглуб-
лением 𝑑/ℎ0 = −0.5, −0.75, −0.9 (кривые 1–3 соответственно); на вертикальную стенку (4);
𝑎0/ℎ0 = 0.2, 𝐿/ℎ0 = 5
Fig. 9. Chronograms of the horizontal component of the hydrodynamic force when solitary (а),
single (б), 𝐿𝐸𝑁 - and 𝐿𝐷𝑁 -waves (в and г respectively) impact the body with the submergence
𝑑/ℎ0 = −0.5, −0.75, −0.9 (curves 1–3 respectively); the vertical wall (4); 𝑎0/ℎ0 = 0.2, 𝐿/ℎ0 = 5

На рис. 8, 9 демонстрируется влияние заглубления тела на амплитудные и силовые
характеристики взаимодействия с ним волн разной формы. Видно, что для всех типов
волн хронограммы точки уреза на левой грани тела приближаются при увеличении |𝑑| к
хронограммам для случая взаимодействия волн с вертикальной стенкой (см. рис. 8), при
этом рост заглубления |𝑑| приводит к монотонному возрастанию максимальных заплес-
ков при первом накате на тело. Вид хронограмм различается для волн разных форм:
для уединенной, одиночной и 𝐿𝐷𝑁 -волн хронограммы при первом взаимодействии с
телом имеют один глобальный максимум (см. рис. 8, а, б, г), а для 𝐿𝐸𝑁 -волны — два
сравнимых максимума, один из которых возникает при взаимодействии с телом лиди-
рующей волны повышения, а второй — при более позднем накате волны отрицательной
полярности (см. рис. 8, в). При накате 𝐿𝐷𝑁 -волн (см. рис. 8, г) значения максимальных
заплесков на левую грань тела в несколько раз превышают значения заплесков уединен-
ной, одиночной и 𝐿𝐸𝑁 -волн при любых значениях заглубления, так как выросший при
накате лидирующей волны понижения уровень воды на левой грани тела продолжает
увеличиваться при накате следующей волны — волны повышения. При взаимодействии
𝑁 -волн с полупогруженным телом имеет место бо́льший размах колебаний точки уреза
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Рис. 10. Хронограммы вертикальной составляющей гидродинамической силы при набегании
на тело уединенной (1), одиночной (2), 𝐿𝐸𝑁 - и 𝐿𝐷𝑁 -волн (кривые 3 и 4 соответственно);
𝑑/ℎ0 = −0.5, 𝑎0/ℎ0 = 0.2, 𝐿/ℎ0 = 5
Fig. 10. Chronograms of the vertical component of the hydrodynamic force when the solitary (1),
single (2), 𝐿𝐸𝑁 - and 𝐿𝐷𝑁 -waves (curves 3 and 4 respectively) impact the body; 𝑑/ℎ0 = −0.5,
𝑎0/ℎ0 = 0.2, 𝐿/ℎ0 = 5

на левой грани, чем в случаях уединенной и одиночной волн. При их первом взаимо-
действии абсолютные значения максимумов понижения уровня воды увеличиваются с
ростом заглубления в случае 𝑁 -волн, но уменьшаются для уединенной и одиночной
волн.

Горизонтальная составляющая гидродинамической силы воздействия волн на тело
существенно зависит от заглубления (см. рис. 9). Это обусловлено тем, что с ростом
заглубления |𝑑| заплески на левую грань тела увеличиваются, а на правую — умень-
шаются, т. е. растет перепад уровня воды на противоположных гранях. Для всех типов
волн при увеличении заглубления хронограммы силового воздействия на тело прибли-
жаются к хронограммам силового воздействия на вертикальную стенку. Отличительной
особенностью хронограмм силы для 𝐿𝐸𝑁 -волны является сильная зависимость первого
максимума от заглубления тела и слабая — для второго (см. рис. 9, в), который пре-
восходит второй максимум при накате 𝐿𝐸𝑁 -волны на вертикальную стенку. Можно
видеть, что с ростом заглубления хронограмма гидродинамической силы воздействия
𝑁 -волны с лидирующей волной понижения (см. рис. 9, г) становится двухпиковой, чего
не наблюдается для прочих видов волн.

На рис. 10 изображены хронограммы вертикальной составляющей 𝐹2(𝑡) гидродина-
мической силы, действующей на тело. Видно, что максимальные положительные и от-
рицательные значения вертикальной составляющей силы существенно превосходят экс-
тремальные значения горизонтальной составляющей 𝐹1(𝑡). Отметим, что хронограммы
вертикальной составляющей силы в случае 𝑁 -волны с лидирующей волной понижения
принимают двухпиковую конфигурацию при меньших значениях заглубления, чем хро-
нограммы горизонтальной составляющей и, в отличие от последней, второй пик силы
𝐹2(𝑡) больше первого.

Отметим, что влияние длины тела на характеристики взаимодействия с ним волн
разной формы аналогично влиянию заглубления: при фиксированном заглублении уве-
личение длины тела качественно приводит к тем же эффектам, что и увеличение за-
глубления при фиксированной длине тела.
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Заключение

В работе выполнено сравнение характеристик взаимодействия поверхностных волн
разной формы с неподвижным полупогруженным в воду сооружением. Для описания
течения жидкости применена математическая модель потенциальных течений
идеальной жидкости со свободной границей. Численный алгоритм основан на использо-
вании криволинейных сеток, адаптирующихся к подвижной свободной границе
и к поверхности полупогруженного тела. Представленные результаты получены для
случая горизонтального дна и тела с вертикальными боковыми гранями и горизон-
тальным днищем.

По совокупности проведенных численных экспериментов можно сделать следующие
выводы о характере взаимодействия волн разных типов с полупогруженными в воду
конструкциями:

– для 𝑁 -волн с лидирующей волной понижения максимальные значения заплесков
на лицевую грань тела значительно превосходят максимумы заплесков для волн
иных конфигураций;

– воздействия одиночных и уединенных волн на погруженные в воду конструкции
схожи между собой;

– прошедшая за тело волна имеет меньшую амплитуду, чем набегающая, но сохра-
няет свою форму для всех типов волн;

– при увеличении заглубления горизонтальная составляющая гидродинами-
ческой силы приближается к воздействию волн на вертикальную неподвижную
стенку;

– при росте заглубления тела и его длины максимальные заплески на лицевую грань
тела и горизонтальная составляющая гидродинамической силы воздействия уве-
личиваются, а заплески на тыльную грань уменьшаются;

– в отличие от уединенной и одиночной волн, хронограммы горизонтальной и верти-
кальной компонент гидродинамической силы воздействия на тело 𝑁 -волн с лиди-
рующей волной понижения содержат участок с двухпиковой конфигурацией даже
при сравнительно низких значениях амплитуды.

Выводы, относящиеся к уединенной волне, полностью согласуются с известными
данными лабораторных экспериментов [8, 51], результатами расчетов других
авторов [17–19, 38, 52], использовавших для своих исследований как модель потен-
циальных течений, так и другие математические модели, а также с аналитическими
решениями [1]. Для одиночных волн полученные результаты не противоречат выводам
работы [22]. Для 𝑁 -волн результаты являются новыми, поэтому в настоящее время
не представляется возможным выполнить сопоставление с результатами исследований
других авторов.

В ближайшей перспективе результаты настоящей работы будут использованы для
изучения влияния вертикальной стенки, расположенной за полупогруженной в воду
конструкцией, на силовое воздействие поверхностных волн различной формы, а также
влияние на такое воздействие неровностей дна бассейна и днища конструкции.
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Abstract

Purpose. Designing and operating semi-submerged fixed coastal structures requires taking into
account the force effect of surface waves on them. This is especially true for those areas where
such structures are located, where catastrophic tsunami waves are possible. In almost all research
addressed the numerical study of the interaction of long surface waves with semi-submerged structu-
res, a solitary wave was considered as an incoming wave. The purpose of this paper was to compare
the effect of incident waves of different shapes.

Methods. In the present work, a numerical algorithm based on a mathematical model of two-
dimensional potential flows of an ideal fluid with a free boundary is employed to calculate the
interaction of waves of various shapes with semi-immersed fixed structures. This model is one
element of the hierarchy of hydrodynamic models and it can be considered as a “reference” model
for problems in which fluid can be considered as ideal. It can be used to validate the shallow
water models of the first and second long-wave approximations. The finite-difference equations and
numerical algorithm are based on the curvilinear grids adapting to the free surface and taking into
account irregularities of the body and basin bottoms.

Results. We determine the dependencies of the maximum runup and wave force on the shape of
incoming wave for the simplified formulation for vertical sides of a structure and horizontal bottoms
of the structure and basin. The comparisons were made for the solitary and single waves, as well as
for the leading-elevation and depression isosceles of N-waves. The calculations were performed for
different values of the incident wave amplitude, depth, and body length. Differences in the patterns
of interaction with the body of long waves of different types are revealed.

Conclusions. For 𝑁 -waves with a leading depression part, the maxima of runup on the face
of the body are significantly greater than that for waves with other shapes. The impacts of the
solitary and single waves on semi-immersed structures are similar. The wave that passed behind the
body has smaller amplitude than the incoming wave, but maintains its shape for all wave types.
As submergence and length of the body increases, the maximum run-up on the front face of the
body and the horizontal component of the hydrodynamic force also increases, while the runup on
the back face decreases. For greater body submergences, the horizontal force component approaches
the impact of waves on a fixed vertical wall. In contrast to the solitary and solitary wave cases,
the chronograms of the horizontal and vertical force components for 𝑁 -waves with the leading
depression part contain an area with a two-peak configuration even at relatively small amplitudes.

Keywords: solitary wave, single wave,𝑁 -wave, partially immersed structure, wave force, potential
flow model, movable grid, calculation results.
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