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Positiveness of the real part and M -matrix property conditions for the convection —
diffusion difference operator with boundary conditions of the third type are obtained.
Positiveness of the real part and M -matrix properties depend on the central or upwind
approximation of the convective terms and on the specific representation of these terms
in the symmetric or nondivergent form.

1. Постановка задачи

В области Ω̄ × T, Ω̄ = Ω ∪ Γ, рассматривается система трехмерных уравнений, описыва-
ющая процессы переноса вещества в несжимаемой среде:
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+ βS = f, (1)

divv̄ = 0, (2)

где Ω = {x = (x, y, z)} — трехмерная область расчета (акватория водоема); S — концентра-
ция вещества; µ1, µ2, µ3 — коэффициенты турбулентной диффузии вещества; v1, v2, v3 —
скорости движения среды по направлениям x, y и z соответственно; v̄ = {u, v, w} — вектор
скорости; β = β(x, y, z, t) > 0 описывает консервативность рассматриваемого вещества;
γ ∈ [0, 1] — параметр записи уравнения (1). Условие несжимаемости среды (2) позволяет
записать систему (1) в недивергентном виде (γ = 1), в дивергентном виде (γ = 0) и в
эквивалентной симметричной форме (γ = 1/2).

Система (1) замыкается начальными

S(x, 0) = S0(x), x ∈ Ω, (3)
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и краевыми условиями

µ(x)
∂S(x)

∂n̄
+ χ(x)S(x) = r(x), x ∈ Γ, (4)

где µ(x), χ(x), r(x) — кусочно-гладкие функции. В зависимости от равенства нулю функ-
ций µ(x), χ(x), r(x) допускается возможность постановки условий 1, 2 и 3-го рода.

2. Разностная аппроксимация

В области Ω̄ вводится равномерная по всем направлениям разностная сетка Ω̄h = Ωh∪Γh с
векторным параметром h = (hx, hy, hz), где hx, hy, hz− соответствующие шаги сетки. Здесь
Ωh — множество внутренних узлов сетки; Γh — множество граничных узлов.

При аппроксимации системы необходимо сохранить свойства исходных дифференци-
альных операторов. Поэтому при пространственной аппроксимации уравнений системы (1),
конвективная часть которых записана в симметричной форме, выбрана центрально-раз-
ностная схема, а при недивергентной записи конвективных членов – противопотоковая
схема.

При аппроксимации первых производных в граничных условиях используются правые
либо левые разности в зависимости от того, какая граница рассматривается [1].

Рассмотрим, например, разностный аналог на семиточечном шаблоне на оси WE (рис. 1)
краевых условий 3-го рода. Он выглядит следующим образом:
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преобразованный вид этих условий следующий:
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Рис. 1. Семиточечный шаблон.
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Таким образом, в общем виде аппроксимация 3-го граничного условия будет иметь вид

g
Θ

⌣
s + p

Θ

⌢
s = r

Θ
,

где
⌣
s,

⌢
s — значения концентрации вещества соответственно в некотором граничном и

приграничном узле. Для коэффициентов g
Θ
, p

Θ
, r

Θ
справедливо

g
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=
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Θ
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Θ
hα)
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,

p
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= −
µ

Θ

hα

, r
Θ

= r
Θ
,

где Θ заменяется на символы W,S,B, T,N,E, если граница области приходится соответ-
ственно на (i − 1), (j − 1), (k − 1), (k + 1), (j + 1), (i + 1)-й узел семиточечного шаблона,
α = x, y, z.

В результате задаче (1), (3), (4) поставлен в соответствие дифференциально-разностный
аналог

∂sh

∂t
+ Lhsh = fh(x, t), x, t ∈ Ωh × Ωt,

g
Θ

⌣
s + p

Θ

⌢
s = r

Θ
, x, t ∈ Γh × Ω̄t, (5)

sh = u0
h(x, 0), x, t ∈ Ω̄h × {0},

Ω̄t = Ωt ∪ {0},

где Lh = LDh + LCh + Lβh, LDh — разностный оператор диффузионного переноса; LCh —
разностный оператор конвективного переноса; Lβh — разностный аналог функции взаи-
модействия веществ.

Исключив решение в граничных точках области Ω̄h и учитывая разностные краевые
условия, перейдем к неявной операторно-разностной схеме:

sn+1
h − sn

h

τ
+ L̄h(s

n
h)sn+1

h = fn
h , s0

h = u0, n ≥ 0. (6)

Здесь L̄h — это оператор Lh, в который уже включены граничные условия.
Свойства разностного оператора конвекции-диффузии зависят от того, какими разно-

стями — центральными или противопотоковыми — будут аппроксимированы конвектив-
ные слагаемые в уравнении конвекции-диффузии. Поэтому нам необходимы соответствен-
но достаточные условия положительной определенности и M -матричности.

Теорема 1. (Таусски) (достаточное условие положительной определенности) [2, 3].
Пусть симметричная матрица A ∈ Mn:

1) неразложима;
2) матрица с диагональным преобладанием, т. е.

|aii| ≥

n
∑

j 6=i

|aij|;

3) матрица, у которой хотя бы для одного i

|aii| >

n
∑

j 6=i

|aij|;
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4) матрица, все диагональные элементы которой положительны

aii > 0, i, j = 1, 2, ..., n.

Тогда все собственные значения матрицы A строго положительны.

Существует несколько эквивалентных определений M -матричности. Для наших иссле-
дований необходимо следующее

Определение 1. Невырожденная матрица A называется M-матрицей, если ее вне-
диагональные элементы неположительны, а обратная матрица поэлементно неотри-
цательна [4].

Теорема 2. Пусть матрица A ∈ Mn и

aij ≤ 0, i 6= j, aii > 0, i, j = 1, 2, ..., n

имеет строгое диагональное преобладание или же A является неразложимой и имеет
диагональное преобладание. Тогда матрица A является M-матрицей [3].

В случае граничных условий 1-го рода центрально-разностная пространственная ап-
проксимация приводит к диссипативному разностному оператору, а противопотоковая ап-
проксимация обеспечивает ему свойство M -матричности. Наличие граничных условий 3-го
рода может нарушать эти свойства операторов.

3. Диссипативность рассматриваемого разностного

оператора

Определение 2. Невырожденная матрица A называется диссипативной, если ее ре-

альная часть A0 =
1

2
(A + AT ) положительно определена [1].

Для разностных операторов L̄c
h, получаемых в результате пространственной аппрокси-

мации уравнений системы (1) при центрально-разностной аппроксимации конвективных
членов в уравнении конвекции-диффузии (1), (2) с γ = 1/2 при наличии граничных усло-
вий 3-го рода и постоянного коэффициента консервативности рассматриваемого вещества,
доказано достаточное условие диссипативности рассматриваемого разностного оператора.

Теорема 3. Пусть в уравнении конвекции-диффузии (1), (2), записанном в симмет-
ричной форме (γ = 1/2), с краевыми условиями 3-го рода (5) и β = β(x, y, z, t) > 0 кон-
вективные члены аппроксимируются центральными разностями.

Тогда для того чтобы оператор L̄c
h — разностный аналог стационарной задачи конвекции-

диффузии — был диссипативной матрицей, достаточно выполнение неравенств

βijk −
∑

Θ=W,S,B,T,N,E

δ
Θ

(

1 +
p

Θ

g
Θ

)

Θc

(0)ijk
≥ 0, (7)

i = 1, ..., Nx − 1, j = 1, ..., Ny − 1, k = 1, ..., Nz − 1,

где хотя бы одно из них является строгим. Здесь Θc

(0)ijk
— элементы матрицы Ac

0, сим-

метричной составляющей оператора L̄c
h в (6) в приграничном узле для соответствую-

щей границы; δ
Θ

— символ Кронекера для соответствующей границы; g
Θ
, p

Θ
— коэффи-

циенты из (5), g
Θ
6= 0.
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Доказательство. Оператор L̄c
h = L̄Dh+Lc

Ch+Lβh, полученный в результате включения
в него граничных условий 3-го рода, сохранил кососимметричность оператора Lc

Ch. Так
как вклады граничных условий 3-го рода вошли в диагональ оператора L̄Dh, нам доста-
точно найти условия диссипативности оператора Lc

Ch + Lβh. Оператору L̄c
h соответствует

матрица Ac = Ac
0 + Ac

1, где кососимметрическая составляющая Ac
1 = Lc

Ch, а симметрич-
ная составляющая Ac

0 = L̄Dh + Lβh. Матрица Ac
0 является неразложимой [3, 5]. Так как

матрица Ac
0 является неразложимой, по теореме 1 достаточно найти условия, при кото-

рых матрица Ac
0 имеет диагональное преобладание, а ее диагональные элементы будут

положительными:
{

|aii| ≥
∑

i6=j

|aij|,

aii > 0.

Сумма норм — это неотрицательная величина, поэтому достаточно найти условия выпол-
нения неравенства

{

aii ≥
∑

i6=j

|aij|,

aii 6= 0.
(8)

Эти условия обеспечат положительность диагональных элементов.
Симметричная матрица Ac

0 имеет вид

Ac
0 =













D1 E1 0 ... 0
W2 D2 E2 ... ...
0 W3 D3 ... 0
... ... ... ... ENx−2

0 ... 0 WNx−1 DNx−1













, (9)

где Wi, Di, Ei — матрицы размером (Ny − 1) × (Ny − 1):

Wi =





Wi1 0 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... WiNy−1



 ,

Ei =





Ei1 0 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... EiNy−1



 ,

Di =













Di1 Ni1 0 ... 0
Si2 Di2 Ni2 ... ...
0 Si3 Di3 ... 0
... ... ... ... NiNy−2

0 ... 0 SiNy−1 DiNy−1













.

Здесь Wij, Sij, Dij, Nij, Eij — матрицы размером (Nz − 1) × (Nz − 1).
Распишем поэлементно матрицы Di,Wi, Ei:

Dij =













Dc
ij1 T c

ij1 0 ... 0
Bc

ij2 Dc
ij2 T c
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0 Bc
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ij3 ... 0
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0 ... 0 Bc
ijNz−1 Dc
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











,
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Sij =





Sc
ij1 0 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... Sc

ijNz−1



 ,

Nij =





N c
ij1 0 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... N c

ijNz−1



 ,

Wij =





W c
ij1 0 ... 0

... ... ... ...
0 0 ... W c

ijNz−1



 ,

Eij =





Ec
ij1 0 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... Ec

ijNz−1



 .

Коэффициенты матрицы Ac
0 для внутренних точек области имеют следующие значе-

ния:
— элементы первой, второй и третьей поддиагоналей соответственно

W
c0

(0)ijk
= −

ax
ijk

h2
x

, S
c0

(0)ijk
= −

ay
ijk

h2
y

, B
c0

(0)ijk
= −

az
ijk

h2
z

;

— диагональные элементы (без вкладов граничных условий)

D
c0

(0)ijk
=

ax
i+1jk + ax

ijk

h2
x

+
ay

ij+1k + ay
ijk

h2
y

+
az

ijk+1 + az
ijk

h2
z

+ βijk; (10)

— элементы первой, второй и третьей наддиагоналей соответственно

T
c0

(0)ijk
= −

az
ijk+1

h2
z

, N
c0

(0)ijk
= −

ay
ij+1k

h2
y

, E
c0

(0)ijk
= −

ax
i+1jk

h2
x

.

В этих обозначениях L̄hs из (6) будет иметь вид

L̄hs = W
c0
ijksi−1jk + S

c0
ijksij−1k + B

c0
ijksijk−1 + D

c0
ijksijk+

+T
c0
ijksijk+1 + N

c0
ijksij+1k + E

c0
ijksi+1jk,

где

W
c0
ijk = (1 − δ

W
)W

c0

(0)ijk
; S

c0
ijk = (1 − δ

S
)S

c0

(0)ijk
; B

c0
ijk = (1 − δ

B
)B

c0

(0)ijk
;

T
c0
ijk = (1 − δ

T
)T

c0

(0)ijk
; N

c0
ijk = (1 − δ

N
)N

c0

(0)ijk
; E

c0
ijk = (1 − δ

E
)E

c0

(0)ijk
,

D
c0
ijk = D

c0

(0)ijk
− δ

W

p
W

g
W

W
c0

(0)ijk
− δ

S

p
S

g
S

S
c0

(0)ijk
− δ

B

p
B

g
B

B
c0

(0)ijk
− δ

T

p
T

g
T

T
c0

(0)ijk
−

−δ
N

p
N

g
N

N
c0

(0)ijk
− δ

E

p
E

g
E

E
c0

(0)ijk
.
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Для выполнения (8) необходимо, чтобы

D
c0

(0)ijk
− δ

W

p
W

g
W

W
c0

(0)ijk
− δ

S

p
S

g
S

S
c0

(0)ijk
− δ

B

p
B

g
B

B
c0

(0)ijk
− δ

T

p
T

g
T

T
c0

(0)ijk
−

−δ
N

p
N

g
N

N
c0

(0)ijk
− δ

E

p
E

g
E

E
c0

(0)ijk
≥

∣

∣

∣(1 − δ
W

)W
c0

(0)ijk

∣

∣

∣ +
∣

∣

∣(1 − δ
S
)S

c0

(0)ijk

∣

∣

∣ +

+
∣

∣

∣
(1 − δ

B
)B

c0

(0)ijk

∣

∣

∣
+

∣

∣

∣
(1 − δ

T
)T

c0

(0)ijk

∣

∣

∣
+

∣

∣

∣
(1 − δ

N
)N

c0

(0)ijk

∣

∣

∣
+

∣

∣

∣
(1 − δ

E
)E

c0

(0)ijk

∣

∣

∣
.

Так как W
c0

(0)ijk
, S

c0

(0)ijk
, B

c0

(0)ijk
, T

c0

(0)ijk
, N

c0

(0)ijk
, E

c0

(0)ijk
являются отрицательными величинами по

построению, а (1 − δΘ) ≥ 0 по определению символа Кронекера и значения (1 − δΘ)Θ
c0

(0)ijk

являются неположительными,

|(1 − δΘ)Θ
c0

(0)ijk
| = −(1 − δΘ)Θ

c0

(0)ijk

и неравенство (8) в нашем случае имеет вид

D
c0

(0)ijk
− δ

W

p
W

g
W

W
c0

(0)ijk
− δ

S

p
S

g
S

S
c0

(0)ijk
− δ

B

p
B

g
B

B
c0

(0)ijk
− δ

T

p
T

g
T

T
c0

(0)ijk
−

−δ
N

p
N

g
N

N
c0

(0)ijk
− δ

E

p
E

g
E

E
c0

(0)ijk
≥ −(1 − δ

W
)W

c0

(0)ijk
− (1 − δ

S
)S

c0

(0)ijk
− (11)

−(1 − δ
B
)B

c0

(0)ijk
− (1 − δ

T
)T

c0

(0)ijk
− (1 − δ

N
)N

c0

(0)ijk
− (1 − δ

E
)E

c0

(0)ijk
.

Из (10) видно, что диагональные элементы без вкладов граничных условий можно
записать в виде

D
c0

(0)ijk
= −W

c0

(0)ijk
− S

c0

(0)ijk
− B

c0

(0)ijk
− T

c0

(0)ijk
− N

c0

(0)ijk
− E

c0

(0)ijk
+ βijk.

Тогда после приведения подобных предыдущее неравенство (11) примет вид

(

1 − δ
W
− 1 − δ

W

p
W

g
W

)

W
c0

(0)ijk
+

(

1 − δ
S
− 1 − δ

S

p
S

g
S

)

S
c0

(0)ijk
+

+

(

1 − δ
B
− 1 − δ

B

p
B

g
B

)

B
c0

(0)ijk
+

(

1 − δ
T
− 1 − δ

T

p
T

g
T

)

T
c0

(0)ijk
+

+

(

1 − δ
N
− 1 − δ

N

p
N

g
N

)

N
c0

(0)ijk
+

(

1 − δ
E
− 1 − δ

E

p
E

g
E

)

E
c0

(0)ijk
+ βijk ≥ 0

или после элементарных преобразований

−δ
W

(

1 +
p

W

g
W

)

W
c0

(0)ijk
− δ

S

(

1 +
p

S

g
S

)

S
c0

(0)ijk
− δ

B

(

1 +
p

B

g
B

)

B
c0

(0)ijk
−

−δ
T

(

1 +
p

T

g
T

)

T
c0

(0)ijk
− δ

N

(

1 +
p

N

g
N

)

N
c0

(0)ijk
− δ

E

(

1 +
p

E

g
E

)

E
c0

(0)ijk
+ βijk ≥ 0,

следовательно, в компактной форме записи

−
∑

Θ=W,S,B,T,N,E

δ
Θ

(

1 +
p

Θ

g
Θ

)

Θc

(0)ijk
+ βijk ≥ 0. (12)
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Таким образом, имеем (7). Теорема доказана. ¤

Для операторов нестационарного уравнения конвекции-диффузии с краевыми услови-
ями 3-го рода в случае неявной схемы при центрально-разностной аппроксимации конвек-
тивных членов показана устойчивость используемой разностной схемы при выполнении
условий теоремы 3.

Запишем схему (6) в каноническом виде

(E + τAc)st + Acsn = f. (13)

В работе [6] для случая несамосопряженного оператора Ac сформулирован критерий
устойчивости. Приведем формулировку этой теоремы для неявной схемы (13).

Теорема 4. [6] Если оператор A−1 в схеме

(E + τA)st + As = 0

существует, то для устойчивости схемы в гильбертовом пространстве L2h, т. е. вы-
полнения оценки

‖sn+1‖ ≤ ‖sn‖, n ≥ 0,

необходимо и достаточно выполнения операторного неравенства

A + 0, 5τA∗A ≥ 0. (14)

Неравенство (14) означает выполнение условия

(Ax, x) + 0, 5τ‖Ax‖2 ≥ 0.

Поэтому имеет место

Теорема 5. Для устойчивости неявной схемы (6) при центрально-разностной ап-
проксимации конвективных членов нестационарного уравнения конвекции-диффузии (1),
(2), записанного в симметричной форме (γ = 1/2), с краевыми условиями 3-го рода (5) до-
статочно выполнения неравенств (7), в котором хотя бы одно из неравенств является
строгим.

Доказательство. Если выполнены условия теоремы 4, то для устойчивости схемы (6)
достаточно диссипативности оператора Ac.

Теорема доказана. ¤

4. M -матричность рассматриваемого разностного

оператора

Для разностных операторов L̄p
h, получаемых в результате пространственной аппроксима-

ции уравнений системы (1) при противопотоковой аппроксимации конвективных членов в
уравнении конвекции-диффузии (1), (2) c γ = 1 при наличии граничных условий 3-го ро-
да и постоянного коэффициента консервативности рассматриваемого вещества, доказано
достаточное условие M -матричности получаемого разностного оператора.
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Теорема 6. Пусть в уравнении конвекции-диффузии (1), (2), записанном в недивер-
гентной форме (γ = 1), с краевыми условиями 3-го рода (5) и β = β(x, y, z, t) > 0 конвек-
тивные члены аппроксимируются разностями “против потока”.

Тогда для того чтобы оператор L̄p
h — разностный аналог стационарной задачи конвек-

ции-диффузии — был невырожденной M-матрицей, достаточно выполнение неравенств

βijk −
∑

Θ=W,S,B,T,N,E

δΘ

(

1 +
pΘ

gΘ

)

Θp

(0)ijk
≥ 0, (15)

i = 1, ..., Nx − 1, j = 1, ..., Ny − 1, k = 1, ..., Nz − 1,

в котором хотя бы одно из неравенств (15) является строгим. Здесь Θp

(0)ijk
— элементы

матрицы Ap оператора L̄c
h в (6) в приграничном узле для соответствующей границы;

δ
Θ

— символ Кронекера для соответствующей границы; g
Θ
, p

Θ
— коэффициенты из (5),

g
Θ
6= 0.

Доказательство. В случае противопотоковой аппроксимации матрица Ap имеет квад-
ратно-блочно-трехдиагональную структуру вида (9). Такая матрица является неразложи-
мой [3, 5]. Кроме того, внедиагональные элементы матрицы Ap отрицательны. Так как
вклады граничных условий 3-го рода вошли в диагональ оператора L̄Dh, нам в силу те-
оремы 2 для доказательства свойства M -матричности достаточно показать выполнение
диагонального преобладания матрицы Ap и положительность элементов матрицы, лежа-
щих на главной диагонали. Таким образом, необходимо показать выполнение

{

|aii| ≥
∑

i6=j

|aij|,

aii > 0.

Сумма норм — это неотрицательная величина, поэтому достаточно найти условия выпол-
нения неравенства

{

aii ≥
∑

i6=j

|aij|,

aii 6= 0.
(16)

Эти условия обеспечат нам положительность диагональных элементов.
В результате противопотоковой аппроксимации пространственных производных полу-

чена разностная схема на семиточечном шаблоне

W p

(0)ijksi−1jk + Sp

(0)ijksij−1k + Bp

(0)ijksijk−1 + Dp

(0)ijksijk + T p

(0)ijksijk+1+

+Np

(0)ijksij+1k + Ep

(0)ijksi+1jk = fn
ijk, (17)

коэффициенты которой для внутренних точек сеточной области имеют следующий вид:

W p

(0)ijk = −
ax

ijk

h2
x

−
u+

ijk

hx

, Sp

(0)ijk = −
ay

ijk

h2
y

−
v+

ijk

hy

, Bp

(0)ijk = −
az

ijk

h2
z

−
w+

ijk

hz

,

Dp

(0)ijk =
ax

i+1jk + ax
ijk

h2
x

+
ay

ij+1k + ay
ijk

h2
y

+
az

ijk+1 + az
ijk

h2
z

+

+
|uijk|

hx

+
|vijk|

hy

+
|wijk|

hz

+ βijk, (18)
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T p

(0)ijk = −
az

ijk+1

h2
z

+
w−

ijk

hz

, NP
(0)ijk = −

ay
ij+1k

h2
y

+
v−

ijk

hy

, Ep

(0)ijk = −
ax

i+1jk

h2
x

+
u−

ijk

hx

.

Для Dp

(0)ijk имеет место

Dp

(0)ijk = −W p

(0)ijk − Sp

(0)ijk − Bp

(0)ijk − T p

(0)ijk − Np

(0)ijk − Ep

(0)ijk + βijk. (19)

Аналогично доказательству теоремы 3 для выполнения (16) необходимо, чтобы

Dp
ijk − δ

W

p
W

g
W

W p
ijk − δ

S

p
S

g
S

Sp
ijk − δ

B

r
B

p
B

Bp
ijk − δ

T

r
T

p
T

T p
ijk−

−δ
N

r
N

p
N

Np
ijk − δ

E

r
E

p
E

Ep
ijk + βijk ≥

∣

∣(1 − δ
W

)W p
ijk

∣

∣ +
∣

∣(1 − δ
S
)Sp

ijk

∣

∣ +

+
∣

∣(1 − δ
B
)Bp

ijk

∣

∣ +
∣

∣(1 − δ
T
)T p

ijk

∣

∣ +
∣

∣(1 − δ
N
)Np

ijk

∣

∣ +
∣

∣(1 − δ
E
)Ep

ijk

∣

∣ .

Используя (19), а также то, что по построению W p
ijk, S

p
ijk, B

p
ijk, T

p
ijk, N

p
ijk, E

p
ijk являются

отрицательными величинами, а (1 − δΘ) ≥ 0 по определению символа Кронекера, имеем
по аналогии с выкладками в доказательстве теоремы 3 и, используя определение модуля,

Dp
ijk − δ

W

p
W

g
W

W p
ijk − δ

S

p
S

g
S

Sp
ijk − δ

B

r
B

p
B

Bp
ijk − δ

T

r
T

p
T

T p
ijk−

−δ
N

r
N

p
N

Np
ijk − δ

E

r
E

p
E

Ep
ijk + βijk ≥ −(1 − δ

W
)W p

ijk − (1 − δ
S
)Sp

ijk−

−(1 − δ
B
)Bp

ijk − (1 − δ
T
)T p

ijk − (1 − δ
N
)Np

ijk − (1 − δ
E
)Ep

ijk

или после элементарных преобразований
(

1 − δ
W
− 1 − δ

W

p
W

g
W

)

W p
ijk +

(

1 − δ
S
− 1 − δ

S

p
S

g
S

)

Sp
ijk+

+

(

1 − δ
B
− 1 − δ

B

p
B

g
B

)

Bp
ijk +

(

1 − δ
T
− 1 − δ

T

p
T

g
T

)

T p
ijk+

+

(

1 − δ
N
− 1 − δ

N

p
N

g
N

)

Np
ijk +

(

1 − δ
E
− 1 − δ

E

p
E

g
E

)

Ep
ijk + βijk ≥ 0,

значит, в компактной форме записи

−
∑

Θ=W,S,B,T,N,E

δΘ

(

1 +
pΘ

gΘ

)

Θp

(0)ijk
+ βijk ≥ 0,

а следовательно, получим (15).
Теорема доказана. ¤

Для операторов нестационарного уравнения конвекции-диффузии с краевыми условия-
ми 3-го рода в случае неявной схемы при противопотоковой аппроксимации конвективных
членов с помощью принципа максимума получены оценки решения задачи через ее правую
часть, начальные и граничные условия при выполнении условий теоремы 6.

Теорема 7. Для решения нестационарного уравнения конвекции-диффузии (1), (2),
записанного в недивергентой форме (γ = 1), с краевыми условиями 3-го рода (5) в слу-
чае использования разностей “против потока” при выполнении условий (15) для неявной
схемы (6) справедливы оценки:
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для консервативного вещества (β(x, y, z, t) = 0)

‖s‖C ≤ ‖S0‖Ch
+ T ‖f‖ ◦

C
+ max

n≥0

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

fn

∑

Θ=W,S,B,T,N,E

δΘ

(

1 +
pΘ

gΘ

)

Θp
ijk

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

C∗

+

+

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∑

Θ=W,S,B,T,N,E

δΘ
rΘ

gΘ

Θp
ijk

∑

Θ=W,S,B,T,N,E

δΘ

(

1 +
pΘ

gΘ

)

Θp
ijk

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

C∗

;

для неконсервативного вещества (β(x, y, z, t) > 0)

‖s‖C ≤ ‖S0‖Ch
+

∥

∥

∥

∥

fn

β

∥

∥

∥

∥ ◦

C

+ max
n≥0

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

fn

βijk −
∑

Θ=W,S,B,T,N,E

δΘ

(

1 +
pΘ

gΘ

)

Θp
ijk

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

C∗

+

+

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∑

Θ=W,S,B,T,N,E

δΘ
rΘ

gΘ

Θp
ijk

βijk −
∑

Θ=W,S,B,T,N,E

δΘ

(

1 +
pΘ

gΘ

)

Θp
ijk

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

C∗

.

Доказательство. Приведенные оценки получены с использованием идеи методики [7],
а также при условии выполнения условия M -матричности (15) из теоремы (6).

Теорема доказана. ¤

Случай g
Θ

= 0 рассмотрен в работе [6].
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