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In this paper we address a problem of numerical modeling on the propagation of a
combustion front into an inert porous medium during the filtration of a combustible
gaseous mixture. Possibilities of application of some new modifications of the explicit
difference schemes to solution of strongly multi scale spatial-temporal problems along with
the approaches to the space-time mesh adaptivity, etc. are discussed within the presented
investigation. Presented numerical results demonstrate a robustness of this technique for
the analysis of different physical phenomena in the processes of filtrating gas combustion.

Введение

Под фильтрационным горением газов (ФГГ) будем понимать процессы распространения
зоны газофазной экзотермической реакции в химически инертной пористой среде при
фильтрационном подводе газообразных реагентов к зоне химического превращения. Здесь
мы приводим фрагменты работы [1, 2], в которых дан обзор по этому направлению иссле-
дований с достаточно подробным списком литературы. Дальнейшее изучение процессов
ФГГ велось по различным направлениям: устойчивость стационарных режимов ФГГ [3],
стационарные режимы в сферических волнах ФГГ [4], процессы с химически активной
пористой средой [5] и т. д. Отметим также исследования белорусских ученых в области
ФГГ (см. [6] и приведенную там библиографию).

Процессы ФГГ чрезвычайно трудны для численного моделирования. Во-первых, из-за
традиционных трудностей, возникающих при численном решении задач газового горения
и связанных с большой разномасштабностью протекающих при этом процессов. На эту те-
му имеется обширная литература (см., например, [7] и приведенную там библиографию).
При газовом горении обычно выделяют три масштаба — внешний (газодинамический),
средний (диффузионный) и внутренний (кинетический). Наиболее сложно для численно-
го моделирования взаимодействие диффузионного и кинетического масштабов. Именно
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это взаимодействие порождает такую важную макрохарактеристику, как нормальная ско-
рость распространения пламени. Попытки численно определить эту величину не только
качественно, но и количественно сталкиваются со значительными проблемами. Обсужде-
ние этих проблем приводится во введении работы [8]. Во-вторых, возникают дополнитель-
ные трудности, связанные со спецификой собственно задач ФГГ, поскольку в этих задачах
необходимо учитывать еще масштабы, задаваемые теплопереносом в пористой среде и теп-
ловым взаимодействием газовой фазы и пористой среды. В отличие от газодинамического,
эти масштабы самым существенным образом влияют на процесс ФГГ, обусловливая суще-
ствование различных режимов распространения зоны горения (подробная классификация
возможных режимов ФГГ приведена, например, в [2]).

В настоящей работе промоделирован режим низких скоростей (РНС), когда в основе
процесса лежит эффективный перенос тепла по пористому телу из зоны тепловой релак-
сации (разогретые продукты газофазной реакции передают тепло в пористое тело) в зону
подогрева (прогретое пористое тело нагревает горючую смесь). Таким образом, механизм
распространения зоны горения обусловлен не только (и не столько) передачей тепла из
зоны экзотермической реакции в зону подогрева, но и, главным образом, потоком тепла
из пористого тела. В связи с этим в дальнейшем будем выделять зону подогрева, зону
реакции и зону тепловой релаксации. Отметим, что в зоне тепловой релаксации горючая
смесь отсутствует, но, в отличие от моделей ламинарного газового пламени, она играет
чрезвычайно важную роль. Первые одномерные численные модели ФГГ были реализова-
ны в работах [9, 10], ряд многомерных вычислительных моделей процессов, основанных
на ФГГ, представлен в [11].

1. Постановка задачи

Приведем соображения (частично изложенные в [8]), определяющие цель данного иссле-
дования. Принято считать, что наиболее продуктивный инструмент численного модели-
рования в теории горения — балансные монотонные неявные разностные схемы с исполь-
зованием сгущающихся в зоне горения сеток [12, 13]. Однако имеющая место локальная
неустойчивость типа теплового взрыва делает использование неявных схем, на наш взгляд,
нецелесообразным. Речь идет о локальной неустойчивости по времени в фиксированной
пространственной точке решения уравнения для относительной концентрации реагирую-
щего компонента горючей смеси η:

dη

dt
= −W (η, T ). (1)

Здесь и далее W (η, T ) — скорость химической реакции первого порядка, протекающей по
закону Аррениуса,

W (η, T ) = k0 η e−E/RT , (2)

где T — температура газа; k0 — предэкспонент; E — энергия активации; R — универсальная
газовая постоянная. В случае подобия полей концентрации и температуры (что вполне
оправданно для газовых горючих смесей), т. е. при наличии равенства

Le ≡
D

a
= 1, (3)
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где a и D — коэффициенты температуропроводности и диффузии газа, имеет место связь
между η и T :

T +
Q

cp

η ≡ T0 +
Q

cp

= Tb. (4)

Здесь T0 — температура “холодной” смеси; cp — удельная теплоемкость газа при постоян-
ном давлении; Q — тепловой эффект реакции. Тогда W (η, T ) = ϕ(η), и производная этой
функции в точке η⋆ имеет вид

dϕ

dη
(η⋆) = k0 e−E/RT⋆

(
1 −

E

RT 2
⋆

(Tb − T⋆)

)
,

где согласно (4) T⋆ = Tb − (Tb − T0)η⋆. При этом
dϕ

dη
(η⋆) ≥ 0 (область устойчивости), если

T⋆ ≥

√(
E

2R

)2

+
E

R
Tb −

E

2R
.

Для типичных значений физических параметров горючей смеси Tb = 1500 К, E/R =
2 · 104 К (что соответствует энергии активации E ≈ 40 ккал/моль) устойчивость имеет
место только при T⋆ ≥ 1402 К, что соответствует выгоранию горючей смеси до концен-
трации η⋆ ≤ 0.082. Таким образом, практически вся зона подогрева находится в обла-
сти локальной неустойчивости. “Не помогает” и диффузионный перенос массы (более по-
дробно см. в [8]). Из проведенного анализа следует важный вывод: применение неяв-

ной разностной схемы в зоне подогрева нецелесообразно, поскольку неявные схе-
мы абсолютно устойчивы при работе только с устойчивыми решениями. В противном
случае они теряют свои преимущества по сравнению с явными схемами, оставаясь при
этом значительно более трудоемкими с точки зрения реализации. С другой стороны, в
зоне реакции необходимо существенное сгущение пространственной сетки для адекват-
ного воспроизведения функции скорости реакции. При этом в режиме распространения
фронта горения поведение решения аналогично поведению решений волновых задач, ко-
гда пространственная и временная переменные несут “пропорциональную нагрузку” (ре-
шение сохраняется вдоль характеристики). Это приводит к необходимости измельчения
шага по времени, и лимитирующим фактором становится не устойчивость схемы, а точ-
ность вычислений. Но это означает нецелесообразность использования неявных

схем и в зоне реакции. Совершенно иная ситуация возникает в зоне тепловой релак-
сации — здесь лимитирующим фактором при применении явной схемы является устойчи-
вость, а следовательно, целесообразно в разностное уравнение для концентрации введе-
ние какой-либо регуляризации. Таким образом, эффективность используемого алгоритма
определяется компромисом между этими, вообще говоря, противоречивыми требования-
ми.

При использовании явных схем (в той или иной редакции) в силу условий устойчи-
вости шаг по времени ориентирован на самый мелкий пространственный шаг. В отличие
от локального характера аппроксимации, устойчивость — это глобальное свойство сеточ-
ной системы (характеризуется спектром линеаризованного сеточного оператора). И если
в зоне реакции такой шаг по времени оправдан (см. выше), то в зоне подогрева, где про-
странственный шаг значительно больше, устойчивость становится главным лимитирую-
щим фактором, делающим явные алгоритмы крайне неэффективными. Указанное проти-
воречие может быть устранено использованием многоуровневых явных схем, предложен-
ных и исследованных в работах [14 – 16]. В частности, двухуровневые схемы организованы
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таким образом, что расчет в зонах подогрева и тепловой релаксации ведется с шагом по
времени ∆t, а в зоне реакции — с шагом τ ≪ ∆t. Главное свойство этих схем состоит в
локализации условий устойчивости по группам переменных: если самосопряженный поло-
жительно полуопределенный пространственный оператор сеточной задачи представлен в
блочном виде

A =

(
A11 A12

AT
12 A22

)
, ‖A11‖(1) ≪ ‖A22‖(2), (1.5) (5)

то устойчивость обеспечивается неравенствами

∆t‖A11‖(1) ≤ 1, τ‖A22‖(2) ≤ 1. (6)

Отметим, что разработанная теория не касается имеющегося в нашем случае отсут-
ствия самосопряженности и нарушения положительной полуопределенности, связанного с
описанной выше возможностью возникновения локальной неустойчивости в уравнении для
концентрации. Тем не менее данная методика хорошо себя зарекомендовала при расчетах
динамики ламинарных газовых пламен [8]. Кроме того, в зоне реакции целесообразно ис-
пользование легко обратимого регуляризатора. Такого типа модификация двухуровневых
схем была рассмотрена в работе [17]. Эту модификацию мы и называем двухуровневой
полунеявной разностной схемой.

Предлагаемая статья организована следующим образом. В разд. 2 формулируется за-
дача, описываемая одномерной моделью ФГГ. В качестве исходной переменной приня-
та температура газа T . Но в случае горения с числом Льюиса для газа Le = 1 имеет
смысл перейти к энтальпийной постановке, используя вместо переменной T переменную
H = T + (Tb − T0)η. Отметим, что величина cpH является полной энтальпией газовой
смеси. Именно такая постановка автоматически обеспечивает баланс сеточной системы
по отношению к аппроксимации функции скорости реакции. В случае же постановки за-
дачи в терминах “температура—концентрация” и использования неявных схем “стандарт-
ная” аппроксимация функции скорости реакции (явная в уравнении для температуры
газа: W (T n, ηn), и неявная по η в уравнении для концентрации: −W (T n, ηn+1)) приводит
к нарушению энергетического баланса. В разд. 3 приводится двухуровневая полунеяв-
ная разностная схема по времени, лежащая в основе предлагаемой методики. Здесь же
рассматриваются пространственная конечно-разностная аппроксимация и алгоритм адап-
тации сетки. В основе такой адаптации лежит воспроизводимость функции скорости ре-
акции. Подчеркнем, что не большие градиенты температуры и концентрации требуют

сгущения сетки, а большие градиенты потоков тепла и массы, величина которых и обу-
словлена скоростью химичесой реакции. В разд. 4 приводятся численные эксперименты,
демонстрирующие как вычислительные характеристики алгоритма, так и физические ре-
зультаты, полученные при варьировании параметров системы.

2. Одномерные уравнения ФГГ

Рассматрим процесс распространения зоны газофазной экзотермической реакции в хи-
мически инертной пористой среде при фильтрационном подводе газообразных реагентов
к зоне химического превращения в одномерной постановке. При моделировании данно-
го процесса гомогенизация пористой среды осуществляется таким образом, что в каждой
точке отрезка длины L определены температуры пористой среды Ts и газа Tg (см., на-
пример, [1]). Простейшая двухтемпературная модель ФГГ включает уравнение переноса
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тепла в пористой среде и уравнения переноса тепла и массы реагирующего компонента
газовой смеси:

csρs
∂Ts

∂t
= λs

∂2Ts

∂x2
+

α

1 − m
(Tg − Ts); (1)

cgρg
∂Tg

∂t
= λg

∂2Tg

∂x2
− cgρgv

∂Tg

∂x
+

α

m
(Ts − Tg) + QρgW (η, Tg); (2)

∂η

∂t
= D

∂2η

∂x2
− v

∂η

∂x
− W (η, Tg). (3)

Здесь ρi, ci, λi — плотность, удельная теплоемкость при постоянном давлении и коэффи-
циент теплопроводности i-й фазы (i = s, g); m — пористость (отношение всего объема
к суммарному объему порового пространства); α — интенсивность межфазного теплооб-
мена; v — скорость подачи горючей смеси (v > 0). Все физические параметры полага-
ем постоянными, т. е. в приведенной модели пренебрегается тепловым расширением газа
и фильтрационными эффектами, вызывающими изменение давления. Укажем краевые
условия для приведенной системы:

— при x = 0
Ts = Tg = T0, η = 1; (4)

— при x = L
∂Ts

∂x
= 0, λg

∂Tg

∂x
= 0, D

∂η

∂x
= 0. (5)

В дальнейшем предполагаем подобие полей концентрации и температуры в газе: λg =
cgρgD (Leg = 1). С использованием этого равенства задача приводится к энтальпийной
постановке. Вместо температуры газа Tg введем функцию

H = Tg +
Q

cg

η. (6)

Тогда система уравнений (1)–(3) принимает вид

∂Ts

∂t
= as

∂2Ts

∂x2
+ αs

(
H − Ts −

Q

cg

η

)
; (7)

∂H

∂t
= ag

∂2H

∂x2
− v

∂H

∂x
+ αg

(
Ts − H +

Q

cg

η

)
; (8)

∂η

∂t
= ag

∂2η

∂x2
− v

∂η

∂x
− Ŵ (η,H). (9)

Здесь ai = λi/ciρi — коэффициент температуропроводности i-й фазы, причем ag = D;
αs = α/(1 − m)csρs, αg = α/mcgρg. В соответствии с (6) в дальнейшем функция скорости
реакции определяется как

Ŵ (η,H) = W

(
η,H −

Q

cg

η

)
. (10)

Краевые условия (4) и (5) принимают следующий вид:
— при x = 0

Ts = T0, H = T0 +
Q

cg

, η = 1; (11)
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— при x = L
∂Ts

∂x
= 0, ag

∂H

∂x
= 0, ag

∂η

∂x
= 0. (12)

Главное преимущество системы (7)–(9) перед (1)–(3) состоит в том, что функция ско-
рости реакции входит только в одно из уравнений и нет необходимости специально обес-
печивать баланс между сеточными уравнениями для функций H и η.

3. Двухуровневая полунеявная разностная схема

Основу приводимого ниже алгоритма составляет двухуровневая полунеявная разностная
схема [17]. Рассмотрим задачу Коши для системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений:

du

dt
+ Au = f(u), t > 0; (1)

u = u0, t = 0. (2)

Компоненты вектора u включают значения сеточных функций Ts, H и η. Разобъем
вектор u на два подвектора, содержащих две группы переменных: к первой группе отнесем
значения, соответствующие сеточным узлам из зон подогрева и тепловой релаксации, а ко
второй группе — из зоны реакции (с некоторым “запасом”). Тогда представлению вектор-
столбца u = (uT

1 , uT
2 )T отвечают блочные представления оператора A и вектора правой

части:

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
, (3.3) (3)

f(u) = (fT
1 (u), f2(u))T .

Здесь T означает транспонирование. Отметим, что поскольку в правую часть не входят ап-
проксимации дифференциальных операторов, имеет место (fk)i(u) = (fk)i((uk)i), k = 1, 2.
Здесь (uk)i и (fk)i — компоненты соответствующих сеточных функций, отвечающих i-му
сеточному узлу. Последнее означает, что матрица Якоби ∂f/∂u диагональная. Неравен-
ство ‖A11‖(1) ≪ ‖A22‖(2) из (5) соответствует сильному сгущению сетки в зоне реакции.
Для введенных обозначений двухуровневая полунеявная разностная схема решения зада-
чи (1), (2) имеет вид

un+1
1 − un

1

∆t
+ A11u

n
1 + A12u

n
2 = f1(u

n
1 ); (4)

u
n+ k

p

1 = un
1 +

k

p
(un+1

1 − un
1 ), k = 1, . . . , p − 1; (5)

(
E2 + τD

n+ k
p

2

)
u

n+ k+1

p

2 − u
n+ k

p

2

τ
+ A21u

n+ k
p

1 + A22u
n+ k

p

2 = f2(u
n+ k

p

2 ), k = 0, . . . , p − 1, (6)

где ∆t = pτ (p — некоторое натуральное число); E2 – единичная матрица соответствующей
размерности;

D
n+ k

p

2 = −
∂f2

∂u2

(
u

n+ k
p

2

)
. (7)

По сути дела, речь идет о методе декомпозиции области в следующей редакции. Сна-
чала в зонах подогрева и тепловой релаксации делается большой шаг ∆t по явной схеме
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Эйлера (равенство (4)). Затем на границе между этими зонами и расширенной зоной реак-
ции решение линейно интерполируется на p вспомогательных слоев (равенство (5)). Далее,
в соответствии с равенством (6) в зоне реакции по явной схеме Эйлера с регуляризацией
делаются p шагов величины τ = ∆t/p. Последний шаг эквивалентен использованию неяв-
ной по функции скорости реакции схемы Эйлера с одной итерацией по методу Ньютона.

Отметим, что матрица D
n+ k

p

2 диагональна, а следовательно, производительность схемы (6)
не ухудшается по сравнению с явной схемой Эйлера. В этом случае отсутствует регуля-
ризация в зоне тепловой релаксации. Ниже этот недостаток будет устранен.

Рассмотрим пространственную аппроксимацию уравнений (7)–(9). Для этой цели на от-
резке [0, L] введем базовую равномерную сетку ωh = {xi = ih}J

i=0 с шагом h = L/J . Далее,
на интервале [xj, xl] ⊂ [0, L] введем, вообще говоря, неравномерную сетку ωn

h,0 = {zi}
Jn−1
i=1 .

При этом 0 ≤ j < l ≤ J , j = j(n), l = l(n). Рассмотрим два дополнительных узла базовой
сетки z0 = xj(n)−1 и zJ0

= xl(n)+1. Обозначим ωn
h = ωn

h,0 ∪ {xj(n)−1, xl(n)+1} = {zi}
Jn

i=0. Пусть
hi = zi−zi−1, i = 1, ..., Jn, — шаги сетки ωn

h . Интервал [xj(n)−1, xl(n)+1] будем называть рас-
ширенной зоной реакции. В соответствии с методом (4)–(6) для
каждой из зон выпишем разностные соотношения, аппроксимирующие уравнения
(7)–(9).

В зонах подогрева и тепловой релаксации значения T n+1
s,i и Hn+1

i определяются равен-
ствами

T n+1
s,i − T n

s,i

∆t
=

as

h2

(
T n

s,i−1 − 2T n
s,i + T n

s,i+1

)
+ αs

(
Hn

i − T n
s,i −

Q

cg

ηn
i

)
, (8)

Hn+1
i − Hn

i

∆t
=

ag

h2

(
Hn

i−1 − 2Hn
i + Hn

i+1

)
−

v

h

(
Hn

i − Hn
i−1

)
+ αg

(
T n

s,i − Hn
i +

Q

cg

ηn
i

)
, (9)

i = 1, ..., j(n) − 1, l(n) + 1, ..., J − 1,

и в соответствии с краевыми условиями (11), (12)

T n+1
s,0 = T0, Hn+1

0 = T0 +
Q

cp

,

T n+1
s,J − T n

s,J

2∆t
=

as

h2

(
T n

s,J−1 − T n
s,J

)
+

αs

2

(
Hn

J − T n
s,J −

Q

cg

ηn
J

)
,

Hn+1
J − Hn

J

2∆t
=

ag + vh

h2

(
Hn

J−1 − Hn
J

)
+

αg

2

(
T n

s,J − Hn
J +

Q

cg

ηn
J

)
.

В зоне подогрева концентрация на (n + 1)-м слое определяется равенством

ηn+1
i − ηn

i

∆t
=

ag

h2

(
ηn

i−1 − 2ηn
i + ηn

i+1

)
−

v

h

(
ηn

i − ηn
i−1

)
− Ŵ (ηn

i , Hn
i ), (10)

i = 1, ..., j(n) − 1,

а в зоне тепловой релаксации —

(1 + ∆t Dn
i )

ηn+1
i − ηn

i

∆t
=

ag

h2

(
ηn

i−1 − 2ηn
i + ηn

i+1

)
−

v

h

(
ηn

i − ηn
i−1

)
− Ŵ (ηn

i , Hn
i ), (11)

i = l(n) + 1, ..., J − 1,
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где

Dn
i =

∂Ŵ

∂η
(ηn

i , Hn
i ) = k0 e

−E/R
�
Hn

i −
Q

cp
ηn

i

� (
1 −

E

R

(
Hn

i −
Q

cp

ηn
i

)−2
Q

cp

ηn
i

)
. (12)

При этом краевые условия имеют вид

ηn+1
0 = 1, (1 + ∆t Dn

J)
ηn+1

J − ηn
J

2∆t
=

ag + vh

h2

(
ηn

J−1 − ηn
J

)
−

1

2
Ŵ (ηn

J , Hn
J ).

Как уже говорилось, в зоне реакции и тем более в зоне тепловой релаксации (ηn
i мало)

величины Dn
i положительны, а следовательно, могут использоваться для регуляризации.

Здесь мы модифицировали схему (4)–(6), осуществив регуляризацию явной схемы для
концентрации в зоне тепловой релаксации.

Рассмотрим разностные соотношения в расширенной зоне реакции. Для значений се-
точных функций uh, заданных на сетке ωn

h , введем обозначение: ûi = uh(zi), i = 0, ..., Jn.
При этом û0 = uj(n)−1 и ûJ0

= ul(n)+1. Тогда

T̂
n+ k+1

p

s,i − T̂
n+ k

p

s,i

τ
=

as

~i



 T̂
n+ k

p

s,i+1 − T̂
n+ k

p

s,i

hi+1

−
T̂

n+ k
p

s,i − T̂
n+ k

p

s,i−1

hi



 +

+αs

(
Ĥ

n+ k
p

i − T̂
n+ k

p

s,i −
Q

cg

η̂
n+ k

p

i

)
; (13)

Ĥ
n+ k+1

p

i − Ĥ
n+ k

p

i

τ
=

ag

~i



Ĥ
n+ k

p

i+1 − Ĥ
n+ k

p

i

hi+1

−
Ĥ

n+ k
p

i − Ĥ
n+ k

p

i−1

hi



−

−
v

hi

(
Ĥ

n+ k
p

i − Ĥ
n+ k

p

i−1

)
+ αg

(
T̂

n+ k
p

s,i − Ĥ
n+ k

p

i +
Q

cg

η̂
n+ k

p

i

)
; (14)

(
1 + τ D̂

n+ k
p

i

)
η̂

n+ k+1

p

i − η̂
n+ k

p

i

τ
=

ag

~i



 η̂
n+ k

p

i+1 − η̂
n+ k

p

i

hi+1

−
η̂

n+ k
p

i − η̂
n+ k

p

i−1

hi



−

−
v

hi

(
η̂

n+ k
p

i − η̂
n+ k

p

i−1

)
− Ŵ (η̂

n+ k
p

i , Ĥ
n+ k

p

i ), (15)

i = 1, ..., Jn − 1, k = 0, ..., p − 1,

где ~i = (hi + hi+1)/2. Соответствующая равенствам (3.5) интерполяция осуществляется в
сеточных узлах xj(n)−1 и xl(n)+1. Напомним, что τ = ∆/p.

Рассмотрим вопрос об адаптации разностной сетки. В основе адаптации лежит вос-
производимость функции скорости реакции Ŵ (η,H). Как функция пространственной се-

точной переменной Ŵ (η,H) имеет характерную дельтообразную форму с очень малым
носителем. Воспроизведение этой формы (выбор сетки на интервале [xj(n), xl(n)]) может
осуществляться различными способами (см., например, [8]). Не останавливаясь на этом
вопросе и решив его экспериментально в следующем разделе, опишем алгоритм выбора
интервала [xj(n), xl(n)].

В начальный момент времени на базовой сетке ωh по известным зачениям η0
i и H0

i най-

дем max
0≤i≤J

Ŵ (η0
i , H

0
i ), реализующийся в сеточном узле xi0 . По заданному фиксированному
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значению dh = O(h) рассмотрим интервал [ẑ′0, ẑ
′′
0 ] ⊂ [0, L], ẑ′0 = xi0 − dh/2, ẑ′′0 = xi0 + dh/2,

на котором введем сетку ω̂0 с постоянным шагом ĥ0 = dh/K, где K — заданное нату-
ральное число. Затем рассмотрим минимальный интервал [xj0 , xl0 ] ⊂ [0, L] такой, что
[xj0 , xl0 ] ⊇ [ẑ′0, ẑ

′′
0 ]. Пусть j(0) = j0 − 1, l(0) = l0 + 1. На интервалах [xj(0), ẑ

′
0] и [ẑ′′0 , xl(0)]

введем сетки ω̂′
0 и ω̂′′

0 с постоянными шагами ĥ′
0 = (ẑ′0 − xj(0))/K

′ и ĥ′′
0 = (xl(0) − ẑ′′0 )/K ′′

соответственно. Здесь и далее K ′ и K ′′ — заданные натуральные числа. Пусть

ω0
h,0 = ω̂0 ∪ ω̂′

0 ∪ ω̂′′
0 = {zi}

J0−1
i=1 , ω0

h = ω0
h,0 ∪ {xj(0)−1, xl(0)+1}.

На построенной сетке ω0
h определим значения T̂ 0

s,i, Ĥ0
i и η̂0

i как результат интерполяции
заданных на базовой сетке начальных сеточных функций T 0

s , H0 и η0. Для определен-

ных таким образом функций снова вычислим величину max
0≤i≤J0

Ŵ (η̂0
i , Ĥ

0
i ), реализующуюся

в сеточном узле zi0 ∈ ω0
h. Затем по описанному выше алгоритму повторяем построения,

заменив xi0 на zi0 .
Теперь рассмотрим переход от сетки ωn

h к сетке ωn+1
h . Сетка ωn

h характеризуется интер-

валом [ẑ′n, ẑ′′n], индексами j(n), l(n) и шагами ĥn, ĥ′
n и ĥ′′

n. Аналогично предыдущему вы-

числим величину max
0≤i≤Jn

Ŵ (η̂n+1
i , Ĥn+1

i ), реализующуюся в сеточном узле zin+1
∈ ωn

h . Пусть

ẑn = (ẑ′′n + ẑ′n)/2 — центр интервала [ẑ′n, ẑ′′n]. Если |zin+1
− ẑn| ≤ dh/6, то ωn+1

h = ωn
h , т. е. сет-

ка остается без изменений. В противном случае определяется новый интервал [ẑ′n+1, ẑ
′′
n+1]

длины dh, где ẑ′n+1 = ẑ′n+sign(zin+1
− ẑn) K0ĥn, K0 — заданное натуральное число. При этом

ẑ′′n+1 = ẑ′n+1+dh. Эти равенства означают, что перемещение интервала, содержащего макси-
мум функции скорости реакции, может происходить с ограниченной кусочно-постоянной
скоростью. Тогда ĥn+1 = dh/K = ĥn = · · · = ĥ0. Таким образом, на интервале [ẑ′n+1, ẑ

′′
n+1]

введена сетка ω̂n+1 с постоянным шагом ĥ0. Дальнейшие действия соответствуют алго-
ритму, описанному выше. Рассматривается минимальный интервал [xjn+1

, xln+1
] ⊂ [0, L]

такой, что [xjn+1
, xln+1

] ⊇ [ẑ′n+1, ẑ
′′
n+1]. Пусть j(n + 1) = jn+1 − 1, l(n + 1) = ln+1 + 1. На

интервалах [xj(n+1), ẑ
′
n+1] и [ẑ′′n+1, xl(n+1)] введем сетки ω̂′

n+1 и ω̂′′
n+1 с постоянными шагами

ĥ′
n+1 = (ẑ′n+1 − xj(n+1))/K

′ и ĥ′′
n+1 = (xl(n+1) − ẑ′′n+1)/K

′′ соответственно. Далее,

ωn+1
h,0 = ω̂n+1 ∪ ω̂′

n+1 ∪ ω̂′′
n+1 = {zi}

Jn+1−1
i=1 , ωn+1

h = ωn+1
h,0 ∪ {xj(n+1)−1, xl(n+1)+1}.

На построенной сетке ωn+1
h интерполяцией переопределяем значения искомых сеточных

функций T̂ n+1
s,i , Ĥn+1

i и η̂n+1
i . Отметим, что Jn+1 = K + K ′ + K ′′ + 2 = Jn = · · · = J0.

4. Численные эксперименты

Изложенную выше методику применим для решения задачи (7)–(12). Прежде всего рас-
смотрим вопрос об экспериментальном выборе параметров дискретизации — параметров
пространственной дискретизации h, dh, K, K ′, K ′′ и K0 и дискретизации по времени ∆t
и τ (целочисленного параметра p). Продемонстрируем расчеты, дающие представление о
физике РНС. В частности, рассмотрим задачу о существовании режима низких скоростей
в зависимости от соотношения скорости подачи горючей смеси v и интенсивности межфаз-
ного теплообмена α. В качестве начальных данных на интервале [0, L] заданы функции

T 0
s (x) = T0, H0(x) = T0 +

Q

cg

, η0(x) = 1, x ≤ L/2,
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T 0
s (x) = T1, H0(x) = T0 +

Q

cg

, η0(x) = 0, x > L/2.

Все расчеты проводятся при следующих значениях физических параметров:

L = 0.1 м, T0 = 300 К, T1 = 1000 К, Q/cg = 1100 К,

ρs = 103 кг/м3, cs = 103 Дж/(кг · К), λs = 2 Вт/(м · К),

ρg = 1 кг/м3, cg = 2 · 103 Дж/(кг · К), λg = 0.1 Вт/(м · К),

m = 0.5 б/р, k0 = 1011 с−1, E/R = 2 · 104 К.

По приведенным параметрам вычисляются коэффициенты температуропроводности as и
ag. Напомним, что Leg = 1. Параметры v и α в дальнейшем будут варьироваться.

Выбор сеточных параметров. Здесь основная цель расчетов — подбор алгоритмиче-
ских параметров, обеспечивающих устойчивость и воспроизводимость численных резуль-
татов. Используем значения скорости подачи горючей газовой смеси v = 1 м/с и интенсив-
ности межфазного теплообмена α = 7.5·107 Дж/(м3· с·К). Приведем погрешности решения
и функции скорости реакции в окрестности зоны реакции при варьировании некоторых се-
точных параметров. В качестве “точного” решения, с которым осуществляется сравнение,
используются результаты расчета при

h = L/32, dh = h, K = 128, K ′ = K ′′K0 = 16, ∆t = 10−5 с, p = 32. (1)

При этом “точное” решение обозначается как T ex
s , Hex и ηex. На приведенных рисунках

указаны абсолютные значения погрешности для температуры пористой среды Ts, характе-
ризующей энтальпию газа функции H и функции скорости реакции Ŵ (η,H), полученные
на момент времени tn = 10 с. Под погрешностью понимаются сеточные функции εT , εH ,
εW со значениями

(εT )n
i =

(Ts)
n
i − (T ex

s )n
i

(T ex
s )n

i

, (εH)n
i =

(H)n
i − (Hex)n

i

(Hex)n
i

,

(εW )n
i = Ŵ [(η)n

i , (H)n
i ] − Ŵ [(ηex)n

i , (H
ex)n

i ],

т. е. погрешности для функций Ts и H относительные, а для функции скорости реакции
погрешность — абсолютная. Характерное значение максимума функции скорости реакции
составляет примерно 5 · 104 с−1.

На рис. 1 показаны погрешности при варьировании количества внутренних временных
слоев p в расширенной зоне реакции (величины внутреннего шага по времени τ) — все
параметры из (1) сохраняются, кроме p. Расчеты показывают одинаковую динамику по-
ложения фронта реакции для всех вариантов, т. е. сравнение результатов корректно в том
смысле, что решения сравниваются в одних и тех же точках пространственной сетки. Ана-
логичная ситуация имеет место для экспериментов, проиллюстрированных на рис. 2, где
показаны погрешности при варьировании шага по времени ∆t; все параметры из (1) сохра-
няются, кроме ∆t и p. В качестве “точного” использовалось решение при ∆t = 2.5 · 10−6 с
и p = 8. Параметр p подбирается таким образом, что величина внутреннего шага τ не
меняется, т. е. внешним шагам ∆t = 5 · 10−6 с, ∆t = 10−5 с и ∆t = 2 · 10−5 с соответствуют
значения p = 16, p = 32 и p = 64, и для всех вариантов τ = 3.125−7 с. Для “точного”
решения используется это же значение τ , т. е. для ∆t = 5 · 10−6 с полагается p = 8. Из
приведенных результатов можно сделать вывод о высокой точности “точного” решения.
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Рис. 1. Погрешности εT , εH и εW (а — в соответственно), варьирование τ .

Моделирование РНС. Ниже приводятся расчеты, демонстрирующие физику про-
цесса ФГГ в режиме низких скоростей [1, 2]. В качестве сеточных параметров использо-
вались значения (1). На рис. 3 показана температура газовой фазы в моменты времени
t = 3, 6 и 9 с. Вычисления проводились при скорости подачи горючей смеси v = 3 м/с
и интенсивности межфазного теплообмена α = 3.75 · 107 Дж/(м3· с·К). Примечательная
особенность моделируемого процесса — существенное превышение адиабатической темпе-
ратуры Tb = 1400 К во фронте горения: Tg,max ≈ 1600 К. Эта особенность ФГГ хорошо
известна как из теории, так и из эксперимента [1, 2]. Отметим, что решение на рис. 3, a

продемонстрировано только на характерном интервале длины — примерно 0.01 м. По мере
распространения фронта горения температура пористой среды в зоне тепловой релаксации
поднимается от начальной температуры T1 = 1000 К до некоторой равновесной темпера-
туры Te. Именно этот процесс продемонстрирован на рис. 3, б. Как показано в [2], имеет
место

Te = T0 +
v − u

v − (1 + σ)u
·
Q

cg

, σ =
(1 − m)ρscs

mρgcg

.

В соответствии с приведенными выше значениями физических параметров σ = 500. Да-
лее, расчеты показывают, что при скорости подачи горючей смеси v = 3 м/с скорость
фронта горения u ≈ −1.6 · 10−3 м/с , и тогда Te ≈ 1170 К. Примерно это значение и дает
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а б

в

Рис. 2. Погрешности εT , εH и εW (а — в соответственно), варьирование ∆t.

а б

Рис. 3. Температура газа (а) и пористой среды (б): кривые 1–3 соответствуют t = 3, 6 и 9 с.

приведенный на рис. 3, б расчет.

На рис. 4 приведены зависимости скорости фронта u от скорости фильтрации v при
различных значениях интенсивности теплообмена α. Характер кривых полностью соот-
ветствует теории процесса и экспериментальным данным, приведенным в [2]. При α =
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Рис. 4. Зависимость u = u(v) при различных α.

8.75 · 106 Дж/(м3· с·К) и v ≈ 1.5 м/с происходит срыв РНС и горение переходит в режим
высоких скоростей, т. е. фронт горения распространяется в режиме обычного газового го-
рения, практически без теплового участия пористой среды. Данное явление ранее уже
было описано как теоретически, так и экспериментально (см. [2]). В этом случае интен-
сивности межфазного теплообмена и расхода горючего не хватает для организации эф-
фективного теплового взаимодействия газовой смеси и пористой среды.
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