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������������ãàá ç¨á«¥­­®£®  ­ «¨§  ï¢«ï¥âáï â¥¬ ¡ §¨á®¬, ­  ª®â®-à®¬ §¨¦¤¥âáï ¨§ãç¥­¨¥ áâã¤¥­â ¬¨ ç¨á«¥­­ëå ¬¥â®¤®¢ à¥-è¥­¨ï ­  ��� à §«¨ç­ëå ª« áá®¢ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨å § ¤ ç. �á®¦ «¥­¨î, ¢ ¯à®£à ¬¬ å ¬­®£¨å ã­¨¢¥àá¨â¥â®¢ ¨ â¥å­¨ç¥-áª¨å ¢ã§®¢ ®âáãâáâ¢ãîâ «¥ªæ¨¨ ¯® ç¨á«¥­­®¬ã  ­ «¨§ã, çâ®¯à¨¢®¤¨â ª ­¥ª®â®àë¬ ¯à®¡¥« ¬ ¢ ®á¢®¥­¨¨ â¥®à¥â¨ç¥áª¨å®á­®¢ ¢ëç¨á«¨â¥«ì­®© ¬ â¥¬ â¨ª¨, ­ ¡«î¤ ¥¬ë¬ ­  áâ à-è¨å ªãàá å. �à ªâ¨ç¥áª¨¥ § ­ïâ¨ï ¯® íâ®¬ã ªãàáã ­¥ ¬®-£ãâ ¡ëâì ¯®«­®æ¥­­®© § ¬¥­®© «¥ªæ¨ï¬, ¨¡® ¨§ãç ï ¢ ¦­¥©-è¨¥ ä ªâë ç¨á«¥­­®£®  ­ «¨§  ¯ãâ¥¬ à¥è¥­¨ï á®®â¢¥âáâ¢ã-îé¨å § ¤ ç, áâã¤¥­âë, ª ª ¯à ¢¨«®, ò¯¥à¥áâ îâ ¢¨¤¥âì § ¤¥à¥¢ìï¬¨ «¥áó. � ª®­¥æ, á ¬®áâ®ïâ¥«ì­®¥ ®á¢®¥­¨¥ â¥®à¨¨á ¯®¬®éìî ãç¥¡­¨ª®¢ ®á«®¦­ï¥âáï â¥¬, çâ® ­ã¦­ë¥ á¢¥¤¥-­¨ï à §¡à®á ­ë ¯® à §­ë¬ ª­¨£ ¬. �â¬¥â¨¬, çâ® ­¥§­ ­¨¥â¥®à¨¨ ¬®¦¥â ¯à¨¢¥áâ¨ ª ¯®«ãç¥­¨î ­¥¢¥à­ëå à¥§ã«ìâ â®¢¤ ¦¥ ¯à¨ à áç¥â å á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¡¨¡«¨®â¥ª áâ ­¤ àâ­ëå¯à®£à ¬¬.� ­­®¥ ¯®á®¡¨¥ ¯à¨§¢ ­® ¯®¬®çì áâã¤¥­â ¬ ®¢« ¤¥âì ®á-­®¢ ¬¨ â¥®à¨¨ ç¨á«¥­­®£®  ­ «¨§ , ¯à¨¬¥­ïâì ¨å ¯à¨ ¢ë¯®«-­¥­¨¨ § ¤ ­¨© ¯® ¯à ªâ¨ª¥ ­  ��� ¨ á«ã¦¨âì á¯à ¢®ç­¨ª®¬,á®¤¥à¦ é¨¬ ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ á¢¥¤¥­¨ï. �®á®¡¨¥ á®¤¥à¦¨â ¢ ¦-­¥©è¨¥ ¯®­ïâ¨ï ¨ á­ ¡¦¥­­ë¥ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ ¬¨ â¥®à¥¬ë,®â­®áïé¨¥áï ª ®á­®¢­ë¬ à §¤¥« ¬ ªãàá : â¥®à¨¨ ¯®£à¥è­®-áâ¥©, ¨­â¥à¯®«¨à®¢ ­¨î äã­ªæ¨©, ç¨á«¥­­®¬ã ¤¨ää¥à¥­æ¨-à®¢ ­¨î ¨ ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨î, ¯à¨¡«¨¦¥­­®¬ã à¥è¥­¨î ­¥«¨-­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©. � ¯®á®¡¨¨ ¨¬¥¥âáï ¡®«ìè®¥ ª®«¨ç¥áâ¢®â¥®à¥â¨ç¥áª¨å § ¤ ç,   â ª¦¥ àï¤ ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ëå ã¯à ¦-­¥­¨©.
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� «   ¢   1����������� �����������������x 1.1. ������������� ������������1.1.1. ������������������������� �������à¨ ç¨á«¥­­®¬ à¥è¥­¨¨ ¯à ªâ¨ç¥áª¨å § ¤ ç ¢á¥£¤  á«¥-¤ã¥â ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã á«¥¤ãîé¥¥ ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®: ­¨ª ª ï ¬ â¥-¬ â¨ç¥áª ï ¬®¤¥«ì ­¥ ¬®¦¥â  ¡á®«îâ­® â®ç­® ®¯¨á âì ¨§ã-ç ¥¬®¥ ï¢«¥­¨¥. � ª ç¥áâ¢¥ ¯à¨¬¥à  à áá¬®âà¨¬ ¯à®æ¥áá ª®-«¥¡ ­¨© ¬ ïâ­¨ª . �à®áâ¥©è¥¥ ãà ¢­¥­¨¥, ®¯¨áë¢ îé¥¥ íâ®ï¢«¥­¨¥, ¨¬¥¥â ¢¨¤ l d2'dt2 + g' = 0;£¤¥ '| ã£®« ®âª«®­¥­¨ï ¬ ïâ­¨ª , l | ¥£® ¤«¨­ , g | ãáª®-à¥­¨¥ á¢®¡®¤­®£® ¯ ¤¥­¨ï. �§ èª®«ì­®£® ªãàá  ä¨§¨ª¨ ¨§-¢¥áâ­®, çâ® íâ® ãà ¢­¥­¨¥ ¯®«ãç¥­® ¢ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¨ ¬ «®-áâ¨ ã£«  ' ¨§ ãà ¢­¥­¨ïl d2'dt2 + g sin' = 0:�¥« ­¨¥ ãç¥áâì âà¥­¨¥ ¯à¨¢¥¤¥â ­ á ª ãà ¢­¥­¨îl d2'dt2 + g sin'+ �d'dt = 0; (1:1)ª®â®à®¥, ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì, â®¦¥ ï¢«ï¥âáï ¯à¨¡«¨¦¥­­ë¬, ¢ç áâ­®áâ¨, ¯®â®¬ã, çâ® ¢ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®áâ¨ âà¥­¨¥ § ¢¨á¨â®â áª®à®áâ¨ ­¥«¨­¥©­®. �à®¬¥ â®£®, ¬ë ­¥ ãç«¨ ¢¥á ¨ à -áâï¦¥­¨¥ ­¨â¨, ­  ª®â®à®© ¯®¤¢¥è¥­ ¬ ïâ­¨ª, á¨«ã á®¯à®â¨-¢«¥­¨ï ¢®§¤ãå  ¨ â.¤. � ª¨¬ ®¡à §®¬, «î¡®¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®¥®¯¨á ­¨¥ § ¤ ç¨ á®¤¥à¦¨â ­¥ª®â®àãî ¯®£à¥è­®áâì, ­ §ë¢ -¥¬ãî ¯®£à¥è­®áâìî ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¬®¤¥«¨. �¬¥­ìè¨âì7



íâã ¯®£à¥è­®áâì ¬®¦­®, ª ª ¯à ¢¨«®, «¨èì æ¥­®© ãá«®¦­¥-­¨ï ¨á¯®«ì§ã¥¬®© ¬®¤¥«¨. �®«¥¥ ¯®¤à®¡­® ¤ ­­ë© ¢®¯à®á à á-á¬ âà¨¢ ¥âáï ¢ à ¬ª å ªãàá  ò� â¥¬ â¨ç¥áª®¥ ¬®¤¥«¨à®¢ -­¨¥ó. 1.1.2. ������������ ������������ë¡à ¢ ®¯à¥¤¥«¥­­ãî ¬®¤¥«ì, ¬ë ­¥¨§¡¥¦­® áâ «ª¨¢ ¥¬-áï á â¥¬, çâ® à §«¨ç­ë¥ ¯ à ¬¥âàë, ¢å®¤ïé¨¥ ¢ ãà ¢­¥­¨ï¬®¤¥«¨,   â ª¦¥ ­ ç «ì­ë¥ ¤ ­­ë¥ § ¤ ­ë á ­¥ª®â®à®© ¯®-£à¥è­®áâìî, â ª ª ª ®­¨ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¢ à¥§ã«ìâ â¥ íªá¯¥-à¨¬¥­â®¢ ¨ ¨§¬¥à¥­¨©. � ª, ¢ à áá¬®âà¥­­®¬ ¯à¨¬¥à¥ íâ®ª á ¥âáï ¯ à ¬¥âà®¢ l; g; �, ­ ç «ì­®£® ¯®«®¦¥­¨ï ¬ ïâ­¨ª ¨ ¤à. �®£à¥è­®áâì â ª®£® à®¤  ­ §ë¢ ¥âáï ­¥ãáâà ­¨¬®©,â ª ª ª ®­  ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ã¬¥­ìè¥­  ¢ ¯à®æ¥áá¥ ç¨á«¥­­®£®à¥è¥­¨ï. �¥ ãâ®ç­¥­¨¥ ¢®§¬®¦­® «¨èì §  áç¥â ¡®«¥¥ â®ç­®£®®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯ à ¬¥âà®¢ § ¤ ç¨. � ¬¥â¨¬, çâ® ¢ ­¥ª®â®àëåª­¨£ å ª ­¥ãáâà ­¨¬®© ¯®£à¥è­®áâ¨ ®â­®áïâ ¨ ¯®£à¥è­®áâì¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¬®¤¥«¨.1.1.3. ����������� ������� ¡®«ìè¨­áâ¢¥ á«ãç ¥¢ ¨áá«¥¤ã¥¬ë¥ ãà ¢­¥­¨ï, ¢ ç áâ-­®áâ¨, ãà ¢­¥­¨¥ (1.1), ­¥ ¬®£ãâ ¡ëâì à¥è¥­ë  ­ «¨â¨ç¥áª¨,¨ ¤«ï ¨å à¥è¥­¨ï ¨á¯®«ì§ãîâ â®â ¨«¨ ¨­®© ¯à¨¡«¨¦¥­­ë©ç¨á«¥­­ë© ¬¥â®¤. �à¨ íâ®¬ ¢®§­¨ª ¥â ¯®£à¥è­®áâì ¬¥â®¤ ,ï¢«ïîé ïáï ®¤­®© ¨§ ¢ ¦­¥©è¨å å à ªâ¥à¨áâ¨ª «î¡®£® ç¨-á«¥­­®£®  «£®à¨â¬ . �®«¥¥ ¯®¤à®¡­® ® ¯®£à¥è­®áâïå à §«¨ç-­ëå ç¨á«¥­­ëå ¬¥â®¤®¢ ¡ã¤¥â áª § ­® ¢ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨åà §¤¥« å ªãàá .1.1.4. �������������� ������������ ª ª ª ª®«¨ç¥áâ¢® à §àï¤®¢ § ¯¨á¨ ç¨á«  ­  ¡ã¬ £¥ ¨¢ ��� ª®­¥ç­®, â® ¯à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ã¬­®¦¥­¨ï, ¤¥«¥­¨ï ¨¤àã£¨å, ¡®«¥¥ á«®¦­ëå, ®¯¥à æ¨©, ¯à¨¢®¤ïé¨å ª ã¢¥«¨ç¥-­¨î ª®«¨ç¥áâ¢  à §àï¤®¢, ¯à¨å®¤¨âáï ¯à®¨§¢®¤¨âì ®ªàã£«¥-­¨¥ à¥§ã«ìâ â®¢, çâ® ¯®à®¦¤ ¥â ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ãî ¯®£à¥è-­®áâì (­ §ë¢ ¥¬ãî ¥é¥ ¯®£à¥è­®áâìî ®ªàã£«¥­¨ï). �¯®á®-¡ ¬ ¥¥ ®æ¥­ª¨ ¯®á¢ïé¥­ á«¥¤ãîé¨© ¯ à £à ä.8



�â¬¥â¨¬, çâ® ¯®«­ ï ¯®£à¥è­®áâì à¥è¥­¨ï, â® ¥áâì à §-­®áâì ¬¥¦¤ã à¥ «ì­® ¯®«ãç ¥¬ë¬ ¨ â®ç­ë¬ à¥è¥­¨¥¬ § ¤ -ç¨, ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â áã¬¬ à­®£® §­ ç¥­¨ï ç¥âëà¥å ¢ëè¥­ -§¢ ­­ëå ¯®£à¥è­®áâ¥©.x 1.2. ������ ����������� ����������1.2.1. ��������������������������� ����� � ���� á®¢à¥¬¥­­ëå ��� ¯à¨­ïâë ¤¢¥ ä®à¬ë § ¯¨á¨ ¤¥©áâ¢¨-â¥«ì­ëå ç¨á¥«: á ä¨ªá¨à®¢ ­­®© â®çª®© ¨ á ¯« ¢ îé¥© â®ç-ª®© (¨­®£¤  ¢ íâ¨å â¥à¬¨­ å á«®¢® òâ®çª ó § ¬¥­ï¥âáï á«®-¢®¬ ò§ ¯ïâ ïó).�à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ç¨á«  ¢ ä®à¬¥ á ä¨ªá¨à®¢ ­­®© â®çª®©®§­ ç ¥â, çâ® ®­® § ¯¨á ­® ¢ ¯®§¨æ¨®­­®© á¨áâ¥¬¥ áç¨á«¥­¨ïá ®á­®¢ ­¨¥¬ r, â® ¥áâì ¤«ï ç¨á«  a, ¨¬¥îé¥£® ¢¨¤a = �anan�1 : : : a0; a�1a�2 : : : ;¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®a = �(anrn + an�1rn�1 + : : :+ a0r0 + a�1r�1 + a�2r�2 + : : :):�¤¥áì r | æ¥«®¥ ç¨á«®, ¡®«ìè¥¥ ¥¤¨­¨æë, ç�̈á«  ai, ­ §ë¢ ¥-¬ë¥ à §àï¤ ¬¨, ¯à¨­ ¤«¥¦ â ¬­®¦¥áâ¢ã f0; 1; : : : ; r � 1g.�à¨ r = 10 ¬ë ¨¬¥¥¬ âà ¤¨æ¨®­­® ¨á¯®«ì§ã¥¬ãî ¤¥áï-â¨ç­ãî á¨áâ¥¬ã áç¨á«¥­¨ï. � ��� ¨á¯®«ì§ãîâ, ª ª ¯à ¢¨«®,¤¢®¨ç­ãî á¨áâ¥¬ã, ª®£¤  r = 2.�¨á«®, § ¯¨á ­­®¥ á ¯« ¢ îé¥© â®çª®©, ¨¬¥¥â ¢¨¤a =Mrp;£¤¥ r| ®á­®¢ ­¨¥ á¨áâ¥¬ë áç¨á«¥­¨ï, p|æ¥«®¥ ç¨á«®, ­ §ë-¢ ¥¬®¥ ¯®àï¤ª®¬ ç¨á«  a, M | ç¨á«® á ä¨ªá¨à®¢ ­­®© â®ç-ª®©, ­ §ë¢ ¥¬®¥ ¬ ­â¨áá®© ç¨á«  a, ¯à¨ç¥¬ r�1 � jM j < 1.� ª ï ­®à¬¨à®¢ª  ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâì ¯à¥¤áâ ¢«¥-­¨ï «î¡®£® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®£® ç¨á«  (ªà®¬¥ ­ã«ï).�®«¨ç¥áâ¢® à §àï¤®¢, ®â¢®¤¨¬®¥ ��� ¤«ï § ¯¨á¨ ª ¦¤®-£® ç¨á« , ®£à ­¨ç¥­®. �â® ®§­ ç ¥â, çâ® ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® ¤¥©-áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥«, ª®â®àë¬ ®¯¥à¨àã¥â ���, ï¢«ï¥âáï ª®-­¥ç­ë¬. � ¨¬¥­ìè¥¥ ¯® ¬®¤ã«î ¬ è¨­­®¥ ç¨á«®M0, ®â«¨ç-­®¥ ®â ­ã«ï, ­ §ë¢ ¥âáï ¬ è¨­­ë¬ ­ã«¥¬. �à¨ ¯®ï¢«¥­¨¨ ¢9



¯à®æ¥áá¥ áç¥â  ç¨á« , ¬¥­ìè¥£® ¯® ¬®¤ã«î M0, ¥¬ã ¯à¨á¢ -¨¢ ¥âáï ­ã«¥¢®¥ §­ ç¥­¨¥. � ¨¡®«ìè¥¥ ¯® ¬®¤ã«î ¬ è¨­­®¥ç¨á«® M1 ­ §ë¢ ¥âáï ¬ è¨­­®© ¡¥áª®­¥ç­®áâìî. �à¨ ¯®-ï¢«¥­¨¨ ç¨á« , ¡®«ìè¥£® M1, ¯à®¨áå®¤¨â ¯¥à¥¯®«­¥­¨¥ à §-àï¤­®© á¥âª¨, çâ® ¯à¨¢®¤¨â ª  ¢ à¨©­®¬ã ®áâ ­®¢ã ¬ è¨­ë( ¢®áâã). � ª¨¬ ®¡à §®¬,  ¡á®«îâ­ë¥ §­ ç¥­¨ï ¢á¥å ®â«¨ç-­ëå ®â ­ã«ï ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥«, ¯à¥¤áâ ¢¨¬ëå ¤ ­­®©���, «¥¦ â ¬¥¦¤ã M0 ¨ M1.�á«¨ ç¨á«®   ­¥ ¯à¥¤áâ ¢¨¬® ¢ ��� â®ç­®, ®­® ¯®¤¢¥à-£ ¥âáï ®ªàã£«¥­¨î, ª®â®à®¥ ¯à®¨áå®¤¨â ¯ãâ¥¬ § ¬¥­ë ç¨á« a ­  ¡«¨§ª®¥ ¥¬ã ç¨á«® ~a, ¯à¥¤áâ ¢¨¬®¥ ¢ ��� â®ç­®. �à®-áâ¥©è¨¬ ¯à¨¥¬®¬ ®ªàã£«¥­¨ï ï¢«ï¥âáï ®â¡à áë¢ ­¨¥ à §àï-¤®¢ ¬ ­â¨ááë, ¢ëå®¤ïé¨å §  ¯à¥¤¥«ë à §àï¤­®© á¥âª¨. �¥-®¡å®¤¨¬® ã¬¥âì ®æ¥­¨¢ âì ¢®§­¨ª îéãî ¯®£à¥è­®áâì ®ªàã-£«¥­¨ï,   â ª¦¥ ®âá«¥¦¨¢ âì ¥¥ ¨§¬¥­¥­¨¥ ¢ ¯à®æ¥áá¥ áç¥â .1.2.2. ����������� ������������� ������������ãáâì x | â®ç­®¥ §­ ç¥­¨¥ ­¥ª®¥© ¢¥«¨ç¨­ë,   ~x { ­¥ª®-â®à®¥ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¥ ª ­¥¬ã (­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® ¯®«ãç¥­­®¥ ¯à¨¬ è¨­­®¬ ®ªàã£«¥­¨¨). � §­®áâì�~x = ~x� x­ §ë¢ ¥âáï  ¡á®«îâ­®© ¯®£à¥è­®áâìî ç¨á«  ~x. � ª ¯à -¢¨«®, íâ  ¢¥«¨ç¨­  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â «¨èì â¥®à¥â¨ç¥áª¨© ¨­â¥-à¥á, ¨¡® â®ç­®¥ §­ ç¥­¨¥ x ®¡ëç­® ­¥¨§¢¥áâ­®. �®íâ®¬ã ­ ¯à ªâ¨ª¥ ¨á¯®«ì§ãîâ ¯à¥¤¥«ì­ãî  ¡á®«îâ­ãî ¯®£à¥è­®áâì�(~x), ï¢«ïîéãîáï ¢¥àå­¥© ®æ¥­ª®© ¬®¤ã«ï  ¡á®«îâ­®© ¯®-£à¥è­®áâ¨: j�j � �(~x).�¤­ ª®  ¡á®«îâ­ ï ¯®£à¥è­®áâì ­¥ ¬®¦¥â ¤ âì ¤®áâ â®ç-­® ¯®«­®£® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ® â®ç­®áâ¨ ¢ëç¨á«¥­¨ï, ¥á«¨ ­¥ãª § ­ á ¬ à¥§ã«ìâ â. ��®«ìè¥© ¨­ä®à¬ â¨¢­®áâìî ®¡« ¤ -¥â ®â­®è¥­¨¥ �~x = j�~xjj~xj ;­ §ë¢ ¥¬®¥ ®â­®á¨â¥«ì­®© ¯®£à¥è­®áâìî. �­ «®£¨ç­® ®¯-à¥¤¥«ï¥âáï ¯à¥¤¥«ì­ ï ®â­®á¨â¥«ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì:10



�(~x) = �(~x)j~xj :� ¬¥â¨¬, çâ® ®â­®á¨â¥«ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ç áâ® ¢ëà ¦ ¥âáï¢ ¯à®æ¥­â å.� §ã¬¥¥âáï, ¥á«¨ ­ ¬ ¨§¢¥áâ­® â®ç­®¥ §­ ç¥­¨¥ ¢¥«¨ç¨­ë,â®  ¡á®«îâ­ ï ¨ ®â­®á¨â¥«ì­ ï ¯®£à¥è­®áâ¨ ¬®£ãâ ¢ëáâã-¯ âì ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯à¥¤¥«ì­ëå.�à¨¬¥à. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ç¨á«  á ¯« ¢ îé¥© â®çª®©§ ¯¨áë¢ îâáï ¢ ��� ¢ á¨áâ¥¬¥ áç¨á«¥­¨ï á ®á­®¢ ­¨¥¬ r,¯à¨â®¬ ¤«ï § ¯¨á¨ ¬ ­â¨ááë ç¨á«  ®â¢®¤¨âáï k à §àï¤®¢.�ãáâì ç¨á«® a, ¨¬¥îé¥¥ ¢¨¤a = � rp �a1r1 + a2r2 + : : :+ akrk + ak+1rk+1 + : : :� ;£¤¥ ai 2 f0; 1; : : : ; r � 1g, ®ªàã£«ï¥âáï ¯ãâ¥¬ ®â¡à áë¢ ­¨ï«¨è­¨å à §àï¤®¢, ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ç¥£® ¯®«ãç ¥âáï ç¨á«®~a = � rp �a1r1 + a2r2 + : : :+ akrk � :�®£¤  ¤«ï ¯à¥¤¥«ì­®©  ¡á®«îâ­®© ¨ ¯à¥¤¥«ì­®© ®â­®á¨â¥«ì-­®© ¯®£à¥è­®áâ¥© ¢ë¯®«­ïîâáï à ¢¥­áâ¢ :�(~a) = rp�k; (1:2)�(~a) = r�k+1: (1:3)� ¤ ç  1.1. �®ª § âì à ¢¥­áâ¢  (1.2) ¨ (1.3).1.2.3. ����������� ������������������������� ���������æ¥­¨¬ ¯à¥¤¥«ì­ãî  ¡á®«îâ­ãî ¯®£à¥è­®áâì áã¬¬ë ­¥-áª®«ìª¨å ¢¥«¨ç¨­ (®ç¥¢¨¤­®, à §­®áâì ¬®¦¥â à áá¬ âà¨¢ âì-áï ª ª ç áâ­ë© á«ãç © áã¬¬ë). �ãáâì x1; x2; : : : ; xn|â®ç­ë¥§­ ç¥­¨ï ­¥ª®â®àëå ¢¥«¨ç¨­,   ~x1; ~x2; : : : ; ~xn | ¨å ¯à¨¡«¨-¦¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï, x = nXi=1 xi; ~x = nXi=1 ~xi: (1:4)�®£¤  11



j~x� xj � nXi=1 j~xi � xij = nXi=1�(~xi):� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¥¤¥«ì­ ï  ¡á®«îâ­ ï ¯®£à¥è­®áâìáã¬¬ë à ¢­  áã¬¬¥ ¯à¥¤¥«ì­ëå  ¡á®«îâ­ëå ¯®£à¥è­®áâ¥©á« £ ¥¬ëå.�¤­ ª® ¯à¨ ¢ëç¨á«¥­¨ïå áâ®«ì ¡ëáâàë© à®áâ ¯®£à¥è­®-áâ¨, ª ª ¯à ¢¨«®, ­¥ ­ ¡«î¤ ¥âáï, ¨¡® ®¤­¨ ¯à¨¡«¨¦¥­­ë¥ç¨á«  ®ªàã£«ïîâáï á ­¥¤®áâ âª®¬,   ¤àã£¨¥ á ¨§¡ëâª®¬, ¨ ¨å¯®£à¥è­®áâ¨ ª®¬¯¥­á¨àãîâ ¤àã£ ¤àã£ .�«ï ¯à¥¤¥«ì­®© ®â­®á¨â¥«ì­®© ¯®£à¥è­®áâ¨ áã¬¬ë, ®ç¥-¢¨¤­®, ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ä®à¬ã« j~x� xjj~xj � nXi=1 j~xijj~xj �(~xi)j~xij = nXi=1 j~xijj~xj �(~xi):�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¯à¥¤¥«ì­ ï ®â­®á¨â¥«ì­ ï ¯®£à¥è-­®áâì áã¬¬ë, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¬®¦¥â ¯à¥¢®áå®¤¨âì ¯à¥¤¥«ì-­ãî ®â­®á¨â¥«ì­ãî ¯®£à¥è­®áâì ª ¦¤®£® ¨§ á« £ ¥¬ëå.� ¤ ç  1.2. �ãáâì ¢ ä®à¬ã« å (1.4) n = 2, x1 = 100,~x1 = 105, x2 = �50, ~x2 = �48. �ëç¨á«¨âì ¨ áà ¢­¨âì �(~x1),�(~x2) ¨ �(~x).� ¤ ç  1.3. �ãáâì ¢ ä®à¬ã« å (1.4) ¢á¥ x1 > 0 ¨ ¢á¥~xi > 0. �®ª § âì, çâ®�(~x) � maxi �(~xi):�«ï ®æ¥­ª¨ ¯à¥¤¥«ì­ëå ¯®£à¥è­®áâ¥© ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ­ ¬¯®âà¥¡ã¥âáï ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥, çâ®  ¡á®«îâ­ë¥ ¯®£à¥è­®áâ¨§­ ç¨â¥«ì­® ¬¥­ìè¥ á ¬¨å ¯à¨¡«¨¦¥­­ëå ¢¥«¨ç¨­, â® ¥áâì§­ ç¥­¨ï xi ¨ ~xi ¤®áâ â®ç­® ¡«¨§ª¨. �â ª, ¯ãáâìx = nYi=1xi; ~x = nYi=1 ~xi:�®£¤ , á®£« á­® ä®à¬ã«¥ ª®­¥ç­ëå ¯à¨à é¥­¨©, á«¥¤ãîé¥©¨§ ä®à¬ã«ë �¥©«®à  á ®áâ â®ç­ë¬ ç«¥­®¬ ¢ ä®à¬¥ � £à ­-¦ ,j~x�xj = nXi=1 j~xi�xij ����� @(x1 � : : : � xn)@xi ����xj=�j ����� = nXi=1 j~xi�xij ������ nYj=1 �j�i ������ ;12



£¤¥ (�1; �2; : : : ; �n) | ­¥ª®â®à ï â®çª  ®âà¥§ª , á®¥¤¨­ïîé¥£®â®çª¨ (x1; x2; : : : ; xn) ¨ (~x1; ~x2; : : : ; ~xn). �á¯®«ì§ãï á¤¥« ­­®¥¯à¥¤¯®«®¦¥­¨¥, ¨¬¥¥¬�(~x) � nXi=1 j~xjj~xij�(~xi);�(~x) � nXi=1 �(~xi):� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¥¤¥«ì­ ï ®â­®á¨â¥«ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¯à¨¡«¨¦¥­­® à ¢­  áã¬¬¥ ¯à¥¤¥«ì­ëå ®â­®á¨-â¥«ì­ëå ¯®£à¥è­®áâ¥© á®¬­®¦¨â¥«¥©.� ¤ ç  1.4. �®ª § âì, çâ®  ­ «®£¨ç­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨ ¤«ï ç áâ­®£® ¤¢ãå ¢¥«¨ç¨­.� ¬¥â¨¬, çâ® ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥ ä®à¬ã«ë ª®­¥ç­ëå ¯à¨à é¥-­¨© ç áâ® ®ª §ë¢ ¥âáï ¯®«¥§­ë¬ ¯à¨ ®æ¥­ª¥ ¯®£à¥è­®áâ¥©¤®áâ â®ç­® £« ¤ª¨å äã­ªæ¨© á ¯à¨¡«¨¦¥­­® § ¤ ­­ë¬¨  à-£ã¬¥­â ¬¨. 1.2.4. ������ ����� ������ ¯¨áë¢ ï ¯à¨¡«¨¦¥­­®¥ ç¨á«®, ¬ë ®¡ï§ â¥«ì­® ¤®«¦-­ë ãª §ë¢ âì ¯®£à¥è­®áâì ®ªàã£«¥­¨ï. �¢­ ï § ¯¨áì ¢¨¤ ~x ��(~x) ¤®áâ â®ç­® £à®¬®§¤ª , ¯®íâ®¬ã áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¨¥¬,¯®§¢®«ïîé¨© áã¤¨âì ® ¯®£à¥è­®áâ¨ ¯® § ¯¨á¨ â®«ìª® á ¬®£�®¯à¨¡«¨¦¥­­®£® ç¨á« .� ¤¨¬ ­¥áª®«ìª® ®¯à¥¤¥«¥­¨©.�­ ç é¨¬¨ æ¨äà ¬¨ ç¨á«  ­ §ë¢ îâáï ¢á¥ æ¨äàë ¢ ¥£®§ ¯¨á¨, ­ ç¨­ ï á ¯¥à¢®© ­¥­ã«¥¢®© á«¥¢ . �­ ç é ï æ¨äà ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥à­®©, ¥á«¨ ¥¤¨­¨æ  à §àï¤ , á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£®íâ®© æ¨äà¥, ­¥ ¬¥­ìè¥  ¡á®«îâ­®© ¯®£à¥è­®áâ¨ ç¨á« ; ¢¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ æ¨äà  áç¨â ¥âáï á®¬­¨â¥«ì­®©.� ¯¨áì ¯à¨¡«¨¦¥­­®£® ç¨á«  ¡¥§ ãª § ­¨ï ¯®£à¥è­®áâ¨®§­ ç ¥â, çâ® ¢á¥ § ¯¨á ­­ë¥ æ¨äàë ¢¥à­ë.�à¨¬¥à. � ¯¨áì � � 3,14 ®§­ ç ¥â, çâ® ç¨á«® � ¢ëç¨á«¥-­® á ¯®£à¥è­®áâìî, ­¥ ¯à¥¢®áå®¤ïé¥© 0,01.�à¨¬¥à. �á«¨ ¯à¥¤¥«ì­ ï  ¡á®«îâ­ ï ¯®£à¥è­®áâì ç¨-á«  217 000 ­¥ ¯à¥¢®áå®¤¨â 103, ¥£® § ¯¨áë¢ îâ ¢ ¢¨¤¥217 � 103. 13



�¯¨á ­­ë© ¯à¨¥¬ ¤ ¥â ¤®áâ â®ç­® £àã¡®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥®¡ ¨áâ¨­­®© ¯®£à¥è­®áâ¨ ¯à¨¡«¨¦¥­­®£® ç¨á« . �®íâ®¬ã,¥á«¨ ¯à¨¡«¨¦¥­­®¥ ç¨á«® ï¢«ï¥âáï ¯à®¬¥¦ãâ®ç­ë¬ à¥§ã«ì-â â®¬ ¨ ¤®«¦­® ¥é¥ ãç áâ¢®¢ âì ¢ ¯®á«¥¤ãîé¨å ¢ëç¨á«¥­¨-ïå, á«¥¤ã¥â á®åà ­ïâì ®¤­ã-¤¢¥ á®¬­¨â¥«ì­ë¥ æ¨äàë.����������1. � ¤¨ãá ªàã£  ¯à¨¡«¨¦¥­­® à ¢¥­ 10 á¬. � ª ª®© â®ç-­®áâìî ¥£® ­ ¤® ¨§¬¥à¨âì, çâ®¡ë ¯®£à¥è­®áâì ¯«®é ¤¨ ­¥¯à¥¢ëè «  1 á¬2? � ª ª®© â®ç­®áâìî ­ ¤® § ¤ âì ç¨á«® �,çâ®¡ë ¯® ¨§¢¥áâ­®© ¯«®é ¤¨ ªàã£  ®¯à¥¤¥«¨âì ¥£® à ¤¨ãá á¯®£à¥è­®áâìî, ¬¥­ìè¥©, ç¥¬ 0,01?2. �®à­¨ ãà ¢­¥­¨ï x2 � 2x+ lg 2 = 0 ­ã¦­® ¯®«ãç¨âì áç¥âëàì¬ï ¢¥à­ë¬¨ æ¨äà ¬¨. � ª ª¨¬ ç¨á«®¬ ¢¥à­ëå æ¨äà­ã¦­® ¢§ïâì á¢®¡®¤­ë© ç«¥­?
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� «   ¢   2���������������� ������������ �������� ¢ëç¨á«¨â¥«ì­®© ¯à ªâ¨ª¥ ç áâ® ¢áâà¥ç îâáï äã­ªæ¨¨,§­ ç¥­¨ï ª®â®àëå § ¤ ­ë «¨èì ¢ ­¥áª®«ìª¨å â®çª å ®âà¥§ª .�ãáâì f(x) | â ª ï äã­ªæ¨ï, f(xi) = yi, i = 0; 1; : : : ; n. �®§-­¨ª ¥â § ¤ ç  ª ª¨¬-«¨¡® ®¡à §®¬ ¤®®¯à¥¤¥«¨âì íâã äã­ª-æ¨î ¢ ®áâ «ì­ëå â®çª å ®âà¥§ª . � íâ®© æ¥«ìî áâà®ïâ äã­ª-æ¨î g(x), á®¢¯ ¤ îéãî á f(x) ¢ â®çª å xi. � ª®© á¯®á®¡ ¢®á-¯®«­¥­¨ï §­ ç¥­¨© äã­ªæ¨¨ ­ §ë¢ ¥âáï ¨­â¥à¯®«¨à®¢ ­¨¥¬.�ç¥¢¨¤­®, ¢ ª ¦¤®¬ ª®­ªà¥â­®¬ á«ãç ¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¡¥áª®-­¥ç­® ¬­®£® ¢ à¨ ­â®¢ ¯®áâà®¥­¨ï äã­ªæ¨¨ g(x), ¯®íâ®¬ã ª­¥© ¯à¥¤êï¢«ï¥âáï àï¤ âà¥¡®¢ ­¨©, ­ ¨¡®«¥¥ ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬¨§ ª®â®àëå ï¢«ï¥âáï ¯à®áâ®â  ¢ëç¨á«¥­¨ï íâ®© äã­ªæ¨¨. � -¬¥â¨¬, çâ® ª ¨­â¥à¯®«¨à®¢ ­¨î ­¥à¥¤ª® ¯à¨¡¥£ îâ, ª®£¤  ­ «¨â¨ç¥áª®¥ ¢ëà ¦¥­¨¥ ¤«ï f(x) ¨§¢¥áâ­®, ­® ¥£® ¢ëç¨-á«¥­¨¥ á«¨èª®¬ âàã¤®¥¬ª®.�àã£®© ¯®¤å®¤ ª ¢®á¯®«­¥­¨î §­ ç¥­¨© äã­ªæ¨¨ f(x)á®áâ®¨â ¢ ¯®áâà®¥­¨¨ äã­ªæ¨¨ h(x) â ª, çâ®¡ë ®âª«®­¥­¨¥ ¢­¥ª®â®à®© ­®à¬¥ h(x) ®â g(x) ¡ë«® ­ ¨¬¥­ìè¨¬. �â®â ¯à¨¥¬­ §ë¢ ¥âáï ¯à¨¡«¨¦¥­¨¥¬ ( ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¥©),   äã­ªæ¨ï h(x)|  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥© äã­ªæ¨¥©. �¥« â¥«ì­®, çâ®¡ë ®­ ¡ë«  «¥£ª® ¢ëç¨á«ï¥¬®©.x 2.1. ������������������������������� ������������� áá¬®âà¨¬ § ¤ çã ¨­â¥à¯®«¨à®¢ ­¨ï äã­ªæ¨¨ f(x), ¯à¨-­¨¬ îé¥© ¢ â®çª å x0; x1; : : : ; xn (¢á¥ â®çª¨ à §«¨ç­ë; ®­¨­ §ë¢ îâáï ã§« ¬¨ ¨­â¥à¯®«¨à®¢ ­¨ï) §­ ç¥­¨ï f0;f1;: : : ; fná®®â¢¥âáâ¢¥­­®. � ª ç¥áâ¢¥ ¨­â¥à¯®«¨àãîé¥© äã­ªæ¨¨ g(x)à áá¬®âà¨¬ ¬­®£®ç«¥­Pm(x) = mXi=0 aixi15



áâ¥¯¥­¨ m, ­ §ë¢ ¥¬ë© ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë¬ ¬­®£®ç«¥­®¬,¯®âà¥¡®¢ ¢, çâ®¡ë áâ¥¯¥­ì Pm(x) ¡ë«  ­ ¨¬¥­ìè¥©. �® ®¯à¥-¤¥«¥­¨î, Pm(xj) = fj ; j = 0; 1; : : : ; n. �á¯®«ì§ãï íâ¨ à ¢¥­-áâ¢  ¤«ï ­ å®¦¤¥­¨ï ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ai, ¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã «¨-­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© á ¬ âà¨æ¥©0BB@ 1 x0 : : : xm01 x1 : : : xm1: : : : : : : : : : : : : : : :1 xn : : : xmn 1CCA :�à¨ m � n «î¡®© ¥¥ ¬¨­®à (m + 1)-£® ¯®àï¤ª  ¥áâì ®¯à¥¤¥-«¨â¥«ì � ­¤¥à¬®­¤  �, ª®â®àë© ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¨¬¥¥â ¢¨¤� = �������� 1 z0 : : : zk01 z1 : : : zk1: : : : : : : : : : : : : :1 zk : : : zkk �������� ;¯à¨ç¥¬ ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®� =Yi>j(zi � zj): (2:1)� ¤ ç  2.1. �®ª § âì à ¢¥­áâ¢® (2.1).� ª ª ª ¢ ­ è¥¬ á«ãç ¥ ¢á¥ â®çª¨ x0; x1; : : : ; xn à §«¨ç­ë,â® ¯à¨ m < n á¨áâ¥¬  ãà ¢­¥­¨© ¤«ï ­ å®¦¤¥­¨ï ai ­¥¨¬¥¥â à¥è¥­¨ï,   ¯à¨ m = n ®­  ®¤­®§­ ç­® à §à¥è¨¬ .� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë© ¬­®£®ç«¥­, ¯®áâà®¥­­ë©¯® (n+1)-© à §«¨ç­®© â®çª¥, ¨¬¥¥â áâ¥¯¥­ì ­¥ ­¨¦¥ n, ¯à¨íâ®¬ ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë© ¬­®£®ç«¥­ n-© áâ¥¯¥­¨ ¥¤¨­áâ¢¥­.�§ãç¨¬ à §«¨ç­ë¥ ä®à¬ë § ¯¨á¨ íâ®£® ¬­®£®ç«¥­ .2.1.1. ��������� ���������ã¤¥¬ ¨áª âì ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë© ¬­®£®ç«¥­ ¢ ¢¨¤¥Ln(x) = nXi=0 fi 'i(x);£¤¥ 'i(x) | ¬­®£®ç«¥­ n-© áâ¥¯¥­¨ â ª®©, çâ®16



'i(xj) = �ij;£¤¥ �ij = � 0; i 6= j,1; i = j| á¨¬¢®« �à®­¥ª¥à .�ç¥¢¨¤­®,'i(x)= (x� x0)(x � x1) : : : (x� xi�1)(x� xi+1) : : : (x� xn)(xi � x0)(xi � x1): : :(xi � xi�1)(xi � xi+1): : :(xi � xn) :�­®£®ç«¥­ë 'i(x) ­ §ë¢ îâáï ¡ §¨á­ë¬¨ ¬­®£®ç«¥­ ¬¨ � -£à ­¦ .�â ª, ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë© ¬­®£®ç«¥­ ¢¨¤ Ln(x) = nXi=0 fi Yj 6=i(x� xj)Yj 6=i(xi � xj)­ §ë¢ ¥âáï ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë¬ ¬­®£®ç«¥­®¬ � £à ­¦ . �£®¬®¦­® § ¯¨á âì ¢ ¡®«¥¥ ª®¬¯ ªâ­®© ä®à¬¥, ¢¢¥¤ï ¢á¯®¬®£ -â¥«ì­ë© ¬­®£®ç«¥­ !n(x) áâ¥¯¥­¨ n+ 1:!n(x) = (x�x0)(x�x1) : : : (x�xi�1)(x�xi)(x�xi+1) : : : (x�xn):�à®¨§¢®¤­ ï íâ®£® ¬­®£®ç«¥­  ¢ â®çª¥ xi ¨¬¥¥â ¢¨¤!0n(xi) = (xi�x0)(xi�x1) : : : (xi�xi�1)(xi�xi+1) : : : (xi�xn):�®£¤  'i(x) = !n(x)(x� xi)!0n(xi)¨, ®ª®­ç â¥«ì­®,Ln(x) = nXi=0 fi !n(x)(x� xi)!0n(xi) :�­®£®ç«¥­ � £à ­¦  ¨¬¥¥â ®á®¡¥­­® ¯à®áâ®© ¢¨¤, ª®£¤ ã§«ë ¨­â¥à¯®«¨à®¢ ­¨ï ï¢«ïîâáï à ¢­®®âáâ®ïé¨¬¨, â. ¥.xi � xi�1 = h � const. �à¨ íâ®¬, ¥á«¨ ¢¢¥áâ¨ ®¡®§­ ç¥­¨¥x� x0h = t, â® ¯®«ãç¨¬ 17



'i(x) = Yj 6=i(x � xj)Yj 6=i(xi � xj) = Yj 6=i(th� jh)Yj 6=i(ih � jh) == t(t � 1) : : : (t � n)t� i (�1)n�ii!(n� i)! = (�1)n�i Cint� i t(t� 1) : : : (t� n)n! :�®£¤ Ln(x) = Ln(x0 + th) = (�1)n t(t � 1) : : : (t � n)n! nXi=0(�1)iCinfit � i :2.1.2. ��������� ��������­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë© ¬­®£®ç«¥­ ¬®¦­® à áá¬ âà¨¢ âì ¨ª ª à §­®áâ­ë©  ­ «®£ àï¤  �¥©«®à , ¯à¨ íâ®¬  ­ «®£®¬ ¯®-­ïâ¨ï ¯à®¨§¢®¤­®© ï¢«ï¥âáï ¯®­ïâ¨¥ à §¤¥«¥­­®© à §­®áâ¨(á â®ç­®áâìî ¤® ç¨á«®¢®£® ª®íää¨æ¨¥­â ).� áá¬®âà¨¬ ¬­®¦¥áâ¢® â®ç¥ª x0; x1; : : : ; xn (¢á¥ â®çª¨ à §-«¨ç­ë), ¢ ª®â®àëå äã­ªæ¨ï f(x) á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¯à¨­¨¬ -¥â §­ ç¥­¨ï f0; f1; : : : ; fn. � §¤¥«¥­­ë¬¨ à §­®áâï¬¨ ¯¥à¢®£®¯®àï¤ª  ­ §ë¢ îâáï ®â­®è¥­¨ïf(xi; xi+1) = fi+1 � fixi+1 � xi ; i = 0; 1; : : : ; n� 1;à §¤¥«¥­­ë¬¨ à §­®áâï¬¨ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª  | ®â­®è¥­¨ïf(xi; xi+1; xi+2) = f(xi+1; xi+2) � f(xi; xi+1)xi+2 � xi ;i = 0; 1; : : :; n� 2:¨, ¢®®¡é¥, à §¤¥«¥­­ë¬¨ à §­®áâï¬¨ k-£® ¯®àï¤ª  | ®â­®-è¥­¨ïf(xi; : : : ; xi+k) = f(xi+1; : : : ; xi+k)� f(xi; : : : ; xi+k�1)xi+k � xi ;i = 0; 1; : : : ; n� k:18



�¥¬¬ . �¬¥¥â ¬¥áâ® à ¢¥­áâ¢®f(xi; : : : ; xi+k) = i+kXj=i f(xj)i+kYl6=jl=i (xj � xl) :�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢¥¤¥¬ ¯® ¨­¤ãªæ¨¨. �à¨ k = 1ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ áà §ã á«¥¤ã¥â ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï à §¤¥«¥­­ëå à §-­®áâ¥© ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª . �ãáâì ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¤®ª § ­® ¤«ïk � m. �®£¤ f(xi; : : : ; xi+m+1) = f(xi+1; : : : ; xi+m+1) � f(xi; : : : ; xi+m)xi+m+1 � xi == 1xi+m+1 � xi i+m+1Xj=i+1 f(xj)i+m+1Yl6=jl=i+1 (xj � xl) � i+mXj=i f(xj)i+mYl6=jl=i (xj � xl) !:� ¯®«ãç¥­­®¬ ¢ëà ¦¥­¨¨ f(xi) ¨ f(xi+m+1) ¢áâà¥ç îâáï ¯®®¤­®¬ã à §ã, ¯à¨â®¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ª®íää¨æ¨¥­âë ¨¬¥îââà¥¡ã¥¬ë© ¢¨¤. �áâ «ì­ë¥ f(xj ) ¢å®¤ïâ ¢ ¢ëà ¦¥­¨¥ ¤¢ -¦¤ë, ª®íää¨æ¨¥­â ¯à¨ f(xj) à ¢¥­1i+m+1Yl6=jl=i+1 (xj � xl) � 1i+mYl6=jl=i (xj � xl)xi+m+1 � xi == (xj � xi)� (xj � xi+m+1)(xi+m+1 � xi) i+m+1Yl6=jl=i (xj � xl) = 1i+m+1Yl6=jl=i (xj � xl) ;çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ãáâ ­®¢¨âì.�«¥¤áâ¢¨¥ 1. � §¤¥«¥­­ ï à §­®áâì ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬®¯¥à â®à®¬ äã­ªæ¨¨ f . 19



�«¥¤áâ¢¨¥ 2. � §¤¥«¥­­ ï à §­®áâì ¥áâì á¨¬¬¥âà¨ç¥-áª ï äã­ªæ¨ï á¢®¨å  à£ã¬¥­â®¢.�¥à¥©¤¥¬ ª ¢ë¢®¤ã ä®à¬ã«ë ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­®£® ¬­®£®-ç«¥­  �ìîâ®­ . �«ï íâ®£® § ¯¨è¥¬ ¬­®£®ç«¥­ � £à ­¦  ¢¢¨¤¥ Ln(x) = L0(x) + nXj=1(Lj(x)� Lj�1(x));£¤¥ Lj(x) | ¬­®£®ç«¥­ � £à ­¦ , ¯®áâà®¥­­ë© ¯® ã§« ¬x0; x1; : : : ; xj, ¯à¨ç¥¬ L0(x) = f(x0). � ¬¥â¨¬, çâ® Lj(x) ��Lj�1(x) ¥áâì ¬­®£®ç«¥­ áâ¥¯¥­¨ j, ®¡à é îé¨©áï ¢ ­ã«ì¢ â®çª å x0; x1; : : : ; xj�1, â® ¥áâìLj(x)� Lj�1(x) = Aj(x� x0)(x� x1) : : : (x� xj�1):� ª ª ª Lj(xj) = f(xj), â®Aj = f(xj) � Lj�1(xj)(xj � x0)(xj � x1) : : : (xj � xj�1) :�âáî¤ , ¯®«ì§ãïáì ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ ¬­®£®ç«¥­  � £à ­¦ , ¯®-«ãç¨¬Aj = 1j�1Yk=0(xj � xk) 0BB@f(xj)� j�1Xi=0 f(xi)Yk 6=i(xj � xk)Yk 6=i(xi � xk)1CCA == jXi=0 f(xi)Yl6=i(xi � xl) = f(x0; : : : ; xj):� ª¨¬ ®¡à §®¬,Ln(x)=f(x0)+(x�x0)f(x0; x1)+(x�x0)(x�x1)f(x0; x1; x2)+: : :: : :+ (x� x0)(x� x1) : : : (x� xn�1)f(x0; x1; : : : ; xn):�­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë© ¬­®£®ç«¥­, § ¯¨á ­­ë© ¢ â ª®¬ ¢¨¤¥, ­ -§ë¢ ¥âáï ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë¬ ¬­®£®ç«¥­®¬ �ìîâ®­ .20



�â¬¥â¨¬, çâ® ¬­®£®ç«¥­ë � £à ­¦  ¨ �ìîâ®­  ¯à¥¤áâ -¢«ïîâ á®¡®© ¢á¥£® «¨èì à §«¨ç­ë¥ ä®à¬ë § ¯¨á¨ ®¤­®£® ¨â®£® ¦¥ ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­®£® ¬­®£®ç«¥­ , ¯à¨ íâ®¬ ¬­®£®ç«¥­� £à ­¦  æ¥«¥á®®¡à §­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ¢ â¥å á«ãç ïå, ª®£¤ ¨­â¥à¯®«¨àã¥âáï ­¥áª®«ìª® äã­ªæ¨©, §­ ç¥­¨ï ª®â®àëå § -¤ ­ë ¢ ®¤­¨å ¨ â¥å ¦¥ ã§« å,   ¬­®£®ç«¥­ �ìîâ®­  | ¯à¨¨­â¥à¯®«¨à®¢ ­¨¨ ®¤­®© ¨ â®© ¦¥ äã­ªæ¨¨ á ¯®áâ¥¯¥­­® ã¢¥-«¨ç¨¢ îé¨¬áï ç¨á«®¬ ã§«®¢.2.1.3. ������ ����������� ����������������� ¬¥­  äã­ªæ¨¨ f(x) ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë¬ ¬­®£®ç«¥­®¬Ln(x) ¯à¨¢®¤¨â ª ¯®ï¢«¥­¨î ¯®£à¥è­®áâ¨rn(x) = f(x) � Ln(x);­ §ë¢ ¥¬®© â ª¦¥ ®áâ â®ç­ë¬ ç«¥­®¬ ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­®©ä®à¬ã«ë. �ç¥¢¨¤­®, ¢ ã§« å ¯®£à¥è­®áâì à ¢­  ­ã«î. �«ï®æ¥­ª¨ ®áâ â®ç­®£® ç«¥­  ¢ ¨­ëå â®çª å à áá¬®âà¨¬ ¢á¯®-¬®£ â¥«ì­ãî äã­ªæ¨î'(s) = f(s) � Ln(s) �K!n(s);¯à¨ç¥¬ ¯®áâ®ï­­ãî K ¢ë¡¥à¥¬ ¨§ ãá«®¢¨ï '(x) = 0, £¤¥x | â®çª , ¢ ª®â®à®© ®æ¥­¨¢ ¥âáï ¯®£à¥è­®áâì. �«ï íâ®£®§ ä¨ªá¨àã¥¬ â®çªã x ¨ ¯®«®¦¨¬K = f(x) � Ln(x)!n(x) :� ª¨¬ ®¡à §®¬, äã­ªæ¨ï '(s) ®¡à é ¥âáï ¢ ­ã«ì ¯® ªà ©­¥©¬¥à¥ ¢ n+2 â®çª å: x0; x1; : : : ; xn; x. �ãáâì äã­ªæ¨ï f(x) ¨¬¥-¥â n+1 ­¥¯à¥àë¢­ãî ¯à®¨§¢®¤­ãî. �®£« á­® â¥®à¥¬¥ �®««ï¯à®¨§¢®¤­ ï '0(s) ®¡à é ¥âáï ¢ ­ã«ì ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ¢ n+1â®çª¥, '00(s) | ¢ n â®çª å ¨ â. ¤., ­ ª®­¥æ, '(n+1)(s) ®¡à é -¥âáï ¢ ­ã«ì ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ ¢ 1 â®çª¥ �, ¯à¨ç¥¬ íâ  â®çª ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ®âà¥§ªã [y1; y2], £¤¥ y1 = min (x0; x1; : : : ; xn; x),y2 = max(x0; x1; : : : ; xn; x). � ª ª ª'(n+1)(s) = f (n+1)(s) �K(n+ 1)!;â® ¨§ ãá«®¢¨ï '(n+1)(�) = 0 ¯®«ãç¨¬21



K = f (n+1)(�)(n + 1)! ;®âªã¤  f(x) � Ln(x) = f (n+1)(�)!n(x)(n + 1)! ; � 2 [y1; y2]:�ª®­ç â¥«ì­® ¨¬¥¥¬jf(x) � Ln(x)j � M(n+1)(�)(n + 1)! j!n(x)j; (2:2)£¤¥ Mn+1 = maxx2[y1; y2] jf (n+1)(x)j. �âáî¤  ¢¨¤­®, çâ® ¯®£à¥è-­®áâì ¢ â®çª¥ x ®â­®á¨â¥«ì­  ­¥¢¥«¨ª , ¥á«¨min(x0; x1; : : : ; xn) < x < max(x0; x1; : : : ; xn):� ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥, ­ §ë¢ ¥¬®¬ íªáâà ¯®«¨à®¢ ­¨¥¬, à¥§ª®¢®§à áâ ¥â §­ ç¥­¨¥ j!n(x)j.�à¨ xi � xi�1 = h � const ¬®¦­® £®¢®à¨âì ® ¯®àï¤ª¥ áå®-¤¨¬®áâ¨ ¯®£à¥è­®áâ¨ ª ­ã«î ¯à¨ h, áâà¥¬ïé¥¬áï ª ­ã«î.�â®â ¯®àï¤®ª à ¢¥­ áâ¥¯¥­¨ ¯®«¨­®¬  !n(x) ¢ ®áâ â®ç­®¬ç«¥­¥, â® ¥áâì n + 1, ¯®áª®«ìªã ¢ ­¥£® ¡ã¤¥â ¢å®¤¨âì ¬­®¦¨-â¥«¥¬ hn+1.� ¯®¬®éìî à §¤¥«¥­­ëå à §­®áâ¥© ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì ¤àã-£ãî ®æ¥­ªã ¯®£à¥è­®áâ¨ ¨­â¥à¯®«¨à®¢ ­¨ï, ­¥ ¨á¯®«ì§ãî-éãî ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï ® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ ¯à®¨§¢®¤­ëå ¢ëá®ª®£®¯®àï¤ª  äã­ªæ¨¨ f(x):rn(x) = f(x) � Ln(x) = f(x) � nXi=0 fi Yj 6=i (x� xj)(xi � xj) == nYi=0(x� xi) f(x)nYi=0(x � xi) + nXj=0 f(xi)(xi � x)Yj 6=i(xi � xj) ! == !n(x)f(x; x0; x1; : : : ; xn): (2:3)�à ¢­¨¢ ï ®æ¥­ª¨ (2.2) ¨ (2.3), ¢¨¤¨¬, çâ® ¯à¨ f 2 Cn+1áãé¥áâ¢ã¥â â®çª  � 2 [y1; y2], ¤«ï ª®â®à®©22



f(x; x0; x1; : : : ; xn) = fn+1(�)(n+ 1)! :�á«¨ ¦¥ f =2 Cn+1, â® ®æ¥­ª  (2.2) ­¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï, ¨ ¯®àï¤®ªáå®¤¨¬®áâ¨ ¯®£à¥è­®áâ¨ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¡ã¤¥â ¬¥­ìè¥, ç¥¬n+ 1.2.1.4. ���������������� � �������� ������� áá¬®âà¨¬ ®¡éãî ¯®áâ ­®¢ªã § ¤ ç¨ ¨­â¥à¯®«¨à®¢ -­¨ï.� ã§« å xk, k = 0; 1; : : : ;m, áà¥¤¨ ª®â®àëå ­¥â á®¢¯ -¤ îé¨å, § ¤ ­ë §­ ç¥­¨ï äã­ªæ¨¨ f(xk) ¨ ¥¥ ¯à®¨§¢®¤­ëåf (i)(xk), i = 1; : : : ; Nk � 1, ¯à¨ íâ®¬ ç¨á«® Nk ­ §ë¢ ¥âáïªà â­®áâìî ã§«  xk. �­ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ¢ ª ¦¤®¬ ã§«¥ ¨­â¥à-¯®«¨à®¢ ­¨ï ¨§¢¥áâ­ë §­ ç¥­¨ïf(xk); f 0(xk); : : : ; f (Nk�1)(xk);â® ¥áâì ¢á¥£® ¨§¢¥áâ­® N0+N1+ : : :+Nm ¢¥«¨ç¨­. �à¥¡ã¥âáï¯®áâà®¨âì ¬­®£®ç«¥­Hn(x) áâ¥¯¥­¨ n = N0+N1+: : :+Nm�1,ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© ãá«®¢¨ï¬H(i)n (xk) = f (i)(xk); k = 0; 1; : : : ;m; i = 0; 1; : : : ; Nk � 1:(2:4)�­®£®ç«¥­ Hn(x) ­ §ë¢ ¥âáï ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë¬ ¬­®£®ç«¥-­®¬ �à¬¨â .�®ª ¦¥¬, çâ® ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë© ¬­®£®ç«¥­ �à¬¨â  áã-é¥áâ¢ã¥â ¨ ¥¤¨­áâ¢¥­. �ãáâìHn(x) = nXi=0 aixi:�®¤áâ ¢«ïï íâ® ¢ëà ¦¥­¨¥ ¢ ä®à¬ã«ë (2.4), ¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã«¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ®â­®á¨â¥«ì­® ai, ¯à¨ íâ®¬ ç¨á«® ãà ¢­¥-­¨© à ¢­® ç¨á«ã ­¥¨§¢¥áâ­ëå ¨ á®áâ ¢«ï¥âN0+N1+: : :+Nm.� áá¬ âà¨¢ ï ãá«®¢¨ï (2.4) á ­ã«¥¢®© ¯à ¢®© ç áâìî, ¯®«ã-ç¨¬H(i)n (xk) = 0; k = 0; 1; : : : ;m; i = 0; 1; : : :; Nk � 1; (2:5)23



®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® xk ï¢«ï¥âáï ª®à­¥¬ ªà â­®áâ¨ Nk ¬­®£®-ç«¥­ Hn(x). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬­®£®ç«¥­Hn(x) áâ¥¯¥­¨ n ¨¬¥-¥â á ãç¥â®¬ ªà â­®áâ¨ ­¥ ¬¥­¥¥ N0+N1+: : :+Nm = n+1 ª®à-­ï. �â® ®§­ ç ¥â, çâ® Hn(x) � 0, â® ¥áâì ¢á¥ ª®íää¨æ¨¥­âëai à ¢­ë ­ã«î. �â ª, ®¤­®à®¤­ ï á¨áâ¥¬  (2.5) ¨¬¥¥â â®«ìª®­ã«¥¢®¥ à¥è¥­¨¥, ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ç¥£® ­¥®¤­®à®¤­ ï á¨áâ¥¬  (2.4)®¤­®§­ ç­® à §à¥è¨¬  ¯à¨ «î¡ëå ¯à ¢ëå ç áâïå, ¯à¨ç¥¬ ª®-íää¨æ¨¥­âë ai «¨­¥©­® ¢ëà ¦ îâáï ç¥à¥§ §­ ç¥­¨ï f (i)(xk).�¥¬ á ¬ë¬ ¬­®£®ç«¥­ �à¬¨â  ¬®¦­® ¯à¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥Hn(x) = mXk=0 Nk�1Xi=0 cki(x)f (i)(xk);£¤¥ cki(x) | ¬­®£®ç«¥­ë áâ¥¯¥­¨ n. �¢­ë© ¢¨¤ íâ¨å ¬­®£®-ç«¥­®¢ ¬ë ­¥ ¯à¨¢®¤¨¬ ¢¢¨¤ã ¨å £à®¬®§¤ª®áâ¨.� ¤ ç  2.2. �®ª § âì, çâ® ¬­®£®ç«¥­ �à¬¨â , ¯®áâà®-¥­­ë© ¯® §­ ç¥­¨ï¬ äã­ªæ¨¨ fi ¨ ¥¥ ¯à®¨§¢®¤­®© f 0i , ª®â®àë¥§ ¤ ­ë ¢ ã§« å xi, i = 0; 1; : : : ;m, ¨¬¥¥â ¢¨¤H(x) = mXi=0 �fi + (�2'0i(xi)fi + f 0i )(x� xi)�'2i (x);£¤¥ 'i(x) | ¡ §¨á­ë¥ ¬­®£®ç«¥­ë � £à ­¦ .�æ¥­ª  ®áâ â®ç­®£® ç«¥­  ¨­â¥à¯®«¨à®¢ ­¨ï ¯à®¢®¤¨âáïâ ª ¦¥, ª ª ¤«ï ¬­®£®ç«¥­  � £à ­¦ . �¢¥¤¥¬ ¢á¯®¬®£ â¥«ì-­ãî äã­ªæ¨î '(s) = f(s) �Hn(s) �K!(s);£¤¥ !(s) = mYi=0(s � xi)Ni : �®áâ®ï­­ãî K ¢ë¡¥à¥¬ ¨§ ãá«®¢¨ï'(x) = 0, £¤¥ x| â®çª , ¢ ª®â®à®© ®æ¥­¨¢ ¥âáï ¯®£à¥è­®áâì:K = f(x) �Hn(x)!(x) :�ã­ªæ¨ï '(s) ¨¬¥¥â á ãç¥â®¬ ªà â­®áâ¨ ­¥ ¬¥­¥¥ N0 + N1 ++ : : : + Nm + 1 = n + 1 ª®à­ï. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­® ¯à¨¬¥­ïïâ¥®à¥¬ã �®««ï ª ¯à®¨§¢®¤­ë¬ äã­ªæ¨¨ ' ¨ ãç¨âë¢ ï ªà â-­®áâì ª®à­¥©, ¯®«ãç¨¬, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â â®çª  � â ª ï, çâ®'(n+1)(�) = 0, ®âªã¤  24



f(x) �Hn(x) = f (n+1)(�)(n + 1)! mYi=0(x� xi)Ni : (2:6)x 2.2. ��������� �����������������2.2.1. ������������� ���������������� �������¨á«¥­­ë¬ ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨¥¬ ­ §ë¢ ¥âáï ¯à®æ¥áá ¢ë-ç¨á«¥­¨ï ¯à¨¡«¨¦¥­­®£® §­ ç¥­¨ï ¯à®¨§¢®¤­®© f (k)(x) ­¥ª®-â®à®© äã­ªæ¨¨ f(x) ¯® ¥¥ §­ ç¥­¨ï¬ f0; f1; : : : ; fn, § ¤ ­­ë¬¢ â®çª å x0; x1; : : : ; xn.�à®áâ¥©è¨¥ ä®à¬ã«ë ç¨á«¥­­®£® ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï ¯®-«ãç îâáï ¯ãâ¥¬ ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ëå ä®à-¬ã«. �ãáâì § ¤ ­  á¥âª  (â.¥. ­ ¡®à ã§«®¢) x0 < x1 < : : : < xná è £ ¬¨ hi = xi�xi�1, i = 1; 2; : : : ; n. � áá¬®âà¨¬ ¬­®£®ç«¥­� £à ­¦  L1;i(x), ¯®áâà®¥­­ë© ¤«ï äã­ªæ¨¨ f(x) ¯® â®çª ¬xi�1 ¨ xi. �ç¥¢¨¤­®, L01;i(x) = fi � fi�1hi :�â® ¢ëà ¦¥­¨¥ ¬®¦­® ¯à¨­ïâì §  ¯à¨¡«¨¦¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥f 0(x) ¢ «î¡®© â®çª¥ x 2 [xi�1; xi].� ¯à ªâ¨ç¥áª¨å § ¤ ç å ç áâ® ¢áâà¥ç ¥âáï à ¢­®¬¥à­ ïá¥âª , hi = h; i = 1; 2; : : : ; n. �®á«¥¤®¢ â¥«ì­® ¯®« £ ï x = xi¨ xi�1 ¨ ã¢¥«¨ç¨¢ ï ¢® ¢â®à®¬ á«ãç ¥ ¢á¥ ¨­¤¥ªáë ­  1, ¬ë¯®«ãç¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ ¢ ¦­ë¥ ä®à¬ã«ë:f 0(xi) � fi � fi�1h | à §­®áâì ­ § ¤, ®¡®§­ ç ¥¬ ï f�x;i ;f 0(xi) � fi+1 � fih | à §­®áâì ¢¯¥à¥¤, ®¡®§­ ç ¥¬ ï f+x;i .�á¯®«ì§ã¥¬ ¤«ï ¯®«ãç¥­¨ï ä®à¬ã« ç¨á«¥­­®£® ¤¨ää¥-à¥­æ¨à®¢ ­¨ï ¬­®£®ç«¥­ � £à ­¦  L2;i(x), ¯®áâà®¥­­ë© ¤«ïäã­ªæ¨¨ f(x) ¯® âà¥¬ â®çª ¬ xi�1; xi; xi+1. � ©¤¥¬ ¥£® ¯à®-¨§¢®¤­ãî: L02;i(x) = 2x� xi � xi+1hi(hi + hi+1) fi�1��2x� xi�1 � xi+1hihi+1 fi + 2x� xi�1 � xihi+1(hi + hi+1)fi+1:25



�ç¨â ï á¥âªã à ¢­®¬¥à­®© ¨ ¯®« £ ï x = xi, ¯®«ãç¨¬ ä®à-¬ã«ã æ¥­âà «ì­®© à §­®áâ¨f 0(xi) � fi+1�fi�12h ;®¡®§­ ç ¥¬®© f�x;i; ¯®« £ ï x = xi�1 ¨ x = xi+1, ¯®á«¥ á¤¢¨£ ¨­¤¥ªá®¢ ¯®«ãç¨¬ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ä®à¬ã«ëf 0(xi) � �3fi + 4fi+1 � fi+22h ; (2:7)f 0(xi) � fi�2 � 4fi�1 + 3fi2h : (2:8)�ëç¨á«¨¬ ¯®£à¥è­®áâì ¯®«ãç¥­­ëå ä®à¬ã«. �ãáâìf 2 C3 ­  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ ¨­â¥à¢ «¥. � §« £ ï f(xi+1) ¨f(xi�1) ¢ àï¤ �¥©«®à  á ®áâ â®ç­ë¬ ç«¥­®¬ ¢ ä®à¬¥ � £à ­-¦ , ¯®á«¥ ¯à¨¢¥¤¥­¨ï ¯®¤®¡­ëå ¨¬¥¥¬jf�x;i � f 0(xi)j = ���fi+1 � fi�12h � f 0(xi)��� = ���h26 f 000(�(1))��� �M3h26 :�¤¥áì ¨ ¤ «¥¥ ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥ Mn = sup(xi�1;xi+1) jf (n)(x)j,�(1) ¥áâì ­¥ª®â®à ï â®çª  ¨­â¥à¢ «  (xi�1; xi+1).�­ «®£¨ç­ë¬ ®¡à §®¬, ¯à¥¤¯®« £ ï f 2 C2, ¯®«ãç¨¬®æ¥­ª¨: jf�x;i � f 0(xi)j = ���h2f 00(�(2))��� �M2h2 ;jf+x;i � f 0(xi)j = ���h2f 00(�(3))��� �M2h2 :� ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ ¯®£à¥è­®áâì ª ª®©-«¨¡® ¯à¨¡«¨¦¥­-­®© ä®à¬ã«ë ­  à ¢­®¬¥à­®© á¥âª¥ á è £®¬ h ï¢«ï¥âáï ¢¥-«¨ç¨­®© O(hk), â® íâã ä®à¬ã«ã ­ §ë¢ îâ ä®à¬ã«®© k-£® ¯®-àï¤ª .� ¤ ç  2.3. �æ¥­¨âì ¯®£à¥è­®áâì ä®à¬ã« (2.7) ¨ (2.8).�à ¢­¨âì à¥§ã«ìâ â á ®æ¥­ª®© ¯®£à¥è­®áâ¨ f+x;i ¨ f�x;i.�®«ãç¨¬ ¯à¨¡«¨¦¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥ ¤«ï f 00(x), ¢ëç¨á«ïï¢â®àãî ¯à®¨§¢®¤­ãî ¬­®£®ç«¥­  L2;i(x):26



L002;i(x) = 2hi(hi + hi+1)fi�1 � 2hihi+1 fi + 2hi+1(hi + hi+1)fi+1:�à ¢ ï ç áâì íâ®£® à ¢¥­áâ¢  ­¥ § ¢¨á¨â ®â x. � ç áâ­®áâ¨,­  à ¢­®¬¥à­®© á¥âª¥ ¨¬¥¥¬f�x+x;i = f+x � f�xh = fi�1 � 2fi + fi�1h2 :�æ¥­¨¬ ¯®£à¥è­®áâì ¯®á«¥¤­¥© ä®à¬ã«ë:jf�x+x;i � f 0(xi)j = ���h212f IV(�)��� �M4h212 :� ¤ ç  2.4. �æ¥­¨âì ¯®£à¥è­®áâì ä®à¬ã«, § ¤ ¢ ¥¬ëåà §­®áâ­ë¬¨ ®â­®è¥­¨ï¬¨ f�x�x;i ¨ f+x+x;i.�ç¥¢¨¤­®, ¤«ï ¯à¨¡«¨¦¥­­®£® ¢ëç¨á«¥­¨ï ¯à®¨§¢®¤­ëå¡®«¥¥ ¢ëá®ª®£® ¯®àï¤ª  âà¥¡ã¥âáï ¨á¯®«ì§®¢ âì ¬­®£®ç«¥-­ë � £à ­¦  ¡�®«ìè¨å áâ¥¯¥­¥©, ã¢¥«¨ç¨¢ ï ª®«¨ç¥áâ¢® ã§-«®¢, ãç áâ¢ãîé¨å ¢  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨. �à®¬¥ â®£®, ­¥«ì§ï § -à ­¥¥ ¯à¥¤áª § âì â®ç­®áâì ¯®«ãç ¥¬®© ä®à¬ã«ë. �®íâ®¬ã­  ¯à ªâ¨ª¥ ®¡ëç­® ¨á¯®«ì§ãîâ ¤àã£¨¥ á¯®á®¡ë ¯®«ãç¥­¨ïä®à¬ã« ç¨á«¥­­®£® ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï, ®¤¨­ ¨§ ª®â®àëå ¡ã-¤¥â à áá¬®âà¥­ ­¨¦¥.2.2.2. ����� �������������� ��������������ãâì¬¥â®¤  ­¥®¯à¥¤¥«¥­­ëå ª®íää¨æ¨¥­â®¢ § ª«îç ¥â-áï ¢ á«¥¤ãîé¥¬. �ëà ¦¥­¨¥ ¤«ï ¯à®¨§¢®¤­®© k-£® ¯®àï¤ª  ¢­¥ª®â®à®© â®çª¥ x = x� ¨é¥âáï ¢ ¢¨¤¥ «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨§ ¤ ­­ëå §­ ç¥­¨© äã­ªæ¨¨ ¢ ã§« å x0; x1; : : : ; xn:f (k)(x�) = nXi=0 cif(xi) +R(f); (2:9)£¤¥ R(f) | ®áâ â®ç­ë© ç«¥­, § ¢¨áïé¨© ®â äã­ªæ¨¨. �®-íää¨æ¨¥­âë ci ¯®¤¡¨à îâáï ¨§ ãá«®¢¨ï R(f) = 0, ª®£¤ f = 1; x; x2; : : : ; xn. � à¥§ã«ìâ â¥ ¤«ï ­ å®¦¤¥­¨ï ci ¯®«ã-ç ¥¬ á¨áâ¥¬ã n+ 1 «¨­¥©­ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥­¨©:27



c0 + c1 + : : :+ cn = 0;c0x0 + c1x1 + : : :+ cnxn = 0;� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �c0xk�10 + c1xk�11 + : : :+ cnxk�1n = 0;c0xk0 + c1xk1 + : : :+ cnxkn = k!; (2:10)c0xk+10 + c1xk+11 + : : :+ cnxk+1n = (k + 1)!x�;� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �c0xn0 + c1xn1 + : : :+ cnxnn = n(n�1) : : : (n�k+1)xn�k� :�â  á¨áâ¥¬  ®¤­®§­ ç­® à §à¥è¨¬ , â ª ª ª ¥¥ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì¥áâì ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì � ­¤¥à¬®­¤ , ¯à¨ íâ®¬ ¤«ï ¯®«ãç¥­¨ï­¥­ã«¥¢®£® à¥è¥­¨ï ­¥®¡å®¤¨¬® ¨ ¤®áâ â®ç­® ¢ë¯®«­¥­¨ï­¥à ¢¥­áâ¢  n � k.�ç¥¢¨¤­®, ¢ á¨«ã «¨­¥©­®áâ¨ ä®à¬ã«ë (2.10), ¢ë¯®«­¥-­¨¥ ãá«®¢¨ï R(f) = 0 ­  «î¡®¬ ®¤­®ç«¥­¥ áâ¥¯¥­¨ ­¥ ¢ëè¥ níª¢¨¢ «¥­â­® ¢ë¯®«­¥­¨î ãá«®¢¨ï R(f) = 0 ­  «î¡®¬ ¬­®-£®ç«¥­¥ áâ¥¯¥­¨ ­¥ ¢ëè¥ n. �®«ì§ãïáì íâ¨¬, ¬®¦­® ¯®ª § âì,çâ® á¤¢¨£ â®çª¨ ¢ëç¨á«¥­¨ï ¯à®¨§¢®¤­®© ¨ ¢á¥å ã§«®¢ á¥âª¨­  ¯à®¨§¢®«ì­ãî ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ãî ¯®áâ®ï­­ãî d ­¥ ¢«¥ç¥â§  á®¡®© ¨§¬¥­¥­¨ï ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ci. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯®« £ ïy� = x� � d, yi = xi � d, i = 0; 1; : : : ; n, ¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ããà ¢­¥­¨© ¤«ï ­ å®¦¤¥­¨ï ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ~ci:nXi=0 ~ciyji = (yj)(k) ����y=y� ; j = 0; 1; : : :; n;�®§¢à é ïáì ª ¯¥à¥¬¥­­®© x, ¨¬¥¥¬nXi=0 ~ci(xi � d)j = �(x� d)j�(k) ����x=x� ; j = 0; 1; : : : ; n:�®á«¥¤­ïï á¨áâ¥¬  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¯® áãâ¨ ä®à¬ã«ã (2.9), § -¯¨á ­­ãî ¤«ï ¬­®£®ç«¥­®¢ (x� d)j, j = 0; 1; : : : ; n, ¯à¨ íâ®¬,ª ª ®â¬¥ç¥­® ¢ëè¥, R(f) = 0. � ª ª ª á¨áâ¥¬  ãà ¢­¥­¨©(2.10) ¤«ï ­ å®¦¤¥­¨ï ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ci, ¢å®¤ïé¨å ¢ (2:9),¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥, â® ~ci = ci, i = 0; 1; : : : ; n.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¨ ¢ëç¨á«¥­¨¨ §­ ç¥­¨© ci ¬®¦­® ¡à âì¢ ª ç¥áâ¢¥ x� â®çªã, ­ ¨¡®«¥¥ ã¤®¡­ãî ¤«ï ¢ëª« ¤®ª. �¡ëç­®¯®« £ îâ x� = 0. 28



�®ïá­¨¬ á¬ëá« âà¥¡®¢ ­¨ï, ¯à¥¤êï¢«ï¥¬®£® ª ª®íää¨-æ¨¥­â ¬ ci ¢ ä®à¬ã«¥ (2.9), á®£« á­® ª®â®à®¬ã ­  «î¡®¬¬­®£®ç«¥­¥ áâ¥¯¥­¨ ­¥ ¢ëè¥ n ¤®«¦­® ¢ë¯®«­ïâìáï ãá«®¢¨¥R(f) = 0. � ¬¥­¨¬ ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ä®à¬ã«ë (2.9) äã­ªæ¨îf ¥¥ à §«®¦¥­¨¥¬ ¯® ä®à¬ã«¥ �¥©«®à  ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®ç-ª¨ x�. �®£¤  áâ¥¯¥­ì ç«¥­®¢ àï¤  �¥©«®à , á®¤¥à¦ é¨åáï ¢®áâ âª¥ R(f), ¡ã¤¥â ­¥ ¬¥­ìè¥ n+ 1. � ç áâ­®áâ¨, ­  à ¢­®-¬¥à­®© á¥âª¥ á è £®¬ h, ¨¬¥îé¥© n+1 ã§¥«, ¬¥â®¤ ­¥®¯à¥-¤¥«¥­­ëå ª®íää¨æ¨¥­â®¢  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥â k-î ¯à®¨§¢®¤­ãî¤®áâ â®ç­® £« ¤ª®© äã­ªæ¨¨ á ¯®àï¤ª®¬ n+ 1� k.� ¤ ç  2.5. �®ª § âì ¯®á«¥¤­¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.�à¨ ­¥ª®â®àëå ¤®¯®«­¨â¥«ì­ëå ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ïå ¬¥â®¤­¥®¯à¥¤¥«¥­­ëå ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ¬®¦¥â ¤ âì ¢ â¥å ¦¥ ãá«®-¢¨ïå ä®à¬ã«ë ¡®«¥¥ ¢ëá®ª®£® ¯®àï¤ª  â®ç­®áâ¨. �ãáâì ã§«ëà ¢­®¬¥à­®© á¥âª¨ à á¯®«®¦¥­ë á¨¬¬¥âà¨ç­® ®â­®á¨â¥«ì­®â®çª¨ x�, â® ¥áâì xi � x� = x� � xn�i. �¥ ã¬¥­ìè ï ®¡é­®-áâ¨, ¤ «¥¥ áç¨â ¥¬ x� = 0, ®âªã¤  xi = �xn�i. �á¯®«ì§ãï¯®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® ¯à¨ 0 � i � n2 , ¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã ¤«ï®¯à¥¤¥«¥­¨ï ci:c0(�xn)j + c1(�xn�1)j + : : :+ cn�1xjn�1 + cnxjn == �kjk!; j = 0; 1; : : : ; n; (2:11)£¤¥ �kj | á¨¬¢®« �à®­¥ª¥à . �áãé¥áâ¢¨¬ ¯¥à¥®¡®§­ ç¥­¨¥­¥¨§¢¥áâ­ëå ci = ~cn�i, i = 0; 1; : : :; n, ¨ ¤®¬­®¦¨¬ j-¥ ãà ¢-­¥­¨¥ ­  ç¨á«® (�1)j , j = 0; 1; : : : ; n. �®£¤  á¨áâ¥¬  (2.11)¯à¨¬¥â ¢¨¤~c0(�1)jxjn + ~c1(�1)jxjn�1 + : : :+ ~cn�1(�1)j(�xn�1)j++~cn(�1)j(�xn)j = �kj(�1)jk!; j = 0; 1; : : : ; n: (2:12)�ç¥¢¨¤­®, á¨áâ¥¬ë (2.11) ¨ (2.12) ¨¬¥îâ ®¤¨­ ª®¢ë¥ ¬ âà¨-æë,   ¢¥ªâ®à  ¨å ¯à ¢ëå ç áâ¥© ¯à¨ ç¥â­®¬ k á®¢¯ ¤ îâ, â®¥áâì ci = ~ci = cn�i   ¯à¨ ­¥ç¥â­®¬ k à §«¨ç îâáï «¨èì §­ -ª®¬, â® ¥áâì ci = �~ci = �cn�i (j = 0; 1; : : : ; n). � ª¨¬ ®¡à §®¬,­  à ¢­®¬¥à­®© á¥âª¥, á¨¬¬¥âà¨ç­®© ®â­®á¨â¥«ì­® â®çª¨x�, ä®à¬ã«  (2.9) ¯à¨ ç¥â­®¬ k á¨¬¬¥âà¨ç­ ,   ¯à¨ ­¥ç¥â-­®¬ k |  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­ . 29



� «¥¥, ¥á«¨ ¢ á¤¥« ­­ëå ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ïå k ç¥â­®,   ç¨á«®ã§«®¢ ­¥ç¥â­® (â. ¥. n ç¥â­®), â® ¯®á«¥ ¯®¤áâ ­®¢ª¨ ¢ ä®à¬ã«ã(2.9) à §«®¦¥­¨ï ¢ àï¤ �¥©«®à  äã­ªæ¨¨ f ¯à®¨§®©¤¥â á®ªà -é¥­¨¥ ç«¥­®¢ ¯®àï¤ª  n + 1, ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ç¥£® ¯à®¨§¢®¤­ ï¡ã¤¥â  ¯¯à®ªá¨¬¨à®¢ ­  á ¯®àï¤ª®¬ n+ 2 � k. � ª®© ¦¥ ¯®-àï¤®ª  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¤®áâ¨£ ¥âáï ¯à¨ ­¥ç¥â­®¬ k ¨ ç¥â­®¬ç¨á«¥ ã§«®¢ (­¥ç¥â­®¬ n). �ª § ­­®¥ ®§­ ç ¥â, çâ® ¯®¤áç¥â¯à®¨§¢®¤­®© ¢ áà¥¤­¥© â®çª¥ ¬®¦¥â ¯à¨¢¥áâ¨ ª ¯®¢ëè¥­¨î¯®àï¤ª   ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨.�®¤à®¡­ ï á¢®¤ª  ä®à¬ã« ç¨á«¥­­®£® ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ -­¨ï, ¯®«ãç¥­­ëå ¬¥â®¤®¬ ­¥®¯à¥¤¥«¥­­ëå ª®íää¨æ¨¥­â®¢,¯à¨¢¥¤¥­ , ­ ¯à¨¬¥à, ¢ [4].2.2.3. � �������������� ����������������� ���������� ������������������à¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¨ ä®à¬ã« ç¨á«¥­­®£® ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ -­¨ï á«¥¤ã¥â ¨¬¥âì ¢ ¢¨¤ã, çâ® ã¬¥­ìè¥­¨¥ è £  á¥âª¨ h,®áãé¥áâ¢«ï¥¬®¥ á æ¥«ìî ã¬¥­ìè¥­¨ï ¯®£à¥è­®áâ¨ ¬¥â®¤ ,¬®¦¥â ¯à¨¢¥áâ¨ ª à®áâã ¢«¨ï­¨ï ¢ëç¨á«¨â¥«ì­®© ¯®£à¥è­®-áâ¨ ¨, ª ª á«¥¤áâ¢¨¥, ª ã¢¥«¨ç¥­¨î ¯®«­®© ¯®£à¥è­®áâ¨.� ¯®¬­¨¬, çâ® ¯à¨  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¯¥à¢®© ¯à®¨§¢®¤­®©à §­®áâìî ­ § ¤ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® á«¥¤ãîé ï ®æ¥­ª :jf�x;i � f 0(xi)j = ���fi � fi�1h � f 0(xi)��� = ���h2f 00(�)��� �M2h2 :� «¨ç¨¥ ¢ëç¨á«¨â¥«ì­®© ¯®£à¥è­®áâ¨ ¯à¨¢®¤¨â ª â®¬ã, çâ®¢¬¥áâ® â®ç­ëå §­ ç¥­¨© fi; fi�1 ¬ë ¨¬¥¥¬ ¤¥«® á ¯à¨¡«¨-¦¥­­ë¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨ ~fi = fi + �i, ~fi�1 = fi�1 + �i�1. � ª¨¬®¡à §®¬, ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì à §­®áâ­®© ¯à®¨§¢®¤-­®© ®ª ¦¥âáï à ¢­®© ��x;i = (�i � �i�1)=h.�ãáâì ¤«ï ¯®£à¥è­®áâ¥© �i; �i�1 ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ®æ¥­ª j�ij � �; j�i�1j � �. �®£¤ j��x;ij � 2�=h:�­ ç¨â, ¤«ï ¯®«­®© ¯®£à¥è­®áâ¨ r ¨¬¥¥¬ ®æ¥­ªãjrj � g(h) =M2h=2 + 2�=h:�¥âàã¤­® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ¬¨­¨¬ã¬ äã­ªæ¨¨ g(h) ¤®áâ¨£ -¥âáï ¯à¨ 30



h = h0 = 2p�=M2¨ á®áâ ¢«ï¥â g(h0) = 2p�M2;¯à¨ç¥¬ ¯à¨ h < h0 §­ ç¥­¨¥ g(h) à¥§ª® ¢®§à áâ ¥â(á¬. à¨á. 2.1).
�¨á. 2.1. �®£à¥è­®áâì ç¨á«¥­­®£® ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï�â ª, ¢ à áá¬®âà¥­­®¬ ¯à¨¬¥à¥ ¯®«­ ï ¯®£à¥è­®áâì ¨¬¥-¥â ¯®àï¤®ª O(p�). � ª ª ª ¢¥«¨ç¨­  � ­¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¬¥­ìè¥â®ç­®áâ¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ç¨á¥« ¢ ���, â® §­ ç¥­¨¥ f�x;i ¢ëç¨-á«ï¥âáï ¢ «ãçè¥¬ á«ãç ¥ á ¯®«®¢¨­®© ¢¥à­ëå à §àï¤®¢. �â®á¢¨¤¥â¥«ìáâ¢ã¥â ® ­¥ª®àà¥ªâ­®áâ¨ à áá¬®âà¥­­®£® §¤¥áì á¯®-á®¡  ç¨á«¥­­®£® ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨ï ¯à¨ ­ «¨ç¨¨ ¯®£à¥è­®-áâ¨ ¢ §­ ç¥­¨ïå fi. �â®â á¯®á®¡ ­ã¦¤ ¥âáï ¢ à¥£ã«ïà¨§ æ¨¨[5].� ¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ ¢ëç¨á«¥­¨¨ ¯à®¨§¢®¤­ëå ¡®«¥¥ ¢ëá®-ª®£® ¯®àï¤ª  ­ «¨ç¨¥ ¢ §­ ¬¥­ â¥«¥ à §­®áâ­®£® ®â­®è¥­¨ï¢¥«¨ç¨­�ë hk; k > 1, ¯à¨¢¥¤¥â ª ãá¨«¥­¨î ¢«¨ï­¨ï ¢ëç¨-á«¨â¥«ì­®© ¯®£à¥è­®áâ¨. � ª, ¯à¨ ¯®¤áç¥â¥ ç¥â¢¥àâ®© ¯à®-¨§¢®¤­®© á® ¢â®àë¬ ¯®àï¤ª®¬ â®ç­®áâ¨ ¬¨­¨¬ã¬ ¯®«­®© ¯®-£à¥è­®áâ¨ ¤®áâ¨£ ¥âáï, ¥á«¨ h0 = O(�1=6). �ãáâì � � 10�12,â®£¤  h0 � 0; 01, ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯®£à¥è­®áâì ¬¥â®¤  ¨ ¢ë-ç¨á«¨â¥«ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì ¨¬¥îâ ¯®àï¤®ª 10�4.31



x 2.3. ����� ���������� ���������2.3.1. ���������� �������á«¨ ¢ § ¤ ç¥ ¯à¨¡«¨¦¥­­®£® ¢®ááâ ­®¢«¥­¨ï äã­ªæ¨¨f(x) ¤¨áªà¥â­® § ¤ ­­ë¥ ­  ­¥ª®â®à®¬ ¨­â¥à¢ «¥ (a; b) §­ -ç¥­¨ï f(xi); i = 0; 1; : : : ; n | ¢å®¤­ë¥ ¤ ­­ë¥ | ¨¬¥îâ ¯®-£à¥è­®áâ¨ "i, ¯à¥¢ëè îé¨¥ ¯® ¢¥«¨ç¨­¥ ¤®¯ãáâ¨¬ãî ¯®-£à¥è­®áâì ¨­â¥à¯®«¨à®¢ ­¨ï, â® à¥è¥­¨¥ á ¯®¬®éìî ¨­â¥à-¯®«ïæ¨®­­ëå ¬­®£®ç«¥­®¢, ¯à¨­¨¬ îé¨å íâ¨ §­ ç¥­¨ï ¢ ã§-« å, ­¥ ¬®¦¥â áç¨â âìáï ã¤®¢«¥â¢®à¨â¥«ì­ë¬, â ª ª ª ®­®¡ã¤¥â ­¥¯à¨¥¬«¥¬® ­¨§ª®© â®ç­®áâ¨. �¤¥áì ¢® ¬­®£¨å á«ãç -ïå ¬®£ãâ ¡ëâì ¯®«¥§­ë ¬¥â®¤ë ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï äã­ªæ¨©, ª®-â®àë¥ ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ¤àã£¨¬ âà¥¡®¢ ­¨ï¬ ¡«¨§®áâ¨ ª f(x)¨áª®¬®£® ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï '(x). � ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ ¯®£à¥è­®áâì¢å®¤­ëå ¤ ­­ëå ­®á¨â á«ãç ©­ë© å à ªâ¥à, â® ¢¬¥áâ®  «£®-à¨â¬®¢ ¨­â¥à¯®«¨à®¢ ­¨ï å®à®è¨¥ à¥§ã«ìâ âë à¥è¥­¨ï § -¤ ç¨ ¬®£ãâ ¤ âì â ª¨¥ á¯®á®¡ë ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï äã­ªæ¨©, ª ª¬¥â®¤ ­ ¨¬¥­ìè¨å ª¢ ¤à â®¢,  «£®à¨â¬ë ¯®áâà®¥­¨ï á£« -¦¨¢ îé¨å á¯« ©­®¢. �á«¨ § ¢¥¤®¬® ¨§¢¥áâ­®, çâ® à¥è¥­¨¥¤®«¦­® ®¡« ¤ âì ®¯à¥¤¥«¥­­®© £« ¤ª®áâìî, â® '(x) ¬®¦­®¡à âì ¨§ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ª« áá  äã­ªæ¨©. �à¥¡®¢ ­¨¥ à -¢¥­áâ¢  '(xi) = f(xi) ¬®¦­® § ¬¥­¨âì âà¥¡®¢ ­¨¥¬ ¡«¨§®áâ¨äã­ªæ¨© ¢ ­¥ª®â®à®© ­®à¬¥, â ª çâ® á«ãç ©­ë¥ ®âª«®­¥­¨ï®â ­¥ª®â®à®© £« ¤ª®© äã­ªæ¨¨ ¢ â ª¨å ¬¥â®¤ å ¡ã¤ãâ á£« -¦¥­ë ¢ à¥è¥­¨¨, ¨ ¬ ªá¨¬ã¬ ®âª«®­¥­¨ï '(x) ®â f(x) ­ ¢á¥¬ ¨­â¥à¢ «¥ ¬®¦¥â ®ª § âìáï ¬¥­ìè¥ ¯®£à¥è­®áâ¨ " ¢å®¤-­ëå ¤ ­­ëå § ¤ ç¨. �¤¥áì ¨ ¤ «¥¥ ¢ íâ®© £« ¢¥ ç¥à¥§ " ¡ã-¤¥â ®¡®§­ ç âìáï ­¥ª®â®à®¥ áà¥¤­¥¥ §­ ç¥­¨¥ ¯®£à¥è­®áâ¥©"i, i = 0; 1; : : : ; n.�ãáâì ¨¬¥îâáï äã­ªæ¨ï f(x) ¨ ¬­®¦¥áâ¢® äã­ªæ¨© '(x),¯à¨­ ¤«¥¦ é¨å «¨­¥©­®¬ã ­®à¬¨à®¢ ­­®¬ã ¯à®áâà ­áâ¢ãäã­ªæ¨©. � § ¤ ç¥  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ âà¥¡ã¥âáï ¤«ï § ¤ ­­ëåf(x) ¨ " ­ ©â¨ â ªãî �(x), çâ®¡ë ¢ë¯®«­ï«®áì ­¥à ¢¥­áâ¢®kf(x) � �(x)k � ". � § ¤ ç¥ ­ ¨«ãçè¥£® ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï ­ ¤®­ ©â¨ äã­ªæ¨î �(x), ã¤®¢«¥â¢®àïîéãî á®®â­®è¥­¨îkf(x)� �(x)k = inf' kf(x) � '(x)k = �: (2:13)�ãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¨ ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâì ­ ¨«ãçè¥£® ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï§ ¢¨áïâ ®â ¢ë¡®à  ¯à®áâà ­áâ¢  ¨ ¬­®¦¥áâ¢  '(x).32



� ¬¥â®¤¥ ­ ¨¬¥­ìè¨å ª¢ ¤à â®¢ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï £¨«ì-¡¥àâ®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® L2(�) ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå äã­ªæ¨©, ¨­â¥-£à¨àã¥¬ëå á ª¢ ¤à â®¬ á ¢¥á®¬ �(x) > 0 ­  [a; b]. �®à¬  ¢­¥¬ à ¢­  kfkL2 =p(f; f) á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬(f; ') = Z ba �(x)f(x)'(x)dx: (2:14)�¯¯à®ªá¨¬¨àãîéãî äã­ªæ¨î ¡¥à¥¬ ¢ ¢¨¤¥ «¨­¥©­®© ª®¬¡¨-­ æ¨¨ �(x) = kXj=0 cj'j(x): (2:15)�®¤áâ ¢¨¢ ¥¥ ¢ (2.13), ¯®«ãç¨¬kf(x)��(x)k2L2 = (f; f)�2 kXj;m=0 cj(f; 'j)+kXj=0 cjcm('j ; 'm) = �:(2:16)�à¨à ¢­¨¢ ï ­ã«î ¯à®¨§¢®¤­ë¥ ¯® ª®íää¨æ¨¥­â ¬ cj ®â «¥-¢®© ç áâ¨ (­¥®¡å®¤¨¬®¥ ãá«®¢¨¥ ¬¨­¨¬ã¬  ª¢ ¤à â¨ç­®© ®â-­®á¨â¥«ì­® ¯¥à¥¬¥­­ëå cj äã­ªæ¨¨ (2.16)), ¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥¬ã«¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©kXj=0('m; 'j)cj = (f; 'm); 0 � m � k: (2:17)� âà¨æ  á¨áâ¥¬ë (2.17) | ¬ âà¨æ  �à ¬  | á¨¬¬¥âà¨ç-­ ï ¨ ¯®«®¦¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­­ ï. �¥ ®¯à¥¤¥«¨â¥«ì ¢ á«ãç ¥«¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ëå äã­ªæ¨© 'j ®â«¨ç¥­ ®â ­ã«ï. �«¥¤®¢ -â¥«ì­®, ¤«ï â ª®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¡ §¨á­ëå äã­ªæ¨© ­ ¨«ãçè¥¥áà¥¤­¥ª¢ ¤à â¨ç­®¥ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¥ áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¥¤¨­áâ¢¥­-­®. �â®¡ë ¯à¨¡«¨¦¥­­® ç¨á«¥­­® à¥è¨âì á¨áâ¥¬ã (2.17), ¢¢¥-¤¥¬ áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ­  ª®­¥ç­®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ â®ç¥ª(f; ') = nXi=0 �if(xi)'(xi); � > 0; (2:18)£¤¥ n+ 1 | ç¨á«® ¢á¥å ã§«®¢ ­  à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ ¨­â¥à¢ «¥[a; b] á ¨§¢¥áâ­ë¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨ f(xi).33



2.3.2. ����� �������� ��������ë¡®à ª®­ªà¥â­®£® ¬­®¦¥áâ¢  äã­ªæ¨© 'j(x) § ¢¨á¨â ®ââ ª¨å á¢®©áâ¢ äã­ªæ¨¨ f(x), ª ª ¯¥à¨®¤¨ç­®áâì, á¨¬¬¥âà¨ç-­®áâì, ­ «¨ç¨¥  á¨¬¯â®â¨ª¨, íªá¯®­¥­æ¨ «ì­ë© ¨«¨ «®£ -à¨ä¬¨ç¥áª¨© ¢¨¤ ¨ â. ¤. �«ï à¥è¥­¨ï íâ®© § ¤ ç¨ ¨á¯®«ì-§ãîâáï  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ ¬­®£®ç«¥­ë, âà¨£®­®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¯®-«¨­®¬ë, ¬­®¦¥áâ¢  ¨§ ¡ §¨á­ëå äã­ªæ¨© ®àâ®£®­ «ì­ëå á¨-áâ¥¬.�á«¨ ¨§¢¥áâ­  ¨­ä®à¬ æ¨ï ® â®ç­®áâ¨ § ¤ ­¨ï f(xi), â® ¢íâ®¬ á«ãç ¥ ¢¥áã �i ¯à¨¤ îâ á¬ëá« â®ç­®áâ¨ ¤ ­­ëå ¢ ª®­-ªà¥â­®© â®çª¥ xi: ç¥¬ ¢ëè¥ â®ç­®áâì "i § ¤ ­­®£® §­ ç¥­¨ïfi ¢ íâ®© â®çª¥ ¢ áà ¢­¥­¨¨ á â®ç­®áâìî ¢ ¤àã£¨å â®çª å, â¥¬¡®«ìè¥¥ §­ ç¥­¨¥ ¢¥á  �i ¯à¨¯¨áë¢ ¥âáï ¥©. �¡ëç­® §­ ç¥­¨¥¢¥á  ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­® "�2i .� ª ç¥áâ¢¥ ¯¥à¢®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¡ §¨á­ëå äã­ªæ¨© ¢®§ì¬¥¬'j = xj. �à ¢­¥­¨ï (2.17) ¯à¨¬ãâ ¢¨¤kXj=0(xm; xj)cj = (f; xm); 0 � m � k; (2:19)(xm; xj) = nXi=0 �ixm+ji ; (f; xm) = nXi=0 �ifixmi :� ­­ ï á¨áâ¥¬  äã­ªæ¨© ­¥®àâ®£®­ «ì­ , ¯®íâ®¬ã ¯à¨ ¡®«ì-è¨å k § ¤ ça (2.19) ¯«®å® ®¡ãá«®¢«¥­ . �à¨ k ¯®àï¤ª  10®­  ®¡ãá«®¢«¥­  ã¤®¢«¥â¢®à¨â¥«ì­® ¨ § ç áâãî à¥è ¥âáï ¡¥§§ âàã¤­¥­¨©. �à¨ ¯«®å®© ®¡ãá«®¢«¥­­®áâ¨ § ¤ ç¨ (2.19) ¨á-¯®«ì§ãîâáï ¡ §¨áë, á®áâ®ïé¨¥ ¨§ ®àâ®£®­ «ì­ëå ¬­®£®ç«¥-­®¢ �¥¡ëè¥¢ , �¥¦ ­¤à , � £¥àà  ¨ ¤à. �¢®©áâ¢® ®àâ®£®-­ «ì­®áâ¨ § ª«îç ¥âáï ¢ â®¬, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® ¨§ ãª § ­-­ëå â¨¯®¢ ¬­®£®ç«¥­®¢ áãé¥áâ¢ã¥â ®âà¥§®ª [a; b], ­  ª®â®à®¬®¡à é îâáï ¢ ­ã«ì áª «ïà­ë¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¬­®£®ç«¥­®¢ à §-­®£® ¯®àï¤ª  á ¢¥á®¢®© äã­ªæ¨¥© �(x):Z ba �(x)'j(x)'m(x)dx = 0; j 6= m:�«ï ­ ¨¡®«¥¥ £« ¤ª®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ äã­ªæ¨©, á ¬¨­¨¬ «ì-­ë¬ ç¨á«®¬ ¨  ¬¯«¨âã¤®© ®âª«®­¥­¨©, ¡¥àãâáï ¬­®£®ç«¥­ë34



�¥¡ëè¥¢  Tj(x), ª®â®àë¥ ®¯à¥¤¥«¥­ë ­  ®âà¥§ª¥ [�1; 1] ¨ ®à-â®£®­ «ì­ë ­  ­¥¬ á ¢¥á®¢®© äã­ªæ¨¥© �(x) = (1 � x2)�1=2.�å §­ ç¥­¨ï ¯à¨ ¯®¤áç¥â¥ áª «ïà­ëå ¯à®¨§¢¥¤¥­¨© ã¤®¡­®­ å®¤¨âì ¯® à¥ªãàà¥­â­ë¬ ä®à¬ã« ¬Tj+1(x) = 2xTj(x) � Tj�1(x);T0(x) = 1; T1(x) = x: (2:20)�­®£®ç«¥­ë �¥¦ ­¤à  ®àâ®£®­ «ì­ë ­  ®âà¥§ª¥ [�1; 1]á ¢¥á®¢®© äã­ªæ¨¥© �(x) = 1 ¨ ¬®£ãâ ¡ëâì ¢ëç¨á«¥­ë ¯®à¥ªãàà¥­â­ë¬ ä®à¬ã« ¬Lj+1(x) = [(2j + 1) xLj(x)� jLj�1(x)]=(j + 1);L0(x) = 1; L1(x) = x: (2:21)�à®áâ®â  ãá«®¢¨© ®àâ®£®­ «ì­®áâ¨ ¨¬¥¥â ­¥ª®â®àë¥ ¤®áâ®-¨­áâ¢ .�«ï â®£® çâ®¡ë ¯®áâà®¨âì  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîéãî äã­ªæ¨î�(x) á ¯®¬®éìî ®àâ®£®­ «ì­ëå ¬­®£®ç«¥­®¢ (2.20), (2.21),ã¤®¡­® § ¤ ­­ë© ®âà¥§®ª [a; b] á ¯®¬®éìî «¨­¥©­®£® ¯à¥®¡à -§®¢ ­¨ï �x = (2x� a� b)=(b� a) ¯¥à¥¢¥áâ¨ ¢ ®âà¥§®ª [�1; 1],  ¯®á«¥ à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨ ¤«ï ¤ ­­ëå f(�xi); i = 0; 1; : : :; n c ¯®-¬®éìî § ¬¥­ë x = (a+ b� (a� b)�x)=2 ¢ë¯¨á âì à¥è¥­¨¥ ­ ¨­â¥à¢ «¥ [a; b]. �á¯®«ì§®¢ ­¨¥ ¡ §¨á  ¨§ ®àâ®£®­ «ì­ëå ¯®-«¨­®¬®¢ ¯®§¢®«ï¥â ¯®«ãç¨âì å®à®è® ®¡ãá«®¢«¥­­ãî á¨áâ¥¬ã(2.17) ¯à¨ ¡®«ìè�̈å k.�à¨ k = n áà¥¤­¥ª¢ ¤à â¨ç­ ï  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨ï á®¢¯ ¤ ¥âá « £à ­¦¥¢®© ¨­â¥à¯®«ïæ¨¥©. � ª ã¦¥ ®â¬¥ç «®áì, ­ «¨ç¨¥§­ ç¨â¥«ì­®© á«ãç ©­®© ¯®£à¥è­®áâ¨ ¢® ¢å®¤­ëå ¤ ­­ëåâà¥¡ã¥â ®âª § âìáï ®â ¨­â¥à¯®«¨à®¢ ­¨ï. �®à®è¥¥ á£« ¦¨-¢ ­¨¥ á«¥¤ã¥â ®¦¨¤ âì ¯à¨ k� n. �® ¥á«¨ k á«¨èª®¬ ¬ «®,â® ¤«ï ã¤®¢«¥â¢®à¨â¥«ì­®£® ®¯¨á ­¨ï á«®¦­®£® ¢¨¤  f(x) ¬®-¦¥â ­¥ å¢ â¨âì¬ «®£® ª®«¨ç¥â¢  ¢ë¡à ­­ëå äã­ªæ¨© (ç¨á«� ª®íää¨æ¨¥­â®¢ cj) ¢ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ �(x). �å ®¯â¨¬ «ì­®¥ ç¨-á«® § ¢¨á¨â ®â äã­ªæ¨¨ f(x), ç¨á«  ã§«®¢ n, ¨å à á¯®«®¦¥­¨ï,¢¥á®¢ ¨ ®â ¢ë¡à ­­®© á¨áâ¥¬ë 'j(x).�á«¨ ¨§¢¥áâ­  ¢¥«¨ç¨­  ¯®£à¥è­®áâ¨ ¢å®¤­ëå ¤ ­­ëå", â® ®¯â¨¬ «ì­®¥ ç¨á«® k ®¯à¥¤¥«ïîâ á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à -§®¬. �à¨ ­¥ª®â®à®¬ ¢ë¡à ­­®¬ k ¨§ ãá«®¢¨ï (2.16) ­ å®¤ïâc(k)j ; 1 � j � k, ¢ëç¨á«ïîâ ¯®«ãç¥­­®¥ ¯à¨ íâ®¬ áà¥¤­¥ª¢ -¤à â¨ç­®¥ ãª«®­¥­¨¥ 35



�k =  nXi=0 (�(xi)� fi)2n+ 1 !1=2 :�á«¨ �k � ", â. ¥. ¯®£à¥è­®áâì  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¬­®£® ¡®«ì-è¥ ¯®£à¥è­®áâ¨ ¢å®¤­ëå ¤ ­­ëå, â® ª®«¨ç¥áâ¢  ª®íää¨æ¨-¥­â®¢ ­¥¤®áâ â®ç­® ¤«ï ®¯¨á ­¨ï f(x), ¨ ­ ¤® ã¢¥«¨ç¨âì k.�á«¨ �k � ", â® áâ àè¨¥ ª®íää¨æ¨¥­âë  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ­¥-¤®áâ®¢¥à­ë, ¨ ­ ¤® ã¬¥­ìè¨âì k. �á«¨ ¦¥ �k � ", â® ç¨á«®ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ®¯â¨¬ «ì­®.� áç¥â ¬®¦­® ­ ç âì á k = 1, ª®£¤  § ¢¥¤®¬® � � ", ¨ ¯®-áâ¥¯¥­­® ã¢¥«¨ç¨¢ âì ç¨á«® ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ¤® â¥å ¯®à, ¯®ª ­¥ ¢ë¯®«­¨âáï ãá«®¢¨¥ �k � ". �á«¨ ¯à¨ íâ®¬ k � n, â® ¢¨¤ ¯¯à®ªá¨¬¨àãîé¥© äã­ªæ¨¨, â. ¥. ¬­®¦¥áâ¢® 'j(x), ¢ë¡à ­ã¤ ç­®. �á«¨ ¦¥ k®¯â � n, â® ­¥®¡å®¤¨¬® ¯®¤®¡à âì ¡®«¥¥¯®¤å®¤ïéãî  ¯¯à®ªá¨¬¨àãîéãî äã­ªæ¨î. �à¨ ­¥¡®«ìè®¬n ¢ë¡®à ®¯â¨¬ «ì­®£® k ï¢«ï¥âáï ¢¥áì¬  âàã¤­®© § ¤ ç¥©,¯®íâ®¬ã ¢ â ª®¬ á«ãç ¥ ®á®¡¥­­® ¢ ¦¥­ ã¤ ç­ë© ¢ë¡®à ¬­®-¦¥áâ¢  'j(x).x 2.4. ���������������� ����������®áâà®¥­¨¥ ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­®£® ¬­®£®ç«¥­  � £à ­¦ ¨«¨ �ìîâ®­  á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¡®«ìè®£® ç¨á«  ã§«®¢ ¨­â¥à-¯®«¨à®¢ ­¨¥ ­  ®âà¥§ª¥ [a; b] ¬®¦¥â ¯à¨¢¥áâ¨ ª ¯«®å®¬ã ¯à¨-¡«¨¦¥­¨î ¨­â¥à¯®«¨àã¥¬®© äã­ªæ¨¨ ¨§-§  ¢®§à áâ ­¨ï ¢ë-ç¨á«¨â¥«ì­®© ¯®£à¥è­®áâ¨. �à®¬¥ â®£®, ¯®áâà®¥­­ë© ¬­®-£®ç«¥­ ¡ã¤¥â ¨¬¥âì ¢ëá®ªãî áâ¥¯¥­ì, çâ® â®¦¥ ¢¥áì¬  ­¥¦¥-« â¥«ì­®. �â¨å ­¥¯à¨ïâ­®áâ¥© ¬®¦­® ¨§¡¥¦ âì, à §¡¨¢ ®â-à¥§®ª [a; b] ­  ç áâ¨ç­ë¥ ®âà¥§ª¨ ¨ ¯®áâà®¨¢ ­  ª ¦¤®¬ ¨§­¨å ¬­®£®ç«¥­ ­¥¢ëá®ª®© áâ¥¯¥­¨, â ª ¨«¨ ¨­ ç¥ ¯à¨¡«¨¦¥­-­ë© ª § ¤ ­­®© äã­ªæ¨¨ f(x). �­®£¤  â ª®© ¯à¨¥¬ ­ §ë¢ îâªãá®ç­®-¯®«¨­®¬¨ «ì­ë¬ ¨­â¥à¯®«¨à®¢ ­¨¥¬.�â ª, ¯ãáâì ¢ ¯®¯ à­® à §«¨ç­ëå ã§« å ­¥ª®â®à®© á¥âª¨xi; i = 0; 1; : : : ; n § ¤ ­ë §­ ç¥­¨ï fi äã­ªæ¨¨ f(x) áª «ïà­®-£®  à£ã¬¥­â  x. �¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ ¯®áâà®¥­¨ï äã­ªæ¨¨ S(x),ª®â®à ï ¢ ã§« å à ¢­  fi, ¯à¨­ ¤«¥¦¨â ª« ááã Ck (k � 0) ­ x0 < x < xn ¨ ­  ª ¦¤®¬ ¨­â¥à¢ «¥ xi�1 < x < xi ¨¬¥¥âà §«¨ç­®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ Si, ­ §ë¢ ¥âáï á¯« ©­®¢ë¬ ¨­â¥à-¯®«¨à®¢ ­¨¥¬,   á ¬  äã­ªæ¨ï S(x) | á¯« ©­®¬. �¯« ©­ë¢ á¨«ã å®à®è¨å  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨®­­ëå á¢®©áâ¢, ®â­®á¨â¥«ì­®©36



¯à®áâ®âë ¨ íª®­®¬¨ç­®áâ¨ ¨å ¯®áâà®¥­¨ï ­ è«¨ ¬­®£®ç¨-á«¥­­ë¥ ¯à¨«®¦¥­¨ï.�® ¬­®£¨å ¯à¨«®¦¥­¨ïå ¢ ª ç¥áâ¢¥ á¯« ©­  ¡¥àãâ ¬­®-£®ç«¥­ S(x) = k+1Xj=0 ajxj. �£® ª®íää¨æ¨¥­âë ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥à §«¨ç­ë ­  à §«¨ç­ëå ¨­â¥à¢ « å, ­® ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®-¢¨ï¬ á®£« á®¢ ­¨ï| ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ S(x) ¨ k ¥¥ ¯à®¨§¢®¤­ëå¢ ã§« å. � é¥ ¢á¥£® ¡¥àãâ ¬­®£®ç«¥­ë ¯¥à¢®© ¨«¨ âà¥âì¥©áâ¥¯¥­¨. � ¯®á«¥¤­¥¬ á«ãç ¥ á¯« ©­ ­ §ë¢ ¥âáï ªã¡¨ç¥áª¨¬.2.4.1. ���������� ����������� ��������¯¨è¥¬ ¯à®æ¥áá ¯®áâà®¥­¨ï ªã¡¨ç¥áª®£® á¯« ©­ . �  ®â-¤¥«ì­®¬ ¨­â¥à¢ «¥ [xi�1; xi] ¬­®£®ç«¥­ S(x) ¬®¦­® ¢§ïâì ¢¢¨¤¥ Si(x) = 3Xj=0 aij(x� xi�1)j; i = 1; 2; : : :n: (2:22)�¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® áä®à¬ã«¨à®¢ ­­ ï § ¤ ç  ¯®ª  ­¥¤®-®¯à¥¤¥«¥­ . � § ¤ ç¥ ¨¬¥¥âáï 4n ­¥¨§¢¥áâ­ëå aij | ¯® 4 ª®-íää¨æ¨¥­â  ­  n ¨­â¥à¢ « å. � ¨§ âà¥¡®¢ ­¨ï ¢ë¯®«­¥­¨ïãá«®¢¨© § ¤ ç¨ ¨¬¥¥¬ 4n� 2 á®®â­®è¥­¨©: 2n á®®â­®è¥­¨©Si(xi) = fi; Si(xi�1) = fi�1; i = 1; 2; : : : ; n (2:23)¨ 2n� 2 á®®â­®è¥­¨©S0i(xi) = S0i+1(xi); i = 1; 2; : : :n� 1; (2:24)S00i (xi) = S00i+1(xi); i = 1; 2; : : :n� 1: (2:25)�¢¥¤¥¬ ®¡®§­ ç¥­¨ï Mi = S00(xi); hi = xi � xi�1. �®áª®«ìªãS00(x) | «¨­¥©­ ï äã­ªæ¨ï ­  [xi�1; xi], ¥¥ ¢¨¤ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï¤¢ã¬ï §­ ç¥­¨ï¬¨:S00i (x) = Mi�1xi � xhi +Mix� xi�1hi ; xi�1 � x � xi: (2:26)�ç¥¢¨¤­®, (2.26) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá«®¢¨î (2.25). �à®¨­â¥-£à¨àã¥¬ (2.25) ¤¢ ¦¤ë ¯® x ¨, âà¥¡ãï ¢ë¯®«­¥­¨ï ãá«®¢¨©(2.23), ¯®«ãç¨¬ ­  ®âà¥§ª¥ [xi�1; xi] à ¢¥­áâ¢®37



Si(x) = Mi�1 (xi � x)36hi +Mi (x� xi�1)36hi ++(fi�1 � Mi�1h2i6 )(xi � x)hi + (fi � Mih2i6 )(x� xi�1)hi ; (2:27)i = 1; 2; : : : ; n:�¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨¥ (2.27) ¤ ¥âS0i(x) = �Mi�1 (xi � x)22hi +Mi (x� xi�1)22hi �(fi�1�Mi�1h2i6 ) 1hi++(fi � Mih2i6 ) 1hi ; i = 1; 2; : : :; n: (2:28)�®¤áâ ¢¨¢ (2.28) ¢ (2.24), ¯®á«¥ ¯à®áâëå ¯à¥®¡à §®¢ ­¨© ¯®-«ãç¨¬ á®®â­®è¥­¨¥16(hiMi�1+2(hi+hi+1)Mi+hi+1Mi+1) = rfi+1hi+1 �rfihi ; (2:29)£¤¥ rfi+1 = fi+1 � fi; i = 1; 2; : : :; n� 1;ª®â®à®¥ ®§­ ç ¥â, çâ® ®áà¥¤­¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥ (¯® âà¥¬ á®-á¥¤­¨¬ §­ ç¥­¨ï¬) ¢â®à®© ¯à®¨§¢®¤­®© á¯« ©­  ¢ ã§«¥ xià ¢­ï¥âáï ¢â®à®© à §­®áâ­®© ¯à®¨§¢®¤­®©  ¯¯à®ªá¨¬¨àã¥¬®©äã­ªæ¨¨ ¢ íâ®¬ ã§«¥. �á¥ ãá«®¢¨ï áä®à¬ã«¨à®¢ ­­®© ¢ëè¥§ ¤ ç¨ ¡ã¤ãâ ¢ë¯®«­¥­ë.�®®â­®è¥­¨ï (2.29) ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© á¨áâ¥¬ã ¨§ n� 1«¨­¥©­ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥­¨© ®â­®á¨â¥«ì­® n+ 1 ­¥-¨§¢¥áâ­ëå Mi. �«ï ®¤­®§­ ç­®© à §à¥è¨¬®áâ¨ § ¤ ç¨ á¨-áâ¥¬ã (2.29) ­¥®¡å®¤¨¬® ¤®®¯à¥¤¥«¨âì. � áá¬®âà¨¬ ­ ¨¡®«¥¥ã¯®âà¥¡¨â¥«ì­ë¥ á¯®á®¡ë ¤®®¯à¥¤¥«¥­¨ï § ¤ ç¨ | ªà ¥¢ë¥ãá«®¢¨ï.2.4.2. ������� ������� ��� ����������� ��������á«¨ ¨§¢¥áâ­ë §­ ç¥­¨ï f 00(x0) ¨ f 00(xn), ¯®« £ ¥¬M0 = f 00(x0); Mn = f 00(xn): (2:30)38



�ª ¦¥¬ ¤¢  ¯à®áâëå ¨ íää¥ªâ¨¢­ëå ¯à¨¡«¨¦¥­­ëå á¯®á®¡ à¥ «¨§ æ¨¨ ãá«®¢¨© (2.30), ®á­®¢ ­­ëå ­  ¨å ¯®«¨­®¬¨ «ì-­®© ¨ à §­®áâ­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨, ª®â®àë¥ ­¥ âà¥¡ãîâ ¤®-¯®«­¨â¥«ì­®© ¢å®¤­®© ¨­ä®à¬ æ¨¨ ¢ § ¤ ç¥, ªà®¬¥ § ¤ ­­ëåfi (i = 0; 1; : : : ; n). �á«¨ §­ ç¥­¨ï f 00(x0), f 00(xn) ­¥¨§¢¥áâ­ë¨«¨ ¨§¢¥áâ­ë á ­¥¤®áâ â®ç­®© â®ç­®áâìî, â® ­  «¥¢®¬ ªà îáâà®¨¬ ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë© ¬­®£®ç«¥­ âà¥âì¥© áâ¥¯¥­¨ P0, á®-¢¯ ¤ îé¨© á f(x) ¢ â®çª å x0, x1, x2, x3, ­  ¯à ¢®¬ ªà î| Pn, á®¢¯ ¤ îé¨© á f(x) ¢ â®çª å xn, xn�1, xn�2, xn�3.� ªà ¥¢ë¥ ãá«®¢¨ï ¢¬¥áâ® â®ç­ëå §­ ç¥­¨© ¯à®¨§¢®¤­ëå ®â¨­â¥à¯®«¨àã¥¬®© äã­ªæ¨¨ f 00(x0) ¨ f 00(xn) ¯®¤áâ ¢¨¬ ¢ëç¨-á«¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï P 000 (x0), P 00n (xn). �®çâ¨ â ª®© ¦¥ à¥§ã«ìâ â¯® â®ç­®áâ¨ ¯®«ãç¨âáï, ¥á«¨ ¢ (2.30) ¯®¤áâ ¢¨âì ­  «¥¢®¬ªà î ¢¬¥áâ® f 00(x0) à §­®áâ­ãî ¢â®àãî ¯à®¨§¢®¤­ãî2( f0h1(h1 + h2) � f1h1h2 + f2h2(h1 + h2) )¨ ­  ¯à ¢®¬ ªà î ¢¬¥áâ® f 00(xn) à §­®áâ­ãî ¢â®àãî ¯à®¨§-¢®¤­ãî2( fn�2hn�1(hn�1 + hn) � fn�1hn�1hn + fnhn(hn�1 + hn) ):�®£¤  ¨­â¥à¯®«¨àã¥¬ ï äã­ªæ¨ï ¨¬¥¥â ¤®áâ â®ç­ãî£« ¤ª®áâì, â®ç­®áâì ¨­â¥à¯®«¨à®¢ ­¨ï ¢® ¬­®£¨å á«ãç ïåã«ãçè¨âáï, ¥á«¨ ­  ªà î ¯®áâà®¨âì ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë© ¬­®-£®ç«¥­ ç¥â¢¥àâ®© áâ¥¯¥­¨ ¯® §­ ç¥­¨ï¬ f(x) ¢ ¯ïâ¨ ªà ©­¨åâ®çª å ®âà¥§ª  ¨ ¨á¯®«ì§®¢ âì ¥£® ¢ ªà ¥¢ëå ãá«®¢¨ïå. � -ªãî ¦¥ â®ç­®áâì ¤ áâ § ¬¥­  ¢ (2.30) ¯à®¨§¢®¤­ëå ®â äã­ª-æ¨¨ ¢â®àë¬¨ à §­®áâ­ë¬¨ ¯à®¨§¢®¤­ë¬¨, ¯®áâà®¥­­ë¬¨ á¯®¬®éìî ®¤­®áâ®à®­­¨å à §­®áâ¥© ¯® ¯ïâ¨ ªà ©­¨¬ â®ç-ª ¬ ®âà¥§ª . �à ¢¤ , áãé¥áâ¢¥­­®£® ã¢¥«¨ç¥­¨ï â®ç­®áâ¨ ¯®áà ¢­¥­¨î á ¯à¥¤ë¤ãé¨¬¨ á¯®á®¡ ¬¨ à¥ «¨§ æ¨¨ ªà ¥¢ëåãá«®¢¨© ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ § ç áâãî ­¥ ­ ¡«î¤ ¥âáï.�«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® á¯®á®¡ë á  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¥© ¯®¢ë-è¥­­®© â®ç­®áâ¨ ãá«®¢¨© (2.30) ¢ ç¨á«¥­­ëå íªá¯¥à¨¬¥­â åá ¤ ­­ë¬¨ ¤®áâ â®ç­® £« ¤ª¨å äã­ªæ¨© ¯® â®ç­®áâ¨ ­¥ ãáâã-¯ îâ á¯®á®¡ ¬, ¯¥à¥ç¨á«¥­­ë¬ ­¨¦¥, ¨ ­¥áãé¥áâ¢¥­­® ãáâã-¯ îâ â®«ìª® á«ãç î, ª®£¤  ¢ ªà ¥¢ëå ãá«®¢¨ïå ¡¥àãâáï â®ç-­ë¥ §­ ç¥­¨ï ¯à®¨§¢®¤­ëå ®â f(x).39



�á«¨ ¨§¢¥áâ­ë §­ ç¥­¨ï f 0(x0) ¨ f 0(xn), â®, à áá¬ âà¨¢ ï(2.28) ¤«ï ¯¥à¢®£® ¨­â¥à¢ «  ¨ ¯®« £ ï i = 1, x = x0,S0(x0) = f 0(x0), ¨¬¥¥¬h13 M0 + h16 M1 = rf1h1 � f 0(x0): (2:31)�­ «®£¨ç­®, ¨á¯®«ì§ãï ­  ¯à ¢®¬ ªà î §­ ç¥­¨¥ á¯« ©­  ¢â®çª¥ x = xn, ¯®«ãç¨¬hn6 Mn�1 + hn3 Mn = f 0(xn)� rfnhn : (2:32)�®£¤  §­ ç¥­¨ï f 0(x0) ¨ f 0(xn) ¢ ä®à¬ã« å (2.31), (2.32)¨§¢¥áâ­ë á ­¥¤®áâ â®ç­®© â®ç­®áâìî, ¨å, ª ª ¨ ¢ ¯¥à¢®¬á«ãç ¥, «ãçè¥ § ¬¥­¨âì ­  §­ ç¥­¨ï P 00(x0) ¨ P 0n(xn). �à¨íâ®¬ ä®à¬ã«ë (2.31), (2.32) ¬®¦­® ¯à¥®¡à §®¢ âì ª ¢¨¤ãM0 + M12 = P 000 (x0) + P 000 (x1)2 : (2:33)�  ¯à ¢®¬ ªà î  ­ «®£¨ç­® ¯®«ãç¨¬Mn�12 +Mn = P 00n (xn) + P 00n (xn�1)2 : (2:34)� ª ¨ ¢ ¯¥à¢®¬ á¯®á®¡¥, §¤¥áì íää¥ªâ¨¢­® ¯à¨¬¥­¥­¨¥à §­®áâ­®©  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¯à®¨§¢®¤­ëå ®â äã­ªæ¨¨ f(x) ¢ªà ¥¢ëå ãá«®¢¨ïå.� ª®­¥æ, ¢ ª ç¥áâ¢¥ ªà ¥¢ëå ãá«®¢¨© ¬®¦­® ¯®âà¥¡®¢ âì­¥¯à¥àë¢­®áâì âà¥âì¥© ¯à®¨§¢®¤­®© á¯« ©­  S000i =Mi�Mi�1hi¢ â®çª å x = x1, x = xn�1. �à¨à ¢­¨¢ ï âà¥âìî ¯à®¨§¢®¤­ãî­  ¯¥à¢®¬ ®âà¥§ª¥ (á«¥¢  ¢ â®çª¥ x1) ¨ ­  ¢â®à®¬ ®âà¥§ª¥(á¯à ¢  ¢ â®çª¥ x1), ­ å®¤¨¬M0h1 � h2 + h1h2h1 M1 + M2h2 = 0: (2:35)�­ «®£¨ç­®¥ á®®â­®è¥­¨¥Mn�2hn�1 � hn + hn�1hnhn�1 Mn�1 + Mnhn = 0 (2:36)¨¬¥¥â ¬¥áâ® ­  ¯à ¢®¬ ªà î. �®à¬ã«ë (2.35) ¨ (2.36) ¯à¥¤-áâ ¢«ïîâ á®¡®© «¨­¥©­ãî íªáâà ¯®«ïæ¨î äã­ªæ¨¨ M (x).�ëà §¨¬ M0 ¨§ (2.29) ¯à¨ i = 1 ¨ ¨áª«îç¨¬ ¥£® ¨§ (2.35),à¥§ã«ìâ â § ¯¨è¥¬ ¢ ¢¨¤¥ 40



M1 = h1 � h2h1 + 2h2M2 + 6(h1rf2 � h2rf1)h1(h1 + h2)(h1 + 2h2) : (2:37)�­ «®£¨ç­®, ¨áª«îç ï ¨§ (2.36) Mn á ¯®¬®éìî (2.29) ¯à¨i = n � 1, ¯®«ãç¨¬ á®®â­®è¥­¨¥ ¬¥¦¤ã Mn�1 ¨ Mn�2:Mn�1 = hn � hn�1(hn + 2hn�1)Mn�2 + 6(hn�1rfn � hnrfn�1)hn(hn + hn�1)(hn + 2hn�1) :(2:38)�®®â­®è¥­¨ï (2.37), (2.38) ¨¬¥îâ ®á®¡® ¯à®áâ®© ¢¨¤ ¢ á«ã-ç ¥ h1 = h2 ¨ hn�1 = hn á®®â¢¥âáâ¢¥­­®: M1 = �2f1=h21¨ Mn�1 = �2fn�1=h2n�1, £¤¥ �2fi = rfi+1 �rfi.� ¯¥à¢®¬ ¨ ¢â®à®¬ á¯®á®¡ å ¤®®¯à¥¤¥«¥­¨ï § ¤ ç¨ ª á¨-áâ¥¬¥ n � 1 ãà ¢­¥­¨© (2.29) ¯à¨á®¥¤¨­ïîâáï ­¥¤®áâ îé¨¥¤¢  ãà ¢­¥­¨ï | ªà ¥¢ë¥ ãá«®¢¨ï. � âà¥âì¥¬ á¯®á®¡¥ ­  ¯¥à-¢®¬ íâ ¯¥ ¡¥à¥âáï á¨áâ¥¬ , á®áâ ¢«¥­­ ï ¨§ n� 3 ãà ¢­¥­¨©(2.29) á ¨­¤¥ªá ¬¨ i = 2; 3; : : :; n � 2 ¨ ¤®¯®«­¥­­ ï ãà ¢­¥-­¨ï¬¨ (2.37) ¨ (2.38). �® ¢á¥å âà¥å á«ãç ïå ¯®«ãç¨¬ á¨áâ¥-¬ã «¨­¥©­ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥­¨© ®â­®á¨â¥«ì­® Mi áâà¥å¤¨ £®­ «ì­®© ¬ âà¨æ¥©, ¨¬¥îé¥© ¤¨ £®­ «ì­®¥ ¯à¥®¡-« ¤ ­¨¥. �«ï à¥è¥­¨ï íâ®© á¨áâ¥¬ë ¨¬¥¥âáï íª®­®¬¨ç­ë©¯® ç¨á«ã  à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨å ¤¥©áâ¢¨© (¯®àï¤ª  8n)  «£®à¨â¬¯à®£®­ª¨ (¯àï¬®¥ ¨áª«îç¥­¨¥ ¯® � ãááã), ãáâ®©ç¨¢ë© ¢ á«ã-ç ¥ ¬ âà¨æë á ¤¨ £®­ «ì­ë¬ ¯à¥®¡« ¤ ­¨¥¬. � ¯¥à¢ëå ¤¢ãåá«ãç ïå ¯à®£®­ª®© ­ å®¤¨¬ áà §ã ¢á¥ Mi (i = 0; 1; : : : ; n), ¢âà¥âì¥¬ á«ãç ¥ ­  ¯¥à¢®¬ íâ ¯¥ ­ å®¤¨¬ Mi â®«ìª® ¤«ï ¨­-¤¥ªá®¢ i = 1; 2; : : : ; n � 1,   ­¥¨§¢¥áâ­ë¥ M0 ¨ Mn ¢ëç¨á«¨¬­  ¢â®à®¬ íâ ¯¥ ¨§ (2.35) ¨ (2.36) á®®â¢¥âáâ¢¥­­® (¯à®íªáâà -¯®«¨àã¥¬ M (x)). � ¤ ç  à¥è¥­  ®¤­®§­ ç­®.�â¬¥â¨¬, çâ® âà¥â¨© á¯®á®¡ ¤®®¯à¥¤¥«¥­¨ï § ¤ ç¨ ¤ ¥ââ®ç­®áâì, ãáâã¯ îéãî ¯¥à¢ë¬ ¤¢ã¬ â®«ìª® ¢ á«ãç ïå â®ç-­®£® § ¤ ­¨ï ¯à®¨§¢®¤­ëå ®â f(x) ¢ ªà ¥¢ëå ãá«®¢¨ïå ¨«¨¯à¨ ¨å  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ á ¯®¢ëè¥­­ë¬ ¯®àï¤ª®¬. � ª¨¬ ®¡à -§®¬, âà¥â¨© á¯®á®¡ ¬®¦¥â ¯à¨¬¥­ïâìáï ­  ¯à ªâ¨ª¥ ¢® ¬­®-£¨å á«ãç ïå.�áâ¥áâ¢¥­­®, ¬®£ãâ ¡ëâì á«ãç ¨ ª®¬¡¨­ æ¨© ¨§ ¯¥à¥ç¨-á«¥­­ëå â¨¯®¢ ªà ¥¢ëå ãá«®¢¨©. � ¯à¨¬¥à, ­  «¥¢®¬ ªà î§ ¤ ­® ãá«®¢¨¥ ¯¥à¢®£® â¨¯ , ­  ¯à ¢®¬ ªà î | ãá«®¢¨¥âà¥âì¥£® â¨¯ . � á¨«ã ®ç¥¢¨¤­®áâ¨ à¥ «¨§ æ¨¨ íâ¨å á«ãç ¥¢§¤¥áì ¨å ®â¤¥«ì­® ­¥ ®¡áã¦¤ ¥¬.�®á«¥ â®£® ª ª ­ ©¤¥­ë ¢á¥ Mi, §­ ç¥­¨ï Si(x) ­ 41



[xi�1; xi], ¯à¨­¨¬ ¥¬ë¥ §  ¯à¨¡«¨¦¥­­ë¥ §­ ç¥­¨ï f(x), ¬®-£ãâ ¡ëâì ¢ëç¨á«¥­ë ¯® ä®à¬ã«¥ (2.27). �à¨¡«¨¦¥­­ë¥ §­ -ç¥­¨ï f 0(x) ¢ëç¨á«ïîâáï ¯® ä®à¬ã«¥ (2.28),   §­ ç¥­¨ï f 00(x)| ¯® ä®à¬ã«¥ (2.26).�¥à¥ç¨á«¥­­ë¥ á¯®á®¡ë ¤®®¯à¥¤¥«¥­¨ï § ¤ ç¨ ¯®§¢®«ï-îâ áâà®¨âì á¯« ©­ë, à¥è îé¨¥ § ¤ çã ¨­â¥à¯®«¨à®¢ ­¨ï¤«ï £« ¤ª¨å ¤ ­­ëå á ¢ëá®ª®© â®ç­®áâìî. � ª ­ ¯à¨¬¥à, ¢ç¨á«¥­­ëå íªá¯¥à¨¬¥­â å ¨­â¥à¯®«¨à®¢ ­¨ï ¯® § ¤ ­­ë¬ áà ¢­®¬¥à­ë¬è £®¬ h = 0,1 ­  ®âà¥§ª¥ [0; 1] §­ ç¥­¨ï¬ â ª¨åäã­ªæ¨©, ª ª sinx, expx ¨ ¤àã£¨å £« ¤ª¨å äã­ªæ¨©, ª®â®-àë¥ ¢¬¥áâ¥ á® á¢®¨¬¨ ¯à®¨§¢®¤­ë¬¨ ¨¬¥îâ §­ ç¥­¨ï ¯®àï¤ª 1, ¯à¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¨ ¯¥à¢ëå ¤¢ãå â¨¯®¢ ªà ¥¢ëå ãá«®¢¨© áâ®ç­ë¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨ ¯à®¨§¢®¤­ëå ®â íâ¨å äã­ªæ¨© ­  ªà ïå®âà¥§ª  ¯®£à¥è­®áâì ¨­â¥à¯®«¨à®¢ ­¨ï ­  ªà ©­¨å ¨­â¥à-¢ « å (i = 1; 10) ¨¬¥¥â ¢¥«¨ç¨­ã ¯®àï¤ª  10�7, ã¡ë¢ ï ¯®¢¥«¨ç¨­¥ ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ®â ªà ©­¨å ¨­â¥à¢ «®¢ ª ¢­ãâà¥­­¨¬(i = 5; 6). �  ­¥à ¢­®¬¥à­®© á¥âª¥ ¬®¦­® ¤®¡¨âìáï ¢ëà ¢­¨-¢ ­¨ï ¯®£à¥è­®áâ¥© ­  ¢á¥å ¨­â¥à¢ « å ¨ ã«ãçè¨âì à¥§ã«ì-â â.�«ï ¤ ­­ëå ®â äã­ªæ¨¨, ¨¬¥îé¥© ­  ¨­â¥à¢ «¥ (x0; x1)¤®áâ â®ç­®£® ¯®àï¤ª  ­¥¯à¥àë¢­ë¥ ¯à®¨§¢®¤­ë¥, ¯à¨ áâà¥-¬«¥­¨¨ maxi=1;n(hi) ª ­ã«î à¥§ã«ìâ â ¨­â¥à¯®«¨à®¢ ­¨ï á ¯®-¬®éìî ªã¡¨ç¥áª®£® á¯« ©­  áå®¤¨âáï á ç¥â¢¥àâë¬ ¯®àï¤ª®¬.� ¯à¨¬¥à, íâ® ¬®¦­® ­ ¡«î¤ âì ¢ ç¨á«¥­­ëå íªá¯¥à¨¬¥­â åá à¥ «¨§ æ¨¥© ªà ¥¢ëå ãá«®¢¨© ¯¥à¢ë¬ á¯®á®¡®¬ ¯à¨ â®ç-­®¬ § ¤ ­¨¨ ­  ªà ïå ¢â®àëå ¯à®¨§¢®¤­ëå ¨­â¥à¯®«¨àã¥¬®©äã­ªæ¨¨ ¨«¨ ¯à¨ ¨å  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ á ¯®¢ëè¥­­ë¬ ¯®àï¤-ª®¬ â®ç­®áâ¨. �«ï ¤®áâ¨¦¥­¨ï ­ã¦­®© â®ç­®áâ¨ à¥§ã«ìâ â ¬®¦¥â ¯®âà¥¡®¢ âìáï ¯à®¢¥áâ¨ ¢ëç¨á«¥­¨ï ¢á¥å ¢¥«¨ç¨­ ¢§ ¤ ç¥ á ¯®¬®éìî  à¨ä¬¥â¨ª¨ ¢ëá®ª®© â®ç­®áâ¨. �à¨ ¢ë-ç¨á«¥­¨ïå á 16 ¤¢®¨ç­ë¬¨ à §àï¤ ¬¨ ¨ h < 0,1 § ç áâãî¯®£à¥è­®áâì ¬¥â®¤  áà ¢­¨¬  á ¯®£à¥è­®áâìî ®ªàã£«¥­¨ïç¨á¥« ­  ���. �¥à¢ ï ¯à®¨§¢®¤­ ï ®â á¯« ©­  ¯à¨¡«¨¦ -¥â ¯¥à¢ãî ¯à®¨§¢®¤­ãî ®â f(x) = 0 ­  ¯®àï¤®ª åã¦¥, ç¥¬á¯« ©­ | á ¬ã äã­ªæ¨î,   ¢â®à ï ¯à®¨§¢®¤­ ï ¯à¨¡«¨¦ ¥âf 00(x) ¥é¥ ­  ®¤¨­ ¯®àï¤®ª £àã¡¥¥.�â¬¥â¨¬ â ª¦¥, çâ® ãá«®¢¨ï ¢¨¤  f 0(x0) = 0, f 00(x0) = 0(f 0(xn) = 0, f 00(xn) = 0), ¨á¯®«ì§ã¥¬ë¥ ¯à¨ à¥è¥­¨¨ ªà ¥¢ëå§ ¤ ç ¤«ï ã¯àã£®£® £¨¡ª®£® áâ¥à¦­ï, ï¢«ïïáì â®ç­ë¬¨ ¢ ®â-¤¥«ì­ëå á«ãç ïå § ªà¥¯«¥­¨ï áâ¥à¦­ï, ­¥ ¯®¤å®¤ïâ ¢ ®¡é¥¬42



á«ãç ¥ ¨ ¤ îâ §­ ç¨â¥«ì­ãî ¯®£à¥è­®áâì ¢ à¥è¥­¨¨ ¯à¨ § -¬¥­¥ ­  ­¨å ªà ¥¢ëå ãá«®¢¨©. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥£àã¡® § ¬¥­ïâì ­ã«ï¬¨ ¯à®¨§¢®¤­ë¥ ®â f(x) ¯à¨ à¥ «¨§ æ¨¨ªà ¥¢ëå ãá«®¢¨© ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®© § ¤ ç¥.2.4.3. ������������ ������� ¯®¬®éìî á¯« ©­®¢ ¬®¦­® à¥è¨âì ¨ § ¤ çã ®¡ ¯à¨¡«¨-¦¥­¨¨ ­¥ª®â®à®© äã­ªæ¨¨ f(x), §­ ç¥­¨ï ª®â®à®© fi ¢ ã§« åá¥âª¨ xi; i = 0; 1; : : : ; n § ¤ ­ë á ­¥ª®â®à®© ¯®£à¥è­®áâìî ".� íâ®¬ á«ãç ¥ æ¥«¥á®®¡à §­®, çâ®¡ë ¯à¨¡«¨¦ îé ï äã­ªæ¨ï­¥ á®¢¯ ¤ «  ¢ ã§« å á fi,   ¢ ­¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ ã§«®¢¨¬¥«  ¬¥­ìèãî ªà¨¢¨§­ã, ç¥¬ ¯à¨¡«¨¦ ¥¬ ï, â. ¥. ¡ë«  ¡®-«¥¥ £« ¤ª®© ¨ ¢ áà¥¤­¥¬ «ãçè¥ ¯à¨¡«¨¦ «  f(x) ­  ¨­â¥à¢ «¥[x0; xn]. � ª ®â¬¥ç¥­® ¢ x 2.3, â®ç­®áâì ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï ¢ à¥è¥-­¨¨ íâ®© § ¤ ç¨ § ¢¨á¨â ®â ¢å®¤­ëå ¤ ­­ëå: ¢¨¤  f(x), ç¨á« n, à á¯®«®¦¥­¨ï ã§«®¢, ¢¥«¨ç¨­ë ¯®£à¥è­®áâ¨ "i, ï¢«ï¥âáï«¨ ¯®£à¥è­®áâì á«ãç ©­®© ¨«¨ á¨áâ¥¬ â¨ç¥áª®©.�«ï à¥è¥­¨ï íâ®© § ¤ ç¨ ¬®¦­® ¨á¯®«ì§®¢ âì ªã¡¨ç¥áª¨©á¯« ©­. �¤¥áì ®â¬¥â¨¬ ¥£® ®¤­® ¢ ¦­®¥ á¢®©áâ¢® [8]: ¨­â¥à¯®-«¨àãîé¨© ªã¡¨ç¥áª¨© á¯« ©­ S(x) | ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï äã­ªæ¨ï,ª®â®à ï ¯à¨ ¨­â¥à¯®«¨à®¢ ­¨¨ fi ¤ ¥â ¬¨­¨¬ã¬ äã­ªæ¨®­ -«  Z xnx0 [u00(x)]2dx ¢ ª« áá¥ W 22 [a; b], á®áâ®ïé¥¬ ¨§ äã­ªæ¨©u(x), ¨¬¥îé¨å ­  [x0; xn] áã¬¬¨àã¥¬ë¥ á ª¢ ¤à â®¬ ¢â®àë¥¯à®¨§¢®¤­ë¥ ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ª®­ªà¥â­ë¬ ªà ¥¢ë¬ ãá«®-¢¨ï¬, à áá¬®âà¥­­ë¬ ¯à¨ à¥è¥­¨¨ § ¤ ç¨ ¯®áâà®¥­¨ï ¨­-â¥à¯®«¨àãîé¥£® á¯« ©­ . �à¨ ªà ¥¢ëå ãá«®¢¨ïå S00(x0) = 0,S00(xn) = 0 äã­ªæ¨®­ « Z xnx0 [u00(x)]2dx ¯à¨ u(x) = S(x) ¤®-áâ¨£ ¥â ¬¨­¨¬ã¬  ­  ¢á¥¬ ª« áá¥ äã­ªæ¨© W 22 [a; b]. �á«¨§ ¬¥â¨âì, çâ® ¢â®à ï ¯à®¨§¢®¤­ ï ®¯à¥¤¥«ï¥â ªà¨¢¨§­ã «¨-­¨¨, â® £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨© á¬ëá« ¤ ­­®£® íªáâà¥¬ «ì­®£® á¢®©-áâ¢  á¯« ©­  ®ç¥¢¨¤¥­: áà¥¤¨ ¢á¥å äã­ªæ¨©, ¨­â¥à¯®«¨àãî-é¨å ¤¨áªà¥â­® § ¤ ­­ë¥ äã­ªæ¨¨ fi; i = 0; 1; : : : ; n, ®­ ®¡« -¤ ¥â ¢ ­¥ª®â®à®© ­®à¬¥ ¬¨­¨¬ã¬®¬ ®áà¥¤­¥­­®© ªà¨¢¨§­ë­  ¨­â¥à¢ «¥ [x0; xn]. �®â¥­æ¨ «ì­ ï í­¥à£¨ï ¨§£¨¡  ã¯àã-£®£® áâ¥à¦­ï ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­  ¥£® ªà¨¢¨§­¥. �â® ®§­ ç ¥â,çâ® ã¯àã£¨© áâ¥à¦¥­ì, è à­¨à­® § ªà¥¯«¥­­ë© ¢ â®çª å(xi; fi) (¯à¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ëå ªà ¥¢ëå ãá«®¢¨ïå, à §®¡à ­­ëå43



¢ ¯à¥¤ë¤ãé¨å ¯ã­ªâ å), ®¡« ¤ ¥â ¬¨­¨¬ã¬®¬ ¯®â¥­æ¨ «ì-­®© í­¥à£¨¨ ¨§£¨¡ .�®âà¥¡ã¥¬, çâ®¡ë ¨áª®¬ ï á£« ¦¨¢ îé ï äã­ªæ¨ï S(x)¬¨­¨¬¨§¨à®¢ «  ­  ª« áá¥ W 22 [x0; xn] äã­ªæ¨®­ «	(u) = Z xnx0 [u00(x)]2dx+ nXi=0 �i[u(xi) � fi]2; (2:39)£¤¥ �i { ­¥ª®â®àë¥ ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¥ ç¨á« . � äã­ªæ¨®­ «¥	(u) áª®¬¡¨­¨à®¢ ­ë ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë¥ ãá«®¢¨ï ¯à®å®¦¤¥-­¨ï ¨áª®¬®© ªà¨¢®© ¢¡«¨§¨ § ¤ ­­ëå â®ç¥ª ¨ ãá«®¢¨¥ ¬¨­¨-¬ «ì­®áâ¨ ®áà¥¤­¥­­®© ªà¨¢¨§­ë. �¥¬ ¡®«ìè¥ ¢¥á®¢ë¥ ª®íä-ä¨æ¨¥­âë �i, â¥¬ ¡®«ìè¨© ¢ª« ¤ ¢ äã­ªæ¨®­ « ¢­®áïâ ¨­â¥à-¯®«ïæ¨®­­ë¥ ãá«®¢¨ï, â¥¬ ¡«¨¦¥ ª § ¤ ­­ë¬ â®çª ¬ (xi; fi)¯à®å®¤¨â á£« ¦¨¢ îé ï ªà¨¢ ï ¨ â¥¬ ¡®«ìè¥ ã ­¥¥ ®áà¥¤-­¥­­ ï ªà¨¢¨§­ .�®¦­® ¯®ª § âì, çâ® ¬¨­¨¬ã¬ äã­ªæ¨®­ «  	(u) â ª-¦¥ ¤®áâ¨£ ¥âáï ­  ­¥ª®â®à®¬ ªã¡¨ç¥áª®¬ á¯« ©­¥, ­ §ë¢ -¥¬®¬ á£« ¦¨¢ îé¨¬ á¯« ©­®¬. �âáî¤  ¢®§­¨ª ¥â á«¥¤ãî-é¨© ¯®¤å®¤ ª à¥è¥­¨î § ¤ ç¨: ¯ãáâì ¨áª®¬ë© á£« ¦¨¢ -îé¨© á¯« ©­, ª ª ¨ ¨­â¥à¯®«¨àãîé¨©, ®¯à¥¤¥«ï¥âáï á¢®¨-¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨ �i (ª®â®àë¥ ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ®â«¨ç îâáï ®âfi)), ¨ ­  ­¥¬ äã­ªæ¨®­ « (2.39) ¤®áâ¨£ ¥â á¢®¥£® ¬¨­¨¬ã-¬ . �®áª®«ìªã ªã¡¨ç¥áª¨© á¯« ©­, á®£« á­® (2.29), ®¯à¥¤¥«ï-¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®¬ á¢®¨å §­ ç¥­¨© �i; i = 0; 1; : : :; n ¢ ã§« åxi; i = 0; 1; : : : ; n, â® ¬¨­¨¬¨§ æ¨ï 	(u) á¢®¤¨âáï ª ­ å®¦¤¥-­¨î ¬¨­¨¬ã¬  äã­ªæ¨¨ ®â ¯¥à¥¬¥­­ëå �0; �1; : : : ; �n.� áá¬®âà¨¬  «£®à¨â¬ ¯®áâà®¥­¨ï á£« ¦¨¢ îé¥£® á¯« ©-­  ¢ á«ãç ¥ M0 = 0; Mn = 0. �®£« á­® ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ã ­ ç áâ¨ç­®¬ ¨­â¥à¢ «¥ [xi�1; xi] ¨¬¥¥â ¬¥áâ® (2.26). � ãç¥â®¬íâ®£® (2.39) ¬®¦­® § ¯¨á âì ¢ ¢¨¤¥	(S) = nXi=1 Z xixi1 [Mi�1xi � xhi +Mi x� xi�1hi ]2dx+ nXi=0 �i(�i�fi)2:�ëç¨á«ïï ¨­â¥£à « ¢ ¯®á«¥¤­¥© ä®à¬ã«¥, ¯®«ãç¨¬nXi=1 Z xixi1 [Mi�1xi � xhi +Mix� xi�1hi ]2dx == n�1Xi=1 Mi[hi6 Mi�1 + hi + hi+13 Mi + hi+16 Mi+1] = (AM;M ):44



�¤¥áì ª¢ ¤à â­ ï âà¥å¤¨ £®­ «ì­ ï ¬ âà¨æ  A = faijg áí«¥¬¥­â ¬¨ ai;i�1 = hi6 , ai;i = hi + hi+13 , ai;i+1 = hi+16 ,i = 1; 2; : : : ; n � 1 á¨¬¬¥âà¨ç­ , ¨¬¥¥â áâà®£®¥ ¤¨ £®­ «ì­®¥¯à¥®¡« ¤ ­¨¥ ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯®«®¦¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­ .�®£« á­® (2.29) M «¨­¥©­® ¢ëà ¦ ¥âáï ç¥à¥§� = (�0; �1; : : : ; �n), ¯®íâ®¬ã 	(S) | ¯®«®¦¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥-«¥­­ ï ä®à¬  ®â �. � ª ç¥áâ¢¥ íªáâà¥¬ã¬  ã ­¥¥ ¬®¦¥â ¡ëâìâ®«ìª® ¬¨­¨¬ã¬. �®®â­®è¥­¨ï@�1@�s � @@�s (Am;m) + 2�s(�s � fs) = 0; s = 0; 1; : : : ; n| ­¥®¡å®¤¨¬ë¥ ãá«®¢¨ï ¥¥ íªáâà¥¬ã¬ , £¤¥ ¢¥ªâ®à m ®¯à¥-¤¥«ï¥âáï ¨§ (2.29) ç¥à¥§ §­ ç¥­¨ï S(xi) = �i, i = 0; 1; : : :; n.�¨áâ¥¬ã (2.29) ¬®¦­® § ¯¨á âì ¢ ¢¥ªâ®à­®© ä®à¬¥:Am = H� (2:40)á ¯àï¬®ã£®«ì­®© ¬ âà¨æ¥©H à §¬¥à  (n�1)�(n+1), ã ª®â®-à®© í«¥¬¥­âë hii = 1hi ; hi;i+1 = (� 1hi � 1hi+1 ); hi;i+2 = 1hi+1 ,i = 1; 2; : : : ; n�1,   ®áâ «ì­ë¥ í«¥¬¥­âë à ¢­ë ­ã«î. � âà¨-æ  A ­¥ § ¢¨á¨â ®â �. �®íâ®¬ã, ¨á¯®«ì§ãï (2.40), ¯®«ãç¨¬@@�s (Am;m) = 2(@(Am)@�s ;m) = 2(@(H�)@�s ;m) == 2( @�@�s ;HTm) = 2(HTm)s;£¤¥ ¢¥àå­¨© ¨­¤¥ªá T ®§­ ç ¥â âà ­á¯®­¨à®¢ ­¨¥ ¬ âà¨æë.�®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® ¯®§¢®«ï¥â § ¯¨á âì ãá«®¢¨¥ ¬¨­¨¬ã¬ ¢ ¢¨¤¥ HTm + P� = Pf; (2:41)£¤¥ P | ¤¨ £®­ «ì­ ï ¬ âà¨æ  á í«¥¬¥­â ¬¨ pii = �i;i = 0; 1; : : : ; n. �¬­®¦ ï (2.41) ­  HP�1, ¯®«ãç¨¬HP�1HTm +H� = Hf:�§ ¯®á«¥¤­¥£® ãà ¢­¥­¨ï ¨ (2.40) á«¥¤ã¥â(A +HP�1HT )m = Hf: (2:42)45



� âà¨æ  á¨áâ¥¬ë (2.42) ¯ïâ¨¤¨ £®­ «ì­ , á¨¬¬¥âà¨ç­  ¨¯®«®¦¨â¥«ì­® ®¯à¥¤¥«¥­ . �«ï ¥¥ à¥è¥­¨ï áãé¥áâ¢ã¥â ¬­®-£® å®à®è¨å ¬¥â®¤®¢. �«ï áà¥¤­¨å à §¬¥à®¢ íää¥ªâ¨¢¥­ ¬¥-â®¤ ª¢ ¤à â­®£® ª®à­ï. �®á«¥ â®£® ª ª ­ ©¤¥­ m, ¢¥ªâ®à á¥-â®ç­ëå §­ ç¥­¨© á£« ¦¨¢ îé¥£® á¯« ©­  � ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯®ä®à¬ã«¥ � = f � P�1HTm; (2:43)ª®â®à ï á«¥¤ã¥â ¨§ (2.41). �à¨ ¢ëç¨á«¥­¨¨ §­ ç¥­¨© á¯« ©­ ¯® ä®à¬ã«¥ (2.27) ­¥®¡å®¤¨¬® § ¬¥­¨âì ¢ ­¥© ¢¥ªâ®à f ­  �.�«ï ¯à ¢¨«ì­®£® ¢ë¡®à  ¢¥á®¢ëå ª®íää¨æ¨¥­â®¢ ­¥®¡å®-¤¨¬® ¯à®¢¥áâ¨  ­ «¨§ à¥§ã«ìâ â . �ãáâì �i = r = const,i = 0; 1; : : : ; n. �á«¨ ¨§¢¥áâ­  ¯®£à¥è­®áâì " ¢ § ¤ ­¨¨ fi ¨®­  ­®á¨â á«ãç ©­ë© å à ªâ¥à, â® ¥¥ ­ã¦­® áà ¢­¨âì á® áà¥¤-­¥ª¢ ¤à â¨ç­ë¬ ãª«®­¥­¨¥¬� =  nXi=0 (�i � fi)2n+ 1 !1=2 :�á«¨ �k � ", â. ¥. ¯®£à¥è­®áâì  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ áãé¥áâ¢¥­­®¬¥­ìè¥ ¯®£à¥è­®áâ¨ ¢å®¤­ëå ¤ ­­ëå, â® ¢ª« ¤ âà¥¡®¢ ­¨ïò¬ «®áâ¨ ªà¨¢¨§­ëó ¢ à¥è¥­¨¨ (¨ ¢ ãá«®¢¨¨) § ¤ ç¨ § ­¨-¦¥­ | ¢¥á r ­ ¤® ã¬¥­ìè¨âì. �á«¨ ¯®£à¥è­®áâì  ¯¯à®ªá¨-¬ æ¨¨ áãé¥áâ¢¥­­® ¡®«ìè¥ ¯®£à¥è­®áâ¨ ¢å®¤­ëå ¤ ­­ëå, â®á¯« ©­ á¨«ì­® á£« ¦¥­ | ­ ¤® ã¢¥«¨ç¨¢ âì r. �á«¨ � � ",â® §­ ç¥­¨¥ r = r0 ¡«¨§ª® ª ®¯â¨¬ «ì­®¬ã. �à¨ «î¡ëå ¬¥â®-¤ å ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï äã­ªæ¨© á«¥¤ã¥â ¯à®ï¢«ïâì ®áâ®à®¦­®áâì¢ ¢ë¡®à¥ áâ¥¯¥­¨ á£« ¦¨¢ ­¨ï, çâ®¡ë ¯®«ãç¨«áï ¯à¨£®¤­ë©¤«ï ¤ «ì­©è¥£® ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï à¥§ã«ìâ â. � § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®âª®­ªà¥â­®© æ¥«¨, ¯®á«¥  ­ «¨§  ­¥áª®«ìª¨å à §«¨ç­ëå à¥-§ã«ìâ â®¢ ¬®¦­® ®â¤ âì ¯à¥¤¯®çâ¥­¨¥ â®© ¨«¨ ¨­®© áâ¥¯¥­¨á£« ¦¨¢ ­¨ï.�¥á�  �i ¬®¦­® ¡à âì ¯¥à¥¬¥­­ë¬¨, ã¢¥«¨ç¨¢ ï ¢ª« ¤ã§«®¢ á ¬¥­ìè¥© ò¨­¤¨¢¨¤ã «ì­®©ó ¯®£à¥è­®áâìî "i ¤ ­­ëåfi, ­® á®¡«î¤ ï á®®â­®è¥­¨¥ � � ". � ¯à¨¬¥à, ¯à¨ ­ ©¤¥­­®¬r = r0 ¢ äã­ªæ¨®­ «¥ 	(S) ¢¥á�  ¬®¦­® ¢§ïâì ¢ ¢¨¤¥ �i = r0ri,ri � 0, Pni=0 ri = 1 ¨ ¯à¨ ¯®¤áç¥â¥ ãª«®­¥­¨ï á¯« ©­ ¨á¯®«ì§®¢ âì ¢§¢¥è¥­­®¥ áà¥¤­¥ª¢ ¤à â¨ç­®¥� =  nXi=0 ri(�i � fi)2!1=2 :46



�¯à ¦­¥­¨ï1. � ¡«¨æë expx, sinx, x3 ¤ ­ë ®â 0 ¤® 1 á è £®¬ 0,01.� ª®¢ë ­ ¨¡®«ìè¨¥ ¯®£à¥è­®áâ¨ «¨­¥©­®© ¨ ª¢ ¤à â¨ç­®©¨­â¥à¯®«ïæ¨¨?2. �®ª § âì, çâ® à §¤¥«¥­­ ï à §­®áâì n-£® ¯®àï¤ª  ¬­®-£®ç«¥­  n-© áâ¥¯¥­¨ à ¢­  ª®íää¨æ¨¥­âã ¯à¨ xn ­¥§ ¢¨á¨¬®®â ¢ë¡®à  ã§«®¢ x0; x1; : : : ; xn.3. �«ï äã­ªæ¨¨ f(x) = px20 � x2, x0 2 [0; 1] ¯®áâà®¨âì¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë© ¬­®£®ç«¥­ � £à ­¦  L2(x) ¯® §­ ç¥­¨ï¬f(x) ¢ ã§« å x0�h, x0, x0 + h. �à®­ ¡«î¤ âì áå®¤¨¬®áâì §­ -ç¥­¨ï L2(x0) ­  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ á¥â®ª h = 0,1, 0,05, 0,025.�¡êïá­¨âì à¥§ã«ìâ â.4. �®áâà®¨âì ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë¥ ¬­®£®ç«¥­ë � £à ­¦ ¨ �à¬¨â  á ªà â­®áâìî ¢á¥å ã§«®¢ 2 ¯® §­ ç¥­¨ï¬ ®¤­®©¨§ äã­ªæ¨© expx, sinx, x7, ¢§ïâë¬ ¢ ã§« å x0 � h, x0 + h,x0 + 3h ¨§ ¨­â¥à¢ «  [0; 1]. �à®­ ¡«î¤ âì áå®¤¨¬®áâì §­ -ç¥­¨© ¬­®£®ç«¥­®¢ ¢ â®çª¥ x0 ­  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ á¥â®ªh = 0,1, 0,05, 0,025.5. �¥â®¤®¬ ­ ¨¬¥­ìè¨å ª¢ ¤à â®¢ ­ ©â¨ äã­ªæ¨î�(x) =Pkj=0 cj'j(x)dx, ¯à¨¡«¨¦ îéãî äã­ªæ¨î f(x), §­ -ç¥­¨ï ª®â®à®© § ¤ ­ë á® á«ãç ©­®© ¯®£à¥è­®áâìî. � ª -ç¥áâ¢¥ ¢å®¤­ëå ¤ ­­ëå ¢§ïâì ­  ¨­â¥à¢ «¥ [0; 1] §­ ç¥­¨ïf(xi) + (�1)i" � random(i); i = 0; 1; : : : ; n, £¤¥ f(x) | ¨§¢¥áâ-­ ï £« ¤ª ï äã­ªæ¨ï (sin (�x=2); exp (x) ¨ â. ¯.) random(i) |¤ âç¨ª á«ãç ©­ëå ç¨á¥« á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¨§ ¨­â¥à¢ «  [0; 1].�«ï à §«¨ç­ëå n (10; 30; 100) ¨ " (0,01, 0,1, 0,3) ¯®¤®¡à âì®¯â¨¬ «ì­®¥ k ¨§ ãá«®¢¨ï ­ ¨«ãçè¥£® áà¥¤­¥ª¢ ¤à â¨ç­®-£® ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï. �á¯ëâ âì ¯à¨ ¡®«ìè®¬ n à §«¨ç­ë¥ ­ ¡®-àë 'j(x), ¯à®­ ¡«î¤ ¢ á®®â­®è¥­¨¥ ¬¥¦¤ã ¬®¤ã«ï¬¨ ¤¨ -£®­ «ì­ëå ¨ ¢­¥¤¨ £®­ «ì­ëå í«¥¬¥­â®¢ ¬ âà¨æë á¨áâ¥¬ë(2.17) ¢ á«ãç ïå, ª®£¤  ­ ¡®àë ¢§ïâë ¨§ ¡ §¨á®¢ ®àâ®£®­ «ì-­ëå ¨ ­¥®àâ®£®­ «ì­ëå ¬­®£®ç«¥­®¢. � á«ãç ¥ ¨á¯®«ì§®¢ -­¨ï ®àâ®£®­ «ì­ëå ¬­®£®ç«¥­®¢ á¤¥« âì ­¥®¡å®¤¨¬®¥ «¨­¥©-­®¥ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ ¤«ï ¯¥à¥¢®¤  ¤ ­­ëå ¨§ § ¤ ­­®£® ®âà¥§-ª  ¢ ®âà¥§®ª [�1; 1]. �à ¢­¨âì ¢® ¢á¥å á«ãç ïå ¯®áâà®¥­­ãî ¯¯à®ªá¨¬¨àãîéãî äã­ªæ¨î �(x) ¨ f(x) ­  ¯®¤à®¡­®© à ¢-­®¬¥à­®© á¥âª¥ xi, i = 0; 1; : : :; n ¢ëç¨á«¨¢ ¬ ªá¨¬ã¬ ãª«®-­¥­¨ï � = maxi k�(xi) � f(xi)k.6. �®áâà®¨âì ¨­â¥à¯®«¨àãîé¨© á¯« ©­ ¯® §­ ç¥­¨ï¬ ®¤-­®© ¨§ äã­ªæ¨© expx, sinx, x7, ¢§ïâë¬ ¢ ã§« å xi,47



i = 0; 1; : : : ; n ­  ¨­â¥à¢ «¥ [0; 1] ­  à ¢­®¬¥à­®© ¨ ­¥à ¢­®-¬¥à­®© á¥âª å; ­  ¡®«¥¥ ¬¥«ª®© á¥âª¥ ¢ ¯à®¬¥¦ãâª¥ ¬¥¦¤ãã§« ¬¨ ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨ ¢ëç¨á«¨âì §­ ç¥­¨ï á¯« ©­ , ¯¥à¢®©¨ ¢â®à®© ¯à®¨§¢®¤­ëå ®â á¯« ©­ ; ®æ¥­¨âì ¯®£à¥è­®áâì à¥-§ã«ìâ â  ¨­â¥à¯®«¨à®¢ ­¨ï áà ¢­¥­¨¥¬ á® §­ ç¥­¨ï¬¨ f(x)¨ ¥¥ ¯à®¨§¢®¤­ëå. �à®­ ¡«î¤ âì áå®¤¨¬®áâì à¥§ã«ìâ â®¢ ­ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ á¥â®ª h = 0,1, 0,05, 0,025.7. �®áâà®¨âì á£« ¦¨¢ îé¨© á¯« ©­; ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¢å®¤­ëå¤ ­­ëå ¢§ïâì ­  ¨­â¥à¢ «¥ [0; 1] §­ ç¥­¨ïf(xi) + (�1)i" � random(i); i = 0; 1; : : : ; n, £¤¥ f(x) | ¨§¢¥áâ-­ ï £« ¤ª ï äã­ªæ¨ï (sin (�x); expx ¨ â. ¯.), random(i) |¤ âç¨ª á«ãç ©­ëå ç¨á¥« á® §­ ç¥­¨ï¬¨ ¨§ ¨­â¥à¢ «  [0; 1].�«ï à §«¨ç­ëå n (10; 30; 100) ¨ " (0,01, 0,1, 0,3) ¯®-¤®¡à âì ®¯â¨¬ «ì­®¥ r0 (®¡®§­ ç¥­¨ï ¨ á¯®á®¡ à¥è¥­¨ï § -¤ ç¨ á¬. ¢ ¯. 2.4.3) ¨§ ãá«®¢¨ï � � " ¯ãâ¥¬ ¯®áâà®¥­¨ï ­¥-áª®«ìª¨å á¯« ©­®¢ á à §«¨ç­ë¬¨ ¢¥á ¬¨ r. �à®­ ¡«î¤ âìáâ¥¯¥­ì á£« ¦¨¢ ­¨ï ¢å®¤­ëå ¤ ­­ëå ¨ ãª«®­¥­¨¥ á¯« ©-­ , ¢§ï¢ ¢ ª ç¥áâ¢¥ à ááâ®ï­¨ï ¬¥¦¤ã S(x) ¨ f(x) ¢¥«¨ç¨-­ã �Z xnx0 (S(x) � f(x))2dx�1=2, ª®â®àãî á«¥¤ã¥â ¢ëç¨á«¨âì á­¥®¡å®¤¨¬®© â®ç­®áâìî ¯® ª¢ ¤à âãà­®© ä®à¬ã«¥. �à¨ ­¥-¡®«ìè®¬ n, §­ ï ¢¥«¨ç¨­ã ¯®£à¥è­®áâ¨ ¢ ª ¦¤®¬ ã§«¥, ¯®-áâà®¨âì ­¥áª®«ìª® á¯« ©­®¢, ¯à¨¤ ¢ ï ¡�®«ìè¨© ¢¥á ã§« ¬ á¡�®«ìè¨¬¨ ¯®£à¥è­®áâï¬¨; ¢ë¡à âì ¨§ ¯®áâà®¥­­ëå à¥è¥­¨©­ ¨¬¥­¥¥ ãª«®­ïîé¥¥áï.
48



� «   ¢   3��������� ���������������§¢¥áâ­®, çâ® ¢ëç¨á«¥­¨¥ ®¯à¥¤¥«¥­­®£® ¨­â¥£à « I = Z ba f(x)dx ç¥à¥§ ¯¥à¢®®¡à §­ãî ¯®¤ë­â¥£à «ì­®© äã­-ªæ¨¨ á ¯®¬®éìî ä®à¬ã«ë �ìîâ®­  | �¥©¡­¨æ  § ç áâãîá®¯àï¦¥­® á ­¥¬ «ë¬¨ âàã¤­®áâï¬¨. �®«¥¥ â®£®, ¯¥à¢®®¡à §-­ë¥ ­¥ª®â®àëå í«¥¬¥­â à­ëå äã­ªæ¨© á ¬¨ â ª®¢ë¬¨ ­¥ï¢«ïîâáï. � ª®­¥æ, äã­ªæ¨ï f ¬®¦¥â ¡ëâì § ¤ ­  ­¥  ­ -«¨â¨ç¥áª¨,   â ¡«¨ç­®, â. ¥. ­  ª®­¥ç­®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ â®ç¥ª.� á¨«ã íâ¨å ¯à¨ç¨­ ¯à¨å®¤¨âáï ¯à¨¡¥£ âì ª ¯à¨¡«¨¦¥­­®¬ã¢ëç¨á«¥­¨î ¨­â¥£à «  ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ª ª®©-«¨¡® ª¢ ¤à âãà-­®© ä®à¬ã«ë, â® ¥áâì ¯à¨¡«¨¦¥­­®£® à ¢¥­áâ¢ Z ba f(x)dx � nXk=0 ckf(xk); (3:1)£¤¥ ck | ¯®áâ®ï­­ë¥, ­ §ë¢ ¥¬ë¥ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ª¢ ¤à -âãà­®© ä®à¬ã«ë,   xk | â®çª¨ ®âà¥§ª  [a; b], ­ §ë¢ ¥¬ë¥ã§« ¬¨ ª¢ ¤à âãà­®© ä®à¬ã«ë. �®¢®ªã¯­®áâì ã§«®¢ ­ §ë¢ -¥âáï á¥âª®©.� §­®áâì 	 = Z ba f(x)dx� nXk=0 ckf(xk)­ §ë¢ ¥âáï ¯®£à¥è­®áâìî ª¢ ¤à âãà­®© ä®à¬ã«ë. � ª ¯à -¢¨«®, ®æ¥­ª  ¯®£à¥è­®áâ¨ ¨¬¥¥â ¢¨¤j	j � C(b� a)k; (3:2)£¤¥ k > 1, C | ç¨á«®, § ¢¨áïé¥¥ ®â â¨¯  ª¢ ¤à âãà­®©ä®à¬ã«ë ¨ ®â ¯®¤ë­â¥£à «ì­®© äã­ªæ¨¨ f , ­® ­¥ § ¢¨áïé¥¥®â ¤«¨­ë ®âà¥§ª  [a; b]. �à¨ ®æ¥­ª¥ ¯®£à¥è­®áâ¨ äã­ªæ¨ïf(x) ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï ¤®áâ â®ç­® £« ¤ª®©.� â¥®à¨¨ ª¢ ¤à âãà­ëå ä®à¬ã« ¨á¯®«ì§ã¥âáï á¢®©áâ¢® ¤¤¨â¨¢­®áâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­­®£® ¨­â¥£à « : ¤«ï «î¡®© â®çª¨d 2 [a; b] ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®49



Z ba f(x)dx = Z da f(x)dx+ Z bd f(x)dx:�ãáâì ¤«ï ¯®£à¥è­®áâ¨ ª¢ ¤à âãà­®© ä®à¬ã«ë (3.1) ¨¬¥-¥â ¬¥áâ® ®æ¥­ª  ¢¨¤  (3.2). � §®¡ì¥¬ ®âà¥§®ª [a; b] â®çª ¬¨d1; d2; : : : ; dN�1 ­  N ç áâ¨ç­ëå ®âà¥§ª®¢ ¤«¨­ë h=(b�a)=N :[d0; d1]; [d1; d2]; : : : ; [dN�1; dN ] (¯®« £ ¥¬ d0 = a, dN = b) ¨¢ëç¨á«¨¬ ¨­â¥£à « ­  ª ¦¤®¬ ¨§ ­¨å ¯® ä®à¬ã«¥ (3.1), ¯à¨íâ®¬ ¯®£à¥è­®áâì ­  «î¡®¬ ç áâ¨ç­®¬ ®âà¥§ª¥ ®æ¥­¨¢ ¥âáïá«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:j N j � C �b� aN �k = Chk:�á¯®«ì§ãï á¢®©áâ¢®  ¤¤¨â¨¢­®áâ¨ ¨­â¥£à « , ®æ¥­¨¬ ¯®-£à¥è­®áâì ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï ­  ¢á¥¬ ®âà¥§ª¥ [a; b]:j	N j � CN �b� aN �k = C (b� a)kNk�1 = C(b� a)hk�1: (3:3)�¨á«® k � 1 ­ §ë¢ îâ ¯®àï¤ª®¬ â®ç­®áâ¨ ª¢ ¤à âãà­®©ä®à¬ã«ë.�â ª, à §¡¨¥­¨¥ ®âà¥§ª  ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï ­  N à ¢­ëåç áâ¥© ¯à¨¢¥«® ª ã¬¥­ìè¥­¨î ¯®£à¥è­®áâ¨ ¢ Nk�1 à §.�§ï¢N ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè�̈¬, ¬ë ¬®¦¥¬ á¤¥« âì ¯®£à¥è­®áâì¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï áª®«ì ã£®¤­® ¬ «®©.x 3.1. ������������ ������������������������ �����à®áâ¥©è¨¬ ¯à¨¥¬®¬ ¯®«ãç¥­¨ï ª¢ ¤à âãà­ëå ä®à¬ã«ï¢«ï¥âáï § ¬¥­  ¯®¤ë­â¥£à «ì­®© äã­ªæ¨¨ f(x) ­  ®âà¥§ª¥[a; b] ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë¬ ¬­®£®ç«¥­®¬, ¯®áâà®¥­­ë¬ ¯® ã§-« ¬ ª¢ ¤à âãà­®© ä®à¬ã«ë ¢¨¤  (3.1), á ¯®á«¥¤ãîé¨¬ ¨­â¥-£à¨à®¢ ­¨¥¬ íâ®£® ¬­®£®ç«¥­ . �®«ãç¥­­ë¥ â ª¨¬ á¯®á®¡®¬ä®à¬ã«ë ­ §ë¢ îâáï ª¢ ¤à âãà­ë¬¨ ä®à¬ã« ¬¨ ¨­â¥à¯®-«ïæ¨®­­®£® â¨¯ . �á«¨ ¯à¨ íâ®¬ á¥âª  à ¢­®¬¥à­ ï, â® ¬ë¨¬¥¥¬ ¤¥«® á ä®à¬ã« ¬¨ �ìîâ®­  | �®â¥á . � «¥¥ ¡ã¤¥¬¯®« £ âì x0 = a; xn = b, xk�xk�1 = (b�a)=n; k = 1; 2; : : : ; n(¨áª«îç¥­¨¥ á®áâ ¢«ï¥â á«ãç © n = 0, ª®£¤  ¬ë áç¨â ¥¬x0 = (a + b)=2). 50



�¨¦¥ ¡ã¤¥â ®áãé¥áâ¢«¥­ ¢ë¢®¤ ä®à¬ã« ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­-­®£® â¨¯  ¤«ï n = 0; 1; 2.3.1.1. ������� ����������������à¨ n = 0 ¯®« £ ¥¬ x0 = (a+ b)=2, â® ¥áâì f(x) � f(a+b2 ).�®£¤  ¨áª®¬ ï ª¢ ¤à âãà­ ï ä®à¬ã«  ¨¬¥¥â ¢¨¤Z ba f(x)dx � (b� a)f(a+b2 ): (3:4)�­  ­ §ë¢ ¥âáï ä®à¬ã«®© ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª®¢, ¨¡® ¯à¨¡«¨¦¥­-­®¥ ¢ëç¨á«¥­¨¥ ¨­â¥£à «  ä ªâ¨ç¥áª¨ á¢®¤¨âáï ª ­ å®¦¤¥-­¨î ¯«®é ¤¨ ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª  á ¤«¨­ ¬¨ áâ®à®­ (b � a) ¨f(a+b2 ).�æ¥­¨¬ ¯®£à¥è­®áâì ä®à¬ã«ë ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª®¢, ¨á¯®«ì-§ãï à §«®¦¥­¨¥ äã­ªæ¨¨ f(x) ¢ àï¤ �¥©«®à  ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨â®çª¨ (a+ b)=2:f(x) = f(a+b2 ) + f 0(a+b2 )(x � a+b2 ) + f 00(�) (x� a+b2 )22 ;£¤¥ � 2 [a; b]. � ãç¥â®¬ ®ç¥¢¨¤­®£® à ¢¥­áâ¢ Z ba (x� a+b2 )2k�1dx = 0; k = 1; 2; : : : ; (3:5)¯®«ãç¨¬, çâ® 	 = Z ba f(x)dx� (b � a)f(a+b2 ) == Z ba (f(x) � f(a+b2 ))dx = Z ba f 00(�) (x� a+b2 )22 dx:�¢®¤ï ®¡®§­ ç¥­¨¥ Mk = maxx2[a; b] jf (k)(x)j; (3:6)¢ë¯¨è¥¬ ®æ¥­ªã ¯®£à¥è­®áâ¨:51



j	j �M2 Z ba (x� a+b2 )22 dx =M2 (b� a)324 : (3:7)�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï ¬­®£®ç«¥­®¢ áâ¥¯¥­¨ ­¥ ¢ëè¥ 1ä®à¬ã«  ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª®¢ ¤ ¥â â®ç­®¥ à ¢¥­áâ¢®.�æ¥­ª  (3.7) ï¢«ï¥âáï ­¥ã«ãçè ¥¬®©, ¨¡® ¤«ï äã­ªæ¨¨f(x) = (x� a+b2 )2 ¨¬¥¥¬ M2 = 2, f(a+b2 ) = 0 ¨Z ba f(x)dx� (b � a)f(a + b2 ) = (b� a)312 = M2 (b� a)324 ;â® ¥áâì (3.7) ¢ë¯®«­ï¥âáï á® §­ ª®¬ à ¢¥­áâ¢ .�à¨ à §¡¨¥­¨¨ ®âà¥§ª  [a; b] ­  N à ¢­ëå ç áâ¥© ¤«¨­ëh = (b�a)=N , ª ª íâ® ¡ë«® ®¯¨á ­® ¢ëè¥, ¯à¨¬¥­¥­¨¥ ­  ª -¦¤®¬ ç áâ¨ç­®¬ ®âà¥§ª¥ ä®à¬ã«ë ¢¨¤  (3.4) ¤ áâ á®áâ ¢­ãîä®à¬ã«ã ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª®¢:Z ba f(x)dx � h NXi=1 f(di�1=2);£¤¥ di�1=2 = di � h=2. �¥ ¯®£à¥è­®áâì, á®£« á­® (3.3), ®æ¥­¨-¢ ¥âáï á«¥¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬:j	N j �M2 (b� a)h224 :�¥¬ á ¬ë¬ ä®à¬ã«  ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª®¢ ¨¬¥¥â ¢â®à®© ¯®àï¤®ªâ®ç­®áâ¨.� ¤ ç  3.1. �®ª § âì, çâ® ¯à¨ x0 = a ¨«¨ x0 = b ä®à¬ã-«  ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª®¢ ¨¬¥¥â «¨èì ¯¥à¢ë© ¯®àï¤®ª â®ç­®áâ¨.3.1.2. ������� ��������� ¬¥­ïï ¯®¤ë­â¥£à «ì­ãî äã­ªæ¨î ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë¬¬­®£®ç«¥­®¬ ¯¥à¢®© áâ¥¯¥­¨, ¯®áâà®¥­­ë¬ ¯® ã§« ¬ x0 = a,x1 = b, ª®â®àë© ¨¬¥¥â ¢¨¤L1(x) = 1b� a�(x� a)f(b) � (x � b)f(a)�;¯®«ãç¨¬ ä®à¬ã«ã âà ¯¥æ¨©: 52



Z ba f(x)dx � (b � a)f(a) + f(b)2 :�«ï ®æ¥­ª¨ ¥¥ ¯®£à¥è­®áâ¨ ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ä®à¬ã«®© (2.2),á®£« á­® ª®â®à®©f(x) � L1(x) = f 00(�(x)) (x� a)(x� b)2 :�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®	 = Z ba f 00(�(x)) (x� a)(x� b)2 dx;â® ¥áâì j	j �M2 (b� a)312 :�â  ®æ¥­ª  ­¥ã«ãçè ¥¬ , â ª ª ª ¢ ­¥© ¤®áâ¨£ ¥âáï à ¢¥­-áâ¢®, ­ ¯à¨¬¥à, ¯à¨ f(x) = (x� a)2.�ë¯¨è¥¬ á®áâ ¢­ãî ä®à¬ã«ã âà ¯¥æ¨©:Z ba f(x)dx � h 12f(d0) + N�1Xi=1 f(di) + 12f(dN )! ;£¤¥ h = (b� a)=N , ¨ ®æ¥­¨¬ ¥¥ ¯®£à¥è­®áâì:j	N j �M2 (b� a)h212 :�â ª, ä®à¬ã«  âà ¯¥æ¨©, ª ª ¨ ä®à¬ã«  ¯àï¬®ã£®«ì­¨-ª®¢, ¨¬¥¥â ¢â®à®© ¯®àï¤®ª â®ç­®áâ¨, ­® ¥¥ ¯®£à¥è­®áâì ®æ¥-­¨¢ ¥âáï ¢¥«¨ç¨­®© ¢ ¤¢  à §  ¡®«ìè¥©.3.1.3. ������� ���������®«ãç¨¬ ª¢ ¤à âãà­ãî ä®à¬ã«ã ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­®£® â¨-¯  á âà¥¬ï ã§« ¬¨ x0 = a, x1 = (a + b)=2, x2 = b, § ¬¥­¨¢äã­ªæ¨î f(x) ¬­®£®ç«¥­®¬ � £à ­¦  ¢â®à®© áâ¥¯¥­¨, ¨¬¥î-é¨¬ ¢¨¤ L2(x) = 2(b� a)2�(x� a+b2 )(x� b)f(a)�53



�2 (x� a)(x� b)f(a+b2 ) + (x� a)(x� a+b2 )f(b)�:�­â¥£à¨àãï íâ® ¢ëà ¦¥­¨¥, ¯®«ãç¨¬ ¯à¨¡«¨¦¥­­®¥ à ¢¥­-áâ¢® Z ba f(x)dx � b� a6 �(f(a) + 4f(a+b2 ) + f(b)�;­ §ë¢ ¥¬®¥ ä®à¬ã«®© �¨¬¯á®­  ¨«¨ ä®à¬ã«®© ¯ à ¡®«.� ¤ ç  3.2. �®ª § âì, çâ® ä®à¬ã«  �¨¬¯á®­  â®ç­ ¤«ï «î¡®£® ¬­®£®ç«¥­  âà¥âì¥© áâ¥¯¥­¨.�«ï ®æ¥­ª¨ ¯®£à¥è­®áâ¨ ä®à¬ã«ë �¨¬¯á®­  à áá¬®âà¨¬¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë© ¬­®£®ç«¥­ �à¬¨â  âà¥âì¥© áâ¥¯¥­¨ H3(x)â ª®©, çâ® H3(a) = f(a); H3(a+b2 ) = f(a+b2 );H03(a+b2 ) = f 0(a+b2 ); H3(b) = f(b):� ¯. 2.1.4 ¤®ª § ­ë áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¨ ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâì â ª®£®¬­®£®ç«¥­ ,   â ª¦¥ ¯®«ãç¥­  ï¢­ ï ä®à¬  ¥£® ®áâ âª .� ¤ ­­®¬ ª®­ªà¥â­®¬ á«ãç ¥f(x) �H3(x) = f IV(�)24 (x � a)(x� a+b2 )2(x� b):�á¯®«ì§ãï à¥§ã«ìâ â § ¤ ç¨ 3.2, ¯®«ãç¨¬ à ¢¥­áâ¢®Z ba H3(x)dx = b� a6 �(H3(a) + 4H3(a+b2 ) +H3(b)� == b� a6 �(f(a) + 4f(a+b2 ) + f(b)�:�âáî¤ 	 = Z ba f(x)dx� b� a6 �(f(a) + 4f(a+b2 ) + f(b)� == Z ba �f(x) �H3(x)�dx:� ª¨¬ ®¡à §®¬, 54



j	j � M424 ��� Z ba (x� a)(x� a+b2 )2(x� b)dx��� = M424 (b� a)5120¨, ®ª®­ç â¥«ì­®, j	j �M4 (b� a)52880 :� §¡¨¥­¨¥ ®âà¥§ª  ­  N à ¢­ëå ç áâ¥© ¤«¨­ëh = (b� a)=N ¤ áâ á®áâ ¢­ãî ä®à¬ã«ã �¨¬¯á®­ :Z ba f(x)dx � h6 NXi=1(f(di�1) + 4f(di�1=2) + f(di));£¤¥ di�1=2 = di � h=2. �æ¥­¨¬ ¥¥ ¯®£à¥è­®áâì:j	N j �M4 (b� a)h42880 :� ª¨¬ ®¡à §®¬, ä®à¬ã«  �¨¬¯á®­ , ¨¬¥îé ï ç¥â¢¥àâë© ¯®-àï¤®ª â®ç­®áâ¨, áãé¥áâ¢¥­­® â®ç­¥¥, ç¥¬ ä®à¬ã«ë ¯àï¬®-ã£®«ì­¨ª®¢ ¨ âà ¯¥æ¨©.3.1.4. ��������� ���������� ª ã¦¥ £®¢®à¨«®áì, ª¢ ¤à âãà­ ïä®à¬ã«  ¨­â¥à¯®«ïæ¨-®­­®£® â¨¯  ¯®«ãç ¥âáï § ¬¥­®© ¯®¤ë­â¥£à «ì­®© äã­ªæ¨¨f(x) ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë¬ ¬­®£®ç«¥­®¬ � £à ­¦ ,Ln(x) = nXk=0 !n(x)(x� xk)!0n(xk) f(xk);£¤¥ !n(x) = nYj=0(x� xj); !0n(xk) = nYj 6=k(xk � xj)(®â¬¥â¨¬, çâ® ¢ íâ®¬ ¯ã­ªâ¥ ¬ë ­¥ âà¥¡ã¥¬ à ¢­®¬¥à­®áâ¨á¥âª¨). �®£¤  ª®íää¨æ¨¥­âë ª¢ ¤à âãà­®© ä®à¬ã«ë (3.1)¡ã¤ãâ ¨¬¥âì ¢¨¤ck = Z ba !n(x)(x� xk)!0n(xk)dx; k = 0; 1; : : : ; n; (3:8)  ¥¥ ¯®£à¥è­®áâì à ¢­  55



	n = Z ba rn(x)dx;£¤¥ rn(x) | ¯®£à¥è­®áâì ¨­â¥à¯®«¨à®¢ ­¨ï. � ¯. 2.1.3 ¯®ª -§ ­®, çâ® rn(x) = f (n+1)(�(x))!n(x)(n+ 1)! ;®âªã¤  	n = 1(n+ 1)! Z ba f (n+1)(�(x))!n(x)dx:� ¨â®£¥ ¨¬¥¥¬ ®æ¥­ªã ¯®£à¥è­®áâ¨ ª¢ ¤à âãà­®© ä®à¬ã«ë¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­®£® â¨¯ :j	nj � Mn+1(n+ 1)! Z ba j!n(x)jdx: (3:9)�âáî¤  ¢¨¤­®, çâ® ª¢ ¤à âãà­ ïä®à¬ã«  ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­®-£® â¨¯ , ¯®áâà®¥­­ ï ¯® n+ 1 ã§«ã, â®ç­  ¤«ï «î¡®£® ¬­®£®-ç«¥­  áâ¥¯¥­¨ n.� ®¡®à®â, ¥á«¨ ª¢ ¤à âãà­ ï ä®à¬ã«  ¢¨¤  (3.1) â®ç­ ¤«ï «î¡®£® ¬­®£®ç«¥­  áâ¥¯¥­¨ n, â® ®­  ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à -âãà­®© ä®à¬ã«®© ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­®£® â¨¯ , â. ¥. ¥¥ ª®íää¨-æ¨¥­âë ck ¢ëç¨á«ïîâáï á®£« á­® (3.8). �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, à á-á¬ âà¨¢ ï ¡ §¨á­ë¥ ¬­®£®ç«¥­ë � £à ­¦ 'k(x) = !n(x)(x� xk)!0n(xk) ;¨¬¥îé¨¥ áâ¥¯¥­ì n, ¨ ¨á¯®«ì§ãï ¨å á¢®©áâ¢ , ®¯¨á ­­ë¥ ¢¯. 2.1.1, ¯®«ãç¨¬ â®ç­ë¥ à ¢¥­áâ¢ Z ba 'k(x)dx = nXl=0 cl'k(xl) = nXl=0 cl�kl = ck;çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.3.1.5. ������������ ��������¥£ª® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ®æ¥­ª¨ ¯®£à¥è­®áâ¨ ¤«ï ä®à¬ã«¯àï¬®ã£®«ì­¨ª®¢ ¨ �¨¬¯á®­ , ¯®«ãç¥­­ë¥ ­ ¬¨ ¢ ¯. 3.1.1 ¨56



¯. 3.1.3, ¡®«¥¥ â®ç­ë, ç¥¬ ®æ¥­ª¨ ¤«ï íâ¨å ¦¥ ä®à¬ã«, á«¥-¤ãîé¨¥ ¨§ (3.9). � ª, á®£« á­® à¥§ã«ìâ âã § ¤ ç¨ 3.2, ä®à-¬ã«  �¨¬¯á®­  â®ç­  ­  «î¡®¬ ¬­®£®ç«¥­¥ âà¥âì¥© áâ¥¯¥­¨,¢ ç áâ­®áâ¨ ­  äã­ªæ¨¨ f(x) = x3. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¯®-£à¥è­®áâì 	2 ä®à¬ã«ë �¨¬¯á®­  ¤«ï ¨­â¥£à «  Z 1�1 x3dx,¢ëç¨á«¥­­ ï ¯® ä®à¬ã«¥ (3.9), ­¥ à ¢­  0.� ¤ ç  3.3. �®ª § âì, çâ® j	2j = 1=2.�ª §ë¢ ¥âáï, ¯à¨ç¨­  ¯®¢ëè¥­­®© â®ç­®áâ¨ ä®à¬ã« ¯àï-¬®ã£®«ì­¨ª®¢ ¨ �¨¬¯á®­  § ª«îç ¥âáï ¢ ¨å á¨¬¬¥âà¨ç­®áâ¨.�®®¡é¥, ä®à¬ã«  ¢¨¤  (3.1) ­ §ë¢ ¥âáï á¨¬¬¥âà¨ç­®©, ¥á«¨¢ë¯®«­ï¥âáï á®¢®ªã¯­®áâì ãá«®¢¨©:1) n ç¥â­®;2) ã§«ë ª¢ ¤à âãà­®© ä®à¬ã«ë à á¯®«®¦¥­ë á¨¬¬¥âà¨ç-­® ®â­®á¨â¥«ì­® á¥à¥¤¨­ë ®âà¥§ª  [a; b], â® ¥áâìa+ b2 � xk = xn�k � a+ b2 ; k = 0; 1; : : :; n=2; (3:10)3) ck = cn�k; k = 0; 1; : : : ; n=2: (3:11)�®ª ¦¥¬, çâ® ¤«ï ª¢ ¤à âãà­ëå ä®à¬ã« ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­-­®£® â¨¯  ¯à¨ ç¥â­®¬ n ãá«®¢¨¥ (3.11) ï¢«ï¥âáï á«¥¤áâ¢¨¥¬ãá«®¢¨ï (3.10). �ãáâì xn=2 = (a+b)=2. �®£¤ , ãç¨âë¢ ï (3.10),¨¬¥¥¬ !n(x) = (x� xn=2) n=2�1Yk=0 (x � xk)(x� xn�k) == (x� xn=2) n=2�1Yk=0 [(x� xn=2)2 � (xk � xn=2)2];®âªã¤  ¯à¨ «î¡®¬ t!n(xn=2 + t) = t n=2�1Yk=0 [t2 � (xk � xn=2)2] = �!n(xn=2 � t);â® ¥áâì äã­ªæ¨ï !n(x) ­¥ç¥â­  ®â­®á¨â¥«ì­® â®çª¨ xn=2,¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¥¥ ¯à®¨§¢®¤­ ï !0n(x) | ç¥â­ ï äã­ªæ¨ï®â­®á¨â¥«ì­® xn=2. � ç áâ­®áâ¨,57



!0n(xn�k) = !0n(xk):� ª ª ª ª®íää¨æ¨¥­âë ck ¯®¤áç¨âë¢ îâáï ¯® ä®à¬ã«¥ (3.8),¯®«ãç¨¬ck�cn�k=Z ba � !n(x)(x� xk)!0n(xk) � !n(x)(x� xn�k)!0n(xn�k)�dx == Z ba !n(x)!0n(xk) xk � xn�k(x� xk)(x � xn�k)dx == Z ba !n(x)!0n(xk) xk � xn�k[(x� xn=2)2 � (xk � xn=2)2]dx:� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®¤ ¨­â¥£à «®¬ áâ®¨â äã­ªæ¨ï, ­¥ç¥â­ ï®â­®á¨â¥«ì­® â®çª¨ xn=2 | á¥à¥¤¨­ë ®âà¥§ª  [a; b], â® ¥áâì¨­â¥£à « à ¢¥­ ­ã«î. �­ ç¨â, à ¢¥­áâ¢® (3.11) ¢ë¯®«­ï¥âáï.�¥¯¥àì ¬ë ¬®¦¥¬ ¯®ª § âì, çâ® ­ «¨ç¨¥ á¨¬¬¥âà¨¨ ¯®-¢ëè ¥â â®ç­®áâì ª¢ ¤à âãà­ëå ä®à¬ã«.�¥®à¥¬  3.1. �ãáâì à á¯®«®¦¥­¨¥ ã§«®¢ ª¢ ¤à âãà­®©ä®à¬ã«ë ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­®£® â¨¯  (3.1) ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ãá-«®¢¨î (3.10), £¤¥ n | ç¥â­®¥ ç¨á«®, ¨ ä®à¬ã«  â®ç­  ¤«ï«î¡®£® ¬­®£®ç«¥­  áâ¥¯¥­¨ n. �®£¤  ®­  â®ç­  ¨ ¤«ï «î¡®-£® ¬­®£®ç«¥­  áâ¥¯¥­¨ n+ 1.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áâ â®ç­® ¯®ª § âì, çâ® ä®à¬ã« â®ç­  å®âï ¡ë ¤«ï ®¤­®£® ¬­®£®ç«¥­  áâ¥¯¥­¨ n+1, ­ ¯à¨¬¥à¤«ï f(x) = (x� xn=2)n+1.� ª ª ª ¯®¤ë­â¥£à «ì­ ï äã­ªæ¨ï ­¥ç¥â­  ®â­®á¨â¥«ì­®â®çª¨ xn=2, â® Z ba (x � xn=2)n+1dx = 0;¯®íâ®¬ã ­ ¬ âà¥¡ã¥âáï ¤®ª § âì, çâ®nXk=0 ckf(xk) = 0:�ç¥¢¨¤­®, 58



nXk=0 ckf(xk) = n=2�1Xk=0 ck(xk�xn=2)n+1+ nXk=n=2+1 ck(xk�xn=2)n+1:(3:12)�à¥®¡à §ã¥¬ ¢â®àãî áã¬¬ã, ¨á¯®«ì§ãï ãá«®¢¨¥ (3.10) ¨ ç¥â-­®áâì ç¨á«  n:nXk=n=2+1 ck(xk � xn=2)n+1 = nXk=n=2+1 ck(xn=2 � xn�k)n+1 == n=2�1Xl=0 cn�l(xn=2 � xl)n+1 = � n=2�1Xk=0 cn�k(xk � xn=2)n+1:�®¤áâ ¢«ïï ¯®á«¥¤­¥¥ ¢ëà ¦¥­¨¥ ¢ (3.12) ¨ ¨á¯®«ì§ãï à -¢¥­áâ¢® (3.11), ¯®«ãç¨¬, çâ® à áá¬ âà¨¢ ¥¬ ï ª¢ ¤à âãà­ ïáã¬¬  à ¢­  ­ã«î.3.1.6. ������������� ������ ������������������ ������à ªâ¨ç¥áª®¥ ¯à¨¬¥­¥­¨¥ ¯®«ãç¥­­ëå ­ ¬¨  ¯à¨®à­ëåä®à¬ã« ®æ¥­ª¨ ¯®£à¥è­®áâ¨, ª ª ¯à ¢¨«®, § âàã¤­¥­® â¥¬,çâ® ¢ ­¨å ¢å®¤¨â ¢¥«¨ç¨­ Mk = maxx2[a; b] jf (k)(x)j;ª®â®à ï, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, § à ­¥¥ ­¥¨§¢¥áâ­ . �«ï â®£® çâ®-¡ë ¯à ¢¨«ì­® ¢ë¡à âì ¢¥«¨ç¨­ã è £  á¥âª¨ h, ¯®§¢®«ïîéãî¤®áâ¨çì § ¤ ­­ãî â®ç­®áâì, ­ã¦­® ã¬¥âì ®æ¥­¨¢ âì ¯®£à¥è-­®áâì  ¯®áâ¥à¨®à­®, â® ¥áâì ¯®á«¥ ¯à®¢¥¤¥­¨ï à áç¥â .�¤­¨¬ ¨§ ¯à¨¥¬®¢  ¯®áâ¥à¨®à­®© ®æ¥­ª¨ ¯®£à¥è­®áâ¨ï¢«ï¥âáï ¬¥â®¤ �ã­£¥, ª®â®àë© ¬ë à áá¬®âà¨¬ á­ ç «  ­ ¯à¨¬¥à¥ ä®à¬ã«ë âà ¯¥æ¨©. �¡®§­ ç¨¬ ¤«ï ªà âª®áâ¨ ¤«¨­ãç áâ¨ç­®£® ®âà¥§ª  [di�1; di] ç¥à¥§ hi. �®£¤ , á®£« á­® ä®à-¬ã«¥ âà ¯¥æ¨©,Ii = Z didi�1 f(x)dx � f(di�1) + f(di)2 hi = Ih;i:�§  ¯à¨®à­®© ®æ¥­ª¨ ¯®£à¥è­®áâ¨ ¤«ï ¤®áâ â®ç­® £« ¤ª¨åäã­ªæ¨© á«¥¤ã¥â, çâ® 59



Ii � Ih;i � cih3i ; (3:13)¯à¨ç¥¬ ª®­áâ ­â  ci, ­¥ § ¢¨áïé ï ®â h, § à ­¥¥ ­¥¨§¢¥áâ­ .� §¡¨¢ ®âà¥§®ª [di�1; di] ­  ¤¢¥ à ¢­ë¥ ç áâ¨ ¨ ¯à®¢¥¤ïà áç¥â ­  ª ¦¤®© ¨§ ­¨å á è £®¬ hi=2, ¯®«ãç¨¬Ih=2;i = �f(di�1) + 2f(di�1+di2 ) + f(di)�hi4 :�­ «®£¨ç­® (3.13) ¨¬¥¥¬Ii � Ih=2;i � 2ci�hi2 �3 : (3:14)�áª«îç¨¢ ¨§ á®®â­®è¥­¨© (3.13) ¨ (3.14) ª®­áâ ­âã ci,¬®¦­® ¯®«ãç¨âì ®æ¥­ªã ¯®£à¥è­®áâ¨, á®¤¥à¦ éãî «¨èì¨§¢¥áâ­ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë Ih;i ¨ Ih=2;i:Ii � Ih;i � 43(Ih=2;i � Ih;i);Ii � Ih=2;i = 14(Ii � Ih;i) � 13(Ih=2;i � Ih;i):�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¯ãâ¥¬ ãâ®ç­¥­¨ï ä®à¬ã«ë âà ¯¥æ¨© á¯®¬®éìî ¯à ¢¨«  �ã­£¥ «¥£ª® ¢ë¢¥áâ¨ ä®à¬ã«ã �¨¬¯á®­ .�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, à áá¬ âà¨¢ ï ®âà¥§®ª [d0; d1], ¨¬¥¥¬Ii � 13(4Ih=2;i � Ih;i) = 13�4 hi2 �12f(d0) + f(d1=2) + 12f(d1)���hi�12f(d0) + 12f(d1)�� = hi6 �f(d0) + 4f(d1=2) + f(d1)�:� ®¡é¥¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ Ii � Ih;i � cihmi , â®Ii � Ih=2;i � 2ci�hi2 �m ;®âªã¤  Ii � Ih;i � 2m�1(Ih=2;i � Ih;i)2m�1 � 1 ;60



Ii � Ih=2;i � Ih=2;i � Ih;i2m�1 � 1 :�¯¨è¥¬, ª ª á ¯®¬®éìî ¬¥â®¤  �ã­£¥ ¬®¦­® ¢ëç¨á«¨âì¨­â¥£à « I ­  ®âà¥§ª¥ [a; b] á ­ ¯¥à¥¤ § ¤ ­­®© â®ç­®áâìî". � §®¡ì¥¬ ®âà¥§®ª [a; b] ­  N ®âà¥§ª®¢ [di�1; di] ¤«¨­ë hi,i = 1; : : : ; N , ¨ ¯à¨¬¥­¨¬ ­  ª ¦¤®¬ ¨§ ­¨å ®¤­ã ¨ âã ¦¥ª¢ ¤à âãà­ãî ä®à¬ã«ã. �®«ãç¨¬I � Ih = NXi=1 Ih;i:�®¢â®à¨¢ ¢ëç¨á«¥­¨ï á è £®¬ hi=2, ®æ¥­¨¬ ¯®£à¥è­®áâì ¯®¯à ¢¨«ã �ã­£¥ ¨ ¯à®¢¥à¨¬ ¢ë¯®«­¥­¨¥ ­¥à ¢¥­áâ¢jIh=2;i � Ih;ij2m�1 � 1 � "hib� a; i = 1; : : : ; N:�á«¨ ¢á¥ íâ¨ ­¥à ¢¥­áâ¢  ¨áâ¨­­ë, â®jI � Ih=2j � "b� a NXi=1 hi = "; (3:15)®âªã¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ¨­â¥£à « ¯®¤áç¨â ­ á § ¤ ­­®© â®ç­®-áâìî. � ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ­  â¥å ¨§ ®âà¥§ª®¢, £¤¥ ­¥ ¢ë¯®«-­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢® (3.15), ­ã¦­® ã¬¥­ìè¨âì è £ á¥âª¨ ¥é¥¢ 2 à §  ¨ á­®¢  ®æ¥­¨âì ¯®£à¥è­®áâì. �ª § ­­ ï ¯à®æ¥¤ã-à  ¯à®¤®«¦ ¥âáï ¤® ¢ë¯®«­¥­¨ï ­¥à ¢¥­áâ¢  ¢¨¤  (3.15) ¤«ï¢á¥å ®âà¥§ª®¢.x 3.2. ������������ ������� ������3.2.1. ���������� ������� ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥ ¯®ª § ­®, çâ® ª¢ ¤à âãà­ ïä®à¬ã«  ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­®£® â¨¯  á n ã§« ¬¨ â®ç­ , ¢®®¡é¥£®¢®àï, ¤«ï ¬­®£®ç«¥­®¢ áâ¥¯¥­¨ n � 1. �®¦­® ¯®áâ ¢¨âìá«¥¤ãîéãî § ¤ çã: ¯®áâà®¨âì ª¢ ¤à âãà­ãî ä®à¬ã«ã ¢¨¤ Z ba f(x)dx � nXk=1 ckf(xk); (3:16)61



ª®â®à ï ¯à¨ § ¤ ­­®¬ ç¨á«¥ ã§«®¢ n ¡ë«  ¡ë â®ç­  ¤«ï ¬­®-£®ç«¥­®¢ ­ ¨¡®«¥¥ ¢ëá®ª®© áâ¥¯¥­¨. � ª¨¥ ä®à¬ã«ë ­ §ë¢ -îâáï ä®à¬ã« ¬¨ � ãáá . �â¬¥â¨¬, çâ® ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ä®à¬ã-«ë (3.1) ­ã¬¥à æ¨ï ã§«®¢ ­ ç¨­ ¥âáï á k = 1.�ç¥¢¨¤­®, âà¥¡®¢ ­¨¥ â®ç­®£® à ¢¥­áâ¢  ¢ ä®à¬ã«¥ (3.16)¤«ï «î¡®£® ¬­®£®ç«¥­  áâ¥¯¥­¨ m íª¢¨¢ «¥­â­® â®¬ã, çâ®ãª § ­­ ï ä®à¬ã«  â®ç­  ¤«ï ®¤­®ç«¥­®¢ f(x) = xl,l = 0; 1; : : : ;m, â® ¥áâìnXk=1 ckxlk = Z ba xldx; l = 0; 1; : : : ;m: (3:17)�¥¬ á ¬ë¬ ¯®«ãç¥­  ­¥«¨­¥©­ ï á¨áâ¥¬  m + 1 ãà ¢­¥­¨©®â­®á¨â¥«ì­® 2n ­¥¨§¢¥áâ­ëå c1; c2; : : : ; cn; x1; x2; : : : ; xn. �¨-á«® ãà ¢­¥­¨© à ¢­ï¥âáï ç¨á«ã ­¥¨§¢¥áâ­ëå ¯à¨ m = 2n� 1.�¬¥­­® â ª®¢® §­ ç¥­¨¥ ­ ¨¡®«¥¥ ¢ëá®ª®© áâ¥¯¥­¨ ¬­®£®-ç«¥­®¢, ¤«ï ª®â®àëå â®ç­  ä®à¬ã«  (3.16). �«ï ¤®ª § â¥«ì-áâ¢  íâ®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¬ë ¯®ª ¦¥¬, çâ® á¨áâ¥¬  (3.17) ¯à¨m = 2n�1 ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥, ­® á­ ç «  ¯à¨¢¥¤¥¬¤¢  ç áâ­ëå á«ãç ï ä®à¬ã« � ãáá .�á«¨ n = 1, â® ¨ m = 1,   á¨áâ¥¬  (3.17) ¯à¨¬¥â ¢¨¤c1 = b� a; c1x1 = 12(b2 � a2);®âªã¤  x1 = a+ b2 . � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¯®«ãç¨«¨ ä®à¬ã«ã¯àï¬®ã£®«ì­¨ª®¢, ¯®¤à®¡­® à áá¬®âà¥­­ãî ¢ ¯. 3.1.1:Z ba f(x)dx � (b� a)f(a+b2 )�­ ç¨â, ä®à¬ã«  ¯àï¬®ã£®«ì­¨ª®¢ ï¢«ï¥âáï ä®à¬ã«®© � ãá-á  á n = 1.� ¯¨è¥¬ á¨áâ¥¬ã (3.17) ¯à¨ n = 2; m = 3:c1 + c2 = b� a; c1x1 + c2x2 = 12(b2 � a2);c1x21 + c2x22 = 13(b3 � a3); c1x31 + c2x32 = 14(b4 � a4):�®£¤  62



c1 = c2 = b� a2 ; x1;2 = a+ b2 � p33 b� a2 :�â  ä®à¬ã«  â®ç­  ¤«ï ¬­®£®ç«¥­®¢ âà¥âì¥© áâ¥¯¥­¨.�¢¨¤ã ¢ëá®ª®© â®ç­®áâ¨ ¨ íª®­®¬¨ç­®áâ¨ ¬¥â®¤ � ãáá ç áâ® ¯à¨¬¥­ï¥âáï ­  ¯à ªâ¨ª¥ ¨ ¢ª«îç¥­ ¢® ¬­®£¨¥ ¡¨¡«¨®-â¥ª¨ ¯à®£à ¬¬. �£® ­¥à¥¤ª® ¨á¯®«ì§ãîâ ¢ ¢¨¤¥ ¯àï¬®£® ¯à®-¨§¢¥¤¥­¨ï ®¤­®¬¥à­ëå ª¢ ¤à âãà ¤«ï ¢ëç¨á«¥­¨ï ¬­®£®¬¥à-­ëå ¨­â¥£à «®¢.3.2.2. ������������� � �������������������� �������¢¥¤¥¬ ¬­®£®ç«¥­!(x) = (x� x1)(x� x2) : : : (x� xn);£¤¥ x1; x2; : : : ; xn | ã§«ë ª¢ ¤à âãà­®© ä®à¬ã«ë (3.16).�¥®à¥¬  3.2. �¢ ¤à âãà­ ï ä®à¬ã«  (3.16) â®ç­  ¤«ï«î¡®£® ¬­®£®ç«¥­  áâ¥¯¥­¨ m = 2n � 1 â®£¤  ¨ â®«ìª®â®£¤ , ª®£¤  ¢ë¯®«­¥­ë ¤¢  ãá«®¢¨ï:1) ¬­®£®ç«¥­ !(x) ®àâ®£®­ «¥­ «î¡®¬ã ¬­®£®ç«¥­ã q(x)áâ¥¯¥­¨ ¬¥­ìè¥ n, â® ¥áâìZ ba !(x)q(x)dx = 0;2) ä®à¬ã«  (3.16) ï¢«ï¥âáï ä®à¬ã«®© ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­®-£® â¨¯ , â® ¥áâìck = Z ba !(x)(x� xk)!0(xk)dx; k = 1; 2; : : :; n:�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¥ ® ¡ å ® ¤ ¨ ¬ ® á â ì. �á«¨ ä®à¬ã« (3.16) â®ç­  ¤«ï «î¡®£® ¬­®£®ç«¥­  áâ¥¯¥­¨ m = 2n � 1, â®®­  â®ç­ , ¢ ç áâ­®áâ¨, ¨ ¤«ï ¬­®£®ç«¥­  !(x)q(x), áâ¥¯¥­ìª®â®à®£® ­¥ ¢ëè¥ 2n� 1, â® ¥áâìZ ba !(x)q(x)dx = nXk=1 ck!(xk)q(xk) = 0:�à¥¡®¢ ­¨¥ 2) ¢ë¯®«­ï¥âáï ¢ á¨«ã ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï ¨§ ¯. 3.1.4(¥á«¨ ª¢ ¤à âãà­ ï ä®à¬ã«  ¢¨¤  (3.16) â®ç­  ¤«ï «î¡®£®63



¬­®£®ç«¥­  áâ¥¯¥­¨ n � 1, â® ®­  ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à âãà­®©ä®à¬ã«®© ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­®£® â¨¯ ).� ® á â   â ® ç ­ ® á â ì. �®£« á­® â¥®à¥¬¥ ® ¤¥«¨¬®áâ¨¬­®£®ç«¥­®¢, ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¬­®£®ç«¥­ f(x) áâ¥¯¥­¨ 2n � 1¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­ ¢ ¢¨¤¥f(x) = !(x)q(x) + r(x);£¤¥ q(x), r(x) | ¬­®£®ç«¥­ë áâ¥¯¥­¨ ­¥ ¢ëè¥ n � 1. � á¨«ã¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï 2)Z ba f(x)dx = Z ba !(x)q(x)dx+ Z ba r(x)dx = Z ba r(x)dx:� ª ª ª ä®à¬ã«  (3.16) ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à âãà­®© ä®à¬ã«®©¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­®£® â¨¯ , ¯®áâà®¥­­®© ¯® n ã§« ¬, â®, á®£« á-­® ¯. 3.1.4, ®­  â®ç­  ­  ¬­®£®ç«¥­ å áâ¥¯¥­¨ ­¥ ¢ëè¥ n� 1,¢ ç áâ­®áâ¨ ­  r(x). �®íâ®¬ãZ ba r(x)dx = nXk=1 ckr(xk) == nXk=1 ck(f(xk) � !(xk)q(xk)) = nXk=1 ckf(xk):�­ ç¨â, Z ba f(x)dx = nXk=1 ckf(xk);â® ¥áâì ä®à¬ã«  (3.16) â®ç­  ¤«ï «î¡®£® ¬­®£®ç«¥­  áâ¥¯¥­¨2n� 1.�ç¥¢¨¤­®, ãá«®¢¨¥ 1) íª¢¨¢ «¥­â­® à ¢¥­áâ¢ ¬Z ba !(x)x�dx = 0; � = 0; 1; : : : ; n� 1; (3:18)¯à¥¤áâ ¢«ïîé¨¬ á®¡®© á¨áâ¥¬ã n ­¥«¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ®â-­®á¨â¥«ì­® ­¥¨§¢¥áâ­ëå x1; x2; : : : ; xn. �¥è¨¢ ¥¥, ¬ë ­ ©¤¥¬ã§«ë ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨, ¯®á«¥ ç¥£® ª®íää¨æ¨¥­âë ck ¢ëç¨á«ïîâ-áï ¯® ä®à¬ã«¥ ¨§ ãá«®¢¨ï 2). 64



�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¨ ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâ¨ à¥-è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë (3.18) ¤®áâ â®ç­® ¤®ª § âì áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥¨ ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâì ¬­®£®ç«¥­  !(x), ®àâ®£®­ «ì­®£® «î¡®¬ã¬­®£®ç«¥­ã áâ¥¯¥­¨ ¬¥­ìè¥ n, ¯®ª § ¢ ¯à¨ íâ®¬, çâ® ¢á¥ ¥£®ª®à­¨ à §«¨ç­ë ¨ «¥¦ â ­  ®âà¥§ª¥ [a; b].� ¯¨è¥¬ ¨áª®¬ë© ¬­®£®ç«¥­ !(x) ¢ ¢¨¤¥!(x) = a0 + a1x+ : : :+ an�1xn�1 + xn¨ ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï ãá«®¢¨¥¬ ®àâ®£®­ «ì­®áâ¨ (3.18):Z ba (a0+a1x+: : :+an�1xn�1+xn)x�dx = 0; � = 0; 1; : : :; n�1:�ë ¯®«ãç¨«¨ ­¥®¤­®à®¤­ãî á¨áâ¥¬ã n «¨­¥©­ëå ãà -¢­¥­¨© ®â­®á¨â¥«ì­® n ­¥¨§¢¥áâ­ëå a1; a2; : : : ; an�1. �â®¡ëãáâ ­®¢¨âì ¥¥ ®¤­®§­ ç­ãî à §à¥è¨¬®áâì, ¤®áâ â®ç­® ¯®ª -§ âì, çâ® ®¤­®à®¤­ ï á¨áâ¥¬ Z ba (a0 + a1x+ : : :+ an�1xn�1)x�dx = 0; � = 0; 1; : : :; n� 1;(3:19)¨¬¥¥â â®«ìª® ­ã«¥¢®¥ à¥è¥­¨¥ a0 = a1 = : : : = an�1 = 0.�¬­®¦ ï ãà ¢­¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë (3.19), ¨¬¥îé¥¥ ­®¬¥à �, ­  a�¨ ¯à®¨§¢®¤ï áã¬¬¨à®¢ ­¨¥ ¯® ¢á¥¬ �, ¯®«ãç¨¬n�1X�=0 a� Z ba � n�1Xk=0 akxk�x�dx = Z ba � n�1X�=0 n�1Xk=0 a�akxkx��dx = 0:�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®Z ba  n�1Xl=0 alxl!2 dx = 0;â® ¥áâì a0 = a1 = : : : = an�1 = 0.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¯®ª § «¨, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­-­ë© ¬­®£®ç«¥­ !(x) áâ¥¯¥­¨ n á® áâ àè¨¬ ª®íää¨æ¨¥­â®¬ 1,®àâ®£®­ «ì­ë© «î¡®¬ã ¬­®£®ç«¥­ã áâ¥¯¥­¨ n � 1. �áâ «®áì¤®ª § âì, çâ® ¢á¥ ¥£® ª®à­¨ à §«¨ç­ë ¨ «¥¦ â ­  ®âà¥§ª¥[a; b]. 65



�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® áà¥¤¨ ª®à­¥© ¬­®£®ç«¥­  !(x), «¥¦ -é¨å ­  [a; b], ¨¬¥¥âáï m à §«¨ç­ëå ª®à­¥© �1; �2; : : : ; �m ­¥-ç¥â­®© ªà â­®áâ¨ �1; �2; : : : ; �m (®ç¥¢¨¤­®, m � n). �à¥¡ã¥â-áï ¤®ª § âì, çâ® m = n. � ¯¨è¥¬ !(x) ¢ ¢¨¤¥!(x) = (x� �1)�1(x� �2)�2 : : : (x� �m)�mr(x);£¤¥ r(x) | ¬­®£®ç«¥­, ­¥ ¬¥­ïîé¨© §­ ª ­  [a; b]. � áá¬®-âà¨¬ ¨­â¥£à «I = Z ba !(x)(x � �1) : : : (x� �m)dx == Z ba (x � �1)�1+1 : : : (x� �m)�m+1r(x)dx:� ª ª ª �1 + 1; : : : ; �m + 1 | ç¥â­ë¥ ç¨á«  ¨ äã­ªæ¨ï r(x)­¥ ¬¥­ï¥â §­ ª ­  [a; b], â® I 6= 0. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¥á«¨m < n, â® q(x) = (x � �1)(x � �2) : : : (x � �m) | ¬­®£®ç«¥­áâ¥¯¥­¨ ¬¥­ìè¥ n. �®£¤  !(x) ®àâ®£®­ «¥­ q(x), â® ¥áâì I = 0.�­ ç¨â, m = n, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ãáâ ­®¢¨âì.� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¤®ª § «¨, çâ® ¤«ï «î¡®£® n áãé¥áâ¢ã-¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï ª¢ ¤à âãà­ ï ä®à¬ã« , â®ç­ ï ¤«ï «î¡®£®¬­®£®ç«¥­  áâ¥¯¥­¨ 2n� 1.3.2.3. �������� ������������ ������ ������� ¬¥â¨¬, çâ® 2n�1 | ­ ¨¢ëáè ï áâ¥¯¥­ì â®ç­®áâ¨ ä®à-¬ã« � ãáá . �¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¤«ï ¬­®£®ç«¥­  !2(x), ¨¬¥îé¥£®áâ¥¯¥­ì 2n, ¢ë¯®«­ïîâáï à ¢¥­áâ¢ Z ba !2(x)dx > 0¨ nXk=0 ck!2(xk) = 0;â® ¥áâì ¤«ï íâ®£® ¬­®£®ç«¥­  ä®à¬ã«  � ãáá  á n ã§« ¬¨ ­¥ï¢«ï¥âáï â®ç­®©.� ©¤¥¬ ¯®£à¥è­®áâì ä®à¬ã« � ãáá  ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  ¯®-¤ë­â¥£à «ì­ ï äã­ªæ¨ï f(x) ¤®áâ â®ç­® £« ¤ª ï. �«ï íâ®£®à áá¬®âà¨¬ ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë© ¬­®£®ç«¥­ �à¬¨â H(x) á ã§-« ¬¨ x1; x2; : : : ; xn ªà â­®áâ¨ 2:66



H(xk) = f(xk); H0(xk) = f 0(xk); k = 1; 2; : : : ; n:�¢®©áâ¢  íâ®£® ¬­®£®ç«¥­  ®¯¨á ­ë ¢ ¯. 2.1.4. � ç áâ­®áâ¨,¨§ ä®à¬ã«ë (2.6) á«¥¤ã¥â, çâ®f(x) �H(x) = f (2n)(�(x))(2n)! kYi=1(x� xi)2 = f (2n)(�(x))(2n)! !2(x):�­®£®ç«¥­ H(x) ¨¬¥¥â áâ¥¯¥­ì 2n� 1. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,Z ba f(x)dx = Z ba H(x)dx+ Z ba f (2n)(�(x))(2n)! !2(x)dx == nXk=0 ckH(xk) + Z ba f (2n)(�(x))(2n)! !2(x)dx == nXk=0 ckf(xk) + Z ba f (2n)(�(x))(2n)! !2(x)dx:� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®£à¥è­®áâì ¨¬¥¥â ¢¨¤	(f) = Z ba f (2n)(�(x))(2n)! !2(x)dx:� ª ª ª äã­ªæ¨ï !2(x) §­ ª®¯®áâ®ï­­ , â®, á®£« á­® ®¡®¡-é¥­­®© â¥®à¥¬¥ ® áà¥¤­¥¬, áãé¥áâ¢ã¥â � 2 (a; b) â ª®¥, çâ®	(f) = f (2n)(�)(2n)! Z ba !2(x)dx:�âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ® ä®à¬ã«ë � ãáá  á ¡®«ìè�̈¬ ç¨á«®¬ ã§-«®¢ æ¥«¥á®®¡à §­® ¯à¨¬¥­ïâì «¨èì ¤«ï ¤®áâ â®ç­® £« ¤ª¨åäã­ªæ¨©.� ¤ ç  3.4. �®ª § âì, çâ®	(f) = f (2n)(�) (b � a)2n+1(n!)4[(2n)!]3(2n+ 1) :�ª § ­¨¥. �®ª § âì, çâ®67



!(x) = n!(2n)! dndxn [(x� a)n(x� b)n];¨ 2n à § ¢®á¯®«ì§®¢ âìáï ä®à¬ã«®© ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï ¯® ç -áâï¬.� ¤ ç  3.5. �æ¥­¨âì ¯®£à¥è­®áâì ä®à¬ã« � ãáá  ¯à¨n = 1 ¨ n = 2.�â®¡ë ­¥ ¯¥à¥áç¨âë¢ âì ª ¦¤ë© à § § ­®¢® ª®íää¨æ¨¥­-âë ¨ ã§«ë ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï, áãé¥áâ¢ãîâ â ¡«¨æë §­ ç¥­¨©¤«ï à §«¨ç­ëå n ­  ®âà¥§ª¥ [�1; 1]. �à®¨§¢®«ì­ë© ®âà¥§®ª[a; b] ¬®¦¥â ¡ëâì ®â®¡à ¦¥­ ­  íâ®â ®âà¥§®ª ¯à®áâ®© § ¬¥-­®© ¯¥à¥¬¥­­®© ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ïx = a+ b2 + b� a2 t:�à¨¢¥¤¥¬ ¤«ï n = 1; 2; : : : ; 5 §­ ç¥­¨ï ã§«®¢, ª®íää¨æ¨¥­â®¢¨ ®áâ â®ç­ëå ç«¥­®¢ ¢ ä®à¬ã«¥Z 1�1 f(x)dx = nXk=1 ckf(xk) + f (2n)(�) 22n+1(n!)4[(2n)!]3(2n+ 1) :n = 1 : x1 = 0; 12c1 = 1; 	 = 13f 00(�);n = 2 : �x1 = x2 = 0; 577 350 269 189 6258;12c1 = 12c2 = 12 ; 	 = 1135f (4)(�);n = 3 : �x1 = x3 = 0; 774 596 669 241 4834; x2 = 0;12c1 = 12c3 = 518 ; 12c2 = 49 ; 	 = 115 750f (6)(�);n = 4 : �x1 = x4 = 0; 861 136 311 594 0492;�x2 = x3 = 0; 339 981 043 584 8646;68



12c1 = 12c4 = 0; 173 927 422 568 7284;12c2 = 12c3 = 0; 326 072 577 431 2716;	 = 13 472 875f (8)(�);n = 5 : �x1 = x5 = 0; 906 179 845 938 6640;�x2 = x4 = 0; 538 469 310 105 6830; x3 = 0;12c1 = 12c5 = 0; 118 463 442 528 0945;12c2 = 12c4 = 0; 239 314 335 249 6832;12c3 = 64225 = 0; 284 444 444 4444444;	 = 11 237 732 650f (10)(�):�¯à ¦­¥­¨ï1. �ëç¨á«¨âì á«¥¤ãîé¨¥ ¨­â¥£à «ë:Z 10 dx1 + x; Z 31 dx1 + x; Z 10 dx1 + x2 ; Z �=20 sinxx dx;Z 10 ln (1 + x)1 + x2 dx; Z 10 ln (1 + x)x dx;á ¯®£à¥è­®áâìî, ­¥ ¯à¥¢ëè îé¥© 10�4, ¯® ¯à¨¡«¨¦¥­­ë¬ä®à¬ã« ¬ âà ¯¥æ¨©, �¨¬¯á®­ , � ãáá  á ®¤­¨¬ ¨ ¤¢ã¬ï ã§-« ¬¨. �áá«¥¤®¢ âì áå®¤¨¬®áâì ãª § ­­ëå ¬¥â®¤®¢ ­  ¯®á«¥-¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ á¥â®ª (h; h=2; h=4).2. �à®¢¥áâ¨  ­ «®£¨ç­®¥ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¥ ¤«ï ¨­â¥£à « Z 10 pxdx:�¥§ã«ìâ â ®¡®á­®¢ âì.3. �®ª § âì, çâ® ä®à¬ã« 69



Z +10 e�xf(x)dx � 2 +p24 f(2�p2) + 2�p24 f(2 +p2)¤ ¥â â®ç­ë¥ §­ ç¥­¨ï, ¥á«¨ f(x) | ¬­®£®ç«¥­ áâ¥¯¥­¨ ­¥¢ëè¥ 4.
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� «   ¢   4������������ ������������� ���������x 4.1. ���������� ������� áá¬®âà¨¬ § ¤ çã ­ å®¦¤¥­¨ï ª®à­¥© ãà ¢­¥­¨ï ¢¨¤ f(x) = 0; (4:1)£¤¥ f(x) | äã­ªæ¨ï ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®£® ¯¥à¥¬¥­­®£®.� á®¦ «¥­¨î, ¢ ¡®«ìè¨­áâ¢¥ á«ãç ¥¢ ä®à¬ã« ¤«ï â®ç­®-£® à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ï ¢¨¤  (4.1) ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â. � ª, ¥á«¨f(x) | ¬­®£®ç«¥­ áâ¥¯¥­¨ ¢ëè¥ 4, â®, á®£« á­® â¥®à¥¬¥ �¡¥-«ï, ª®à­¨ íâ®£® ¬­®£®ç«¥­ , ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥ ¬®£ãâ ¡ëâì¢ëà ¦¥­ë ç¥à¥§ ¥£® ª®íää¨æ¨¥­âë á ¯®¬®éìî à ¤¨ª «®¢.�¥­ã«¥¢ë¥ ª®à­¨ ¯à®áâ¥©è¥£® âà ­áæ¥­¤¥­â­®£® ãà ¢­¥­¨ïcosx�x = 0 â ª¦¥ ­¥ ¢ëà ¦ îâáï á ¯®¬®éìî í«¥¬¥­â à­ëåäã­ªæ¨©. �®íâ®¬ã ­  ¯à ªâ¨ª¥ ç áâ® ¯à¨¡¥£ îâ ª ¨â¥à æ¨-®­­ë¬ ¬¥â®¤ ¬ à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨©, áãâì ª®â®àëå á®áâ®¨â¢ ¯®áâà®¥­¨¨ ç¨á«®¢®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fxng, áå®¤ïé¥©-áï ª ¨áª®¬®¬ã ª®à­î x� ãà ¢­¥­¨ï (4.1). �à¨¬¥­¥­¨¥ íâ¨å¬¥â®¤®¢ ¬®¦­® à §¡¨âì ­  ¤¢  íâ ¯ :1) ¨§ãç¥­¨¥ à á¯®«®¦¥­¨ï ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ª®à­¥© ¨ ¨å®â¤¥«¥­¨¥, â® ¥áâì ­ å®¦¤¥­¨¥ ®âà¥§ª®¢, ­  ª®â®àëå á®¤¥à-¦¨âáï à®¢­® ®¤¨­ ª®à¥­ì;2) ¯®áâà®¥­¨¥ ¨â¥à æ¨®­­®£® ¯à®æ¥áá , ¯®§¢®«ïîé¥£®ãâ®ç­¨âì §­ ç¥­¨¥ ®âëáª¨¢ ¥¬®£® ª®à­ï á § ¤ ­­®© â®ç­®-áâìî ".� áá¬®âà¨¬ ª ¦¤ë© ¨§ íâ¨å íâ ¯®¢ ¯®¤à®¡­¥¥.4.1.1. ��������� ������. ����� ���������â¬¥â¨¬, çâ® ®¡é¨å ¯à¨¥¬®¢ ®â¤¥«¥­¨ï ª®à­¥© ­¥ áã-é¥áâ¢ã¥â. �«ï  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥­¨© íâ  § ¤ ç  ¬®¦¥â¡ëâì à¥è¥­  á ¯®¬®éìî â¥®à¥¬ë �âãà¬ .71



�¥®à¥¬  4.1 (�âãà¬).�ãáâì ¤ ­®  «£¥¡à ¨ç¥áª®¥ ãà ¢-­¥­¨¥ f(x) = 0 áâ¥¯¥­¨ n, ­¥ ¨¬¥îé¥¥ ªà â­ëå ª®à­¥©; ­ ©-¤¥¬ ¯à®¨§¢®¤­ãî f 0(x) = f1(x) ¨ ®¡®§­ ç¨¬ ®áâ â®ª ®â ¤¥-«¥­¨ï f(x) ­  f 0(x), ¢§ïâë© á ®¡à â­ë¬ §­ ª®¬, ç¥à¥§ f2(x);®áâ â®ª ®â ¤¥«¥­¨ï f1(x) ­  f2(x) á ®¡à â­ë¬ §­ ª®¬ |ç¥à¥§ f3(x) ¨ â. ¤., ¤® â¥å ¯®à, ¯®ª  ®áâ â®ª ­¥ ¡ã¤¥â à ¢¥­­¥ª®â®à®© ¯®áâ®ï­­®©. �®«ãç¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¬­®-£®ç«¥­®¢ f(x); f1(x); : : : ; fn(x):�®£¤  ç¨á«® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ª®à­¥© ãà ¢­¥­¨ï f(x) = 0,à á¯®«®¦¥­­ëå ­  ®âà¥§ª¥ [a; b], à ¢­® à §­®áâ¨ ¬¥¦¤ã ç¨-á«®¬ ¯¥à¥¬¥­ §­ ª  ­ è¥© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¬­®£®ç«¥­®¢¯à¨ x = a ¨ ç¨á«®¬ ¯¥à¥¬¥­ §­ ª  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¯à¨x = b. (�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© â¥®à¥¬ë ¯à¨¢¥¤¥­®, ­ ¯à¨¬¥à, ¢ª­¨£¥ [7]. )�á«¨ ãà ¢­¥­¨¥ ¨¬¥¥â ªà â­ë¥ ª®à­¨, â®, ¨á¯®«ì§ãï ®¯¨-á ­­ë©  «£®à¨â¬, ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¬­®-£®ç«¥­®¢ f(x); f1(x); : : : ; fm(x); 0, £¤¥ fm(x) ­¥ ¡ã¤¥â ¯®áâ®ï­-­ë¬. �®¤¥«¨¢ ¢á¥ ¬­®£®ç«¥­ë ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ­  fm(x),¬ë ¯®«ãç¨¬ ­®¢ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì. �à¨¬¥­ïï ª ­¥© â¥-®à¥¬ã �âãà¬ , ­ å®¤¨¬ ç¨á«® ª®à­¥© ãà ¢­¥­¨ï f(x) = 0,à á¯®«®¦¥­­ëå ­  ®âà¥§ª¥ [a; b], ­® ¡¥§ ãç¥â  ¨å ªà â­®áâ¨.�«ï âà ­áæ¥­¤¥­â­ëå ãà ¢­¥­¨© áª®«ìª®-­¨¡ã¤ì ®¡é¥£® «£®à¨â¬  ®â¤¥«¥­¨ï ª®à­¥© ­¥ áãé¥áâ¢ã¥â. �à¨¥¬ë ¨áá«¥-¤®¢ ­¨ï äã­ªæ¨© ¯®¤à®¡­® ¨§« £ îâáï ¢ ªãàá¥ ¬ â¥¬ â¨ç¥-áª®£®  ­ «¨§ , ¯à¨ íâ®¬ ¤®áâ â®ç­®¥ ãá«®¢¨¥ ­ «¨ç¨ï ­  ®â-à¥§ª¥ å®âï ¡ë ®¤­®£® ª®à­ï ãà ¢­¥­¨ï (4.1) ä®à¬ã«¨àã¥âáï ¢á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬¥.�¥®à¥¬  4.2 (�®«ìæ ­® | �®è¨). �ãáâì ¤«ï ­¥¯à¥àë¢-­®© äã­ªæ¨¨ f(x), ®¯à¥¤¥«¥­­®© ­  ®âà¥§ª¥ [a; b], ¢ë¯®«­ï-¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢® f(a)f(b) < 0.�®£¤  ­  ¨­â¥à¢ «¥ (a; b) áãé¥áâ¢ã¥â ª®à¥­ì ãà ¢­¥­¨ï(4.1). �á«¨ äã­ªæ¨ï f(x) ¬®­®â®­­  ­  ®âà¥§ª¥ [a; b], â®íâ®â ª®à¥­ì ¥¤¨­áâ¢¥­­ë©. (�®ª § â¥«ìáâ¢® íâ®© â¥®à¥¬ëá¬., ­ ¯à¨¬¥à, ¢ ª­¨£¥ [10]. )� â¥®à¥¬®© �®«ìæ ­® | �®è¨ â¥á­® á¢ï§ ­ ®¤¨­ ¨§ ¯à®-áâ¥©è¨å ¨â¥à æ¨®­­ëå ¬¥â®¤®¢ | ¬¥â®¤ ¡¨á¥ªæ¨¨, ­ §ë-¢ ¥¬ë© â ª¦¥ ¬¥â®¤®¬ ¤¥«¥­¨ï ®âà¥§ª  ¯®¯®« ¬. �ãáâì72



­  ®âà¥§ª¥ [a; b] à á¯®«®¦¥­ ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© ª®à¥­ì x� ãà ¢-­¥­¨ï (4.1),   f(a) ¨ f(b) ¨¬¥îâ à §­ë¥ §­ ª¨. �®«®¦¨¬x0 = (a + b)=2 ¨ ¢ëç¨á«¨¬ f(x0). �ç¥¢¨¤­®, x� ¯à¨­ ¤«¥-¦¨â â®¬ã ¨§ ¨­â¥à¢ «®¢ (a; x0), (x0; b), ­  £à ­¨æ å ª®â®à®£®äã­ªæ¨ï f(x) ¨¬¥¥â à §­ë¥ §­ ª¨. � ª ç¥áâ¢¥ x1 ¡¥à¥¬ á¥à¥-¤¨­ã íâ®£® ¨­â¥à¢ «  ¨ ¯®¢â®àï¥¬ ®¯¨á ­­ë© ¯à®æ¥áá ¤® â¥å¯®à, ¯®ª  ­  ®ç¥à¥¤­®¬ è £¥ ¤«¨­  ¯®«ãç¥­­®£® ¨­â¥à¢ « ­¥ áâ ­¥â ¬¥­ìè¥ § ¤ ­­®© â®ç­®áâ¨ ". �®£¤  §  ¯à¨¡«¨¦¥­-­®¥ §­ ç¥­¨¥ ª®à­ï ¯à¨­¨¬ ¥âáï á¥à¥¤¨­  íâ®£® ¨­â¥à¢ « .�®à¬ «ì­® ¬¥â®¤ ¡¨á¥ªæ¨¨ ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á ­ á«¥¤ãîé¨¬®¡à §®¬:xn+1 = xn + sign f(a) � sign f(xn)b� a2n+2 ; n = 0; 1; : : : ;£¤¥ x0 = (a+ b)=2.x 4.2. ����� ������ ������������ �������� å®¦¤¥­¨¥ ¯à¨¡«¨¦¥­­®£® à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ï (4.1) á¯®¬®éìî ¨â¥à æ¨®­­ëå ¬¥â®¤®¢ ­ ç¨­ ¥âáï á § ¬¥­ë íâ®£®ãà ¢­¥­¨ï íª¢¨¢ «¥­â­ë¬ ãà ¢­¥­¨¥¬x = �(x); (4:2)£¤¥ �(x) = x+ � (x)f(x); (4:3)¯à¨ç¥¬ äã­ªæ¨ï � (x) ­¥ ¬¥­ï¥â §­ ª  ­  ®âà¥§ª¥ [a; b], á®-¤¥à¦ é¥¬ ®âëáª¨¢ ¥¬ë© ª®à¥­ì (¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ª®à­¨ãà ¢­¥­¨ï ã¦¥ ®â¤¥«¥­ë). � «¥¥ äã­ªæ¨î �(x) ¡ã¤¥¬ áç¨-â âì ­¥¯à¥àë¢­®© ¨ ¤®áâ â®ç­® £« ¤ª®©.�ãáâì x� | ª®à¥­ì ãà ¢­¥­¨ï (4.1) ¨«¨, çâ® â® ¦¥ á ¬®¥,ãà ¢­¥­¨ï (4.2). �®£¤  x� = �(x�);¨­ë¬¨ á«®¢ ¬¨, x� ï¢«ï¥âáï ­¥¯®¤¢¨¦­®© â®çª®© äã­ªæ¨¨�. �«ï ¯à¨¡«¨¦¥­­®£® ¢ëç¨á«¥­¨ï x� ®¡à §ã¥¬ ¨â¥à æ¨®­-­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fxng ¯® ¯à ¢¨«ãxn+1 = �(xn); n = 0; 1; : : : ; (4:4)73



£¤¥ x0 | â®çª  ®âà¥§ª  [a; b], ­ §ë¢ ¥¬ ï ­ ç «ì­ë¬ ¯à¨¡«¨-¦¥­¨¥¬. �â¥à æ¨®­­ë© ¬¥â®¤ ¢¨¤  (4.4) ­ §ë¢ îâ ¬¥â®¤®¬¯à®áâ®© ¨â¥à æ¨¨. � ¬¥â¨¬, çâ® ¢ ä®à¬¥ ¬¥â®¤  ¯à®áâ®©¨â¥à æ¨¨ ¬®¦­® § ¯¨á âì «î¡®© ®¤­®è £®¢ë© ¨â¥à æ¨®­-­ë© ¬¥â®¤ (â. ¥. ¬¥â®¤, ¢ ª®â®à®¬ â¥ªãé ï ¨â¥à æ¨ï ¯®«­®-áâìî ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¯à¥¤ë¤ãé¥©).�á«¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fxng ¨¬¥¥â ¯à¥¤¥« ~x, ¯à¨ç¥¬~x 2 [a; b], â®, ¯¥à¥å®¤ï ¢ (4.4) ª ¯à¥¤¥«ã ¯à¨ n ! 1, ¢¢¨¤ã­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ äã­ªæ¨¨ �(x) ¯®«ãç¨¬ ~x = �(~x), â® ¥áâì¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fxng áå®¤¨âáï ª ª®à­î ãà ¢­¥­¨ï (4.2).�® ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ãà ¢­¥­¨¥ (4.2) ¨¬¥¥â ­  ®âà¥§ª¥ [a; b]¥¤¨­áâ¢¥­­ë© ª®à¥­ì, ¯®íâ®¬ã ~x = x�.� §ã¬¥¥âáï, ¢¨¤ ª®­ªà¥â­®£® ¨â¥à æ¨®­­®£® ¬¥â®¤  ®¯à¥-¤¥«ï¥âáï ¢ë¡®à®¬ äã­ªæ¨¨ � (x) ¢ ä®à¬ã«¥ (4.3).�áâ¥áâ¢¥­­® ¢®§­¨ª îâ ¤¢  ¢®¯à®á :1) ¯à¨ ª ª¨å ãá«®¢¨ïå ­  �(x) áãé¥áâ¢ã¥â ¯à¥¤¥« ¯®á«¥-¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fxng ?2) ª ª ¡ëáâà® ¬®¦­® ¢ëç¨á«¨âì §­ ç¥­¨¥ ª®à­ï á § ¤ ­-­®© â®ç­®áâìî " ?� áá¬®âà¨¬ ª ¦¤ë© ¨§ íâ¨å ¢®¯à®á®¢ ®â¤¥«ì­®.4.2.1. ������� ��������� ������������ä®à¬ã«¨àã¥¬ ãá«®¢¨ï ­  äã­ªæ¨î �, ¯à¨ ª®â®àëå ¨â¥-à æ¨®­­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fxng áå®¤¨âáï. � ¯®¬­¨¬, çâ®®â®¡à ¦¥­¨¥ � ­ §ë¢ ¥âáï «¨¯è¨æ-­¥¯à¥àë¢­ë¬ á ¯®áâ®ï­-­®© q ­  ®âà¥§ª¥ [a; b], ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå x; y 2 [a; b] ¢ë¯®«­ï-¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢® j�(x)� �(y)j � qjx� yj:�à¨ íâ®¬, ¥á«¨ 0 < q < 1, â® ®â®¡à ¦¥­¨¥ ­ §ë¢ ¥âáïá¦¨¬ îé¨¬. �¥âàã¤­® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® «¨¯è¨æ-­¥¯à¥àë¢­®¥®â®¡à ¦¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï à ¢­®¬¥à­® ­¥¯à¥àë¢­ë¬.�á«¨ äã­ªæ¨ï �(x) ­¥¯à¥àë¢­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬  ­  ®â-à¥§ª¥ [a; b], â® ¢ ª ç¥áâ¢¥ ¯®áâ®ï­­®© q á«¥¤ã¥â ¢§ïâìmaxx2[a; b] j�0(x)j (íâ® ¢¨¤­® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯à®¨§¢®¤­®©). �ë-¯®«­¥­¨¥ ­¥à ¢¥­áâ¢  maxx2[a; b] j�0(x)j < 1 ®§­ ç ¥â, çâ® � |á¦¨¬ îé¥¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥. 74



�à¨¢¥¤¥¬ ®¤­® ¢¥áì¬  ¢ ¦­®¥ á¢®©áâ¢® á¦¨¬ îé¨å ®â®-¡à ¦¥­¨©.�¥®à¥¬  4.3.�ãáâì �|®â®¡à ¦¥­¨¥,ï¢«ïîé¥¥áï á¦¨-¬ îé¨¬ á ¯®áâ®ï­­®© q ­  ®âà¥§ª¥ Ur(x0) = [x0 � r; x0 + r],¯à¨ç¥¬ r � C=(1� q), £¤¥ C = j�(x0) � x0j.�®£¤  ®âà¥§®ª Ur(x0) ¯¥à¥¢®¤¨âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ � ¢á¥¡ï, â. ¥. �(x) 2 Ur(x0) ¯à¨ ¢á¥å x 2 Ur(x0).�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ¬ ­ã¦­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® ¯à¨ ¢ë¯®«-­¥­¨¨ ãá«®¢¨© â¥®à¥¬ë ¤«ï «î¡®£® x 2 Ur(x0) ¢ë¯®«­ï¥âáï­¥à ¢¥­áâ¢® j�(x)�x0j � r. �®, â ª ª ª ®â®¡à ¦¥­¨¥ � ï¢«ï-¥âáï á¦¨¬ îé¨¬, â®j�(x)� x0j � j�(x)� �(x0)j+ j�(x0)� x0j �� qjx� x0j+ C � qr + (1� q)r = r;çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.�«¥¤áâ¢¨¥ 1. �ãáâì � | ®â®¡à ¦¥­¨¥, ï¢«ïîé¥¥áïá¦¨¬ îé¨¬ á ¯®áâ®ï­­®© q ­  ¢á¥© ç¨á«®¢®© ®á¨. �®£¤ ¤«ï «î¡®© â®çª¨ x0 ¬®¦­® ãª § âì ç¨á«® r > 0 â ª®¥,çâ® ®âà¥§®ª Ur(x0) ¯¥à¥¢®¤¨âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ � ¢ á¥¡ï. �ª ç¥áâ¢¥ r ¬ë ¬®¦¥¬ ¢§ïâì «î¡®¥ ç¨á«®, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥¥ãá«®¢¨î r � C=(1� q), £¤¥ C = j�(x0)� x0j.�«¥¤áâ¢¨¥ 2. �ãáâì x� | ­¥¯®¤¢¨¦­ ï â®çª  ®â®¡à -¦¥­¨ï �, £« ¤ª®£® ­  ­¥ª®â®à®¬ ®âà¥§ª¥ Ur(x�), ¯à¨ç¥¬j�0(x�)j < 1. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â � > 0 â ª®¥, çâ® ®âà¥§®ªU�(x�) ¯¥à¥¢®¤¨âáï ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ � ¢ á¥¡ï.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ç¥¢¨¤­®, ­ ©¤ãâáï ç¨á«  q 2 (0; 1) ¨� 2 (0; r] â ª¨¥, çâ® j�0(x)j � q ¤«ï ¢á¥å x 2 U�(x�). �à¨ íâ®¬� > j�(x�) � x�j=(1� q), ¨¡® �(x�) � x� = 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬,¢ë¯®«­¥­ë ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë (4.3).�¥¯¥àì áä®à¬ã«¨àã¥¬ ¨ ¤®ª ¦¥¬ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥, «¥¦ é¥¥¢ ®á­®¢¥ â¥®à¨¨ ¨â¥à æ¨®­­ëå ¬¥â®¤®¢.�¥®à¥¬  4.4 (¯à¨­æ¨¯ á¦¨¬ îé¨å ®â®¡à ¦¥­¨©).�ãáâì®â®¡à ¦¥­¨¥ � ï¢«ï¥âáï á¦¨¬ îé¨¬ á ¯®áâ®ï­­®© q ­ ®âà¥§ª¥ [a; b] ¨ ¯¥à¥¢®¤¨â íâ®â ®âà¥§®ª ¢ á¥¡ï.75



�®£¤  ãà ¢­¥­¨¥ (4.2) ¨¬¥¥â ­  ®âà¥§ª¥ [a; b] ¥¤¨­áâ¢¥­-­®¥ à¥è¥­¨¥ x�, ¯à¨ íâ®¬ ¨â¥à æ¨®­­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-­®áâì (4.4) áå®¤¨âáï ª x� ¯à¨ «î¡®¬ ­ ç «ì­®¬ ¯à¨¡«¨¦¥-­¨¨ x0 2 [a; b]. �«ï ¯®£à¥è­®áâ¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ®æ¥­ª jxn � x�j � qnjx0 � x�j; n = 1; 2; : : :�®ª § â¥«ìáâ¢®. � ª ª ª ®â®¡à ¦¥­¨¥ � | á¦¨¬ îé¥¥á ¯®áâ®ï­­®© q, â®jxj+1 � xjj = j�(xj)� �(xj�1)j � qjxj � xj�1j;®âªã¤  jxj+1 � xjj � qjjx1 � x0j; j = 1; 2; : : :�§ ¯®á«¥¤­¥£® ­¥à ¢¥­áâ¢  á«¥¤ã¥â, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâìfxng ï¢«ï¥âáï äã­¤ ¬¥­â «ì­®©. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¤«ï «î¡®£®­ âãà «ì­®£® p ¨¬¥¥¬jxn+p � xnj = ��� pXj=1(xn+j � xn+j�1)��� � jx1 � x0j pXj=1 qn+j�1 == qn 1� qp1� q jx1 � x0j � qn1� q jx1 � x0j: (4:5)�à ¢ ï ç áâì ­¥à ¢¥­áâ¢  (4.5) ­¥ § ¢¨á¨â ®â p, ¯®íâ®¬ã ¨§à áá¬®âà¥­¨ï (4.5) ¯à¨ n ! 1 á«¥¤ã¥â äã­¤ ¬¥­â «ì­®áâì¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fxng, â. ¥. áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥limn!1xn = x� 2 [a; b]:� ª ª ª ®â®¡à ¦¥­¨¥ � ï¢«ï¥âáï á¦¨¬ îé¨¬, â® ®­® «¨¯-è¨æ-­¥¯à¥àë¢­® ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ­¥¯à¥àë¢­®. �­ ç¨â, ª ªã¦¥ ®â¬¥ç «®áì à ­¥¥, x� | ª®à¥­ì ãà ¢­¥­¨ï (4.2).�ãáâì x�� 2 [a; b] | ª ª®©-«¨¡® ª®à¥­ì ãà ¢­¥­¨ï (4.2).�®£¤  jx�� � x�j = j�(x��)� �(x�)j � qjx�� � x�j:�¢¨¤ã ãá«®¢¨ï q < 1 ¨¬¥¥¬ x�� = x�, â® ¥áâì ­  ®âà¥§ª¥ [a; b]á®¤¥à¦¨âáï ¥¤¨­áâ¢¥­­ë© ª®à¥­ì.�æ¥­¨¬ ¯®£à¥è­®áâì ­  n-© ¨â¥à æ¨¨. �«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£®n ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ­¥à ¢¥­áâ¢® 76



jxn � x�j = j�(xn�1)� �(x�)j � qjxn�1� x�j:�à¨¬¥­¨¢ ¯®á«¥¤­¥¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® n à §, ¯®«ãç¨¬jxn � x�j � qnjx0 � x�j:�â®¡ë ¯à®¢¥à¨âì ¢ë¯®«­¥­¨¥ ãá«®¢¨© ¯à¨­æ¨¯  á¦¨¬ -îé¨å ®â®¡à ¦¥­¨©, ­¥®¡å®¤¨¬®, ¯à¥¦¤¥ ¢á¥£®, ®¯à¥¤¥«¨âì®¡« áâ¨, ¢ ª®â®àëå j�0(x)j < 1. �âà¥§ª¨, ¯¥à¥¢®¤¨¬ë¥ ®â®-¡à ¦¥­¨¥¬ �(x) ¢ á¥¡ï, ¬®¦­® ­ ©â¨ á ¯®¬®éìî â¥®à¥¬ë 4.3¨ ¥¥ á«¥¤áâ¢¨©. � ç áâ­®áâ¨, ¥á«¨ ª®à¥­ì ãà ¢­¥­¨ï (4.2) ¯à¨-­ ¤«¥¦¨â ®¡« áâ¨, ¢ ª®â®à®© ®â®¡à ¦¥­¨¥ � á¦¨¬ îé¥¥, â®,á®£« á­® á«¥¤áâ¢¨î 2 â¥®à¥¬ë 4.3, áãé¥áâ¢ã¥â ®ªà¥áâ­®áâìíâ®£® ª®à­ï, ¯¥à¥¢®¤¨¬ ï ®â®¡à ¦¥­¨¥¬ � ¢ á¥¡ï.4.2.2. �������� ���������� �������ãáâì ¨â¥à æ¨®­­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fxng ¨¬¥¥â ¯à¥-¤¥« x�. �®¢®àïâ, çâ® ¨â¥à æ¨®­­ë© ¬¥â®¤ ¨¬¥¥â k-© ¯®àï-¤®ª áå®¤¨¬®áâ¨, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¥ ¯®áâ®ï­-­ë¥ c1, c2 â ª¨¥, çâ®jxn+1 � x�j � c2jxn � x�jk (4:6)¯à¨ ãá«®¢¨¨ jxn � x�j � c1.�  ¯à ªâ¨ª¥ ç áâ® ¢áâà¥ç îâáï ¬¥â®¤ë, ¨¬¥îé¨¥ ¯¥à¢ë©¯®àï¤®ª áå®¤¨¬®áâ¨ (¨­ ç¥ £®¢®àï, «¨­¥©­® áå®¤ïé¨¥áï). �«ï­¨å ®æ¥­ª  (4.6) ¨¬¥¥â ¢¨¤jxn � x�j � qjxn�1 � x�j; n = 0; 1; : : :;£¤¥ q < 1. �âáî¤  á«¥¤ã¥â ã¦¥ §­ ª®¬ ï ­ ¬ ä®à¬ã« :jxn � x�j � qnjx0 � x�j: (4:7)� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨â¥à æ¨®­­ë¥ ¬¥â®¤ë, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá-«®¢¨ï¬ ¯à¨­æ¨¯  á¦¨¬ îé¨å ®â®¡à ¦¥­¨© ¨¬¥îâ ¯® ªà ©-­¥© ¬¥à¥ ¯¥à¢ë© ¯®àï¤®ª áå®¤¨¬®áâ¨.�ç¥¢¨¤­®, ä®à¬ã«  (4.7) ­¥¯à¨¬¥­¨¬  ¢ ¯à ªâ¨ç¥áª¨å¢ëç¨á«¥­¨ïå, ¨¡® á®¤¥à¦¨â ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ­¥¨§¢¥áâ­ãî ¢¥-«¨ç¨­ã x�. �¥£ª® ¯®«ãç¨âì ¡®«¥¥ £àã¡ãî ®æ¥­ªã, á®¤¥à¦ -éãî ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ â®«ìª® ¨§¢¥áâ­ë¥ ¢¥«¨ç¨­ë:77



jxn � x�j � qnjb� aj; (4:8)£¤¥ [a; b] | ®âà¥§®ª, á®¤¥à¦ é¨© ¯à¥¤¥« x� ¨ ­ ç «ì­®¥ ¯à¨-¡«¨¦¥­¨¥ x0. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯®á«¥¤­¥© ä®à¬ã«®© «¨­¥©­®áå®¤ïé¨¥áï ¬¥â®¤ë ­ §ë¢ îâ ¥é¥ ¬¥â®¤ ¬¨, áå®¤ïé¨¬¨áïá® áª®à®áâìî £¥®¬¥âà¨ç¥áª®© ¯à®£à¥áá¨¨,   ç¨á«® q | ¥¥§­ ¬¥­ â¥«¥¬.�§ ®æ¥­ª¨ (4.8) á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï £ à ­â¨à®¢ ­­®£® ¤®-áâ¨¦¥­¨ï â®ç­®áâ¨ " âà¥¡ã¥âáï á¤¥« âì � ln ("=jb� aj)ln q � + 1¨â¥à æ¨© (¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ ª¢ ¤à â­ë¥ áª®¡ª¨ ®¡®§­ ç îâæ¥«ãî ç áâì ç¨á« ).�á«¨ ¨â¥à æ¨®­­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì fxng ®¡à §®¢ ­ ¯® ä®à¬ã«¥ (4.4), ¢ ª®â®à®© ®â®¡à ¦¥­¨¥ � | á¦¨¬ îé¥¥ á¯®áâ®ï­­®© q, â® ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì ¥é¥ ®¤­ã ®æ¥­ªã áå®¤¨¬®-áâ¨. � ª ª ªjx0 � x�j = jx0 � �(x�)j � jx0 ��(x0)j+ j�(x0)� �(x�)j �� jx0 ��(x0)j+ qjx0 � x�j;â® jx0 � x�j � 11� q j�(x0) � x0j:�®¤áâ ¢«ïï ¯®á«¥¤­¥¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® ¢ ä®à¬ã«ã (4.7), ¨¬¥¥¬jxn � x�j � qn1� q j�(x0) � x0j:� ¯®¬®éìî íâ®© ®æ¥­ª¨ â ª¦¥ ¬®¦­® § à ­¥¥ ¯®¤áç¨â âìç¨á«® ¨â¥à æ¨©, âà¥¡ã¥¬®¥ ¤«ï ¤®áâ¨¦¥­¨ï â®ç­®áâ¨ ".� ¤ ç  4.1. �ãáâì ¢ ä®à¬ã«¥ (4.4) ®â®¡à ¦¥­¨¥ � |á¦¨¬ îé¥¥ á ¯®áâ®ï­­®© q. �®ª § âì, çâ® ¨¬¥¥â ¬¥áâ®®æ¥­ª  jxn � x�j � q1� q jxn � xn�1j:�¥¯¥àì áä®à¬ã«¨àã¥¬ ¨ ¤®ª ¦¥¬ â¥®à¥¬ã, ¯®§¢®«ïîéãî®¯à¥¤¥«ïâì áª®à®áâì áå®¤¨¬®áâ¨ ¬¥â®¤®¢, ¨¬¥îé¨å ¯®àï¤®ªáå®¤¨¬®áâ¨ ¢ëè¥ ¯¥à¢®£®.�¥®à¥¬  4.5. �ãáâì x� | ­¥¯®¤¢¨¦­ ï â®çª  ®â®¡à -¦¥­¨ï � 2 Cm, ¯à¨ç¥¬ 78



�0(x�) = �00(x�) = : : : = �(m�1)(x�) = 0; �(m)(x�) 6= 0:�®£¤  ¨â¥à æ¨®­­ë© ¬¥â®¤ (4.4) ¢ ­¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ-­®áâ¨ Ur(x�) ¨¬¥¥â m-© ¯®àï¤®ª áå®¤¨¬®áâ¨. �à®¬¥ â®£®,¥á«¨ jx0 � x�j < 1; Mmm! jx0 � x�j = ! < 1; (4:9)£¤¥Mm = maxx2Ur(x�) j�(m)(x)j, â® ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ®æ¥­ª  ¯®£à¥è-­®áâ¨: jxn � x�j � !mn�1m�1 : (4:10)�®ª § â¥«ìáâ¢®. �® ä®à¬ã«¥ �¥©«®à �(x)��(x�) = (x� x�)�0(x�) + (x� x�)22! �00(x�) + : : :: : :+ (x� x�)(m�1)(m � 1)! �(m�1)(x�) + (x � x�)mm! �(m)(�):� ãç¥â®¬ ãá«®¢¨© â¥®à¥¬ë ¯®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® § ¯¨è¥âáï ¢¢¨¤¥ �(x)� x� = (x� x�)mm! �(m)(�);®âªã¤  ¯®á«¥ ¯®¤áâ ­®¢ª¨ x = xn�1 ¯®«ãç¨¬xn � x� = (xn�1 � x�)mm! �(m)(�n):�­ ç¨â, jxn � x�j � Mmm! jxn�1 � x�jm: (4:11)�®á«¥¤®¢ â¥«ì­® ¨á¯®«ì§®¢ ¢ ­¥à ¢¥­áâ¢® (4.11) n à §, ¬ë¯®«ãç¨¬ á«¥¤ãîéãî ®æ¥­ªã:jxn � x�j � �Mmm! �1+m+m2+:::+mn�1 jx0 � x�jmn == �Mmm! �mn�1m�1 jx0 � x�jmn =79



= �Mmm! jx0 � x�j�mn�1m�1 jx0 � x�jmn+1�2mn+1m�1 :�âáî¤  ¯à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ãá«®¢¨© (4.9) á«¥¤ã¥â ­¥à ¢¥­áâ¢®(4.10).�æ¥­ª  (4.10) ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥â ¢®§¬®¦­®áâì ®ç¥­ì ¡ëáâà®©áå®¤¨¬®áâ¨ ¨â¥à æ¨®­­®£® ¯à®æ¥áá , ­® ¤«ï ¥¥ ¯à¨¬¥­¥­¨ïâà¥¡ã¥âáï ¢ë¯®«­¥­¨¥ ­¥à ¢¥­áâ¢ (4.9). �â® ®§­ ç ¥â, çâ®­ ç «ì­®¥ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¥ x0 ¤®«¦­® ¡ëâì ¤®áâ â®ç­® ¡«¨§ª®ª ¨áª®¬®¬ã ª®à­î. �®á«¥¤­¥¥ ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢® ï¢«ï¥âáï áãé¥-áâ¢¥­­ë¬ ­¥¤®áâ âª®¬ ¬¥â®¤®¢ ¢ëá®ª®£® ¯®àï¤ª  áå®¤¨¬®-áâ¨, ¯®íâ®¬ã ¨­®£¤  ­¥áª®«ìª® ­ ç «ì­ëå ç«¥­®¢ ¯®á«¥¤®¢ -â¥«ì­®áâ¨ fxng ¢ëç¨á«ï¥âáï á ¯®¬®éìî ¢á¥£¤  áå®¤ïé¥£®áï¬¥â®¤  (­ ¯à¨¬¥à ¬¥â®¤  ¡¨á¥ªæ¨¨), ¯®á«¥ ç¥£®, ª®£¤  ¯®-£à¥è­®áâì áâ ­¥â ¤®áâ â®ç­® ¬ «®©, ¯à¨¬¥­ï¥âáï ª ª®©-«¨¡®¬¥â®¤ ¢ëá®ª®£® ¯®àï¤ª .�â¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï àï¤  ¬¥â®¤®¢ (­ ¯à¨¬¥à ¤«ï ¬¥â®¤  á¥-ªãé¨å, ®¯¨á ­­®£® ¢ ¯. 4.3.3) ¢ëç¨á«¥­¨ï ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ ªà â-­®£® ª®à­ï á®¯à®¢®¦¤ îâáï ¯®â¥à¥© §­ ç é¨å æ¨äà. �â®¯à¨¢®¤¨â ª â ª ­ §ë¢ ¥¬®© òà §¡®«âª¥ó áç¥â  ¨«¨ ¤ ¦¥ ªà¥§ª®¬ã ¢®§à áâ ­¨î ¯®£à¥è­®áâ¨ ¢¯«®âì ¤® ¯¥à¥¯®«­¥­¨ïà §àï¤­®© á¥âª¨ ��� (á¬. à¨á. 4.1). �§¡¥¦ âì íâ®£® ¯®§¢®-«ï¥â ¯à¨¥¬ � à¢¨ª , áãâì ª®â®à®£® á®áâ®¨â ¢ á«¥¤ãîé¥¬.
�¨á. 4.1. �à¨¥¬ � à¢¨ª �ë¡à ¢ ­¥ ®ç¥­ì ¬ «®¥ ", ¯à®¢®¤ïâ ¨â¥à æ¨¨ ¤® ¢ë¯®«­¥-­¨ï ãá«®¢¨ï jxn+1 � xnj < ",   § â¥¬ ¯à®¤®«¦ îâ à áç¥â ¤®â¥å ¯®à, ¯®ª  §­ ç¥­¨ï jxn+1 � xnj ã¡ë¢ îâ. �¥à¢®¥ ¦¥ ¢®§-à áâ ­¨¥ ®¡ëç­® ®§­ ç ¥â ­ ç «® òà §¡®«âª¨ó; â®£¤  à áç¥â80



¯à¥ªà é îâ ¨ ¯®á«¥¤­îî ¨â¥à æ¨î ­¥ ¨á¯®«ì§ãîâ. �â®ç-­¨âì à¥§ã«ìâ â ¬®¦­® á ¯®¬®éìî ¡®«¥¥ ­ ¤¥¦­®£® ¬¥â®¤ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª , ­ ¯à¨¬¥à ¬¥â®¤  ¡¨á¥ªæ¨¨.� § ª«îç¥­¨¥ ¤ ¤¨¬ £¥®¬¥âà¨ç¥áªãî ¨­â¥à¯à¥â æ¨î ¨â¥-à æ¨®­­®£® ¬¥â®¤  (4.4). �¨á. 4.2,   á®®â¢¥âáâ¢ã¥âá«ãç î, ª®£¤  0 < �0(x) � q < 1, à¨á. 4.2, ¡ | ª®£¤ �1 < �q � �0(x) < 0.
 ¡�¨á. 4.2. �®­®â®­­ ï ¨ ­¥¬®­®â®­­ ï áå®¤¨¬®áâì ¨â¥à æ¨©�§ à¨áã­ª  ¢¨¤­®, çâ® ¢ á«ãç ¥ 0 < �0(x) � q < 1 ¨¬¥-¥â ¬¥áâ® ¬®­®â®­­ ï áå®¤¨¬®áâì ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ fxng ªª®à­î, ¯à¨ç¥¬ ¢á¥ ç«¥­ë ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ «¥¦ â á â®©áâ®à®­ë x�, á ª®â®à®© à á¯®«®¦¥­® ­ ç «ì­®¥ ¯à¨¡«¨¦¥-­¨¥ x0. �á«¨ ¦¥ �1 < �q � �0(x) < 0, â® ç«¥­ë ¯®á«¥-¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ à á¯®« £ îâáï ¯®®ç¥à¥¤­® á à §­ëå áâ®à®­®â â®çª¨ x = x�, â® ¥áâì ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢®jxn � x�j � jxn � xn�1j, ¯®§¢®«ïîé¥¥ «¥£ª® ®æ¥­¨¢ âì â®ç-­®áâì, ¤®áâ¨£­ãâãî ­  ®ç¥à¥¤­®¬ è £¥.81



� ¤ ç  4.2. �­ «¨â¨ç¥áª¨ ¤®ª § âì ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï,áä®à¬ã«¨à®¢ ­­ë¥ ¢ ¯®á«¥¤­¥¬  ¡§ æ¥.x 4.3. ������� ������������ �������4.3.1. ����� ����������� ¯®¬­¨¬, çâ® ¯® ¯®áâà®¥­¨î �(x) = x+� (x)f(x). �ãáâì� (x) = � = const 6= 0. �®£¤  ¨â¥à æ¨®­­ë© ¬¥â®¤, ­ §ë¢ ¥-¬ë© ¬¥â®¤®¬ à¥« ªá æ¨¨, § ¯¨è¥âáï ¢ ¢¨¤¥xn+1 = xn + �f(xn); n = 0; 1; 2; : : : ;¯à¨ íâ®¬ � ¨­®£¤  ­ §ë¢ îâ à¥« ªá æ¨®­­ë¬ ¯ à ¬¥âà®¬.�à®¢¥à¨¬ ¢ë¯®«­¥­¨¥ ãá«®¢¨© ¯à¨­æ¨¯  á¦¨¬ îé¨å ®â®-¡à ¦¥­¨©. �ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® ãà ¢­¥­¨¥ f(x) = 0 ¨¬¥-¥â ª®à¥­ì x�, «®ª «¨§®¢ ­­ë© ­  ®âà¥§ª¥ [a; b]. �ç¥¢¨¤­®,�0(x) = 1 + �f 0(x), â. ¥. ®â®¡à ¦¥­¨¥ � ï¢«ï¥âáï á¦¨¬ î-é¨¬, ¥á«¨ ¤«ï ¢á¥å x 2 [a; b] ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥�2 < �f 0(x) < 0: (4:12)�¥ ã¬¥­ìè ï ®¡é­®áâ¨, ¤ «¥¥ ¢ íâ®¬ ¯ã­ªâ¥ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì,çâ® f 0(x) < 0 ¨, ªà®¬¥ â®£®, ¢ ­¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ ª®à­ï0 < m1 < jf 0(x)j < M1. �®£¤  ­¥à ¢¥­áâ¢® (4.12) ¨¬¥¥â ¬¥áâ®¯à¨ � 2 (0; 2=M1): (4:13)� ª ª ª x� | ­¥¯®¤¢¨¦­ ï â®çª  ®â®¡à ¦¥­¨ï �, â®, á®£« á-­® á«¥¤áâ¢¨î 2 â¥®à¥¬ë 4.3, ¯à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ãá«®¢¨ï (4.13)áãé¥áâ¢ã¥â ­¥ª®â®à ï ®ªà¥áâ­®áâì Ur(x�), ¯¥à¥¢®¤¨¬ ï ®â®-¡à ¦¥­¨¥¬ � ¢ á¥¡ï, â. ¥. ¢ íâ®© ®ªà¥áâ­®áâ¨ ¬¥â®¤ à¥« ªá -æ¨¨ áå®¤¨âáï.�¥¯¥àì § ©¬¥¬áï ­ å®¦¤¥­¨¥¬ ®¯â¨¬ «ì­®£® §­ ç¥­¨ï¯ à ¬¥âà  � . �áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ªà¨â¥à¨¥¬ ®¯â¨¬ «ì­®áâ¨ ¡ã-¤¥â á«ã¦¨âì áª®à®áâì áå®¤¨¬®áâ¨ ¬¥â®¤ , ¢®§à áâ îé ï áã¬¥­ìè¥­¨¥¬ ¯®áâ®ï­­®© q = max j�0(x)j. �«ï ¬¥-â®¤  ¯à®áâ®© ¨â¥à æ¨¨ j�0(x)j = j1 + �f 0(x)j, ¯®íâ®¬ã¨§ ãá«®¢¨ï 0 < m1 < jf 0(x)j < M1, § ¯¨á ­­®£® ¢ ¢¨¤¥�M1 < f 0(x) < �m1 < 0, á«¥¤ã¥â, çâ®82



q(� ) = maxfj1� �m1j; j1� �M1jg:� ¬ âà¥¡ã¥âáï ­ ©â¨ � , ¯à¨ ª®â®à®¬ §­ ç¥­¨¥ q ¬¨­¨¬ «ì­®.
�¨á. 4.3. �¯â¨¬¨§ æ¨ï à¥« ªá æ¨®­­®£® ¯ à ¬¥âà � ¬¥â¨¬, çâ® £à ä¨ª äã­ªæ¨¨ 1 � ��  à£ã¬¥­â  � ¯à¥¤-áâ ¢«ï¥â á®¡®© ¯àï¬ãî (à¨á. 4.3). �á«¨ 0 < � � 1=M1,â® äã­ªæ¨ï 1 � �� ­¥®âà¨æ â¥«ì­  ­  ®âà¥§ª¥ [m1; M1] ¨q(� ) = 1 � �m1. �á«¨ ¦¥ � > 1=M1, â® ¢¥«¨ç¨­  1 � �M1áâ ­®¢¨âáï ®âà¨æ â¥«ì­®©, ¥¥ ¬®¤ã«ì ¢®§à áâ ¥â á à®áâ®¬ � ,¯à¨ç¥¬ ¤«ï ­¥ª®â®à®£® � = �0 ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®1� �0m1 = �(1 � �0M1): (4:14)�á«¨ 0 < � < �0, â® q(� ) = 1 � �m1 > 1 � �0m1 = q(�0); ¥á«¨�0 < � , â® q(� ) = �M1 � 1 > �0M1 � 1 = q(�0). �­ ç¨â, q(� )¬¨­¨¬ «ì­® ¯à¨ � = �0. �§ (4.14) á«¥¤ã¥â, çâ®�0 = 2M1 +m1 ;®âªã¤  q(�0) = M1 �m1M1 +m1 :83



4.3.2. ����� ��������ãáâì ãà ¢­¥­¨¥ f(x) = 0 ¨¬¥¥â ­  ®âà¥§ª¥ [a; b] ¥¤¨­-áâ¢¥­­ë© ª®à¥­ì x� ¨, ªà®¬¥ â®£®, ­  íâ®¬ ®âà¥§ª¥ äã­ªæ¨ïf ¤¢ ¦¤ë ­¥¯à¥àë¢­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ ,   ¥¥ ¯à®¨§¢®¤­ ïf 0(x) ­¥ ®¡à é ¥âáï ¢ ­ã«ì. �®£¤ , ¯®«®¦¨¢ ¢ ä®à¬ã«¥ (4.3)� (x) = � 1f 0(x) , ¬ë ¯®«ãç¨¬ ãà ¢­¥­¨¥ ¢¨¤  (4.2):x = x� f(x)f 0(x) � �(x):� ª ª ª�0(x) = 1� (f 0(x))2 � f(x)f 00(x)(f 0(x))2 = f(x)f 00(x)(f 0(x))2 ;â® �0(x�) = 0. �¥âàã¤­® ã¡¥¤¨âìáï, çâ®, ¢®®¡é¥ £®¢®àï,�00(x�) 6= 0, â. ¥. á®£« á­® â¥®à¥¬¥ 4.5 ¨â¥à æ¨®­­ë© ¬¥â®¤xn+1 = xn � f(xn)f 0(xn) ; n = 0; 1; : : :; (4:15)­ §ë¢ ¥¬ë© ¬¥â®¤®¬ �ìîâ®­ , ¨¬¥¥â ¢â®à®© ¯®àï¤®ª áå®-¤¨¬®áâ¨.� ¬¥â¨¬, çâ® §­ ç¥­¨¥ xn+1 ¥áâì  ¡áæ¨áá  â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥-­¨ï á ®áìî Ox ª á â¥«ì­®©, ¯à®¢¥¤¥­­®© ¢ â®çª¥ (xn; f(xn))ª £à ä¨ªã äã­ªæ¨¨ f(x) (á¬. à¨á. 4.4). �¬¥­­® ¯®íâ®¬ã ¬¥â®¤�ìîâ®­  ­ §ë¢ îâ â ª¦¥ ¬¥â®¤®¬ ª á â¥«ì­ëå.
�¨á. 4.4. �¥â®¤ �ìîâ®­ �«ï ®æ¥­ª¨ áª®à®áâ¨ áå®¤¨¬®áâ¨ ¬¥â®¤  �ìîâ®­  à §«®-¦¨¬ äã­ªæ¨î f(x) ¢ àï¤ �¥©«®à  ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨ xn:84



0 = f(x�) = f(xn) + f 0(xn)(x� � xn) + 12f 00(�)(x� � xn)2;£¤¥ � «¥¦¨â ¬¥¦¤ã xn ¨ x�. �­ ç¨â,f(xn)f 0(xn) = xn � x� � 12 f 00(�)f 0(xn) (x� � xn)2:�®¤áâ ¢«ïï íâ® ¢ëà ¦¥­¨¥ ¢ ä®à¬ã«ã (4.15), ¯®«ãç¨¬xn+1 � x� = xn � x� � f(xn)f 0(xn) = 12 f 00(�)f 0(xn) (x� � xn)2:�âáî¤  jxn+1 � x�j � M22m1 jxn � x�j2;£¤¥ m1 = minx2[a; b] jf 0(x)j,   M2 = maxx2[a; b] jf 00(x)j.�®­¥ç­®, ¯®«ãç¥­­ ï ®æ¥­ª  ¬®¦¥â £ à ­â¨à®¢ âì ª¢ -¤à â¨ç­ãî áå®¤¨¬®áâì ¬¥â®¤  «¨èì ­ ç¨­ ï á â®£® ­®¬¥à n, ¤«ï ª®â®à®£® ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ M22m1 jxn � x�j < 1. � -ç «ì­®¥ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¥ x0 ¦¥« â¥«ì­® ¢ë¡¨à âì â ª, çâ®¡ë¨¬¥«® ¬¥áâ® ­¥à ¢¥­áâ¢®f(x0)f 00(x0) > 0;¨¡® ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥, ª ª ¢¨¤­® ¨§ à¨á. 4.5, á«¨èª®¬¡®«ìè ï ­ ç «ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì jx0 � x�j ¬®¦¥â ¯à¨¢¥áâ¨ª â®¬ã, çâ® ¨â¥à æ¨®­­ë© ¯à®æ¥áá ­¥ ¡ã¤¥â áå®¤ïé¨¬áï.
�¨á. 4.5. � áå®¤¨¬®áâì ¬¥â®¤  �ìîâ®­ 85



�®áâ â®ç­ë© ¯à¨§­ ª áå®¤¨¬®áâ¨ ¬¥â®¤  �ìîâ®­  áä®à-¬ã«¨à®¢ ­ ¢ á«¥¤ãîé¥© â¥®à¥¬¥ (¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® x� |¥¤¨­áâ¢¥­­ë© ª®à¥­ì ãà ¢­¥­¨ï (4.1) ­  ®âà¥§ª¥ [a; b]).�¥®à¥¬  4.6. �ãáâì ¤«ï ¢á¥å x 2 [a; b] ¢ë¯®«­¥­® ­¥à -¢¥­áâ¢® f 0(x)f 00(x) > 0:�®£¤  ¨â¥à æ¨®­­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì, ¯®áâà®¥­­ ï¯® ¬¥â®¤ã �ìîâ®­  ¯à¨ x0 = b, ¬®­®â®­­® ã¡ë¢ ¥â ¨áå®¤¨âáï ª x�.�á«¨ ¦¥ ¤«ï ¢á¥å x 2 [a; b] ¢ë¯®«­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢®f 0(x)f 00(x) < 0;â® ¨â¥à æ¨®­­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì, ¯®áâà®¥­­ ï ¯® ¬¥-â®¤ã �ìîâ®­  ¯à¨ x0 = a, ¬®­®â®­­® ¢®§à áâ ¥â ¨ áå®-¤¨âáï ª x�.� ¤ ç  4.3. �®ª § âì â¥®à¥¬ã 4.6.�ª § ­¨¥. �®á¯®«ì§®¢ âìáï ä®à¬ã«®© ª®­¥ç­ëå ¯à¨à -é¥­¨© � £à ­¦ .�¤¨­ ¨§ á«ãç ¥¢ ¬®­®â®­­®© áå®¤¨¬®áâ¨ ¬¥â®¤  �ìîâ®­ ¡ë« ¯à®¤¥¬®­áâà¨à®¢ ­ ­  à¨á. 4.4.�¯¨è¥¬ ¯à®áâ®© ¯à¨¥¬ ª®­âà®«ï â®ç­®áâ¨ ¢ ¬¥-â®¤¥ �ìîâ®­ . � ª ª ª, á®£« á­® ä®à¬ã«¥ �¥©«®à ,f(xn) = f(xn)� f(x�) = (xn � x�)f 0(�), â®jxn � x�j � jf(xn)jm1 : (4:16)�â  ®æ¥­ª  ¯®§¢®«ï¥â ­  ª ¦¤®¬ è £¥ á«¥¤¨âì §  ¤®áâ¨£­ã-â®© â®ç­®áâìî.� ª®­¥æ § ¬¥â¨¬, çâ® ¢¡«¨§¨ ªà â­®£® ª®à­ï ¬®¦¥â ­ -¡«î¤ âìáï òà §¡®«âª ó ç¨á«¥­­®£® à¥è¥­¨ï ¢¢¨¤ã ¯®â¥à¨â®ç­®áâ¨ ¨§-§  ®è¨¡®ª ®ªàã£«¥­¨ï ¯à¨ ¢ëç¨á«¥­¨¨ ®â­®è¥-­¨ï ¤¢ãå ¬ «ëå ¢¥«¨ç¨­. �®íâ®¬ã á«¥¤ã¥â ¯à¨¬¥­ïâì ¯à¨¥¬� à¢¨ª . �â® ®â­®á¨âáï ¨ ª ¤àã£¨¬ ¬¥â®¤ ¬ ¢ëá®ª®£® ¯®àï¤-ª . 86



4.3.2. ����������� ������ ��������¯¨è¥¬ àï¤ ¨â¥à æ¨®­­ëå ¬¥â®¤®¢, ¯®«ãç îé¨åáï ¯ã-â¥¬ ã¯à®é¥­¨ï ¬¥â®¤  �ìîâ®­ . � íâ®¬ ¯ã­ªâ¥ ¬ë ¡ã¤¥¬¯®« £ âì, çâ® äã­ªæ¨ï f ¨ ¥¥ ¯à®¨§¢®¤­ë¥ ®¡« ¤ îâ ¢á¥-¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨, ª®â®àë¥ ­¥®¡å®¤¨¬ë ¤«ï ¯à¨¬¥­¥­¨ï ¬¥â®¤ �ìîâ®­  (á¬. ­ ç «® ¯ã­ªâ  4.3.2).�â®¡ë ¨§¡¥¦ âì ¢ ä®à¬ã«¥ (4.15) ¬­®£®ªà â­®£® ¢ëç¨á«¥-­¨ï ¯à®¨§¢®¤­®© f 0(x), ¨á¯®«ì§ãîâ ¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ ­­ë© ¬¥-â®¤ �ìîâ®­ :xn+1 = xn � f(xn)f 0(x0) ; n = 0; 1; 2; : : :�ç¥¢¨¤­®, íâ®â ¬¥â®¤ ï¢«ï¥âáï ç áâ­ë¬ á«ãç ¥¬(� = �1=f 0(x0)) ¬¥â®¤  à¥« ªá æ¨¨, ãá«®¢¨ï áå®¤¨¬®áâ¨ ª®-â®à®£® ¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ ¯. 4.3.1. �«ï ¨å ¢ë¯®«­¥­¨ï ­¥®¡å®¤¨¬®,¢ ç áâ­®áâ¨, çâ®¡ë ­ ç «ì­®¥ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¥ x0 ã¤®¢«¥â¢®àï«®âà¥¡®¢ ­¨î jf 0(x0)j > M12 :�®á«¥¤­¥¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® áà §ã á«¥¤ã¥â ¨§ ãá«®¢¨ï (4.13) (­ ¯®-¬­¨¬, çâ® M1 = max jf 0(x)j).� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ ­­ë© ¬¥â®¤ �ìîâ®­ ¯à¥¤êï¢«ï¥â ¬¥­ìè¥ âà¥¡®¢ ­¨© ª ¢ë¡®àã ­ ç «ì­®£® ¯à¨-¡«¨¦¥­¨ï x0, ­® ¨¬¥¥â «¨èì ¯¥à¢ë© ¯®àï¤®ª áå®¤¨¬®áâ¨.� ª ¢¨¤­® ¨§ à¨á. 4.6, ­  ¯¥à¢®¬ è £¥ ¬®¤¨ä¨æ¨à®¢ ­­®-£® ¬¥â®¤  �ìîâ®­  áâà®¨âáï ª á â¥«ì­ ï ª £à ä¨ªã äã­ªæ¨¨f(x) ¢ â®çª¥ x0,   ­  ¯®á«¥¤ãîé¨å è £ å | á¥ªãé¨¥, ¯ à «-«¥«ì­ë¥ íâ®© ª á â¥«ì­®©.
�¨á. 4.6. �®¤¨ä¨æ¨à®¢ ­­ë© ¬¥â®¤ �ìîâ®­ 87



�á«¨ ¢ ¬¥â®¤¥ �ìîâ®­  (4.15)  ¯¯à®ªá¨¬¨à®¢ âì f 0(xn)ª®­¥ç­®-à §­®áâ­ë¬ ®â­®è¥­¨¥¬ f(xn) � f(x0)xn � x0 , â® ¯®«ãç¨¬¬¥â®¤ å®à¤:xn+1 = xn � xn � x0f(xn) � f(x0)f(xn); n = 1; 2; : : :� ­¥ª®â®àëå ª­¨£ å íâ®â ¬¥â®¤ ­ §ë¢ îâ ò¬¥â®¤®¬ á¥ªã-é¨åó, ­®, ª ª ¬ë ã¢¨¤¨¬ çãâì ­¨¦¥, ¯®á«¥¤­¥¥ ­ §¢ ­¨¥ «®-£¨ç­¥¥ ¨á¯®«ì§®¢ âì ¤«ï ¤àã£®£® ¬¥â®¤ .� ª ç¥áâ¢¥ x0 ¢ë¡¨à îâ â®çªã, ¢ ª®â®à®© f(x0)f 00(x0)> 0.� ç «ì­ë¬ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¥¬ ä ªâ¨ç¥áª¨ ï¢«ï¥âáï ­¥ª®â®à ïâ®çª  x1, ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï ãá«®¢¨î f(x1)f(x0) < 0. �®á«¥-¤ãîé¨¥ ¨â¥à æ¨¨ ®áãé¥áâ¢«ïîâáï ®¡ëç­ë¬ á¯®á®¡®¬.�â®¡ë ®¯à¥¤¥«¨âì ãá«®¢¨ï áå®¤¨¬®áâ¨ ¬¥â®¤  å®à¤, § ¬¥-â¨¬, çâ® ¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥�(x) = x� x� x0f(x) � f(x0)f(x) = x0f(x) � xf(x0)f(x) � f(x0) ;â® ¥áâì �0(x�) ==(x0f 0(x�)�f(x0))(f(x�)�f(x0))�f 0(x�)(x0f(x�)�x�f(x0))(f(x�)� f(x0))2 == f(x0) + (x� � x0)f 0(x�)f(x0) :� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¯® ä®à¬ã«¥ �¥©«®à f(x0) + (x� � x0)f 0(x�) = (x0 � x�)22! f 00(�):�¥¬ á ¬ë¬ �0(x�) = (x0 � x�)22 f 00(�)f(x0) :�ë¡¨à ï x0 ¤®áâ â®ç­® ¡«¨§ª¨¬ ª x�, ¬ë ¬®¦¥¬ ¤®¡¨âìáï¢ë¯®«­¥­¨ï ­¥à ¢¥­áâ¢  �0(x) � q < 1 ¢ ­¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ­®-áâ¨ â®çª¨ x�, çâ® ®¡¥á¯¥ç¨â áå®¤¨¬®áâì ¬¥â®¤  å®à¤ á ¯¥à-¢ë¬ ¯®àï¤ª®¬, ¯à¨ íâ®¬ ¤«ï ®æ¥­ª¨ â®ç­®áâ¨ ¬®¦¥â ¡ëâì¨á¯®«ì§®¢ ­® ­¥à ¢¥­áâ¢® (4.16).88



�¨á. 4.7. �¥â®¤ å®à¤�¥®¬¥âà¨ç¥áª ï âà ªâ®¢ª  ¬¥â®¤  å®à¤ § ª«îç ¥âáï ¢â®¬, çâ® §­ ç¥­¨¥ xn+1 ¥áâì  ¡áæ¨áá  â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ¯àï-¬®©, ¯à®å®¤ïé¥© ç¥à¥§ â®çª¨ (x0; f(x0)) ¨ (xn; f(xn)), á ®áìîOx, â® ¥áâì ¨§ â®çª¨ (x0; f(x0)) ¯à®¢®¤¨âáï á¥¬¥©áâ¢® å®à¤£à ä¨ª  äã­ªæ¨¨ f(x) (à¨á. 4.7). �­ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ­  ª ¦¤®¬è £¥ §  ¯à¨¡«¨¦¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥ xn+1 ¯à¨­¨¬ ¥âáï ª®à¥­ì ¨­-â¥à¯®«ïæ¨®­­®£® ¬­®£®ç«¥­  ¯¥à¢®© áâ¥¯¥­¨, ¯®áâà®¥­­®£®¯® §­ ç¥­¨ï¬ f(x) ¢ â®çª å x0 ¨ xn. �¬¥­­® ¯®íâ®¬ã ¤ ­­ë©¬¥â®¤ ¨­®£¤  ­ §ë¢ îâ ¬¥â®¤®¬ «¨­¥©­®© ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨.�à¨  ¯¯à®ªá¨¬ æ¨¨ ¢ ¬¥â®¤¥ �ìîâ®­  ¯à®¨§¢®¤­®© f 0(xn)ª®­¥ç­®-à §­®áâ­ë¬ ®â­®è¥­¨¥¬ f(xn)� f(xn�1)xn � xn�1 ¯®«ãç ¥â-áï ¬¥â®¤ á¥ªãé¨å:xn+1 = xn � xn � xn�1f(xn)� f(xn�1)f(xn); n = 1; 2; : : :�â®â ¬¥â®¤ ®â«¨ç ¥âáï ®â à ­¥¥ ¨§ãç¥­­ëå â¥¬, çâ® ­ ª ¦¤®¬ è £¥ ¤«ï ­ å®¦¤¥­¨ï xn+1 ¨á¯®«ì§ã¥âáï ­¥ â®«ìª®§­ ç¥­¨¥ xn, ­® ¨ §­ ç¥­¨¥ xn�1. �¥â®¤ë, ®¡« ¤ îé¨¥ â ª¨¬á¢®©áâ¢®¬, ­ §ë¢ îâáï ¤¢ãåè £®¢ë¬¨. �­¨ âà¥¡ãîâ § ¤ ­¨ï¤¢ãå ­ ç «ì­ëå ¯à¨¡«¨¦¥­¨©: x0 ¨ x1.�â¬¥â¨¬ ¥é¥ ®¤­ã «î¡®¯ëâ­ãî ®á®¡¥­­®áâì ¬¥â®¤  á¥-ªãé¨å: ¥£® ¯®àï¤®ª áå®¤¨¬®áâ¨ (á¬. ä®à¬ã«ã (4.6)) ¥áâì ¨à-à æ¨®­ «ì­®¥ ç¨á«® k � 1,6180, ï¢«ïîé¥¥áï ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¬ª®à­¥¬ ãà ¢­¥­¨ï k2 � k � 1 = 0 ¨ ­ §ë¢ ¥¬®¥ §®«®âë¬ á¥-ç¥­¨¥¬. �â® ç¨á«® ¨¬¥¥â ¢ ¦­®¥ §­ ç¥­¨¥ ¢ â¥®à¨¨ ç¨á¥«�¨¡®­ çç¨. 89



�®­âà®«ì â®ç­®áâ¨ ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ ¬¥â®¤¥ ¬®¦¥â¡ëâì ®áãé¥áâ¢«¥­ á ¯®¬®éìî ä®à¬ã«ë (4.16).�¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ ¬¥â®¤ á¥ªãé¨å á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ç¥à¥§â®çª¨ (xn�1; f(xn�1)) ¨ (xn; f(xn)) ¯à®¢®¤¨âáï ¯àï¬ ï, ¡áæ¨áá  â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï ª®â®à®© á ®áìî Ox ï¢«ï¥âáï­®¢ë¬ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¥¬ xn+1 (à¨á. 4.8). �à¥¤¥«®¬ ¯®áâà®¥­­®£®á¥¬¥©áâ¢  á¥ªãé¨å ï¢«ï¥âáï ª á â¥«ì­ ï ª £à ä¨ªã äã­ªæ¨¨f(x) ¢ â®çª¥ x�. � ¬¥â¨¬, çâ® ¢ ®á­®¢¥ ¬¥â®¤  á¥ªãé¨å, ª ª¨ ¬¥â®¤  å®à¤, «¥¦¨â ¨¤¥ï «¨­¥©­®© ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨.
�¨á. 4.8. �¥â®¤ á¥ªãé¨å4.3.4. ������ ��������������� �������� �����������à¨¢¥¤¥¬ à §à ¡®â ­­ë© �.�.�¥¡ëè¥¢ë¬  «£®à¨â¬ ¯®-áâà®¥­¨ï ¨â¥à æ¨®­­ëå ¬¥â®¤®¢, ¨¬¥îé¨å áª®«ì ã£®¤­® ¢ë-á®ª¨© ¯®àï¤®ª áå®¤¨¬®áâ¨. � ®á­®¢¥ íâ®£®  «£®à¨â¬  «¥¦¨âà §«®¦¥­¨¥ ¢ àï¤ �¥©«®à  äã­ªæ¨¨, ®¡à â­®© ª äã­ªæ¨¨f(x).�ãáâì ãà ¢­¥­¨¥ (4.1) ¨¬¥¥â ­  ®âà¥§ª¥ [a; b] ¥¤¨­áâ¢¥­-­ë© ª®à¥­ì x�, ¯à¨ç¥¬ äã­ªæ¨ï y = f(x) ­  íâ®¬ ®âà¥§ª¥¤®áâ â®ç­® £« ¤ª ï ¨ áâà®£® ¬®­®â®­­ ï (¯®á«¥¤­¥¥ ®§­ ç -¥â, çâ® f 0(x) 6= 0, â. ¥. [a; b] ®¤­®§­ ç­® ®â®¡à ¦ ¥âáï ¢ ­¥-ª®â®àë© ®âà¥§®ª [c; d]). �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â äã­ªæ¨ï x = g(y),®¡à â­ ï ª y = f(x), ®¯à¥¤¥«¥­­ ï ­  [c; d] ¨ ¨¬¥îé ï â -ª®© ¦¥ ¯®àï¤®ª £« ¤ª®áâ¨, ª ª f(x). �ç¥¢¨¤­®, ¨¬¥¥â ¬¥áâ®à ¢¥­áâ¢® x � g[f(x)], ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®¥ ¤¨ää¥à¥­æ¨à®¢ ­¨¥90



ª®â®à®£® ¤ ¥â ­ ¬ á¨áâ¥¬ã «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ¤«ï ­ å®-¦¤¥­¨ï ¯à®¨§¢®¤­ëå äã­ªæ¨¨ g(y), ¯à¨ç¥¬ ¬ âà¨æ  íâ®© á¨-áâ¥¬ë ¨¬¥¥â âà¥ã£®«ì­ë© ¢¨¤:g0[f(x)]f 0(x) = 1;g0[f(x)]f 00(x) + g00[f(x)](f 0(x))2 = 0; (4:17)g0[f(x)]f 000(x) + 3g00[f(x)]f 0(x)f 00(x) + g000[f(x)](f 0(x))3 = 0� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��âáî¤  á«¥¤ã¥â, çâ®g0[f(x)] = 1f 0(x) ; g00[f(x)] = � f 00(x)(f 0(x))3¨ â. ¤.�à¨áâã¯ ï ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ª ®¯¨á ­¨î  «£®à¨â¬  �¥¡ë-è¥¢ , § ¬¥â¨¬, çâ® x� = g(0). � áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­ãî â®ç-ªã y 2 [c; d]. �®£« á­® ä®à¬ã«¥ �¥©«®à ,g(0) = g(y) + rXk=1(�1)k g(k)(y)k! yk + (�1)r+1 g(r+1)(�)(r + 1)! yr+1(� «¥¦¨â ¬¥¦¤ã 0 ¨ y). �¥à¥å®¤ï ª ¯¥à¥¬¥­­®© x, ¯®«ãç¨¬x�=x+ rXk=1(�1)k g(k)[f(x)]k! �f(x)�k+(�1)r+1 g(r+1)(�)(r + 1)! �f(x)�r+1;(4:18)¯à¨ç¥¬ ¯à®¨§¢®¤­ë¥ äã­ªæ¨¨ g[f(x)] ¬®£ãâ ¡ëâì ­ ©¤¥­ë ¨§á¨áâ¥¬ë (4.17).�¢¥¤¥¬ ®¡®§­ ç¥­¨¥�r(x) = x+ rXk=1(�1)k g(k)[f(x)]k! �f(x)�k:�®£¤ , ®ç¥¢¨¤­®, ãà ¢­¥­¨¥x = �r(x)¨¬¥¥â ª®à¥­ì x�. �à®¬¥ â®£®,�(l)r (x�) = 0; l = 1; 2; : : : ; r: (4:19)� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨â¥à æ¨®­­ë© ¬¥â®¤91



xn+1 = �r(xn); n = 0; 1; : : : ;¢á«¥¤áâ¢¨¥ â¥®à¥¬ë 4.5 ¨¬¥¥â (r + 1)-© ¯®àï¤®ª áå®¤¨¬®áâ¨.� ¤ ç  4.4. �®ª § âì à ¢¥­áâ¢® (4.19).� ¬¥â¨¬, çâ® à¥è¥­¨¥ § ¤ ç¨ 4.4 âà¥¡ã¥â ¢¥áì¬  £à®¬®§¤-ª¨å ¢ëª« ¤®ª, ¯®íâ®¬ã ¯®àï¤®ª áå®¤¨¬®áâ¨ ¬¥â®¤  ¯à®é¥­ ©â¨ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®, â. ¥. ¡¥§ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï â¥®à¥¬ë 4.5.�«ï íâ®£® ¯®¤áâ ¢¨¬ ¢ (4.18) x = xn�1. �®£¤ x� � xn = (�1)r+1 g(r+1)[f(�)](r + 1)! �f(xn�1)�r+1;£¤¥ � «¥¦¨â ¬¥¦¤ã x� ¨ xn�1. �ãáâì L = maxx2[a; b] jf 0(x)j,Mr+1 = maxx2[a; b] jg(r+1)[f(x)]j. � ª ª ªjf(xn�1)j= jf(xn�1)�f(x�)j= jf 0(�)jjxn�1�x�j � Ljxn�1�x�j;â® jxn � x�j � Mr+1Lr+1(r + 1)! jxn�1 � x�jr+1 �� �Mr+1Lr+1(r + 1)! �1+(r+1)+(r+1)2+:::+(r+1)n�1 jx0 � x�j(r+1)n == �Mr+1Lr+1(r + 1)! jx0 � x�j� (r+1)n�1r jx0 � x�j (r+1)n(r�1)+1r :�â ª, ¥á«¨ jx0 � x�j < 1 ¨ Mr+1Lr+1(r + 1)! jx0 � x�j = ! < 1, â®¨¬¥¥â ¬¥áâ® ®æ¥­ª  jxn � x�j � ! (r+1)n�1r ;ãª §ë¢ îé ï ­  ®ç¥­ì ¡ëáâàãî áå®¤¨¬®áâì ¬¥â®¤ . �¡-à â¨â¥ ¢­¨¬ ­¨¥, çâ® íâ  ®æ¥­ª  á®¢¥àè¥­­®  ­ «®£¨ç­ ®æ¥­ª¥ (4.10), ¯®«ãç¥­­®© ¯à¨ ¤®ª § â¥«ìáâ¢¥ â¥®à¥¬ë 4.5.�¥¯¥àì ¯à¨¢¥¤¥¬ ª®­ªà¥â­ë© ¢¨¤ ä®à¬ã«, ¯®«ãç îé¨åáï¯à¨ r = 1 ¨ r = 2. �¥âàã¤­® ã¡¥¤¨âìáï, çâ®92



�1(x) = x� f(x)f 0(x) ;â. ¥. á ¯®¬®éìî  «£®à¨â¬  �¥¡ëè¥¢  ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥­¬¥â®¤ �ìîâ®­ . � «¥¥,�2(x) = x� f(x)f 0(x) � f 00(x)f2(x)2(f 0(x))3¨ xn+1 = xn � f(xn)f 0(xn) � f 00(xn)f2(xn)2(f 0(xn))3 : (4:20)� ¬¥â¨¬, çâ® ¨­®£¤  ¬¥â®¤®¬ �¥¡ëè¥¢  ­ §ë¢ îâ¨¬¥­­® ¬¥â®¤ (4.20), ¨¬¥îé¨© âà¥â¨© ¯®àï¤®ª áå®¤¨¬®áâ¨,¨¡® ¬¥â®¤ë, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ r � 3, ­  ¯à ªâ¨ª¥ ¯à¨¬¥­ïîâ¢¥áì¬  à¥¤ª® ¢¢¨¤ã á«®¦­®áâ¨ ¢ëç¨á«¥­¨© ¨ ­¥®¡å®¤¨¬®áâ¨§­ âì ¯à®¨§¢®¤­ë¥ ¢ëá®ª®£® ¯®àï¤ª .4.3.5. ����� �������� ª ®â¬¥ç¥­® ¢ ¯. 4.3.3, ¬¥â®¤ å®à¤ ï¢«ï¥âáï, ¯® áãâ¨,¬¥â®¤®¬ «¨­¥©­®© ¨­â¥à¯®«ïæ¨¨. �¡é ï ¦¥ ¨¤¥ï â ª ­ §ë-¢ ¥¬ëå ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ëå ¬¥â®¤®¢ á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ­ å®-¦¤¥­¨¥ ª®à­¥© ãà ¢­¥­¨ï (4.1) § ¬¥­ï¥âáï ­ å®¦¤¥­¨¥¬ ª®à-­¥© ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­®£® ¬­®£®ç«¥­ , ¯®áâà®¥­­®£® ¤«ï f(x).�á«¨ ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë© ¬­®£®ç«¥­ ¨¬¥¥â ¢â®àãî áâ¥¯¥­ì, â®¯®«ãç¥­­ë© ¬¥â®¤ ­ §ë¢ ¥âáï ¬¥â®¤®¬ ¯ à ¡®«. �ë¯¨è¥¬¥£® ä®à¬ã«ë. �ãáâì ¨§¢¥áâ­ë ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï xn�2; xn�1; xn.�®áâà®¨¬ ¨­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë© ¬­®£®ç«¥­ �ìîâ®­ L2(x) = f(xn) + (x� xn)f(xn; xn�1)++(x � xn)(x� xn�1)f(xn; xn�1; xn�2):�à¨à ¢­¨¢ ï ¥£® ­ã«î, ¯®«ãç¨¬ ª¢ ¤à â­®¥ ãà ¢­¥­¨¥az2 + bz + c = 0;£¤¥ z = x� xn; a = f(xn; xn�1; xn�2);b = f(xn; xn�1) + (xn � xn�1)f(xn; xn�1; xn�2); c = f(xn):93



�®â ¨§ ¤¢ãå ª®à­¥© ª¢ ¤à â­®£® ãà ¢­¥­¨ï, ª®â®àë© ¬¥­ìè¥¯® ¬®¤ã«î, ®¯à¥¤¥«ï¥â ­®¢®¥ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¥ xn+1 = xn + z.�¥â®¤ ¯ à ¡®« ï¢«ï¥âáï âà¥åè £®¢ë¬, ¨ ¤«ï ­ ç «  à á-ç¥â  âà¥¡ã¥âáï § ¤ âì âà¨ ­ ç «ì­ëå ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï x0; x1,x2. �¥â®¤ áå®¤¨âáï á ¯®àï¤ª®¬ k � 1,84.�â¬¥â¨¬, çâ® ª®à­¨ à¥è ¥¬®£® ª¢ ¤à â­®£® ãà ¢­¥­¨ï¬®£ãâ ¡ëâì ¨ ª®¬¯«¥ªá­ë¬¨. �¥¬ á ¬ë¬ ¬¥â®¤ ¯ à ¡®« ¯®-§¢®«ï¥â ¯®«ãç âì ¨ ª®¬¯«¥ªá­ë¥ ª®à­¨ ãà ¢­¥­¨ï (4.1), å®âï­ ç «ì­®¥ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¥ ¬®¦¥â ¡ëâì ¨ ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¬. �â®á¢®©áâ¢® ¤¥« ¥â ¬¥â®¤ ¯ à ¡®« ¢¥áì¬  ã¤®¡­ë¬ ¤«ï ¯®¨áª ¢á¥å ª®à­¥© ¬­®£®ç«¥­ . � ª ¯à ¢¨«®, á­ ç «  ¨éãâ ª®à­¨,­ ¨¬¥­ìè¨¥ ¯® ¬®¤ã«î, ¨¡® ¯à¨ ­ å®¦¤¥­¨¨ ¡�®«ìè¨å ¯® ¬®-¤ã«î ª®à­¥© ¢®§à áâ ¥â ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ ï ¯®£à¥è­®áâì. �ç¥-à¥¤­®© ­ ©¤¥­­ë© ª®à¥­ì x� ã¤ «ïîâ ¯ãâ¥¬  «£¥¡à ¨ç¥áª®£®¤¥«¥­¨ï ­  (x� x�), ¯à¨ íâ®¬ ¢ ª ç¥áâ¢¥ á«¥¤ãîé¨å ­ ç «ì-­ëå ¯à¨¡«¨¦¥­¨© ¡¥àãâ x0 = 0; x1 = �1; x2 = 1.�­â¥à¯®«ïæ¨®­­ë¥ ¬¥â®¤ë á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¬­®£®ç«¥­®¢¯®àï¤ª  ¢ëè¥ 2 ­¥ ¯®«ãç¨«¨ à á¯à®áâà ­¥­¨ï, â ª ª ª áãé¥-áâ¢¥­­® ¢®§à áâ ¥â ç¨á«®  à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨å ¤¥©áâ¢¨© ­  ª -¦¤®© ¨â¥à æ¨¨,   ¯®àï¤®ª áå®¤¨¬®áâ¨ ­¥ ¤®áâ¨£ ¥â 2.4.3.6. ����� ������� ��������� �����������¯¨è¥¬ ¯à¥¤«®¦¥­­ë© �.�©âª¥­®¬ ¯à¨¥¬, ¯®§¢®«ïîé¨©¯®«ãç¨âì ¨§ ¤¢ãå ¨â¥à æ¨®­­ëå ¬¥â®¤®¢ ®¤­®£® ¨ â®£® ¦¥¯®àï¤ª  (íâ¨ ¬¥â®¤ë, ¢®®¡é¥ £®¢®àï, ¬®£ãâ á®¢¯ ¤ âì) ­®¢ë©¬¥â®¤ ¡®«¥¥ ¢ëá®ª®£® ¯®àï¤ª .�¥®à¥¬  4.7. �ãáâì ¨â¥à æ¨®­­ë¥ ¬¥â®¤ëx(1)n+1 = �1(x(1)n ); x(2)n+1 = �2(x(2)n ); n = 0; 1; : : : (4:21)¨¬¥îâ ¯®àï¤®ª r 2 N ¨ áå®¤ïâáï ª x = x�. �®áâà®¨¬äã­ªæ¨î �(x) á«¥¤ãîé¥£® ¢¨¤ :�(x) � x�1[�2(x)]� �1(x)�2(x)x��1(x)��2(x) + �1[�2(x)] :�®£¤  ¨â¥à æ¨®­­ë© ¬¥â®¤xn+1 = �(xn); n = 0; 1; : : : (4:22)¨¬¥¥â ¯®àï¤®ª ¢ëè¥ r, ¥á«¨ ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥94



��01(x�)� 1���02(x�) � 1� 6= 0: (4:23)�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­®¥ ç¨á«® ~x ¨ ®¡à -§ã¥¬ ¤¢¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨: y(i)n = x(i)n � ~x (i = 1; 2), ª -¦¤ ï ¨§ ª®â®àëå áå®¤¨âáï ª x� � ~x. � ª ª ªy(i)n + ~x = x(i)n = �i(x(i)n�1) = �i(y(i)n�1 + ~x);â® ­¥âàã¤­® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ãª § ­­ë¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨¯®«ãç îâáï ¯à¨ à¥è¥­¨¨ ãà ¢­¥­¨©y = �i(y + ~x) � ~x:�à¨ ~x = x� ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¯à¨¬ãâ ¢¨¤�(i)n = x(i)n � x�, ®­¨ ¯®«ãç îâáï ¨§ ãà ¢­¥­¨©� = 	i(�) � �i(� + x�) � x�;  ¨å ç«¥­ë ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ®âª«®­¥­¨ï x(i)n ®â â®ç­®£®§­ ç¥­¨ï ª®à­ï x�.�®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (4.21) ¨¬¥îâ ¯®àï¤®ª r, ¯®íâ®¬ã ¬ë¬®¦¥¬ § ¯¨á âì à §«®¦¥­¨¥	i(�) =  (i)r �r +  (i)r+1�r+1 + : : : ; i = 1; 2: (4:24)� «¥¥, ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨© äã­ªæ¨© �(x) ¨ 	i(�) á«¥¤ã¥â, çâ®�(� + x�)=(� + x�)�1[�2(� + x�)]��1(� + x�)�2(� + x�)�+x���1(� + x�)��2(� + x�)+�1[�2(� + x�)] == (� + x�)(	1[	2(�)] + x�) � (	1(�) + x�)(	2(�) + x�)� � 	1(�)� 	2(�)� x� +	1[	2(�)] + x� == �	1[	2(�)]� 	1(�)	2(�) + x�(��	1(�)�	2(�)+	1[	2(�)])� �	1(�) �	2(�) + 	1[	2(�)] ;â® ¥áâì�(� + x�)� x�== �	1[	2(�)] �	1(�)	2(�)� �	1(�) �	2(�) + 	1[	2(�)] :�®¤áâ ¢¨¬ ¢ ¯®á«¥¤­îî ä®à¬ã«ã à §«®¦¥­¨ï (4.24):�(� + x�)� x� =95



= �( (1)r ( (2)r �r +: : :)r +: : :)� ( (1)r �r +: : :)( (2)r �r +: : :)� � ( (1)r �r +: : :)� ( (2)r �r +: : :)+( (1)r ( (2)r �r +: : :)r +: : :)== ( (1)r  (2) rr �r2+1 + : : :)� ( (1)r  (2)r �2r + : : :)� � ( (1)r +  (2)r )�r +  (1)r  (2) rr �r2 + : : : :�á«¨ r � 2, â® ­ ¨¬¥­ìè ï áâ¥¯¥­ì � ¢ ç¨á«¨â¥«¥ à ¢­ 2r,   ¢ §­ ¬¥­ â¥«¥ 1. �¥¬ á ¬ë¬ à §«®¦¥­¨¥ ¢ àï¤ �¥©«®à äã­ªæ¨¨ �(� + x�) ¯® áâ¥¯¥­ï¬ � ­ ç¨­ ¥âáï á �2r�1, â. ¥.�(l)(x�) = 0 ¯à¨ l = 1; 2; : : :; 2r� 2. �­ ç¨â, á®£« á­® â¥®à¥¬¥4.5, ¨â¥à æ¨®­­ë© ¬¥â®¤ (4.22) ¨¬¥¥â ¯®àï¤®ª ­¥ ­¨¦¥ 2r�1.�á«¨ ¦¥ r = 1, â® ­ ¨¬¥­ìè ï áâ¥¯¥­ì � ¢ ç¨á«¨â¥«¥­¥ ¬¥­ìè¥ 3, ¨¡® ç«¥­ë áâ¥¯¥­¨ 2 ¢§ ¨¬­® ã­¨çâ®¦ âáï.� §­ ¬¥­ â¥«ì � ¢å®¤¨â á ª®íää¨æ¨¥­â®¬1�  (1)1 +  (2)1 +  (1)1  (2)1 = ( (1)1 � 1)( (2)1 � 1) == (�01(x�)� 1)(�02(x�) � 1):� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ãá«®¢¨ï (4.23) ¢ §­ ¬¥­ â¥«¥¯à¨áãâáâ¢ã¥â ç«¥­ ¯¥à¢®© áâ¥¯¥­¨, â. ¥. à §«®¦¥­¨¥ äã­ªæ¨¨�(�+x�) ¯® áâ¥¯¥­ï¬ � ­ ç¨­ ¥âáï ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ á �2. �­ -ç¨â, �0(x�) = 0 ¨ ¨â¥à æ¨®­­ë© ¬¥â®¤ (4.22) ¨¬¥¥â ¯®àï¤®ª­¥ ­¨¦¥ 2.� áá¬®âà¨¬ ¢ ¦­ë© á«ãç ©, ª®£¤  �1(x)=�2(x)= ~�(x).�®£¤  �(x) � x~�[~�(x)]� ~�2(x)x� 2~�(x) + ~�[~�(x)] : (4:25)�¤­ ª® ¤«ï ¯®áâà®¥­¨ï ¨â¥à æ¨®­­®£® ¯à®æ¥áá  ¢ ¤ ­­®¬á«ãç ¥ ­¥â ­ã¦¤ë ­ å®¤¨âì ï¢­ë© ¢¨¤ äã­ªæ¨¨ �(x). �¥©-áâ¢¨â¥«ì­®, § ¤ ¢ x0, ­ å®¤¨¬x1 = ~�(x0); x2 = ~�(x1);¯®á«¥ ç¥£® ¢ëç¨á«ï¥¬ x3 á ¯®¬®éìî ä®à¬ã«ë (4.25):x3 = x0x2 � x21x0 � 2x1 + x2 = x0 � (x1 � x0)2(x2 � x1)� (x1 � x0) : (4:26)�®«®¦¨¢ �xi = xi+1 � xi; �2xi = �xi+1 ��xi;96



¯à¥¤áâ ¢¨¬ (4.26) ¢ ¢¨¤¥x3 = x0 � (�x0)2�2x0 :� â¥¬ ®¯¨á ­­ë© âà¥åè £®¢ë© æ¨ª« ¯®¢â®àï¥âáï:x3i+1 = ~�(x3i);x3i+2 = ~�(x3i+1);x3(i+1) = x3i � (�x3i)2�2x3i :� § ª«îç¥­¨¥ ®â¬¥â¨¬, çâ® ¯® äã­ªæ¨¨ ~�(x) ®¯¨á ­­ë¬á¯®á®¡®¬ ¬®¦­® ¯®áâà®¨âì ¨â¥à æ¨®­­ë© ¯à®æ¥áá ¥é¥ ¡®«¥¥¢ëá®ª®£® ¯®àï¤ª  ¨ â. ¤.4.3.7. ��������� ������� ��������à¨ à¥è¥­¨¨ ­  ��� ãà ¢­¥­¨ï ¢¨¤  (4.1) ­¥¨§¡¥¦­®¢áâ ¥â ¢®¯à®á: ª ª®© ¬¥â®¤ ¢ë¡à âì? � §ã¬¥¥âáï, ¢ ¦­®© å -à ªâ¥à¨áâ¨ª®© ¬¥â®¤  ï¢«ï¥âáï áª®à®áâì áå®¤¨¬®áâ¨, ®¤­ ª®¢ ¬¥â®¤ å ¢ëá®ª®£® ¯®àï¤ª  ¤«ï ¢ë¯®«­¥­¨ï ®¤­®© ¨â¥à æ¨¨âà¥¡ã¥âáï ¯à®¢¥áâ¨ ¡®«ìè¥  à¨ä¬¥â¨ç¥áª¨å ®¯¥à æ¨©, çâ®­¥¨§¡¥¦­® áª §ë¢ ¥âáï ­  áª®à®áâ¨ à¥è¥­¨ï § ¤ ç¨. �à®¬¥â®£®, íâ¨ ¬¥â®¤ë ®¡ëç­® âà¥¡ãîâ ¤®áâ â®ç­® â®ç­®£® ¢ë¡®à ­ ç «ì­®£® ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï, ¢á«¥¤áâ¢¨¥ ç¥£® ­ ç «ì­ë¥ ¨â¥à -æ¨¨ ¯à¨å®¤¨âáï ¢ë¯®«­ïâì á ¯®¬®éìî ¬¥â®¤  ¯¥à¢®£® ¯®àï¤-ª  (­ ¯à¨¬¥à ¡¨á¥ªæ¨¨).� «¥¥, ¢ ¬¥â®¤ å �ìîâ®­ , �¥¡ëè¥¢  ¨ ¤à. âà¥¡ã¥âáï ¢ë-ç¨á«ïâì ¯à®¨§¢®¤­ë¥ ¢ëá®ª®£® ¯®àï¤ª , çâ® á®¯àï¦¥­® á ¨§-¢¥áâ­ë¬¨ á«®¦­®áâï¬¨. � ª®­¥æ, òà §¡®«âª ó ¢¡«¨§¨ ªà â-­®£® ª®à­ï ¢¢¨¤ã ¯®â¥à¨ â®ç­®áâ¨ ¨§-§  ®è¨¡®ª ®ªàã£«¥­¨ïâ®¦¥ å à ªâ¥à­  ¤«ï ¬¥â®¤®¢, ¨¬¥îé¨å ¢ëá®ª¨© ¯®àï¤®ªáå®¤¨¬®áâ¨, ¯®íâ®¬ã ¢ â ª¨å á«ãç ïå § ª«îç¨â¥«ì­ë¥ ¨â¥à -æ¨¨ ¨­®£¤  ¢ë¯®«­ïîâáï á ¯®¬®éìî ¬¥â®¤®¢ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤-ª , ãáâ®©ç¨¢ëå ª òà §¡®«âª¥ó. � ¯à¨¬¥à, ¢ ¬¥â®¤¥ ¯ à ¡®«¯à¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®¬ ¢ëç¨á«¥­¨¨ ª®à­¥© ¬­®£®ç«¥­  æ¥«¥-á®®¡à §­® ã¤ «ïâì ®ç¥à¥¤­®© ­ ©¤¥­­ë© ª®à¥­ì x� ¤¥«¥­¨¥¬­  x�x�. �á«¥¤áâ¢¨¥ íâ®£® ¯®á«¥ ã¤ «¥­¨ï ­¥áª®«ìª¨å ª®à­¥©¯à®¨áå®¤¨â ­ ª®¯«¥­¨¥ ®è¨¡ª¨, ª®â®àãî ¬®¦­® áãé¥áâ¢¥­­®ã¬¥­ìè¨âì, ¯à¨¬¥­ïï ­ ¤¥¦­ë© ¬¥â®¤ ¡¨á¥ªæ¨¨.97



�¡®¡é ï ¢ëè¥áª § ­­®¥, ¯®¤ç¥àª­¥¬, çâ® ¯à ¢¨«ì­ë©¢ë¡®à ¬¥â®¤®¢ ¨ ¨å à §ã¬­®¥ ª®¬¡¨­¨à®¢ ­¨¥ ï¢«ï¥âáï ¢ ¦-­ë¬ í«¥¬¥­â®¬ ç¨á«¥­­®£® à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨©. �¬¥­¨¥ á¤¥-« âì â ª®© ¢ë¡®à, ¯à¨®¡à¥â ¥¬®¥ ¯® ¬¥à¥ ­ ª®¯«¥­¨ï ®¯ë-â , á¢¨¤¥â¥«ìáâ¢ã¥â ® ¯à®ä¥áá¨®­ «¨§¬¥ ¬ â¥¬ â¨ª -¢ëç¨á-«¨â¥«ï.x 4.4. ������� ������ ���������� ���������4.4.1. ���������� ������� áá¬®âà¨¬ á¨áâ¥¬ã ­¥«¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©f1(x1; x2; : : : ; xm) = 0;f2(x1; x2; : : : ; xm) = 0;� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (4:27)fm(x1; x2; : : : ; xm) = 0;£¤¥ fi; i = 1; 2; : : : ;m, | äã­ªæ¨¨ ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ¯¥à¥¬¥­-­ëå x1; x2; : : : ; xm. �¨áâ¥¬ã (4.27) ã¤®¡­® à áá¬ âà¨¢ âì ª ª®¯¥à â®à­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Rm. �â® ãà ¢­¥­¨¥¨¬¥¥â ¢¨¤ F (x) = 0; (4:28)£¤¥ x=(x1; x2; : : : ; xm)T 2 H, F (x)=(f1(x); f2(x); : : : ; fm(x))T| ®â®¡à ¦¥­¨¥ ¨§ Rm ¢ Rm.�«ï à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë (4.28) ®¡ëç­® ¨á¯®«ì§ãîâáï ¨â¥-à æ¨®­­ë¥ ¬¥â®¤ë, ª®â®àë¥ § ª«îç îâáï ¢ ¯®áâà®¥­¨¨ ¯®-á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¢¥ªâ®à®¢ fxng (®¡à â¨â¥ ¢­¨¬ ­¨¥: ¢ ®â-«¨ç¨¥ ®â áª «ïà­®£® á«ãç ï ­®¬¥à ¨â¥à æ¨¨ ¯¨è¥âáï ¢¢¥à-åã), áå®¤ïé¥©áï ª ¢¥ªâ®àã x� | â®ç­®¬ã à¥è¥­¨î ãà ¢­¥­¨ï(4.28). � ¯®¬­¨¬ ¤¢  ®¯à¥¤¥«¥­¨ï áå®¤¨¬®áâ¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-­®áâ¨ ¢¥ªâ®à®¢. �®ª®®à¤¨­ â­ ï áå®¤¨¬®áâì ®§­ ç ¥â, çâ®xni ! x�i ¯à¨ n!1 ¤«ï ¢á¥å i = 1; 2; : : : ;m. �å®¤¨¬®áâì ¯®­®à¬¥ k � k? ®§­ ç ¥â, çâ® kxn � x�k? ! 0 ¯à¨ n!1.� áá¬®âà¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ ­®à¬ë ¢¥ªâ®à®¢:kxk1 = mXi=1 jxij; kxk2 =vuut mXi=1 x2i ; kxk1 = max1�i�m jxij:98



�§ ªãàá   «£¥¡àë ¨§¢¥áâ­®, çâ® ¢ ª®­¥ç­®¬¥à­®¬ ¯à®-áâà ­áâ¢¥ ¯®ª®®à¤¨­ â­ ï áå®¤¨¬®áâì íª¢¨¢ «¥­â­  áå®¤¨-¬®áâ¨ ¢ «î¡®© ­®à¬¥. �¤­ ª® ¯à¨ à¥è¥­¨¨ § ¤ ç¨ ® ­ å®¦¤¥-­¨¨ ª®à­ï ãà ¢­¥­¨ï (4.28) á § à ­¥¥ § ¤ ­­®© â®ç­®áâìî "­¥®¡å®¤¨¬® ãâ®ç­¨âì, ¢ ª ª®© ¨¬¥­­® ­®à¬¥ ¤®«¦­  ¤®áâ¨-£ âìáï ãª § ­­ ï â®ç­®áâì (®¡ëç­® ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï áå®¤¨-¬®áâì ¢ ­®à¬¥ k � k1, â® ¥áâì ¯®ª®®à¤¨­ â­ ï áå®¤¨¬®áâì).� ¤ «ì­¥©è¥¬ ­ ¬ â ª¦¥ ¯®­ ¤®¡¨âáï ¯®­ïâ¨¥ ¬ âà¨ç-­®© ­®à¬ë, ¯®¤ç¨­¥­­®© § ¤ ­­®© ¢¥ªâ®à­®© ­®à¬¥. �®®¯à¥¤¥«¥­¨î, kAk? = maxkxk?=1 kAxk?:� ¤ ç  4.5. �®ª § âì, çâ®kAk1 = max1�j�m mXi=1 jaijj; kAk1 = max1�i�m mXj=1 jaijj; (4:29)£¤¥ aij | í«¥¬¥­âë ¬ âà¨æë A.�á«¨ ¢ ®¤­®è £®¢ë© ¨â¥à æ¨®­­ë© ¬¥â®¤ ¤«ï à¥è¥­¨ïá¨áâ¥¬ë (4.28) ­®¢ ï ¨â¥à æ¨ï xn+1 ¢å®¤¨â «¨­¥©­®, â® ®­¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á ­ ¢ â ª ­ §ë¢ ¥¬®© ª ­®­¨ç¥áª®© ä®à¬¥:Bn+1xn+1 � xn�n+1 + F (xn) = 0; n = 1; 2; : : :; (4:30)£¤¥ x0 | § ¤ ­­®¥ ­ ç «ì­®¥ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¥, �n+1 | ç¨á«®-¢ë¥ ¯ à ¬¥âàë, Bn+1 | ­¥¢ëà®¦¤¥­­ ï ¬ âà¨æ  ¯®àï¤ª m�m. � ¬¥â¨¬, çâ® ¢ëà ¦¥­¨¥ (4.30)  ­ «®£¨ç­® ª ­®­¨ç¥-áª®© ä®à¬¥ ®¤­®è £®¢®£® ¨â¥à æ¨®­­®£® ¬¥â®¤  ¤«ï à¥è¥­¨ïá¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© [6].�§ (4.30) á«¥¤ã¥â, çâ® xn+1 áâà®¨âáï ¯® ¨§¢¥áâ­®¬ã xn¯ãâ¥¬ à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë «¨­¥©­ëå  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥­¨©Bn+1xn+1 = g(xn); (4:31)£¤¥ g(xn) = Bn+1xn � �n+1F (xn), ¯à¨ íâ®¬ ¤«ï à¥è¥­¨ï á¨-áâ¥¬ë (4.31) ¬®£ãâ ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ª ª ¯àï¬ë¥, â ª ¨ ¨â¥à -æ¨®­­ë¥ ¬¥â®¤ë. � ¯®á«¥¤­¥¬ á«ãç ¥ ¨â¥à æ¨¨, ¯à¥¤­ §­ -ç¥­­ë¥ ¤«ï à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë (4.31), ­ §ë¢ îâ ¢­ãâà¥­­¨-¬¨ ¨â¥à æ¨ï¬¨,   ¨â¥à æ¨¨ (4.30) | ¢­¥è­¨¬¨ ¨â¥à æ¨ï¬¨.99



�á«¨ Bn+1 = E ¤«ï ¢á¥å n 2 N, â® ¬¥â®¤ (4.30) ­ §ë¢ ¥âáïï¢­ë¬, ¢ ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ | ­¥ï¢­ë¬. �á«¨ ­¨ B, ­¨ � ­¥§ ¢¨áïâ ®â ­®¬¥à  ¨â¥à æ¨¨ n, â® ¬¥â®¤ ­ §ë¢ ¥âáï áâ æ¨®-­ à­ë¬.�¯à¥¤¥«¥­¨¥ ¯®àï¤ª  áå®¤¨¬®áâ¨ á®¢¥àè¥­­®  ­ «®£¨ç-­® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¬ã ®¯à¥¤¥«¥­¨î ¤«ï áª «ïà­®£® á«ãç ï,¤ ­­®¬ã ¢ ¯. 4.2.2 (à §ã¬¥¥âáï, á«¥¤ã¥â § ¬¥­¨âì j � j ­  k � k).�â¬¥â¨¬, çâ® ­ å®¦¤¥­¨¥ ¯à¨¡«¨¦¥­­ëå à¥è¥­¨© á¨áâ¥-¬ë (4.27) ï¢«ï¥âáï ¢¥áì¬  á«®¦­®© § ¤ ç¥©, ®á®¡¥­­® ¯à¨ ¤®-áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å m. �«®¦­®áâ¨ ¯®à®¦¤ îâáï, ¢ ç áâ­®áâ¨,®âáãâáâ¢¨¥¬ áª®«ìª®-­¨¡ã¤ì ®¡é¨å ¯à¨¥¬®¢ ®â¤¥«¥­¨ï ª®à-­¥©, ­¥¢®§¬®¦­®áâìî ¤ âì ­ £«ï¤­ãî £¥®¬¥âà¨ç¥áªãî ¨­-â¥à¯à¥â æ¨î ¨â¥à æ¨®­­®£® ¯à®æ¥áá , âàã¤®¥¬ª®áâìî ¢ëç¨-á«¥­¨© ¨ â. ¯. �¥è¥­¨¥ á¨áâ¥¬ë ­¥«¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© ¢ª ¦¤®¬ ª®­ªà¥â­®¬ á«ãç ¥ ¬®¦¥â ¯®âà¥¡®¢ âì á¯¥æ¨ «ì­®£®£à®¬®§¤ª®£® ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï. �¢¨¤ã íâ®£® £®¢®à¨âì ®¡ ã­¨¢¥à-á «ì­®áâ¨  «£®à¨â¬®¢ à¥è¥­¨ï ¬­®£®¬¥à­ëå á¨áâ¥¬ ­¥ ¯à¨-å®¤¨âáï. �à¨ à¥è¥­¨¨ ¯à ªâ¨ç¥áª¨å § ¤ ç ¯à¨å®¤¨âáï § ­¨-¬ âìáï  ¤ ¯â æ¨¥© â®£® ¨«¨ ¨­®£® ç¨á«¥­­®£® ¬¥â®¤  ª à á-á¬ âà¨¢ ¥¬®¬ã ª« ááã § ¤ ç.4.4.2. ���������� ������������ ��������â æ¨®­ à­ë© ¬¥â®¤ ¢¨¤  (4.30) ¬®¦­® § ¯¨á âì ª ªxn+1 = �(xn); (4:32)¯à¨ íâ®¬ ¨áå®¤­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ (4.28) ¯à¨¬¥â ¢¨¤x = �(x);£¤¥ �(x) = x� �B�1F (x).� ª¨¬ ®¡à §®¬, à¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï (4.28) á¢®¤¨âáï ª à¥-è¥­¨î ãà ¢­¥­¨ï x� = �(x�), â. ¥. ª ®âëáª ­¨î ­¥¯®¤¢¨¦-­ëå â®ç¥ª ®¯¥à â®à  �. � â ª®© § ¤ ç¥© ¬ë ã¦¥ áâ «ª¨¢ -«¨áì ¢ áª «ïà­®¬ á«ãç ¥. �­  à¥è « áì ­  ®á­®¢¥ ¯à¨­æ¨¯ á¦¨¬ îé¨å ®â®¡à ¦¥­¨©, áä®à¬ã«¨à®¢ ­­®£® ¨ ¤®ª § ­­®£®¢ â¥®à¥¬¥ 4.4. �­ «®£¨ç­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¢¥à­® ¨ ¤«ï ¬­®£®-¬¥à­®£® á«ãç ï.�®¢®àïâ, çâ® ®¯¥à â®à � ï¢«ï¥âáï á¦¨¬ îé¨¬ á ¯®áâ®-ï­­®© q ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ K � Rm, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â ç¨á«®q 2 (0; 1) â ª®¥, çâ® ¤«ï «î¡ëå x; y 2 K ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥-à ¢¥­áâ¢® 100



k�(x)� �(y)k � qkx� yk:� «¥¥ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì, çâ® K | ¢ë¯ãª« ï ®¡« áâì.�ç¥¢¨¤­®, ¤ ­­®¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ­®à¬ë,¨¡® ®¯¥à â®à, ï¢«ïîé¨©áï ¢ ­¥ª®â®à®© ­®à¬¥ k � k? á¦¨¬ î-é¨¬, ¬®¦¥â ­¥ ¡ëâì â ª®¢ë¬ ¢ ¤àã£®© ­®à¬¥.� ¤ ç  4.6. �®áâà®¨âì ®¯¥à â®à, á¦¨¬ îé¨© ¢ ­®à¬¥k � k1, ­® ­¥ ï¢«ïîé¨©áï â ª®¢ë¬ ¢ ­®à¬¥ k � k1.� ¤ ç  4.7. �®áâà®¨âì ®¯¥à â®à, á¦¨¬ îé¨© ¢ ­®à¬¥k � k1, ­® ­¥ ï¢«ïîé¨©áï â ª®¢ë¬ ¢ ­®à¬¥ k � k1.�ëïá­¨¬ ãá«®¢¨ï, ¤®áâ â®ç­ë¥ ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ®¯¥à â®à� ¡ë« á¦¨¬ îé¨¬ ¢ ­¥ª®â®à®© ­®à¬¥. �à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ®� 2 C1, x; y 2 K. �à¨¬¥­ïï ä®à¬ã«ã �¥©«®à  ¤«ï äã­ªæ¨¨¬­®£¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå, ¨¬¥¥¬�(y) = �(x) + �0(�)(y � x); (4:33)£¤¥ � = x + �(y � x), 0 < � < 1, �0(�) | ¬ âà¨æ  �ª®¡¨®â®¡à ¦¥­¨ï �, ¨¬¥îé ï á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:�0(�) = 0BBB@ @�1(�)@x1 � � � @�1(�)@xm� � � � � � � � �@�m(�)@x1 � � � @�m(�)@xm 1CCCA :�§ (4.33) á«¥¤ã¥â, çâ®k�(y) ��(x)k � k�0(�)k ky � xk;� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ã¥â q 2 (0; 1) â ª®¥, çâ® ¤«ï«î¡®£® � 2 K ¢ë¯®«­ï¥âáï ®æ¥­ª k�0(�)k � q; (4:34)â® ®¯¥à â®à � ï¢«ï¥âáï á¦¨¬ îé¨¬ á ¯®áâ®ï­­®© q ­  ¬­®-¦¥áâ¢¥ K.�«ï ¯à®¢¥àª¨ ®æ¥­ª¨ (4.34) ­  ¯à ªâ¨ª¥ ã¤®¡­® ¨á¯®«ì§®-¢ âì ä®à¬ã«ë (4.29). �à¨ íâ®¬ á«¥¤ã¥â ®â¬¥â¨âì, çâ® ­ å®-¦¤¥­¨¥ â®ç­ëå £à ­¨æ ¬­®¦¥áâ¢  K ï¢«ï¥âáï, ª ª ¯à ¢¨«®,101



¢¥áì¬  âàã¤­®© § ¤ ç¥©. �¥ ¬¥­¥¥ á«®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì, ¯¥à¥-¢®¤¨â «¨ ®â®¡à ¦¥­¨¥ � ­¥ª®â®àãî ¬­®£®¬¥à­ãî ®¡« áâì ¢á¥¡ï. �®íâ®¬ã, å®âï ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¬­®£®¬¥à­ëå  ­ «®£®¢â¥®à¥¬ 4.3 ¨ 4.4 ­¥ á®áâ ¢«ï¥â ®á®¡®£® âàã¤ , ¬ë áä®à¬ã«¨àã-¥¬ ¯à¨­æ¨¯ á¦¨¬ îé¨å ®â®¡à ¦¥­¨© ¤«ï á¨áâ¥¬ ãà ¢­¥­¨©¡¥§ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ¯®­ïâ¨ï ò®¡« áâ¨, ¯¥à¥¢®¤¨¬®© ¢ á¥¡ïó.�¥®à¥¬  4.8 (¯à¨­æ¨¯ á¦¨¬ îé¨å ®â®¡à ¦¥­¨© ¤«ïá¨áâ¥¬ ãà ¢­¥­¨©). �ãáâì ®¯¥à â®à �, ®¯à¥¤¥«¥­­ë© ­ ¬­®¦¥áâ¢¥ Ur(a) = fx 2 Rm : kx� ak � rg;ï¢«ï¥âáï á¦¨¬ îé¨¬ ­  íâ®¬ ¬­®¦¥áâ¢¥ á ª®íää¨æ¨¥­-â®¬ á¦ â¨ï q, ¯à¨ç¥¬k�(a)� ak � (1� q)r:�®£¤  ¢ Ur(a) ®¯¥à â®à � ¨¬¥¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ãî ­¥¯®-¤¢¨¦­ãî â®çªã x� ¨ ¨â¥à æ¨®­­ë© ¬¥â®¤ (4.32) áå®¤¨âáïª x� ¯à¨ «î¡®¬ x0 2 Ur(a), ¯à¨ç¥¬ ¤«ï ¯®£à¥è­®áâ¨ á¯à -¢¥¤«¨¢ë ®æ¥­ª¨ kxn � x�k � qnkx0 � x�k;kxn � x�k � qn1� qk�(x0) � x0k:�«¥¤áâ¢¨¥. �á«¨ k�0(x�)k < 1, â® ¬¥â®¤ (4.32) áå®¤¨â-áï ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ á ¯¥à¢ë¬ ¯®àï¤ª®¬.� ¤ ç  4.8. �®ª § âì â¥®à¥¬ã 4.8.�é¥ à § ­ ¯®¬­¨¬, çâ® ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ á¦¨¬ îé¥£® ®¯¥à -â®à  § ¢¨á¨â ®â ¢ë¡®à  ­®à¬ë. �® ¥á«¨ á ¯®¬®éìî ¯à¨­æ¨¯ á¦¨¬ îé¨å ®â®¡à ¦¥­¨© ã¤ ¥âáï ¯®ª § âì áå®¤¨¬®áâì ¨â¥-à æ¨®­­®£® ¬¥â®¤  (4.31) ¢ ­¥ª®â®à®© ­®à¬¥ k � k?, â®, ¢á«¥¤-áâ¢¨¥ íª¢¨¢ «¥­â­®áâ¨ ­®à¬ ¢ ª®­¥ç­®¬¥à­ëå ¯à®áâà ­-áâ¢ å, ¬¥â®¤ ¡ã¤¥â áå®¤¨âìáï ¢ «î¡®© ­®à¬¥. �®íâ®¬ã ¤®áâ -â®ç­® ãáâ ­®¢¨âì, çâ® ãá«®¢¨ï â¥®à¥¬ë 4.8 ¢ë¯®«­¥­ë å®âï¡ë ¤«ï ®¤­®© ­®à¬ë. 102



4.4.3. ������� ������������ ��������à¨¬¥à 1.�¥â®¤ à¥« ªá æ¨¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© ï¢­ë©áâ æ¨®­ à­ë© ®¤­®è £®¢ë© ¬¥â®¤. �­ ¯®«ãç ¥âáï, ¥á«¨ ¢ä®à¬ã«¥ (4.30) ¯®«®¦¨âì Bn+1 = E, �n+1 = � , â. ¥.xn+1 = xn � �F (xn):�®£« á­® á«¥¤áâ¢¨î ¨§ â¥®à¥¬ë 4.8, ¬¥â®¤ à¥« ªá æ¨¨ áå®-¤¨âáï á ¯¥à¢ë¬ ¯®àï¤ª®¬, ¥á«¨ kE � �F 0(x�)k < 1, £¤¥ F 0(x)| ¬ âà¨æ  �ª®¡¨ ®â®¡à ¦¥­¨ï F (x).�à¨¬¥à 2. �¥â®¤ �ìîâ®­  ¤«ï á¨áâ¥¬ë ­¥«¨­¥©­ëåãà ¢­¥­¨© ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì á ¯®¬®éìî  «£®à¨â¬  �¥¡ëè¥¢ (á¬. ¯. 4.3.4), ¯à¨¬¥­¥­­®£® ª äã­ªæ¨¨ m ¯¥à¥¬¥­­ëå. �ª -§ ­­ë©  «£®à¨â¬ ¯à¨¢®¤¨â ª á¨áâ¥¬¥F 0(xn) (xn+1 � xn) + F (xn) = 0:� ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ®¡ë ¯®«ãç¨âì ¬¥â®¤ �ìîâ®­ , ¢ (4.30)¯®« £ îâ Bn+1 = F 0(xn), �n+1 = 1, ¯à¨ íâ®¬ ­¥®¡å®¤¨¬ ®¡à â¨¬®áâì ¬ âà¨æ F 0(xn). �àã£ ï ä®à¬  § ¯¨á¨ ¬¥â®¤ :xn+1 = xn � (F 0(xn))�1F (xn):�á«¨ ­ ç «ì­®¥ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¥ x0 ¤®áâ â®ç­® ¡«¨§ª® ª ª®à­î,â® ¬¥â®¤ �ìîâ®­  áå®¤¨âáï á® ¢â®àë¬ ¯®àï¤ª®¬ (¤®ª § â¥«ì-áâ¢® á¬., ­ ¯à¨¬¥à, ¢ [3]).�à¨¬¥à 3. �®¤¨ä¨æ¨à®¢ ­­ë© ¬¥â®¤ �ìîâ®­  ¯à¨¬¥-­ïîâ, çâ®¡ë ¨§¡¥¦ âì ®¡à é¥­¨ï ¬ âà¨æë F 0(x) ­  ª ¦¤®©¨â¥à æ¨¨: F 0(x0) (xn+1 � xn) + F (xn) = 0:�¥¬ á ¬ë¬ ¯®áâà®¥­ áâ æ¨®­ à­ë© ¨â¥à æ¨®­­ë© ¬¥â®¤,¨¬¥îé¨© ¯¥à¢ë© ¯®àï¤®ª áå®¤¨¬®áâ¨.� § ª«îç¥­¨¥ à áá¬®âà¨¬ ¤¢  ¨â¥à æ¨®­­ëå ¬¥â®¤ , ¢ª®â®àë¥ ­®¢ ï ¨â¥à æ¨ï xn+1 ¢å®¤¨â ­¥«¨­¥©­®. �¬¥¥â ¬¥áâ®¨¤¥©­®¥ áå®¤áâ¢® íâ¨å ¬¥â®¤®¢ á ®¤­®¨¬¥­­ë¬¨ ¬¥â®¤ ¬¨à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ «¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©.�à¨¬¥à 4. �¥«¨­¥©­ë© ¬¥â®¤ �ª®¡¨ ¤«ï á¨áâ¥¬ë (4.27)¨¬¥¥â ¢¨¤ 103



fi(xn1 ; xn2 ; : : : ; xni�1; xn+1i ; xni+1; : : : ; xnm) = 0; i = 1; 2; : : :;m:� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï ­ å®¦¤¥­¨ï xn+1 ­¥®¡å®¤¨¬® à¥è¨âì máª «ïà­ëå ãà ¢­¥­¨©. �å ­¥§ ¢¨á¨¬®áâì ¤¥« ¥â ¬¥â®¤ �ª®-¡¨ ã¤®¡­ë¬ ¤«ï à¥ «¨§ æ¨¨ ­  ¬­®£®¯à®æ¥áá®à­ëå ¬ è¨­ å.� §ã¬¥¥âáï, ª ¦¤®¥ áª «ïà­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ ¬®¦­® à¥è âì á¢®-¨¬ ¨â¥à æ¨®­­ë¬ ¬¥â®¤®¬, ­ ¨¡®«¥¥ ¯®¤å®¤ïé¨¬ ¤«ï íâ®£®ãà ¢­¥­¨ï.�à¨¬¥à 5. �¥«¨­¥©­ë© ¬¥â®¤ �¥©¤¥«ï ¨¬¥¥â ¢¨¤fi(xn+11 ; xn+12 ; : : : ; xn+1i ; xni+1; : : : ; xnm) = 0¨ á¢®¤¨âáï ª ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®¬ã à¥è¥­¨î ¢ë¯¨á ­­ëå ãà ¢-­¥­¨© ®â­®á¨â¥«ì­® ­¥¨§¢¥áâ­®© xn+1i , i = 1; 2; : : : ;m. � ®â-«¨ç¨¥ ®â ¬¥â®¤  �ª®¡¨, ¢ ¬¥â®¤¥ �¥©¤¥«ï ­ ©¤¥­­ë¥ ¢ å®¤¥â¥ªãé¥© ¨â¥à æ¨¨ §­ ç¥­¨ï ª®¬¯®­¥­â ¢¥ªâ®à  xn+1 ¯®¤áâ -¢«ïîâáï ¢® ¢á¥ ¯®á«¥¤ãîé¨¥ ãà ¢­¥­¨ï.�¯à ¦­¥­¨ï1. �á¯®«ì§ãï ¬¥â®¤ �ìîâ®­  ¤«ï à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ïx2 �N = 0, ¯®áâà®¨âì  «£®à¨â¬ ¯à¨¡«¨¦¥­­®£® ¢ëç¨á«¥­¨ïpN .2. �áá«¥¤®¢ âì ¯®¢¥¤¥­¨¥ ¨â¥à æ¨®­­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®-áâ¨ ¬¥â®¤  �ìîâ®­  ¤«ï ãà ¢­¥­¨ï x3�x = 0 ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨®â ¢ë¡®à  ­ ç «ì­®£® ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï x0. �¯à¥¤¥«¨âì, ¤«ï ª -ª¨å x0 ¯à¨ ®âáãâáâ¢¨¨ ¢ëç¨á«¨â¥«ì­®© ¯®£à¥è­®áâ¨ ¯®á«¥-¤®¢ â¥«ì­®áâì ­¥ áå®¤¨âáï.3. �¥è¨âì ¯à¨¡«¨¦¥­­® á â®ç­®áâìî ¤® 10�7 á¨áâ¥¬ããà ¢­¥­¨© 2x3 � y2 � 1 = 0; xy3 � y � 4 = 0 ¬¥â®¤®¬ �ìî-â®­ , ¢§ï¢ ­ ç «ì­®¥ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¥ ¨§ ®¡« áâ¨, ®£à ­¨ç¥­­®©¯àï¬ë¬¨ y = 0; y = x; x = 0,5. �à®­ ¡«î¤ âì ¯®¢¥¤¥­¨¥¨â¥à æ¨©, ®¯à¥¤¥«¨¢ ¯®àï¤®ª áå®¤¨¬®áâ¨.4. � áá¬®âà¨¬ ¤¢  ¨â¥à æ¨®­­ëå ¬¥â®¤ . � ®¤­®¬ ¨§ ­¨å¢­¥è­¨¥ ¨â¥à æ¨¨ ®áãé¥áâ¢«ïîâáï ¯® �ìîâ®­ã,   ¢­ãâà¥­-­¨¥ | ¯® �¥©¤¥«î. � ¤àã£®¬ ¤«ï ¯®áâà®¥­¨ï xn+1 ¨á¯®«ì§ã-¥âáï ¬¥â®¤ �¥©¤¥«ï,   ª ¦¤®¥ ¨§ áª «ïà­ëå ãà ¢­¥­¨© à¥è -¥âáï ¬¥â®¤®¬ �ìîâ®­ . �®ª § âì, çâ® ®¯¨á ­­ë¥ ¬¥â®¤ë ­¥á®¢¯ ¤ îâ. 104
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