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¾... ý��åêò, äîñòèãàåìûé çà ñ÷åò ñîâåðøåí-

ñòâîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ïî ïîðÿä-

êó ñðàâíèì ñ ý��åêòîì, äîñòèãàåìûì çà

ñ÷åò ïîâûøåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ÝÂÌ¿.

Í. Ñ. Áàõâàëîâ è äð. ¾×èñëåííûå ìåòî-

äû¿

Ïðåäèñëîâèå

Â òå÷åíèè ìíîãèõ ëåò àâòîð ÷èòàåò ëåêöèè, ïðîâîäèò ñåìèíàðñêèå çàíÿòèÿ

è ðóêîâîäèò êîìïüþòåðíûì ïðàêòèêóìîì ïî ÷èñëåííûì ìåòîäàì íà ìåõàíèêî-

ìàòåìàòè÷åñêîì è �èçè÷åñêîì �àêóëüòåòàõ Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà è

â Âûñøåì êîëëåäæå èí�îðìàòèêè Í�Ó. Äàííîå ïîñîáèå îòðàæàåò íàêîïëåííûé

îïûò ïðåïîäàâàíèÿ êóðñà ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è ñîîòâåòñòâóåò ïðîãðàììå êóðñà

÷èñëåííûõ ìåòîäîâ â Í�Ó. Âûáîð ìàòåðèàëà ñäåëàí ñ ó÷åòîì ïðîãðàììû êóðñà

¾Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû ëèíåéíîé àëãåáðû¿, ÷èòàåìîãî íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè-

÷åñêîì �àêóëüòåòå Í�Ó. Áîëüøîå âíèìàíèå óäåëåíî ïðèìåðàì, èëëþñòðèðóþùèì

ïðèìåíåíèå ðàçëè÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåäóð, ñ òåì, ÷òîáû îáëåã÷èòü ñòóäåí-

òàì ïîíèìàíèå òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà è ïðèâèòü èì íàâûêè êâàëè�èöèðîâàí-

íîãî èñïîëüçîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

Êíèãà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: ÷èñëåííîãî àíàëèçà (ãë. 1�4) è ñîáñòâåííî âû-

÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ ëèíåéíîé àëãåáðû (ãë. 5 è 6), ñîäåðæèò òðè ïðèëîæåíèÿ ñ

êðàòêèì ââåäåíèåì â èíòåðàêòèâíóþ ñèñòåìó Ìàòëàá, îïèñàíèåì ëàáîðàòîðíûõ

ðàáîò è òåñòàìè äëÿ ïèñüìåííîãî ýêçàìåíà, áèáëèîãðà�è÷åñêèé ñïèñîê.

Â ãë. 1 ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé,

êîòîðûå âîçíèêàþò âî ìíîãèõ �èçè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Èçëàãàþòñÿ îñíîâíûå ìåòîäû

ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé, ïðîâîäèòñÿ àíàëèç èõ ñõîäèìîñòè, äàåòñÿ èõ ãåîìåòðè-

÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Ìåòîäû ñðàâíèâàþòñÿ ïî ñêîðîñòè èõ ñõîäèìîñòè. Õîòÿ

áîëüøèíñòâî ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îäíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ìîãóò

áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè, ïîñëåäíèé

èçëàãàåòñÿ â êîíöå ãëàâû ñ òåì, ÷òîáû âíà÷àëå ïîçíàêîìèòü ñòóäåíòîâ ñ ìåòîäàìè,

íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè íà ïðàêòèêå.

�ë. 2 äàåò îïèñàíèå èíòåðïîëÿöèè êëàññè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè Ëàãðàíæà

è Íüþòîíà. Ïðèâîäèòñÿ îáîáùåííàÿ ñõåìà �îðíåðà, ïîçâîëÿþùàÿ âû÷èñëÿòü çíà-

÷åíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Íüþòîíà è åãî ïðîèçâîäíûõ çà ìèíèìàëü-

íîå ÷èñëî àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Òàê êàê ìåæäó óçëàìè èíòåðïîëÿöèè ìíîãî-

÷ëåíû Ëàãðàíæà ìîãóò î÷åíü ñèëüíî êîëåáàòüñÿ, òî äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ýòîãî
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ÿâëåíèÿ íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþòñÿ èõ êóñî÷íûå àíàëîãè, íàçûâàåìûå ëàãðàí-

æåâûìè ñïëàéíàìè. Ïîäðîáíî èçó÷àþòñÿ òàêèå óïîòðåáèòåëüíûå â ïðèëîæåíèÿõ

ëàãðàíæåâû ñïëàéíû êàê êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ è êóñî÷íî-êóáè÷åñêèå

ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà. Ïîêàçàíî, êàê ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ ïðèåìîâ ìîæíî ïîëó-

÷èòü ãëàäêèå àíàëîãè ëàãðàíæåâûõ ñïëàéíîâ, èçâåñòíûå êàê ëîêàëüíî-àïïðîêñè-

ìàöèîííûå ñïëàéíû. Öåíòðàëüíîå ìåñòî â ãëàâå çàíèìàåò îïèñàíèå àëãîðèòìîâ

ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ, èãðàþùèõ âàæíåéøóþ ðîëü

â ïðèëîæåíèÿõ.

Â ãë. 3 èçëàãàåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) ïîëó÷åíèÿ àïïðîêñè-

ìàöèé â ñëó÷àå çàäàíèÿ íåòî÷íûõ äàííûõ. �àññìîòðåíû íîðìàëüíûå ñèñòåìû

ÌÍÊ íà îñíîâå êàê ìíîãî÷ëåíîâ, òàê è áàçèñíûõ ñïëàéíîâ. Ïîñëåäíèå ïðèìåíÿ-

þòñÿ ïðè áîëüøîì ÷èñëå äàííûõ, êîãäà çàòðóäíèòåëüíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñà-

íèÿ äàííûõ îäíó �îðìóëó. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî âîçíèêàåò çàäà÷à ïðîâåäåíèÿ êðè-

âîé â çàäàííîì êîðèäîðå îøèáîê ïðè èçâåñòíîé äîïóñòèìîé ïîãðåøíîñòè èñõîä-

íûõ äàííûõ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ ñãëàæèâàþùèé ñïëàéí, êîòî-

ðûé âîçíèêàåò ïðè ðåãóëÿðèçàöèè ÌÍÊ. Äàíî îïèñàíèå àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ

ñãëàæèâàþùèõ ñïëàéíîâ, âêëþ÷àÿ âûáîð âåñîâûõ ìíîæèòåëåé è ïàðàìåòðà ðåãó-

ëÿðèçàöèè (ñãëàæèâàíèÿ).

Â ãë. 4 èçó÷àþòñÿ ìåòîäû ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ,

êîòîðûå íå òîëüêî âàæíû ñàìè ïî ñåáå, íî è ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ ïðè êîí-

ñòðóèðîâàíèè ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ

óðàâíåíèé. Çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûå èç ýòèõ ìå-

òîäîâ, ïîçâîëÿþùèå ïîíÿòü îñíîâíûå ïðèíöèïû èõ ïîñòðîåíèÿ.

�ë. 5 ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé. Â íåé èçëàãàåòñÿ îñíîâíîé àïïàðàò ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ëèíåéíîé àëãåáðû;

äàåòñÿ ïîíÿòèå ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è âûâî-

äÿòñÿ îöåíêè ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè; ïîäðîáíî èçó÷àåòñÿ ãàóññîâî èñêëþ÷åíèå,

âêëþ÷àÿ åãî ìàòðè÷íóþ �îðìóëèðîâêó è àëãîðèòì ñ âûáîðîì âåäóùèõ ýëåìåí-

òîâ. Äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö èçëîæåí ìåòîä

êâàäðàòíûõ êîðíåé (Õîëåññêîãî); îïèñàíû îñîáåííîñòè åãî ðàáîòû äëÿ ðàçðå-

æåííûõ ìàòðèö. Èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ïðè ìàòðè÷íûõ

ïðåîáðàçîâàíèÿõ è ïîêàçàíà íåñîñòîÿòåëüíîñòü ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ. Ïîäðîáíî

èçëàãàþòñÿ ìåòîäû, îñíîâàííûå íà îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ: âðàùåíèé,

îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà-Øìèäòà, îòðàæåíèé. �àññìîòðåíî èñïîëüçîâàíèå îðòîãî-

íàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Äëÿ

ïîäãîòîâêè ëèíåéíûõ ñèñòåì ê èòåðàöèÿì ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ïðåäîáó-

ñëàâëèâàòåëè; îïèñàíà ñïåöè�èêà òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Èçó÷àþòñÿ èòåðàöèîí-

íûå ìåòîäû ßêîáè è Çåéäåëÿ, âåðõíåé ðåëàêñàöèè, ìåòîäû ïðîñòîé èòåðàöèè è

�è÷àðäñîíà, ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà; èññëåäóåòñÿ ñõîäèìîñòü
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ýòèõ ìåòîäîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïëîõîîáóñëîâëåííûõ ñèñòåì ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçî-

âàòü ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè.

Â ãë. 6 èçëàãàþòñÿ ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Âíà÷àëå

èçó÷àåòñÿ óñòîé÷èâîñòü çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ; çàòåì ðàññìàòðèâàþòñÿ

êëàññè÷åñêèé ñòåïåííîé ìåòîä à òàêæå îáðàòíûé ñòåïåííîé ìåòîä ñî ñäâèãàìè è

ìåòîä èñ÷åðïûâàíèÿ. Äëÿ îòûñêàíèÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö ñðåäíåé ðàçìåðíîñòè ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä âðà-

ùåíèé ßêîáè; äîêàçûâàåòñÿ åãî ñõîäèìîñòü. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèé ïðîèçâîëüíîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû ïðåäëàãàåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíî ïðèâåñòè åå

ê âåðõíåé �îðìå Õåññåíáåðãà (èëè ê òðåõäèàãîíàëüíîé �îðìå â ñëó÷àå åå ñèììåò-

ðè÷íîñòè) ñ ïîìîùüþ âðàùåíèé �èâåíñà èëè èñïîëüçóÿ ìåòîä îòðàæåíèé Õàóñ-

õîëäåðà. Äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ êëàññè÷åñêèé QR-àëãîðèòì ñî ñäâèãàìè. Äëÿ ïðèâå-

äåíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ê òðåõäèàãîíàëüíîé �îðìå ïðåäëàãàåòñÿ òàêæå

èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ëàíöîøà, ðåàëèçóåìûé ïî ÿâíûì �îðìóëàì. Ýòîò ìåòîä ý�-

�åêòèâíåå ïðèìåíåíèÿ ìàòðèö âðàùåíèÿ è îòðàæåíèÿ. Â øåñòîé ãëàâå äàåòñÿ

ïîíÿòèå ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû.

Â êîíöå êàæäîé ãëàâû ïðèâîäÿòñÿ çàäà÷è, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû

êàê äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèé, òàê è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

ñòóäåíòîâ. Äëÿ áîëüøèíñòâà çàäà÷ ïðèâåäåíû îòâåòû è êîììåíòàðèè, à äëÿ íàèáî-

ëåå òðóäíûõ � ïîäðîáíûå ðåøåíèÿ.

Â ïðèëîæåíèè À äàåòñÿ êðàòêîå îïèñàíèå èíòåðàêòèâíîé ñèñòåìû Ìàòëàá,

ïîçâîëÿþùåé îðãàíèçîâàòü âåñüìà ý��åêòèâíûé êîìïüþòåðíûé ïðàêòèêóì ïî

ìåòîäàì âû÷èñëåíèé. Ïðàêòèêóì ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ êóðñà ìåòîäîâ

âû÷èñëåíèé è äîëæåí ïðèâèòü ñòóäåíòàì íàâûêè èõ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâà-

íèÿ. Â ïðèëîæåíèè Á äàíî îïèñàíèå ñåìè ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò ïî ðåøåíèþ íåëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé, èíòåðïîëÿöèè, ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è ñïëàéí-ñãëà-

æèâàíèþ, ÷èñëåííîìó èíòåãðèðîâàíèþ, ðåøåíèþ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,

íàõîæäåíèþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèö. Òåñòû äëÿ

ïèñüìåííîãî ýêçàìåíà â ïðèëîæåíèè Â ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû íà ýêçàìåíå ïî

êóðñó â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî âîïðîñà ê îñíîâíîìó áèëåòó, ñîäåðæàùåìó, êàê

ïðàâèëî, âîïðîñû ïî òåîðèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ.

Èíòåðàêòèâíûå òåõíîëîãèè î÷åíü âàæíû äëÿ ý��åêòèâíîãî îáó÷åíèÿ. Îäíà-

êî ÷óäåñà òåõíèêè åùå íå ãàðàíòèðóþò ý��åêòèâíîãî èíòåðàêòèâíîãî îáó÷åíèÿ:

íåîáõîäèìà ìåòîäè÷åñêàÿ ïîääåðæêà è ïîâûøåíèå êâàëè�èêàöèè ïðåïîäàâàòå-

ëåé. Äàííîå ïîñîáèå ïðèçâàíî â êàêîé-òî ñòåïåíè âîñïîëíèòü ýòîò ïðîáåë.

Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü ïðî�åññîðó �. Ñ. Õàêèìçÿíîâó, äîöåíòó

À. Ï. Ìèõàéëîâó è ä-ðó �èç.-ìàò. íàóê Ñ. Ï. Øàðîìó, âíèìàòåëüíî ïðî÷èòàâøèì

ðóêîïèñü è ñäåëàâøèì ðÿä ïîëåçíûõ çàìå÷àíèé, ïîçâîëèâøèõ óëó÷øèòü èçëîæå-

íèå ìàòåðèàëà.
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�ëàâà 1

�åøåíèå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îòûñêàíèè ðåøåíèé íåëèíåéíîãî óðàâ-

íåíèÿ

f(x) = 0, a ≤ x ≤ b, (1.1)

ãäå �óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé èëè áîëåå ãëàäêîé. Òàêàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò,

â ÷àñòíîñòè, ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîáëåì åñòåñòâîçíàíèÿ. �åøå-

íèÿ çàäà÷è (1.1) íàçûâàþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ (1.1) èëè íóëÿìè �óíêöèè f .

Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) íå ìîãóò áûòü íàéäåíû òî÷íî. Ïîýòîìó

ðàññìîòðèì ÷èñëåííûå ìåòîäû íàõîæäåíèÿ ýòèõ ðåøåíèé. Îáñóæäàåìûå â ãëàâå

ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ èòåðàöèîííûìè. Îíè äåëÿòñÿ íà äâà âèäà: ìåòîäû, ñõîäèìîñòü

êîòîðûõ ãàðàíòèðîâàíà, è ìåòîäû, ñõîäèìîñòü êîòîðûõ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò

ïðàâèëüíîãî âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ.

� 1.1. Çàäà÷à î ïîãðóæåíèè øàðà

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ïðèìåð �èçè÷åñêîé çàäà÷è, ïðèâîäÿùåé ê óðàâíåíèþ âè-

äà (1.1). Èçó÷èì çàäà÷ó î ïîãðóæåíèè ñ�åðè÷åñêîãî øàðà ðàäèóñà r â âîäó. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî øàð ñäåëàí èç ìàòåðèàëà, ïëîòíîñòü ρ êîòîðîãî ìåíüøå ïëîòíîñòè

âîäû. Íàïðèìåð, øàð ìîæåò áûòü ñäåëàí èç äåðåâà. Ñëåäîâàòåëüíî, òîëüêî ÷àñòü

øàðà îêàæåòñÿ ïîä âîäîé, à ñàì øàð áóäåò ïëàâàòü. Íàñ èíòåðåñóåò íà êàêóþ

ãëóáèíó d ïîãðóçèòñÿ øàð.

Ìàññà âîäûMB, âûòåñíåííîé øàðîì ïðè åãî ïîãðóæåíèè íà ãëóáèíó d, âû÷èñ-

ëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

MB =

∫ d

0

π
[

r2 − (x− r)2
]

dx =

πd2(3r − d)

3

.

Çäåñü ïëîùàäü ãîðèçîíòàëüíîãî ñå÷åíèÿ øàðà S = π(r2 − (x− r)2) èíòåãðèðóåòñÿ

â ïðåäåëàõ îò 0 äî d (ðèñ. 1.1). Ìàññà ñàìîãî øàðà íàõîäèòñÿ êàê M
Ø

= 4πr3ρ/3.

Ñîãëàñíî çàêîíó Àðõèìåäà ìàññà âûòåñíåííîé øàðîì âîäû äîëæíà áûòü ðàâíà

ìàññå øàðà, ò. å. MB =M
Ø

, ÷òî äàåò íàì óðàâíåíèå

π

3

(d3 − 3d2r + 4r3ρ) = 0.
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 r = 10  d

�èñ. 1.1. ×àñòü øàðà ðàäèóñà r, ïîãðóæåííàÿ â âîäó íà ãëóáèíó d
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�èñ. 1.2. �ðà�èê êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà y = 2552 − 30d2 + d3

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r = 10 è ρ = 0,638. Â ýòîì ñëó÷àå ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

f(d) =
π

3

(2552− 30d2 + d3) = 0.

�ðà�èê êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà y = 2552 − 30d2 + d3 ïîêàçàí íà ðèñ. 1.2. Ëåã-

êî âèäåòü, ÷òî åãî êîðíè d1, d2 è d3 ëåæàò ñîîòâåòñòâåííî íà îòðåçêàõ [−10,−5],

[10, 15] è [25, 30]. Ïåðâûé êîðåíü d1 íå ïðåäñòàâëÿåò äëÿ íàñ èíòåðåñà, òàê êàê

ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì. Òðåòèé êîðåíü d3 äàåò çíà÷åíèå áîëüøå äèàìåòðà øà-

ðà è òàêæå äîëæåí áûòü îòáðîøåí. Âòîðîé êîðåíü d2 ≈ 12 ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì

ðåøåíèåì, êîãäà áîëüøàÿ ÷àñòü øàðà îêàçûâàåòñÿ ïîãðóæåííîé â âîäó.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à î ïîãðóæåíèè øàðà ñâåëàñü ê ïîèñêó

êîðíåé íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ âèäà (1.1).

� 1.2. Îòäåëåíèå êîðíåé

×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1) îáû÷íî ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ýòàïà:

1. Îòäåëåíèå êîðíåé, ò. å. íàõîæäåíèå ïîäîòðåçêîâ [α, β], ñîäåðæàùèõ â òî÷íî-

ñòè îäèí íóëü �óíêöèè f .
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�èñ. 1.3. �ðà�èê êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) = (x+ 1)(x− 1)2

2. Óòî÷íåíèå êîðíåé, êîãäà êîðíè òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ,

ò. å. ñ çàäàííûì ÷èñëîì ïðàâèëüíûõ äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ.

Äëÿ îòäåëåíèÿ êîðíåé îáû÷íî íàõîäÿò çíà÷åíèÿ �óíêöèè f(xi), ãäå xi = a+ih,

i = 0, 1, . . . , N , ñ íåêîòîðûì ìàëûì øàãîì h = (b − a)/N . Çàòåì âûáèðàþò òàêèå

ïîäîòðåçêè [xi, xi+1], ÷òî f(xi)f(xi+1) < 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, íà ýòèõ ïîäîòðåçêàõ

íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ f èìååò íóëè. Ýòîò àëãîðèòì íå ïîçâîëÿåò îòäåëèòü êðàò-

íûå êîðíè, ò. å. òî÷êè x∗ òàêèå, ÷òî f(x∗) = f ′
(x∗) = 0, êîãäà ãðà�èê �óíêöèè f

êàñàåòñÿ îñè x, íî íå ïåðåñåêàåò åå.

Ïðèìåð 1.1. �àññìîòðèì �óíêöèþ f(x) = (x + 1)(x − 1)
2
, |x| ≤ 1,5, ãðà�èê

êîòîðîé ïðèâåäåí íà ðèñ. 1.3. Â òî÷êå x∗ = 1 �óíêöèÿ f èìååò êðàòíûé íóëü, òàê

êàê f(1) = f ′
(1) = 0. �ðà�èê �óíêöèè f êàñàåòñÿ îñè àáñöèññ, íî íå ïåðåñåêàåò åå.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îòäåëåíèè êîðíåé íóæíî òàêæå èññëåäîâàòü òî÷êè ïåðåìåíû

çíàêà ïðîèçâîäíîé f ′
, ò. å. òî÷êè ýêñòðåìóìà.

Â äèñêðåòíîé ïîñòàíîâêå, åñëè ðàçíîñòü ∆f(xj) = f(xj + h) − f(xj) ìåíÿåò

çíàê â òî÷êå xi è çíà÷åíèå �óíêöèè f(xi) äîñòàòî÷íî ìàëî, òî ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî êðàòíûé íóëü �óíêöèè f ïðèíàäëåæèò ïîäîòðåçêó [xi−1, xi+1].

Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì îòäåëåíèÿ êîðíåé óðàâíåíèÿ (1.1) ìîæåò îñíîâûâàòü-

ñÿ íà îïðåäåëåíèè ó÷àñòêîâ ìîíîòîííîñòè �óíêöèè f è ñîñòîÿòü èç äâóõ ÷àñòåé:

a) îòäåëåíèå ïðîñòûõ êîðíåé, ò. å. íàõîæäåíèå îòðåçêîâ [xi, xi + h] òàêèõ, ÷òî

f(xi)f(xi + h) ≤ 0.

á) îòäåëåíèå êðàòíûõ êîðíåé, ò. å. íàõîæäåíèå îòðåçêîâ [xi−1, xi+1] òàêèõ, ÷òî

∆f(xi − h)∆f(xi) ≤ 0 è |f(xi)| < ε äëÿ íåêîòîðîãî ìàëîãî ε > 0.

Ïðèìåð 1.2. Îòäåëèì íóëè �óíêöèè f(x) = x4 − x − 1. Çäåñü óðàâíåíèå

f ′
(x) = 0 èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü x∗ ≈ 0,36. Òàê êàê f(−∞) > 0, f(x∗) < 0,

f(∞) > 0 è (x − x∗)f ′
(x) > 0 äëÿ x 6= x∗, òî �óíêöèÿ f ìîíîòîííî óáûâàåò

ïðè x < x∗ è ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè x > x∗. Îíà èìååò äâà íóëÿ, êîòîðûå
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�èñ. 1.4. �ðà�èê �óíêöèè f(x) = (x− 3)cos(x) − 1 íà îòðåçêå [−π, π]

íàõîäÿòñÿ íà îòðåçêàõ [−1, 0] è [1, 2].

� 1.3. Ìåòîä äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì (ìåòîä ïðîá)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèå (1.1) èìååò íà [a, b] åäèíñòâåííûé êîðåíü è

f(a)f(b) < 0. Äëÿ åãî óòî÷íåíèÿ ðàññìîòðèì èòåðàöèîííûé ìåòîä äåëåíèÿ îò-

ðåçêà ïîïîëàì, íàçûâàåìûé òàêæå ìåòîäîì ïðîá.

�àçäåëèì îòðåçîê [a, b] ïîïîëàì è ïîëîæèì c = (a + b)/2. Åñëè f(c) = 0,

òî êîðåíü íàéäåí. Ïðè f(a)f(c) < 0 â êà÷åñòâå íîâîãî îòðåçêà [a1, b1] âûáèðàåì

îòðåçîê [a, c] èíà÷å [c, b]. Íîâûé îòðåçîê [a1, b1] îïÿòü äåëèì ïîïîëàì è âûïîëíÿåì

òå æå äåéñòâèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì òî÷íîå çíà÷åíèå êîðíÿ èëè ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü îòðåçêîâ [ai, bi], i = 1, 2, . . . , n. Âû÷èñëåíèÿ ïðåêðàùàåì, êîãäà

bn − an =

b− a

2
n

< ε,

ãäå ε � çàäàííàÿ òî÷íîñòü íàõîæäåíèÿ êîðíÿ.

Ïðèìåð 1.3. Ïóñòü òðåáóåòñÿ îòäåëèòü êîðíè óðàâíåíèÿ

f(x) = (x− 3) cos(x)− 1 = 0, −2π ≤ x ≤ 2π

è óòî÷íèòü îäèí èç íèõ ñ òî÷íîñòüþ äî 0,01.

Âíà÷àëå ãðà�è÷åñêè ëîêàëèçóåì êîðíè. Íà ðèñ. 1.4 âèäíî, ÷òî íà îòðåçêå

[−6, 6] �óíêöèÿ f èìååò òðè íóëÿ. Óòî÷íèì íóëü, íàõîäÿùèéñÿ íà îòðåçêå [4, 6].

Èñïîëüçóåì ìåòîä äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì. Íà ðèñ. 1.5 ¾ïàó÷îê¿ èëëþñòðèðó-

åò ðàáîòó ìåòîäà ïðîá, êîãäà â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ áåðåòñÿ òî÷êà

x0 = 6. Ïîñëå 8 èòåðàöèé (b− a)/28 < 0, 01 è â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ

êîðíÿ áåðåòñÿ âåëè÷èíà x∗ ≈ 5,18.

Ìåòîä äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì âñåãäà ñõîäèòñÿ, íî ñõîäèìîñòü åãî äîâîëüíî

ìåäëåííàÿ. Ýòîò ìåòîä íå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ïîèñêà êðàòíûõ êîðíåé,
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�èñ. 1.5. �åøåíèå óðàâíåíèÿ f(x) = (x − 3)cos(x) − 1 = 0 ïî ìåòîäó ïðîá. ×åðíûìè

òî÷êàìè îáîçíà÷åíû ïîëó÷àåìûå ïðèáëèæåíèÿ è çíà÷åíèÿ �óíêöèè f â ýòèõ òî÷êàõ

êîãäà f(a)f(b) > 0, è íå îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ

óðàâíåíèé.

� 1.4. Ìåòîä õîðä (ìåòîä ëîæíîãî ïîëîæåíèÿ)

Ïóñòü f(a)f(b) < 0. Åñëè f(a)f ′′
(x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ [a, b], òî íà îòðåçêå [a, b]

�óíêöèÿ f âîçðàñòàåò è âûïóêëà ââåðõ èëè óáûâàåò è âûïóêëà âíèç. Çàïèøåì

óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè (a, f(a)) è (xk, f(xk)), è íàéäåì òî÷êó

ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ îñüþ àáñöèññ. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê èòåðàöèîííîé

�îðìóëå

xk+1 = xk −
f(xk)(xk − a)

f(xk)− f(a)
, x0 = b, k = 0, 1, . . . . (1.2)

Çäåñü �èêñèðîâàíà òî÷êà (a, f(a)) (ðèñ. 1.6). Ôîðìóëà (1.2) ìîæåò áûòü òàêæå

ïåðåïèñàíà â âèäå

xk+1 = a− f(a)(xk − a)

f(xk)− f(a)
, x0 = b, k = 0, 1, . . . .

Åñëè f(a)f ′′
(x) < 0 äëÿ âñåõ x ∈ [a, b], òî íà îòðåçêå [a, b] �óíêöèÿ f âîçðàñòàåò

è âûïóêëà âíèç èëè óáûâàåò è âûïóêëà ââåðõ. Â ýòîì ñëó÷àå �èêñèðîâàííîé

áóäåò òî÷êà (b, f(b)). Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ íóæíî âçÿòü x0 = a è

â èòåðàöèîííîé �îðìóëå (1.2) a çàìåíèòü íà b.

Èòåðàöèè ïðåêðàùàåì ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

|xk+1 − xk| < ε èëè

|xk+1 − xk|
|xk|

< ε, (1.3)

ãäå ε � òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé.

Ìîæíî òàêæå âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Ëàãðàíæà. Åñëè x∗ � êîðåíü, òî

f(xr)− f(x∗) = f ′
(ξ)(xk − x∗), ξ ∈ (xk, x∗).
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�èñ. 1.6. Èòåðàöèè ïî ìåòîäó õîðä äëÿ óðàâíåíèÿ f(x) =
√
x− 0,5 = 0

Îòñþäà

|xk − x∗| ≤ |f(xk)|
inf |f ′

(x)| . (1.4)

Ýòî è åñòü êðèòåðèé îñòàíîâêè. Âåëè÷èíó inf |f ′
(x)| íàõîäèì àíàëèòè÷åñêè èëè

íà ñåòêå çíà÷åíèé �óíêöèè f .

� 1.5. Ìåòîä Íüþòîíà (ìåòîä êàñàòåëüíûõ èëè ëèíåàðè-

çàöèè)

Âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì �óíêöèè f â òî÷êå xk ïî �îðìóëå Òåéëîðà

0 = f(x) = f(xk) + f ′
(xk)(x− xk) +O((x− xk)

2
).

Îòáðàñûâàÿ çäåñü îñòàòî÷íûé ÷ëåí, ëèíåàðèçóåì ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèå è â ïðåä-

ïîëîæåíèè f ′
(xk) 6= 0 ïðèõîäèì ê �îðìóëå

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′
(xk)

, k = 0, 1, . . . . (1.5)

�åîìåòðè÷åñêè äàííàÿ �îðìóëà îçíà÷àåò, ÷òî â òî÷êå (xk, f(xk)) ïðîâîäèòñÿ êàñà-

òåëüíàÿ ïðÿìàÿ ê ãðà�èêó �óíêöèè f äî åå ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ x â òî÷êå xk+1.

Èòåðàöèè ïðåêðàùàåì ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî èç óñëîâèé (1.3) èëè (1.4).

Ïðèìåð 1.4. Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè

n
√
a. Ïîëîæèì f(x) ≡ xn − a = 0. Òîãäà

èòåðàöèè ïî Íüþòîíó èìåþò âèä:

xk+1 = xk −
xnk − a

nxn−1
k

=

1

n

[

(n− 1)xk +
a

xn−1
k

]

, k = 0, 1, . . . .

Ñõîäèìîñòü ìåòîäà Íüþòîíà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïðàâèëüíîãî âûáîðà íà-

÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïðè íåóäà÷íîì âûáîðå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ìåòîä
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�èñ. 1.7. �àñõîäèìîñòü ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ �óíêöèè f(x) = arctan(x) ïðè x0 = 1,45
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�èñ. 1.8. Ñõîäèìîñòü ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ �óíêöèè f(x) = arctan(x) ïðè x0 = 1,3

ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ èëè äàæå öèêëèòü. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ f(x) = arctan(x) = 0. Çäåñü êîðåíü óðàâíåíèÿ x∗ = 0. Åñëè â êà÷åñòâå

íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ áåðåòñÿ òî÷êà x0 = 1,45, òî ìåòîä ðàñõîäèòñÿ (ðèñ. 1.7):

x1 = −1,55, x2 = 1,85, x3 = −2,89, . . .

Îäíàêî åñëè â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âçÿòü áîëåå áëèçêóþ ê êîðíþ

òî÷êó x0 = 1,3, òî ìåòîä ñõîäèòñÿ (ðèñ. 1.8):

x1 = −1,16, x2 = 0,85, x3 = −0,37, x4 = 0,03, x5 = 0,00.

Ñèòóàöèÿ ñ çàöèêëèâàíèåì ìåòîäà Íüþòîíà ðàññìîòðåíà íà ðèñ. 1.9. Çäåñü

èùåòñÿ êîðåíü óðàâíåíèÿ f(x) = x3−x−3 = 0. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæå-

íèÿ áåðåòñÿ òî÷êà x0 = 0. Èòåðàöèè Íüþòîíà äàþò:

x1 = −3,00, x2 = −1,96, x3 = −1,14, x4 = −0,00,

ïîñëå ÷åãî ïðîèñõîäèò çàöèêëèâàíèå: xk+4 ≈ xk, k = 0, 1, . . .,. Ïðè x0 = 2 ìåòîä

ñõîäèòñÿ ê êîðíþ x∗ ≈ 1,67.
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�èñ. 1.9. Çàöèêëèâàíèå ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ óðàâíåíèÿ f(x) = x3 − x − 3 = 0 ïðè

íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè â òî÷êå x0 = 0

� 1.6. Ìîäè�èöèðîâàííûé ìåòîä Íüþòîíà

Â ðÿäå ñëó÷àåâ áûâàåò ïîëåçíî âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé ìîäè�èöèðîâàííîãî

ìåòîäà Íüþòîíà

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′
(x0)

, k = 0, 1, . . . . (1.6)

Çäåñü çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé f ′
(x0) âû÷èñëÿåòñÿ îäèí ðàç è äàëåå íå ìåíÿåòñÿ.

�åîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè èòåðàöèÿõ ïðîâîäÿòñÿ ïðÿìûå, ïàðàëëåëü-

íûå êàñàòåëüíîé â òî÷êå (x0, f(x0)). Ýòîò ìåòîä îáû÷íî òðåáóåò áîëüøåãî ÷èñëà

èòåðàöèé, ÷åì îáû÷íûé ìåòîä Íüþòîíà, íî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü âû÷èñëåíèÿ íà

êàæäîì øàãå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé. Ñõîäèìîñòü ýòîãî ìåòîäà òàêæå ñóùåñòâåííî

çàâèñèò îò ïðàâèëüíîãî âûáîðà èñõîäíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Âîçìîæíû ñèòóàöèè ñ çà-

öèêëèâàíèåì èòåðàöèé.

Íà ðèñ. 1.10 ñõîäèìîñòü èòåðàöèé ïî ìîäè�èöèðîâàííîìó ìåòîäó Íüþòîíà

ïîêàçàíà íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x) = x3 − x − 3 = 0, 1 ≤ x ≤ 3 ñ íà-

÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì â òî÷êå x0 = 3. Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå êîðíÿ x∗ ≈ 1,67.

Ïðèìåíåíèå �îðìóëû (1.6) äàåò:

x1 = 2,19, x2 = 1,99, x3 = 1,88, x4 = 1,81, . . . x15 = 1,67.

� 1.7. Ìåòîä ñåêóùèõ

Ïóñòü çíà÷åíèÿ �óíêöèè f çàäàíû â äâóõ òî÷êàõ (xk−1, f(xk−1)) è (xk, f(xk))

âáëèçè åå íóëÿ (x∗, 0). Ïðîâåäåì ÷åðåç ýòè äâå òî÷êè ïðÿìóþ äî åå ïåðåñåíèÿ

ñ îñüþ àáñöèññ â òî÷êå xk+1, áëèæàéøåé ê xk. Èñïîëüçóÿ ïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ

(ðèñ. 1.11), ïîëó÷àåì äâóõòî÷å÷íóþ èòåðàöèîííóþ �îðìóëó ìåòîäà ñåêóùèõ:

xk+1 = xk −
f(xk)(xk − xk−1)

f(xk)− f(xk−1)
, k = 1, 2, . . . . (1.7)
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�èñ. 1.10. Èòåðàöèè ìîäè�èöèðîâàííîãî ìåòîäà Íüþòîíà ïî ïîèñêó êîðíÿ óðàâíåíèÿ

f(x) = x3 − x− 3 = 0, 1 ≤ x ≤ 3
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�èñ. 1.11. Èòåðàöèè ìåòîäà ñåêóùèõ äëÿ óðàâíåíèÿ f(x) = x3 − x2 − 1 = 0, 1 ≤ x ≤ 3

ïðè x0 = 3,2 è x1 = 3

Ýòà �îðìóëà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ìåòîäà Íüþòîíà çàìåíîé çíà÷åíèÿ ïðîèç-

âîäíîé f ′
(xk) íà ðàçäåëåííóþ ðàçíîñòü (f(xk) − f(xk−1))/(xk − xk−1). Ïî ýòîé

ïðè÷èíå ìåòîä ñåêóùèõ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê äèñêðåòèçàöèÿ ìåòîäà Íüþ-

òîíà. Â ñâîþ î÷åðåäü ìåòîä Íüþòîíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç ìåòîäà ñåêóùèõ êàê

ïðåäåëüíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà xk−1 → xk.

�èñ. 1.11 èëëþñòðèðóåò ïðèìåíåíèå ìåòîäà ñåêóùèõ äëÿ ïîèñêà êîðíÿ óðàâíå-

íèÿ f(x) = x3−x2−1, 1 ≤ x ≤ 3. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ èñïîëüçîâà-

ëèñü òî÷êè x0 = 3,2 è x1 = 3. Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå êîðíÿ x∗ ≈ 1,47. Ïðèìåíå-

íèå �îðìóëû (1.7) äàåò:

x2 = 2,22, x3 = 1,89, x4 = 1,64, x5 = 1,51, x6 = 1,47.
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� 1.8. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò ñðàâíèâàòü ìåæäó ñîáîé ðàçëè÷íûå èòåðà-

öèîííûå ìåòîäû ïî ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x0, x1, . . ., ñõîäÿùàÿñÿ

ê ïðåäåëó x∗. Òîãäà, åñëè ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîå ÷èñëî p ≥ 1 òàêîå, ÷òî

lim

k→∞

|xk+1 − x∗|
|xk − x∗|p = C = const 6= 0,

òî ãîâîðÿò, ÷òî ñõîäèìîñòü èìååò ïîðÿäîê p. Ïîñòîÿííàÿ C íàçûâàåòñÿ àñèì-

ïòîòè÷åñêîé êîíñòàíòîé ïîãðåøíîñòè.

Ïðè p = 1 ñõîäèìîñòü ëèíåéíàÿ. Ïðè p = 2 ñõîäèìîñòü êâàäðàòè÷íàÿ è ò. ä.

Â ÷àñòíîñòè, ìåòîä äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì èìååò ëèíåéíóþ ñêîðîñòü ñõîäèìî-

ñòè. Ïîêàæåì, ÷òî ìåòîä Íüþòîíà èìååò êâàäðàòè÷íóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.

Ïóñòü f ∈ C2
[a, b]. Îáîçíà÷èì g(x) = x− f(x)/f ′

(x). �àçëîæèì �óíêöèþ g ïî

�îðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè íóëÿ x = x∗. Èìååì

g(x) = g(x∗) + g′(x∗)(x− x∗) + g′′(x∗ + θ(x− x∗))
(x− x∗)2

2!

, 0 < θ < 1.

Òàê êàê g′(x) = f(x)f ′′
(x)/[f ′

(x)]2, òî çäåñü g′(x∗) = 0. Ïðèìåíÿÿ ýòó �îðìóëó äëÿ

x = xi, ïîëó÷àåì

xi+1 = x∗ +
1

2

g′′(x∗ + θ(xi − x∗))(xi − x∗)2,

òî åñòü

|xi+1 − x∗| = |xi − x∗|2|g′′(x∗ + θ(xi − x∗))|/2.

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ îãðàíè÷åííîñòü ïðîèçâîäíûõ îò f , ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî �óíê-

öèÿ g′′ îãðàíè÷åíà â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè äàííîãî íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

åñëè ìåòîä Íüþòîíà ñõîäèòñÿ, òî îí ñõîäèòñÿ êâàäðàòè÷íî.

Âûÿñíèì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñåêóùèõ. Ïóñòü x∗ � êîðåíü óðàâíåíèÿ

(1.1). Òîãäà ïî �îðìóëå Òåéëîðà

0 = f(x∗) = f(xk) + f ′
(xk)(x

∗ − xk) +
f ′′

(xk)

2

(x∗ − xk)
2
+ O((x∗ − xk)

3
).

Îòñþäà ïðè îáîçíà÷åíèè wk = xk − x∗ èìååì

f(xk) = f ′
(xk)wk −

f ′′
(xk)

2

w2
k +O(w3

k). (1.8)

Àíàëîãè÷íî

f(xk−1) = f(xk) + f ′
(xk)(xk−1 − xk) +

f ′′
(xk)

2

(xk−1 − xk)
2
+O((xk−1 − xk)

3
).
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Ïîýòîìó

f(xk)− f(xk−1) = f ′
(xk)(wk −wk−1)−

f ′′
(xk)

2

(wk −wk−1)
2
+O((wk −wk−1)

3
). (1.9)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.8) è (1.9), �îðìóëó (1.5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

wk+1 = wk −
(f ′

(xk)wk + f ′′
(xk)w

2
k/2 +O(w3

k))(wk − wk−1)

f ′
(xk)(wk − wk−1)− f ′′

(xk)(wk − wk−1)
2/2 +O((wk − wk−1)

3
)

.

Â ïðåäïîëîæåíèè f ′
(x∗) 6= 0 ðàçäåëèì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà âåëè÷èíó

f ′
(xk)(wk − wk−1), ÷òî äàåò

wk+1 = wk −
wk − λw2

k +O(w3
k)

1− λ(wk − wk−1) +O((wk − wk−1)
2
)

, λ =

f ′′
(xk)

2f ′
(xk)

.

Òàê êàê äëÿ ìàëîãî ε ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 1/(1−ε) = 1+ε+O(ε2), òî èìååì

wk+1 = wk − (wk − λw2
k +O(w3

k))(1 + λ(wk − wk−1) +O((wk − wk−1)
2
)

èëè

wk+1 = λwkwk−1 +O((|wk|+ |wk−1|)3).
Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

wk+1 ≈ λwkwk−1.

�åøåíèå ýòîãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå wk+1 = λαw
β
k .

Òîãäà

λαw
β
k = λwkwk−1 èëè wk = λ

1−α
β−1w

1

β−1

k−1 .

Îòñþäà:

1− α

β − 1

= α,
1

β − 1

= β,

òî åñòü:

αβ = 1, β2 − β − 1 = 0.

Òàê êàê èç äâóõ êîðíåé β1,2 = (1±
√
5)/2 òîëüêî ïîëîæèòåëüíûé ñîîòâåòñòâóåò

óáûâàíèþ îøèáêè, òî â ìåòîäå ñåêóùèõ:

xk+1 − x∗ = λ1/β(xk − x∗)β, β = (1 +

√
5)/2 ≈ 1,62, 1/β ≈ 0,62.

Èòàê, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñåêóùèõ p ≈ 1,62.

Âìåñòî äâóõòî÷å÷íîé èòåðàöèîííîé �îðìóëû ìåòîäà ñåêóùèõ ìîæíî ïðèìå-

íèòü òðåõòî÷å÷íóþ èòåðàöèîííóþ �îðìóëó, èçâåñòíóþ êàê ìåòîä ïàðàáîë. Â ýòîì

ñëó÷àå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå çàäàåòñÿ â òðåõ òî÷êàõ (xj , f(xj)), j = k−2, k−1, k.

Â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ ê êîðíþ áåðåòñÿ áëèæàéøàÿ ê xk òî÷êà

ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïàðàáîëû ñ îñüþ àáñöèññ. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò íàõîäèòü êàê

âåùåñòâåííûå òàê è êîìïëåêñíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ. Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [14,

ñ. 147℄), ÷òî ìåòîä ïàðàáîë èìååò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè p ≈ 1,84. Èñïîëüçîâàíèå

ìíîãîòî÷å÷íûõ èòåðàöèîííûõ �îðìóë óñëîæíÿåò âû÷èñëåíèÿ, íî íå ïîçâîëÿåò

ïîëó÷èòü ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè âûøå êâàäðàòè÷íîé.
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�èñ. 1.12. �ðà�èê �óíêöèè f(x) = (x− 5)(x− 1)2 ñ êðàòíûì íóëåì

� 1.9. Ìåòîä Íüþòîíà äëÿ ïîèñêà êðàòíûõ êîðíåé

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèÿ f â òî÷êå x = x∗ èìååò íóëü êðàòíîñòè m, åñëè

f(x∗) = f ′
(x∗) = . . . = f (m−1)

(x∗) = 0 è f (m)
(x∗) 6= 0.

�àññìîòðåííûé íàìè ìåòîä Íüþòîíà õîðîøî ðàáîòàåò â ñëó÷àå ïðîñòûõ êîðíåé,

êîãäà f ′
(x∗) 6= 0, ò. e. m = 1. Îäíàêî â ñëó÷àå êðàòíûõ êîðíåé ìîãóò âîçíèêíóòü

òðóäíîñòè.

Ïðèìåð 1.5. �àññìîòðèì óðàâíåíèå f(x) = (x − 1)
2
(x − 5) = 0. Ôóíêöèÿ f

èìååò íóëü êðàòíîñòè m = 2 â òî÷êå x∗ = 1. �ðà�èê ýòîé �óíêöèè ïîêàçàí íà

ðèñ. 1.12.

Èòåðàöèè íà÷íåì èç òî÷êè x0 = 0. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòà, ïðèâåäåí-

íûì â òàáë. 1.1, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà îêàçûâàåòñÿ íå êâàäðàòè÷-

íîé à òîëüêî ëèíåéíîé

|ek+1|
|ek|

=

|α− xk+1|
|α− xk|

≈ 0,5.

Òàáëèöà 1.1

k xk |xk+1 − xk| |x∗ − xk| |ek+1|/|ek|
0 0,0000 0,4545 1,0000 0,5454

1 0,4545 0,2573 0,5454 0,5283

2 0,7118 0,1394 0,2882 0,5162

3 0,8512 0,0731 0,1488 0,5088

4 0,9243 0,0375 0,0757 0,5046

5 0,9618 0,0190 0,0382 0,5023

6 0,9808 0,0096 0,0192 0,5012

7 0,9903 0,0048 0,0096
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Âûÿñíèì êàê óñòðàíèòü ýòî íåæåëàòåëüíîå ÿâëåíèå. Ïóñòü �óíêöèÿ f èìååò

íóëü x∗ êðàòíîñòè m. Ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì ïî �îðìóëå Òåéëîðà, íàõîäèì:

f(x) = (x− x∗)mg(x), g(x) =
f (m)

(x∗)

m!

+

f (m+1)
(x∗)

(m+ 1)!

(x− x∗) + . . . .

Äè��åðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

f ′
(x) = m(x− x∗)m−1g(x) + (x− x∗)mg′(x) = (x− x∗)m−1

[mg(x) + (x− x∗)g′(x)].

Òàêèì îáðàçîì,

h(x) =
f(x)

f ′
(x)

=

(x− x∗)g(x)

mg(x) + (x− x∗)g′(x)
= (x− x∗)Ψ(x).

Òàê êàê g(x∗) = f (m)
(x∗)/m!, òî

lim

x→x∗

h′(x) = lim

x→x∗

[Ψ(x) + (x− x∗)Ψ′
(x)] =

1

m
. (1.10)

Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ h â òî÷êå x = x∗ èìååò ïðîñòîé íóëü.

Çàïèñûâàÿ òåïåðü ìåòîä Íüþòîíà äëÿ �óíêöèè h âáëèçè íóëÿ x = x∗, ñ ó÷åòîì

ðàâåíñòâà (1.10) ïîëó÷àåì

xk+1 = xk −m
f(xk)

f ′
(xk)

, k = 0, 1, . . . . (1.11)

Çäåñü m � êðàòíîñòü íóëÿ x∗. Ôîðìóëà (1.11) íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Íüþòîíà äëÿ

ïîèñêà êîðíåé êðàòíîñòèm. Â òàáë. 1.2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ìåòîäà Íüþòîíà (1.11) ïðè m = 2 äëÿ ïîèñêà êðàòíîãî êîðíÿ óðàâíåíèÿ

f(x) = (x−5)(x−1)
2
= 0 ñ òî÷êîé íà÷àëà èòåðàöèé x0 = 0. Òåïåðü ìåòîä Íüþòîíà

ñõîäèòñÿ êâàäðàòè÷åñêè è

|ek+1|
|ek|2

=

|x∗ − xk+1|
|x∗ − xk|2

≈ 0,12.

Òàáëèöà 1.2

k xk |xk+1 − xk| |x∗ − xk| |ek+1|/|ek|2
0 0,0000 0,9091 1,0000 0,9091

1 0,9091 0,0899 0,0909 0,1209

2 0,9990 0,0010 0,0010 0,1250

3 1,0000 0,0000 0,0001
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� 1.10. Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè

Âñå ðàññìîòðåííûå íàìè âûøå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ (1.1) ìîãóò áûòü èñòîëêîâàíû êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè îäíîãî îáùåãî ìåòî-

äà, èçâåñòíîãî êàê ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1.1) â âèäå

x = ϕ(x),

ïîëîæèâ, íàïðèìåð, ϕ(x) = x + ψ(x)f(x), ãäå ψ(x) � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ

çíàêîïîñòîÿííàÿ �óíêöèÿ.

Ïðèáëèæåíèÿ îáðàçóåì ïî ïðàâèëó

xk+1 = ϕ(xk), k = 0, 1, . . . . (1.12)

Ïóñòü x∗ � êîðåíü óðàâíåíèÿ (1.1). Î÷åâèäíî, ÷òî x∗ = ϕ(x∗), ò. å. òî÷íîå

ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ ϕ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âáëèçè

êîðíÿ x∗ îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, ò. å.

|xk+1 − xk| = |ϕ(xk)− ϕ(xk−1)| ≤ q|xk − xk−1|, q < 1.

Åñëè �óíêöèÿ ϕ èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ, òî

xk+1 − x∗ = ϕ(xk)− ϕ(x∗) = ϕ′
(ξ)(xk − x∗),

ãäå ξ íàõîäèòñÿ ìåæäó x∗ è xk. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

|ϕ′
(x)| ≤ q < 1 (1.13)

ìåòîä ñõîäèòñÿ è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ëèíåéíàÿ.

Åñëè x0 âçÿòî äîñòàòî÷íî áëèçêî ê x∗, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ñõîäèòñÿ

ê x∗, òàê êàê ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè x∗, â êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

(1.13) è äëÿ ñõîäèìîñòè {xk} íóæíî òîëüêî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû x0 ïðèíàäëåæàëî

ýòîé îêðåñòíîñòè.

Óñëîâèå (1.13) íàçûâàþò äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðîñ-

òûõ èòåðàöèé. ×åì ìåíüøå áóäåò q, òåì áûñòðåå áóäåò ñõîäèìîñòü.

Ïðè ϕ′
(x) < 0 ïðèáëèæåíèÿ ïîïåðåìåííî îêàçûâàþòñÿ òî ñëåâà, òî ñïðàâà îò

êîðíÿ. Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ êîðíÿ ñ òî÷íîñòüþ ε > 0 äîñòàòî÷íî âîñïîëüçî-

âàòüñÿ ãðóáîé îöåíêîé:

|xk+1 − xk| < ε.

Åñëè ϕ′
(x) > 0, òî ñõîäèìîñòü èòåðàöèé ìîíîòîííàÿ, ò. å. ñëåâà èëè ñïðàâà. Òàê

êàê îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, òî âáëèçè êîðíÿ èòåðàöèè ñõîäÿòñÿ êàê

23



ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñî çíàìåíàòåëåì q = (xk+1 − xk)/(xk − xk−1). ×òîáû

ñóììà åå ïîñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ áûëà íå áîëüøå ε, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

∣

∣

∣
q
xk+1 − xk

1− q

∣

∣

∣
=

(xk+1 − xk)
2

|2xk − xk+1 − xk−1|
< ε.

Òàê êàê

xk+1 − x∗ = ϕ′
(ξ)(xk − x∗) = ϕ′

(ξ)(xk − xk+1 + xk+1 − x∗),

òî

|xk+1 − x∗| ≤ q|xk+1 − xk|
1− q

< ε.

Åñëè ϕ′
(x∗) = 0, òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè êâàäðàòè÷íàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èç

�îðìóëû (1.12), ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì ïî �îðìóëå Òåéëîðà, èìååì

xk+1 = ϕ(x∗) + ϕ′
(x∗)(xk − x∗) + ϕ′′

(ξ)
(xk − x∗)2

2

.

Îòñþäà ïðè óñëîâèè ϕ′
(x∗) = 0 ïîëó÷àåì

xk+1 − x∗ =
1

2

ϕ′′
(ξ)(xk − x∗)2,

÷òî ïðè îãðàíè÷åííîñòè âåëè÷èíû |ϕ′′
(ξ)|/2 îçíà÷àåò êâàäðàòè÷íóþ ñõîäèìîñòü

ïðîöåññà èòåðàöèé.

Ñõîäèìîñòü ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïðàâèëüíîãî

âûáîðà �óíêöèè ϕ.

�àññìîòðèì óðàâíåíèå x2 = a è äâà ñïîñîáà îáðàçîâàíèÿ èòåðàöèé:

1. ϕ(x) = a/x è xk+1 = a/xk;

2. ϕ(x) = 1
2

(

x+ a
x

)

è xk+1 =
1
2

(

xk +
a
xk

)

.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðîöåññ öèêëèò: xk+2 = xk è ñõîäèìîñòè íåò. Âî âòîðîì ñëó÷àå

ñõîäèìîñòü åñòü è î÷åíü áûñòðàÿ. �èñ. 1.13a èëëþñòðèðóåò ñõîäèìîñòü ïî âòîðîìó

ñïîñîáó ïðè âû÷èñëåíèè

√
3 ≈ 1,73. Ïðè x0 = 5 èìååì:

x1 = 2,80, x2 = 1,94, x3 = 1,74, x4 = 1,73.

Íà ðèñ. 1.13á ïîêàçàíà ñõîäèìîñòü òèïà ñïèðàëè, ïîëó÷àåìàÿ ïðè ðåøåíèè

óðàâíåíèÿ x3 − 2x2 − 5 = 0 íà îòðåçêå 2,5 ≤ x ≤ 3. Ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â

âèäå x = 5/x2 + 2 è íàéäåì åãî êîðåíü ñ òî÷íîñòüþ äî 0,01. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà

ïðîñòûõ èòåðàöèé (1.12) ñ x0 = 3 äàåò:

x1 = 2,56, x2 = 2,77, x3 = 2,65, . . . x7 = 2,68.
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(a) 0 < ϕ′
(x) < 1 (á) −1 < ϕ′

(x) < 0

�èñ. 1.13. Ìîíîòîííàÿ (à) è îñöèëëèðóþùàÿ (á) ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé

� 1.11. Ìåòîä ×åáûøåâà

Ïîëó÷èì òåïåðü ìåòîäû âûñîêîãî ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè.

Ïóñòü ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå (1.1). Çàïèøåì îáðàòíóþ �óíêöèþ x = F (y), ãäå

y ∈ [c, d] è [c, d] � îáëàñòü èçìåíåíèÿ f(x) äëÿ x ∈ [a, b].

Òàê êàê x ≡ F [f(x)] è y = f [F (y)], òî x∗ = F (0). Ïðè y ∈ [c, d] �îðìóëà

Òåéëîðà äàåò

x∗ = F (0) = F (y) +

r
∑

k=1

(−1)
kF

(k)
(y)

k!
yk +Rr+1,

ãäå îñòàòî÷íûé ÷ëåí ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

Rr+1 = (−1)
r+1F

(r+1)
(η)

(r + 1)!

yr+1,

è η ëåæèò ìåæäó 0 è y, èëè

x∗ = x+

r
∑

k=1

(−1)
kF

(k)
[f(x)]

k!
[f(x)]k0 + (−1)

r+1F
(r+1)

(η)

(r + 1)!

[f(x)]r+1. (1.14)

Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ïîëîæèì:

F (k)
[f(x)] ≡ ak(x), ϕr(x) ≡ x+

r
∑

k=1

(−1)
kak(x)

k!
[f(x)]k. (1.15)

Óðàâíåíèå

x = ϕr(x)

èìååò êîðåíü x = x∗, òàê êàê

ϕr(x
∗
) = x∗ +

r
∑

k=1

(−1)
k ak(x

∗
)

k!
[f(x∗)]k = x∗.
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Ïîëîæèâ

xk+1 = ϕr(xk), k = 0, 1, . . . , x0 ∈ [a, b],

ïîëó÷èì èòåðàöèîííûé ìåòîä (r + 1)-ãî ïîðÿäêà, òàê êàê

ϕ(l)
r (x∗) = 0, l = 1, 2, . . . , r.

Ôóíêöèþ ϕr ìîæíî íàéòè â ÿâíîì âèäå ÷åðåç f è åå ïðîèçâîäíûå. Òàê êàê

x = F [f(x)], òî èìååì:

F ′
[f(x)]f ′

(x) = 1;

F ′′
[f(x)][f ′

(x)]2 + F ′
[f(x)]f ′′

(x) = 0;

F ′′′
[f(x)][f ′

(x)]3 + 3F ′′
[f(x)]f ′

(x)f ′′
(x) + F ′

[f(x)]f ′′′
(x) = 0,

. . .

èëè ñ ó÷åòîì òîæäåñòâ (1.15):

a1(x)f
′
(x) = 1;

a2(x)[f
′
(x)]2 + a1(x)f

′′
(x) = 0;

a3(x)[f
′
(x)]3 + 3a2(x)f

′
(x)f ′′

(x) + a1(x)f
′′′
(x) = 0,

. . .

Ïîýòîìó ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî íàéòè a1, a2, a3 è ò. ä. à, ñëåäîâàòåëüíî, è ϕr.

Ïðè r = 1:

ϕ1(x) = x− f(x)

f ′
(x)

è xk+1 = xk −
f(xk)

f ′
(xk)

, k = 0, 1, . . . ,

òî åñòü ìû ñíîâà ïîëó÷àåì ìåòîä Íüþòîíà.

Ïðè r = 2:

ϕ2(x) = x− f(x)

f ′
(x)

− f ′′
(x)f 2

(x)

2[f ′
(x)]3

è

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′
(xk)

− f ′′
(xk)f

2
(xk)

2[f ′
(xk)]3

, k = 0, 1, . . . , (1.16)

� ýòî ìåòîä ×åáûøåâà òðåòüåãî ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè.

Îöåíêà ïîãðåøíîñòè è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ëåãêî íàõîäÿòñÿ èç ðàâåíñòâà

(1.14). Ïîëàãàÿ â íåì x = xk è ó÷èòûâàÿ, ÷òî xk+1 = ϕr(xk), ïîëó÷èì

x∗ − xk+1 = (−1)
r+1F

(r+1)
[f(ξ)]

(r + 1)!

[f(xk)]
r+1, (1.17)

ãäå ξ ëåæèò ìåæäó x∗ è xk. Åñëè ïîëîæèòü

L = max

x∈[a,b]
|f ′

(x)|, Mr+1 = max

x∈[a,b]
|F (r+1)

[f(x)]|
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è ó÷åñòü, ÷òî

|f(xk)| = |f(xk)− f(x∗)| = |f ′
(η)||xk − x∗| ≤ L|xk − x∗|,

òî èç (1.17) èìååì

|x∗ − xk+1| ≤
Mr+1L

r+1

(r + 1)!

|xk − x∗|r+1
= q|xk − x∗|r+1, q =

Mr+1L
r+1

(r + 1)!

.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñõîäèìîñòü ñ ïîðÿäêîì (r + 1).

Ïðèìåð 1.6. Ïîëüçóÿñü ìåòîäàìè Íüþòîíà è ×åáûøåâà, íàéäåì òðè âåðíûõ

çíàêà êîðíÿ óðàâíåíèÿ ex − 1 = 0. Ñîãëàñíî �îðìóëàì (1.5) è (1.16) ïðè x0 = 1

èìååì:

x1 = 0,3679; x2 = 0,0600; x3 = 0,0012; x4 = 0,0000;

x1 = 0,1681; x2 = 0,0014; x3 = 0,0000;

ò. å. ìåòîä ×åáûøåâà ñõîäèòñÿ áûñòðåå, ÷åì ìåòîä Íüþòîíà.

� 1.12. Ìåòîä Ýéòêåíà ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèé âûñøèõ ïî-

ðÿäêîâ

Ýòîò ñïîñîá ïîçâîëÿåò èç äàííîé èòåðàöèè èëè èç äâóõ èòåðàöèé îäíîãî è òîãî

æå ïîðÿäêà ïîëó÷àòü èòåðàöèè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Ïóñòü èìåþòñÿ èòåðàöèè:

x
(1)
k = ϕ1(x

(1)
k−1), x

(2)
k = ϕ2(x

(2)
k−1), k = 1, 2, . . .

ïîðÿäêà r, ñõîäÿùèåñÿ ê x = x∗. Èñïîëüçóÿ �óíêöèè ϕ1 è ϕ2, ñòðîèì �óíêöèþ Φ:

Φ(x) =
xϕ1[ϕ2(x)]− ϕ1(x)ϕ2(x)

x− ϕ1(x)− ϕ2(x) + ϕ1[ϕ2(x)]
.

Òîãäà èòåðàöèè (ñì. [3, ò. 1, ñ. 480℄):

xk = Φ(xk−1), k = 1, 2, . . .

èìåþò ïîðÿäîê âûøå r, åñëè òîëüêî

[ϕ′

1(x
∗
)− 1][ϕ′

2(x
∗
)− 1] 6= 0.

Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîëîæèòü ϕ(x) = ϕ1(x) = ϕ2(x). Òîãäà

Φ(x) =
xϕ[ϕ(x)]− ϕ2

(x)

x− 2ϕ(x) + ϕ[ϕ(x)]
.
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Ïðè ðåàëèçàöèè èòåðàöèé ïîñòóïàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x1 = ϕ(x0), x2 = ϕ(x1), x3 =
x0x2 − x21

x0 − 2x1 + x2
= x0 −

(∆x0)
2

∆
2x0

,

ãäå ∆x0 = x1 − x0.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì:

x4 = ϕ(x3), x5 = ϕ(x4), x6 =
x3x5 − x24

x3 − 2x4 + x5
= x3 −

(∆x3)
2

∆
2x3

,

è ò. ä.

Èòàê, ïîëó÷àåì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ:

x3k+1 = ϕ(x3k), x3k+2 = ϕ(x3k+1), x3k+3 = x3k −
(∆x3k)

2

∆
2x3k

, k = 0, 1, . . . ,

ãäå

∆x3k = x3k+1 − x3k, ∆
2x3k = x3k+2 − 2x3k+1 + x3k.

Òî÷íî òàê æå, êàê ïî ϕ ñòðîèëàñü èòåðàöèÿ Φ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ìîæíî

ïî Φ ïîñòðîèòü èòåðàöèþ åùå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà è ò. ä.

� 1.13. �åøåíèå ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

�àññìîòðèì ñèñòåìó n íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé:































f1(x1, x2, . . . , xn) = 0;

f2(x1, x2, . . . , xn) = 0;

. . .

fn(x1, x2, . . . , xn) = 0.

Ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì ïî �îðìóëå Òåéëîðà, èìååì

fi(x1 +∆x1, . . . , xn +∆xn) =

= fi(x1, . . . , xn) + ∆x1
∂fi

∂x1
+ . . .+∆xn

∂fi

∂xn
+ . . . = 0, i = 1, . . . , n.

Îòñþäà, îãðàíè÷èâàÿñü ñëàãàåìûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïîëó÷àåì













∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

. . . ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

. . . ∂f2
∂xn

. . .
∂fn
∂x1

∂fn
∂x2

. . . ∂fn
∂xn

























∆x1

∆x2
.

.

.

∆xn













=













−f1
−f2
.

.

.

−fn













. (1.18)

Çàäàâàÿ íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x(0) = (x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n ) è ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó,

íàõîäèì ïðèðàùåíèÿ ∆x
(0)
i , i = 1, 2, . . . , n, è, êàê ñëåäñòâèå, ñ ïîìîùüþ ïåðåñ÷åòà

x(1) = x(0) +∆x(0)
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îáðàçóåì íîâûå ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ. Ïîâòîðíîå âûïîëíåíèå ýòèõ

âû÷èñëåíèé äàåò íàì ìåòîä Íüþòîíà äëÿ ñèñòåìû n íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ìàò-

ðèöà ñèñòåìû (1.18) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ßêîáè è îáîçíà÷àåòñÿ J(x1, . . . , xn). Åñ-

ëè íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå âûáðàíî äîñòàòî÷íî áëèçêî ê ðåøåíèþ è ìàòðèöà

ßêîáè íå âûðîæäåíà, òî ìåòîä Íüþòîíà äîëæåí ñõîäèòüñÿ êâàäðàòè÷íî.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò ìåòîä íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ ñèñòåìû äâóõ íåëèíåéíûõ

óðàâíåíèé:







f1(x1, x2) = 0;

f2(x1, x2) = 0.

Çäåñü ìåòîä Íüþòîíà ïðèíèìàåò âèä:

J

(

x
(k+1)
1 − x

(k)
1

x
(k+1)
2 − x

(k)
2

)

=

(

−f1(x1, x2)
−f2(x1, x2)

)(k)

, J =

(

∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

)

, k = 0, 1, . . .

èëè

(

x1

x2

)(k+1)

=

(

x1

x2

)(k)

− J−1

(

f1(x1, x2)

f2(x1, x2)

)(k)

, k = 0, 1, . . . ,

ãäå

J−1
=

1

|J |

(

∂f2
∂x2

− ∂f1
∂x2

− ∂f2
∂x1

∂f1
∂x1

)

, |J | = ∂f1

∂x1

∂f2

∂x2
− ∂f1

∂x2

∂f2

∂x1
.

Â ïîêîìïîíåíòíîé �îðìå èìååì



















x
(k+1)
1 = x

(k)
1 −

[ f1

|J |
∂f2

∂x2
− f2

|J |
∂f1

∂x2

](k)

;

x
(k+1)
2 = x

(k)
2 −

[ f2

|J |
∂f1

∂x1
− f1

|J |
∂f2

∂x1

](k)

, k = 0, 1, . . . .

(1.19)

Ïðèìåð 1.7. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó







f1(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0,

f2(x, y) = 4xy − 1 = 0

(1.20)

è íàéòè åå êîðíè ñ òî÷íîñòüþ äî 0,01.

Èòåðàöèîííûå �îðìóëû (1.19) ïðèíèìàþò âèä:



















xk+1 = xk −
0,5

x2k − y2k

[

xkf1(xk, yk)− 2ykf2(xk, yk)
]

,

yk+1 = yk −
0,5

x2k − y2k

[

− ykf1(xk, yk) + 2xkf2(xk, yk)
]

, k = 0, 1, . . . .

(1.21)

Óñëîâèå max(|xk+1−xk|, |yk+1−yk|) < 0,01 èñïîëüçóåì äëÿ ïðåêðàùåíèÿ èòåðàöèé.
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�èñ. 1.14. Èòåðàöèè ïî ìåòîäó Íüþòîíà äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.20)

Âûáèðàÿ íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå â òî÷êå (x0, y0) = (1,3;−0,9), ïî �îðìóëàì

(1.21) ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì:

x1 = 1,6443; x2 = 1,1059; x3 = 0,9748; x4 = 0,9660; (1.22)

y1 = 0,4307; y2 = 0,2931; y3 = 0,2608; y4 = 0,2588.

Îñòàëüíûå êîðíè ñèñòåìû (1.20) íàõîäÿòñÿ èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè. �èñ. 1.14

èëëþñòðèðóåò ñõîäèìîñòü ìåòîäà Íüþòîíà â ýòîì ïðèìåðå.

� 1.14. Çàäà÷è

1.1. �àññìîòðèòå ìåòîä õîðä êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé.

Ïîêàæèòå, ÷òî ìåòîä õîðä èìååò ëèíåéíóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.

1.2. Êàêóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èìååò ìîäè�èöèðîâàííûé ìåòîä Íüþòîíà?

1.3. Ïóñòü óðàâíåíèå f(x) = 0 íà îòðåçêå [a, b] èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü x∗

êðàòíîñòèm > 1 è f � äâàæäû äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ. Ïîêàæèòå, ÷òî òîãäà

ìåòîä Íüþòîíà ñõîäèòñÿ ëèíåéíî êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñî çíàìåíàòåëåì

(m− 1)/m.

1.4. Ïîëó÷èòå ðàñ÷åòíûå �îðìóëû äëÿ ìåòîäà ïàðàáîë è äîêàæèòå, ÷òî ýòîò

ìåòîä ñõîäèòñÿ ñî ñêîðîñòüþ p ≈ 1,84.

1.5. Óðàâíåíèå tg(x) = 1 + x òðåáóåòñÿ ðåøèòü ìåòîäîì ïðîñòîé èòåðàöèè.

Êàêîå èç ïðèâîäèìûõ âûðàæåíèé ïîäõîäèò äëÿ ýòîé öåëè:

à) x = −1 + tg(x); á) x = arctg(1 + x)?

1.6. Ïóñòü óðàâíåíèå f(x) = 0 èìååò íà îòðåçêå [a, b] åäèíñòâåííûé êîðåíü x∗

è f ′
(x) · f ′′

(x) > 0(< 0) äëÿ âñåõ x ∈ [a, b]. Ïîêàæèòå, ÷òî òîãäà ïðè x0 = b (= a)

èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñòðîåííàÿ ïî ìåòîäó Íüþòîíà, ìîíîòîííî

óáûâàåò (âîçðàñòàåò) è ñõîäèòñÿ ê êîðíþ x∗.
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 x

 y

 20

 30

 8

�èñ. 1.15. Çàäà÷à î äâóõ ëåñòíèöàõ, ïðèâîäÿùàÿ ê íåëèíåéíîìó óðàâíåíèþ.

1.7. Âûÿñíèòå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ óðàâíåíèÿ x2 − 9 = 0.

1.8. Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x) = 0 ðàññìîòðèì ìåòîä ðåëàêñàöèè

xk+1 = xk − τf(xk), k = 0, 1, . . . ,

ãäå τ = const � ïàðàìåòð ðåëàêñàöèè. Ïóñòü �óíêöèÿ f èìååò îãðàíè÷åííóþ è

çíàêîïîñòîÿííóþ ïðîèçâîäíóþ, ò. å. 0 < m < |f ′
(x)| < M . Íàéäèòå îïòèìàëüíîå

çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ðåëàêñàöèè τ, ïðè êîòîðîì ìåòîä ñõîäèòñÿ áûñòðåå âñåãî.

Ïîêàæèòå, ÷òî ìåòîä ðåëàêñàöèè èìååò ëèíåéíóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.

1.9. (Ñòàðèííàÿ çàäà÷à). Äâå ëåñòíèöû, îäíà â 20 ì, äðóãàÿ â 30 ì äëèíîé,

ïîñòàâëåíû ïîïåðåê óëèöû, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.15, è îïèðàþòñÿ ñâîèìè êîíöà-

ìè íà ïðîòèâîñòîÿùèå äîìà. Îïðåäåëèòü øèðèíó óëèöû, åñëè òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

ëåñòíèö íàõîäèòñÿ íà âûñîòå 8 ì íàä çåìëåé.

Ïîêàæèòå, ÷òî ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

y4 − 16y3 + 500y2 − 8000y + 32000 = 0

è òîãäà x =

√

400− y2.

1.10. Íàïèøèòå ðàñ÷åòíûå �îðìóëû ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ ñèñòåì:

à)







y = sin(x+ 1);

x2 + y2 = 1, x > 0, y > 0;

á)







y = (x− 0,5)2 + 0,5;

x2 + y2 = 1, x > 0, y > 0.

1.11. Îáîáùåíèå ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè íà ñëó÷àé ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé







x = ϕ1(x, y);

y = ϕ2(x, y).
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äàåòñÿ �îðìóëàìè:







xk+1 = ϕ1(xk, yk);

yk+1 = ϕ2(xk, yk).

Ïîêàæèòå, ÷òî äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ýòîãî ìåòîäà çàïèñûâàþòñÿ

â âèäå:

∣

∣

∣

∂ϕ1

∂x

∣

∣

∣
+

∣

∣

∣

∂ϕ2

∂x

∣

∣

∣
< 1 è

∣

∣

∣

∂ϕ1

∂y

∣

∣

∣
+

∣

∣

∣

∂ϕ2

∂y

∣

∣

∣
< 1.

Èññëåäóéòå âåðõíþþ ãðàíèöó âåëè÷èíû |x∗ − xk|+ |y∗ − yk|, ãäå (x∗, y∗) � òî÷íîå

ðåøåíèå ñèñòåìû.
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�ëàâà 2

Èíòåðïîëÿöèÿ

Â ýòîé ãëàâå ðàññìîòðåíû âîïðîñû èíòåðïîëÿöèè êëàññè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíà-

ìè Ëàãðàíæà è Íüþòîíà, èõ êóñî÷íûìè àíàëîãàìè, íàçûâàåìûìè ëàãðàíæåâûìè

ñïëàéíàìè, è íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûìè íà ïðàêòèêå êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè.

Ïîäðîáíî èçó÷àþòñÿ òàêèå ðàñïðîñòðàíåííûå êîíñòðóêöèè, êàê êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ

èíòåðïîëÿöèÿ è êóñî÷íî-êóáè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà. Ïîêàçàíî, êàê ñ ïîìî-

ùüþ ïðîñòûõ ïðèåìîâ ìîæíî ïîëó÷èòü ãëàäêèå àíàëîãè ëàãðàíæåâûõ ñïëàéíîâ,

èçâåñòíûå êàê ëîêàëüíî-àïïðîêñèìàöèîííûå ñïëàéíû. Õîòÿ îíè è íå îáëàäàþò

ñâîéñòâîì èíòåðïîëÿöèè, íî äàþò ïðàêòè÷åñêè òàêóþ æå òî÷íîñòü ïðèáëèæå-

íèÿ, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåðïîëÿöèîííûå ñïëàéíû. Öåíòðàëüíîå ìåñòî â

ãëàâå çàíèìàþò àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ,

èãðàþùèõ âàæíåéøóþ ðîëü â ïðàêòè÷åñêèõ ìåòîäàõ àïïðîêñèìàöèè ñïëàéíàìè.

Äîñòàòî÷íûå äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé ñâîéñòâà ãëàäêîñòè òàêèõ ñïëàéíîâ ñî÷åòà-

þòñÿ ñ ïðîñòîòîé èõ êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè è âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïîëó÷àåìûõ

ðåçóëüòàòîâ.

� 2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè

Ïóñòü �óíêöèÿ f îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a, b] è çàäàíà òàáëèöåé ÷èñåë (xi, fi),

i = 0, 1, . . . , N , ãäå fi = f(xi), à òî÷êè xi îáðàçóþò óïîðÿäî÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü a = x0 < x1 < . . . < xN = b.

Òèïè÷íàÿ çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè ñîñòîèò â ïîèñêå ëåãêî âû÷èñëèìîé �óíêöèè

PN èç çàäàííîãî êëàññà �óíêöèé òàêîé, ÷òî ãðà�èê PN ïðîõîäèò ÷åðåç èñõîä-

íûå äàííûå, ò. å. PN(xi) = fi, i = 0, 1, . . . , N , ãäå òî÷êè xi íàçûâàþòñÿ óçëàìè

èíòåðïîëÿöèè.

Èñòîðè÷åñêè òðàäèöèîííûì è íàèáîëåå ïðîñòûì ñïîñîáîì ðåøåíèÿ çàäà÷è

èíòåðïîëÿöèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà PN ñòåïåíè

N , îáðàçîâàííîãî ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé N + 1 ìîíîìîâ 1, x, . . . , xN .

Óñëîâèÿ èíòåðïîëÿöèè:

PN(xi) =

N
∑

j=0

ajx
j
i = fi, i = 0, 1, . . . , N (2.1)
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ðàâíîñèëüíû ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé













1 x0 . . . xN0

1 x1 . . . xN1
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 xN . . . xNN

























a0

a1
.

.

.

aN













=













f0

f1
.

.

.

fN













. (2.2)

Ìàòðèöà ñèñòåìû (2.2) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé Âàíäåðìîíäà, à åå îïðåäåëèòåëü

� îïðåäåëèòåëåì Âàíäåðìîíäà. Òàê êàê xi 6= xj ïðè i 6= j, òî îïðåäåëèòåëü Âàí-

äåðìîíäà D =

∏

0≤i<j≤N(xj − xi) îòëè÷åí îò íóëÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (2.2)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ýòî äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü

èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè ≤ N . Òåì íå ìåíåå ïðÿìîå ðåøåíèå ñè-

ñòåìû (2.2), âîîáùå ãîâîðÿ, íåöåëåñîîáðàçíî, òàê êàê îáû÷íî ìàòðèöà ñèñòåìû

(2.2) (ñ ¾ïî÷òè¿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè ñòðîêàìè) ïëîõîîáóñëîâëåíà. Äëÿ âû÷èñëå-

íèÿ çíà÷åíèé èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà ãîðàçäî áîëåå ý��åêòèâíûì îêàçû-

âàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå èíòåðïîëÿöèîííûõ �îðìóë Ëàãðàíæà èëè Íüþòîíà, ïîç-

âîëÿþùèõ âûïèñàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (2.2) â ÿâíîì âèäå.

� 2.2. Èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà

LN (x) =

N
∑

j=0

fjlj(x), (2.3)

ãäå �óíäàìåíòàëüíûå ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà lj èìåþò âèä:

lj(x) =
(x− x0) . . . (x− xj−1)(x− xj+1) . . . (x− xN)

(xj − x0) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xN)
, j = 0, 1, . . . , N

èëè â áîëåå êîìïàêòíîé �îðìå çàïèñè:

lj(x) =

ωN(x)

(x− xj)ω
′

N(xj)
, j = 0, 1, . . . , N, (2.4)

ωN(x) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xN )

è îáëàäàþò ñâîéñòâîì

lj(xi) =







1, åñëè i = j,

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

�ðà�èê �óíäàìåíòàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà lj ïðè öåëî÷èñëåííîé ñåòêå óçëîâ èíòåð-

ïîëÿöèè xi = i, i = 0, 1, . . . , 10 (N = 10) èçîáðàæåí íà ðèñ. 2.1.
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�èñ. 2.1. Ôóíäàìåíòàëüíûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà ñ öåëî÷èñëåííûìè óçëàìè.

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî

LN(xi) = fi, i = 0, 1, . . . , N.

Â ñèëó �îðìóë (2.3) è (2.4) ÷èñëî àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, òðåáóþùèõñÿ äëÿ

âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà, ïðîïîðöèîíàëüíî N2
.

Ëåììà 2.1. Ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà ñòåïåíè N òî÷åí íà ìíîãî÷ëåíàõ ñòå-

ïåíè íå âûøå N , ò. å. äëÿ âñÿêîãî ìíîãî÷ëåíà Pk ñòåïåíè k ≤ N ñïðàâåäëèâî

òîæäåñòâî

Pk(x) =

N
∑

j=0

Pk(xj)lj(x), 0 ≤ k ≤ N.

Äîêàçàòåëüñòâî.Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ íà ìîíî-

ìàõ, ò. å. äîêàçàòü òîæäåñòâà

xk ≡
N
∑

j=0

xkj lj(x), k = 0, 1, . . . , N.

Òàê êàê ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè N

Fk,N(x) = xk −
N
∑

j=0

xkj lj(x), 0 ≤ k ≤ N,

èìååò N + 1 íóëåé: Fk,N(xi) = 0, i = 0, . . . , N , òî ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû îí

òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Ëåììà äîêàçàíà.

Îöåíèì òåïåðü òî÷íîñòü èíòåðïîëÿöèè ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà.
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Òåîðåìà 2.1. Åñëè �óíêöèÿ f ∈ CN+1
[a, b], òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ [a, b] íàéäåòñÿ

òî÷êà ξx ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî

f(x)− LN(x) =
1

(N + 1)!

f (N+1)
(ξx)ωN(x). (2.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç òî÷åê èíòåðïîëÿöèè, òî ðàâåí-

ñòâî (2.5) î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì ïîýòîìó, ÷òî x îòëè÷íî îò óçëà èíòåðïîëÿöèè

è ðàññìîòðèì �óíêöèþ

Φ(x) = f(x)− LN (x)− CωN(x),

ãäå ïîñòîÿííàÿ C áåðåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî Φ(x) = 0,

ò. å. C = [f(x)− LN (x)]ω
−1
N (x).

Òàê êàê �óíêöèÿ Φ èìååò N + 2 íóëÿ, òî, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ òåîðåìó

�îëëÿ [30℄, ïîëó÷àåì, ÷òî �óíêöèÿ Φ
(N+1)

èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí íóëü,

ñêàæåì ξx, íà (a, b). Òîãäà

Φ
(N+1)

(ξx) = f (N+1)
(ξx)− C(N + 1)! =

= f (N+1)
(ξx)− (N + 1)!

f(x)− LN (x)

ωN(x)
= 0,

îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (2.5). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 2.1. Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) = sin x èíòåðïîëèðóåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Ëàã-

ðàíæà â 10 òî÷êàõ íà îòðåçêå [0, 1]. Îöåíèòü îøèáêó ïðèáëèæåíèÿ.

�åøåíèå. Ïðèìåíèì òåîðåìó 2.1. Î÷åâèäíî, ÷òî |f (9)
(ξx)| ≤ 1 è òàê êàê |(x−

x0) . . . (x− x9)| ≤ 1, òî ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (2.5),

| sinx− L10(x)| ≤
1

10!

< 2,8 · 10−7.

Ïóñòü Lk,0 è Lk,1 � èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà äëÿ äàííûõ

(xi, fi) ïðè i = 0, 1, . . . , k − 1 è i = 1, 2, . . . , k ñîîòâåòñòâåííî.

Ëåììà 2.2. Ñïðàâåäëèâà ðåêóððåíòíàÿ �îðìóëà Ýéòêåíà

Lk,0(x) =
xk − x

xk − x0
Lk−1,0(x) +

x− x0

xk − x0
Lk−1,1(x), k = 1, 2, . . . , N. (2.6)

ÄîêàçàòåëüñòâîÌíîãî÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè �îðìóëû (2.6) èìååò ñòåïåíü ≤ k

è èíòåðïîëèðóåò äàííûå (xi, fi), i = 0, 1, . . . , k. Òàê êàê ðàçíîñòü äâóõ èíòåðïîëÿ-

öèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè k èìåëà áû k + 1 íóëåé è, ñëåäîâàòåëüíî, áûëà

áû òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ, òî òàêîé èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí åäèíñòâåí

è îí ñîâïàäàåò ñ èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà Lk ≡ Lk,0. Ëåììà

äîêàçàíà.
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� 2.3. Èíòåðïîëÿöèîííûå ìíîãî÷ëåíû Íüþòîíà

�àññìîòðèì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Ëàãðàíæà äðóãîãî

âèäà:

Lk(x) = Lk−1(x) + ck(x− x0) . . . (x− xk−1), k = 1, 2, . . . , N.

Â ñèëó óñëîâèÿ èíòåðïîëÿöèè Lk(xk) = fk, çäåñü

ck =

fk − Lk(xk)

(xk − x0) . . . (xk − xk−1)
= f [x0, . . . , xk].

Äàííîå îáîçíà÷åíèå îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ðàçäåëåííîé ðàçíîñòüþ ïîðÿäêà k. Â ÷àñ-

òíîñòè, ïðè k = 0 ïîëàãàåòñÿ c0 = f [x0] ≡ f0. Òàêèì îáðàçîì,

Lk(x) = Lk−1(x) + f [x0, . . . , xk](x− x0) . . . (x− xk−1). (2.7)

Òàê êàê, ñîãëàñíî �îðìóëàì (2.3) è (2.4),

Lk(x) =

k
∑

j=0

fj
ωk(x)

(x− xj)ω
′

k(xj)
, (2.8)

òî, ñðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè xk â �îðìóëàõ (2.7) è (2.8), ïðèõîäèì ê ñîîò-

íîøåíèþ

f [x0, . . . , xk] =

k
∑

j=0

fj

ω′

k(xj)
. (2.9)

Ïóñòü (i0, i1, . . . , ik) � íåêîòîðàÿ ïåðåñòàíîâêà öåëûõ ÷èñåë (0, 1, . . . , k). Òàê êàê

f [xi0 , . . . , xik ] =

k
∑

j=0

fij

ω′

k(xij )
=

k
∑

j=0

fj

ω′

k(xj)
= f [x0, . . . , xk],

òî ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê èõ àðãóìåíòîâ.

Ôîðìóëó Ýéòêåíà (2.6) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Lk+1(x) = Lk(x) +
x− x0

xk − x0
[Lk,1(x)− Lk,0(x)]. (2.10)

Òàê êàê:

Lk,0(x) = f1 + f [x1, x2](x− x1) + . . .

. . .+ f [x1, . . . , xk−1, x0](x− x1) . . . (x− xk−1),

Lk,1(x) = f1 + f [x1, x2](x− x1) + . . .

. . .+ f [x1, . . . , xk−1, xk](x− x1) . . . (x− xk−1),

òî, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé îòíîñèòåëüíî ïå-

ðåñòàíîâîê èõ àðãóìåíòîâ, ïîëó÷àåì

Lk,1(x)− Lk,0(x) = (f [x1, . . . , xk]− f [x0, . . . , xk−1])(x− x1) . . . (x− xk−1).
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â �îðìóëó (2.10) è ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò

ñ ðàâåíñòâîì (2.7), ïðèõîäèì ê ðåêóððåíòíîé �îðìóëå

f [x0, . . . , xk] =
f [x1, . . . , xk]− f [x0, . . . , xk−1]

xk − x0
.

Ñóììèðóÿ ðàâåíñòâà (2.7) ïî k îò 1 äî N , ïîëó÷àåì èíòåðïîëÿöèîííóþ �îðìó-

ëó Íüþòîíà:

LN (x) = L1(x) +

N
∑

k=1

f [x0, . . . , xk]ωk−1(x)

èëè

LN (x) = c0 + c1(x− x0) + . . .+ cN(x− x0) . . . (x− xN−1), (2.11)

ãäå

c0 = f [x0] ≡ f0,

ck =

f [x1, . . . , xk]− f [x0, . . . , xk−1]

xk − x0
, k = 1, 2, . . . , N. (2.12)

�àññìîòðèì ìíîãî÷ëåí Íüþòîíà, êîòîðûé èíòåðïîëèðóåò �óíêöèþ f â òî÷êàõ

x0, . . . , xN , t, ãäå t 6= xi, i = 0, 1, . . . , N . Òîãäà, ñîãëàñíî �îðìóëå (2.11),

LN+1(x) = LN (x) + f [x0, . . . , xN , t]ωN(x). (2.13)

Òàê êàê LN+1(t) = f(t), òî, ïîëàãàÿ â ðàâåíñòâå (2.13) x = t, ïîëó÷àåì

f(t)− LN(t) = f [x0, . . . , xN , t]ωN(t). (2.14)

Ñðàâíèâàÿ ýòó �îðìóëó ñ ðàâåíñòâîì (2.5), äåëàåì âûâîä

f [x0, . . . , xN , x] =
1

(N + 1)!

f (N+1)
(ξx).

Åñëè ïîëîæèòü x = xN+1 è N = n − 1, òî ýòó �îðìóëó ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñèì-

ìåòðè÷íîì âèäå:

f [x0, . . . , xn] =
f (n)

(ξ)

n!
(2.15)

äëÿ íåêîòîðîãî ξ ∈ [x0, xn]. Îòìåòèì, ÷òî åñëè f � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè N âèäà

(2.11), òî:

f [x0, . . . , xn, x] =



















ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè N − n− 1, åñëè n < N − 1,

cN , åñëè n = N − 1,

0, åñëè n > N − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðàâåíñòâà ëåãêî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïî èíäóêöèè.

Ïðè ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçîâàíèå èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëå-

íîâ Íüþòîíà çíà÷èòåëüíî óäîáíåå è ýêîíîìè÷íåå, ÷åì àíàëîãè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Ëàãðàíæà. Ïðè ïîÿâëåíèè äîïîëíèòåëüíîé òî÷êè èíòåðïîëÿöèè â âûðàæåíèå äëÿ

èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Íüþòîíà íàäî äîáàâèòü ëèøü îäíî ñëàãàåìîå â

òî âðåìÿ êàê ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà íàäî ïåðåñ÷èòûâàòü ïîëíîñòüþ.
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� 2.4. Îáîáùåííàÿ ñõåìà �îðíåðà

Ôîðìàëüíî äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ l-é ïðîèçâîäíîé èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíî-

ãî÷ëåíà Íüþòîíà L
(l)
N , 0 ≤ l ≤ N ïðè x = z, ãäå z � íåêîòîðîå çàäàííîå ÷èñëî,

ìîæíî ðàññìîòðåòü â ðàâåíñòâå (2.11) çàìåíó x = y+z, ãäå y � íîâàÿ ïåðåìåííàÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ x = y + z â ðàâåíñòâî (2.11) è ïðèâîäÿ ïîäîáíûå, ïîëó÷àåì

LN (y + z) = A0 + A1y + . . .+ ANy
N ,

ãäå Al = L
(l)
N (z)/l!, l = 0, 1, . . . , N .

Îáðàòíîé ïîäñòàíîâêîé y = x− z íàõîäèì

LN(x) = A0 + A1(x− z) + . . .+ AN(x− z)N . (2.16)

Íàñ èíòåðåñóåò, îäíàêî, íàèáîëåå ýêîíîìè÷íûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé

èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Íüþòîíà è åãî ïðîèçâîäíûõ, èçâåñòíûé êàê ìå-

òîä ðàññòàíîâêè ñêîáîê èëè ñõåìà �îðíåðà.

Â �îðìóëå (2.11) ââåäåì ïåðåîáîçíà÷åíèå ai,0 = ci, i = 0, 1, . . . , N è ïåðåïèøåì

ìíîãî÷ëåí LN â âèäå

LN (x) ≡ PN,0(x) = a0,0 +

N
∑

i=1

ai,0 ωi−1(x). (2.17)

Ïóòåì ðàññòàíîâêè ñêîáîê ïðåäñòàâëåíèå (2.17) ïðåîáðàçóåì ê âèäó

PN,0(x) = a0,0 + (x− x0)(a1,0 + . . .

. . .+ (x− xN−2)(aN−1,0 + (x− xN−1)aN,0) . . .). (2.18)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà PN,0 â òî÷êå x = z îáðàçóåì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ÷èñåë:

aN,1 = aN,0,

ai,1 = ai,0 + (z − xi)ai+1,1, i = N − 1, . . . , 0. (2.19)

Èç �îðìóë (2.18) è (2.19) ñëåäóåò, ÷òî LN(z) ≡ PN,0(z) = a0,1. Äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ çíà÷åíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü òîëüêî N

óìíîæåíèé è N ñëîæåíèé.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ ìíîãî÷ëåíà Íüþòîíà ðàññìîòðèì ìíî-

ãî÷ëåíû:

PN,j(x) = aj,j +

N
∑

i=j+1

ai,jωi−j−1(x) = aj,j + (x− x0)(aj+1,j + . . .

. . .+ (x− xN−j−2)(aN−1,j + (x− xN−j−1)aN,j) . . .),

j = 0, 1, . . . , N. (2.20)
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Ïîëîæèì:

aN,j+1 = aN,j,

ai,j+1 = ai,j + (z − xi−j)ai+1,j+1, i = N − 1, . . . , j. (2.21)

Èç �îðìóë (2.20) è (2.21) ñëåäóåò, ÷òî PN,j(z) = aj,j+1 (0 ≤ j ≤ N) è äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà PN,j â òî÷êå x = z òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü òîëüêî N − j

óìíîæåíèé è N − j ñëîæåíèé.

Ëåììà 2.3. Ïîëîæèì PN,N ≡ 0. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

PN,j(x) = PN,j(z) + (x− z)PN,j+1(x), j = 0, 1, . . . , N. (2.22)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì i = N − j. Ïðè i = 0 ðàâåíñòâî (2.22) î÷åâèäíî,

òàê êàê ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (2.20) èìååì PN,N(x) = PN,N(z) = aN,N . Ïóñòü ðàâåí-

ñòâî (2.22) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ i = 0, 1, . . . , N − j′, ãäå j < j′ ≤ N . Ïîêàæåì, ÷òî îíî

ñïðàâåäëèâî è ïðè i = N − j. Ïîëüçóÿñü �îðìóëàìè (2.21), ïîëó÷àåì:

PN,j(z) + (x− z)PN,j+1(x) =

= aj,j+1 + (x− z)
(

aj+1,j+1 +

N
∑

i=j+2

ai,j+1ωi−j−2(x)
)

=

= aj,j+1 + (x− x0 + x0 − z)aj+1,j+1 + (x− z)

N
∑

i=j+2

ai,j+1ωi−j−2(x) =

= aj,j + (x− x0)aj+1,j+1 + (x− z)

N
∑

i=j+2

ai,j+1ωi−j−2(x) =

= aj,j + (x− x0)
(

aj+1,j+1 + (x− z)
(

aj+2,j+1 +

N
∑

i=j+3

ai,j+1ωi−j−2(x)
))

=

= aj,j + (x− x0)(aj+1,j + . . .+ (x− xN−j−2)(aN−1,j+1 +

+(x− xN−j−1 + xN−j−1 − z)aN,j+1) . . .) = PN,j(x).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïîñëåäîâàòåëüíî äè��åðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (2.22) è ïîëàãàÿ j = 0 è x = z,

ïîëó÷àåì

P
(k)
N,0(z) = k!PN,k(z), k = 0, 1, . . . , N.

Òàê êàê LN ≡ PN,0, òî ðàâåíñòâî (2.16) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

LN (x) = PN,0(z) + (x− z)PN,1(z) + . . .+ (x− z)NPN,N(z),

ãäå PN,j(z) = aj,j+1, j = 0, 1, . . . , N è aN,N+1 = aN,0.
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Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü LN � ìíîãî÷ëåí âèäà (2.11) è òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

çíà÷åíèå åãî ïðîèçâîäíîé L
(l)
N (z), 0 ≤ l ≤ N .

Ïåðåîáîçíà÷èì ak,0 = ck, k = 0, . . . , N è îáðàçóåì ìíîãî÷ëåíû

PN,j(x) = ajj +

N
∑

i=j+1

aijωi−j−1(x), j = 0, 1, . . . , l,

êîý��èöèåíòû êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëàì:

aN,j+1 = aN,0,

ai,j+1 = aij + (x− xi−j)ai+1,j+1, i = N − 1, . . . , j.

Òîãäà

L
(l)
N (z)/l! = PN,l(z) = al,l+1, 0 ≤ l ≤ N.

Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì ìîæåò áûòü ëåãêî çàïðîãðàììèðîâàí. Ïðèâåäåì �ðàã-

ìåíòû ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîãðàììû íà ÿçûêå Ìàòëàá. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ

äâà ìàññèâà äàííûõ x è f êàæäûé äëèíû n+1. Âíà÷àëå, ñîãëàñíî �îðìóëå (2.12),

âû÷èñëÿåì ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè:

for i = 1 : n + 1 a(i) = f(i); end

for i = 1 : n

for j = n+ 1 : −1 : i+ 1

a(j) = (a(j)−a(j−1))/(x(j)−x(j− i));
end

end

Âû÷èñëåíèå ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé ìîæåò áûòü âûïîëíåíî è äðóãèì ïóòåì:

a(n + 1) = f(n+ 1);

for i = n : −1 : 1

a(i) = f(i);

for j = i+ 1 : n+ 1

a(j) = (a(j)−a(j−1))/(x(j)−x(i));
end

end

Òåïåðü äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ L
(l)
N (z), 0 ≤ l ≤ N ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ

ñëåäóþùèìè öèêëàìè:
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for i = 1 : n+ 1 d(i) = a(i); end

k = 1;

for i = 1 : l + 1

if (i > 1) k = k ∗ (i− 1); end

if (i < n+ 1)

for j = n : −1 : i

d(j) = d(j)+(z−x(j−i+1))∗d(j+1);

end

end

end

vnewn = k ∗ d(l + 1);

Îòìåòèì, ÷òî åñëè xi = 0 äëÿ âñåõ i, òî ìíîãî÷ëåí LN â ðàâåíñòâå (2.11) ïðèíèìàåò

âèä LN (x) = c0+c1x+. . .+cNx
N
è îïèñàííûé àëãîðèòì ñâîäèòñÿ ê îáùåèçâåñòíîìó

àëãîðèòìó ñèíòåòè÷åñêîãî äåëåíèÿ.

Ïðèìåð 2.2. Ôóíêöèÿ f(x) = 1/(1+x2) çàäàíà ñâîèìè çíà÷åíèÿìè â òàáë. 2.1.

Ïî äàííûì òàáë. 2.1 ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííûé êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Íüþòî-

íà L3. Ïî ñõåìå �îðíåðà âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ L3(1,5) è L
′

3(1,5). Îöåíèòü ïîãðåø-

íîñòü ïîëó÷åííûõ àïïðîêñèìàöèé.

Òàáëèöà 2.1

i xi fi

0 -1 0,5

1 0 1,0

2 1 0,5

3 2 0,2

�åøåíèå. Ïî äàííûì òàáë. 2.1, ïîëüçóÿñü �îðìóëàìè (2.12), ïîñòðîèì âíà-

÷àëå òàáë. 2.2 ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé.

Òàáëèöà 2.2

xi fi f [xi, xi+1] f [xi, xi+1, xi+2] f [xi, . . . , xi+3]

-1 0,5

0 1,0 0,5

1 0,5 -0,5 -0,5

2 0,2 -0,3 0,1 0,2

Ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (2.11), èíòåðïîëÿöèîííûé êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Íüþòîíà

L3 ïðèíèìàåò âèä:

L3(x) = c0 + c1(x− x0) + c2(x− x0)(x− x1) +
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+c3(x− x0)(x− x1)(x− x3) =

= 0,5 + 0,5(x+ 1)− 0,5(x+ 1)x+ 0,2(x+ 1)x(x− 1).

Ââîäÿ ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ai,0 = ci, i = 0, . . . , 3, ïåðåïèøåì ìíîãî÷ëåí L3 â âèäå:

L3(x) ≡ P3,0(x) = a0,0 + (x− x0)(a1,0 + (x− x1)(a2,0 + (x− x2)a3,0)) =

= 0,5 + (x+ 1)(0,5 + x(−0,5 + (x− 1)0,2)).

Çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà P3,0 â òî÷êå z = 1, 5 íàõîäèì ïî ñõåìå �îðíåðà:

a3,1 = a3,0 = 0,2;

a2,1 = a2,0 + (z − x2)a3,1 = −0,5 + 0,5 · 0,2 = −0,4;

a1,1 = a1,0 + (z − x1)a2,1 = 0,5 + 1,5(−0,4) = −0,1;

a0,1 = a0,0 + (z − x0)a1,1 = 0,5 + 2,5(−0,1) = 0,25.

Òàêèì îáðàçîì, L3(1,5) ≡ P3,0(1,5) = 0,25.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé L′

3(1,5) âûïèøåì ìíîãî÷ëåí

P3,1(x) = a1,1 + (x− x0)(a2,1 + (x− x1)a3,1) =

= −0,1 + (x+ 1)(−0,4 + x · 0,2).

Âû÷èñëåíèÿ îïÿòü ïðîâîäèì ïî ñõåìå �îðíåðà:

a3,2 = a3,1 = 0,2;

a2,2 = a2,1 + (z − x1)a3,2 = −0,4 + 1,5 · 0,2 = −0,1;

a1,2 = a1,1 + (z − x0)a2,2 = −0,1 + 2,5(−0,1) = −0,35.

Ñëåäîâàòåëüíî, L′

3(1,5) = P3,1(1,5) = −0,35.

Äëÿ �óíêöèè f(x) = 1/(1 + x2) íàõîäèì ïîãðåøíîñòü ïîëó÷åííûõ àïïðîêñè-

ìàöèé:

f(1,5)− L3(1,5) = 0,30769− 0,25 = 0,05769,

f ′
(1,5)− L′

3(1,5) = −0,28402 + 0,35 = 0,06598.

� 2.5. Ñõîäèìîñòü èíòåðïîëÿöèîííîãî ïðîöåññà

Âûáîð ìíîãî÷ëåíîâ â êà÷åñòâå àïïàðàòà àïïðîêñèìàöèè �óíêöèé îáû÷íî ìî-

òèâèðóåòñÿ ñëåäóþùåé èçâåñòíîé òåîðåìîé Âåéåðøòðàññà.

Òåîðåìà 2.3. Åñëè f � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ íà îòðåçêå [a, b], òî äëÿ âñÿêîãî

ε > 0 ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí PN ñòåïåíè N = N(ε) òàêîé, ÷òî

max

a≤x≤b
|f(x)− PN(x)| < ε.
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�èñ. 2.2. Èíòåðïîëÿöèÿ �óíêöèè �óíãå (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ìíîãî÷ëåíàìè 5-é (øòðèõîâàÿ

ëèíèÿ) è 20-é (øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) ñòåïåíåé ïî ðàâíîîòñòîÿùèì óçëàì. ×åðíûìè

òî÷êàìè è êðóæêàìè óêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ìíîãî÷ëåíàì òî÷êè èíòåðïîëÿöèè.

Íàñ èíòåðåñóåò, îäíàêî, çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè è, â ÷àñòíîñòè, ñõîäèìîñòü èí-

òåðïîëÿöèîííîãî ïðîöåññà, ò. å. åñëè f � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ íà [a, b] è âûïîëíÿ-

þòñÿ óñëîâèÿ èíòåðïîëÿöèè PN (xi) = f(xi), i = 0, 1, . . . , N , òî áóäåò ëè ïðè N →
∞ ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ âåëè÷èíà maxa≤x≤b |f(x)− PN (x)|?

Ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåðû, êîãäà ñõîäèìîñòè íåò. Íàèáîëåå èçâåñòíûì ÿâëÿ-

åòñÿ ïðèìåð �óíãå. Ïóñòü �óíêöèÿ �óíãå f(x) = 1/(1 + 25x2) èíòåðïîëèðóåòñÿ

íà îòðåçêå [−1, 1] ìíîãî÷ëåíîì PN ïî ðàâíîîòñòîÿùèì óçëàì xi = −1 + 2i/N ,

i = 0, 1, . . . , N . Òîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

lim

N→∞

max

0,726...≤|x|<1
|f(x)− PN(x)| = ∞.

�èñ. 2.2 èëëþñòðèðóåò ðàñõîäèìîñòü èíòåðïîëÿöèîííîãî ïðîöåññà äëÿ ïðèìåðà

�óíãå. Íà ðèñ. 2.2 èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí P20 âáëèçè êîíöîâ îòðåçêà [−1, 1]

ñóùåñòâåííî îòêëîíÿåòñÿ îò èíòåðïîëèðóåìîé �óíêöèè. Îñöèëëÿöèè ñòðåìÿòñÿ

ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè âîçðàñòàíèè N .

Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò Ôàáåðà (ñì. [?℄).

Òåîðåìà 2.4. Äëÿ âñÿêîé çàäàííîé ñèñòåìû óçëîâ èíòåðïîëÿöèè

a ≤ x
(N)
0 < x

(N)
1 < . . . < x

(N)
N ≤ b (N ≥ 0) (2.23)

ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ íà [a, b] �óíêöèÿ f òàêàÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïî ýòîé ñèñòåìå óçëîâ íå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî

ê f ïðè N → ∞.

Ñõîäèìîñòü èíòåðïîëÿöèîííîãî ïðîöåññà ìîæíî, îäíàêî, îáåñïå÷èòü çà ñ÷åò

ñïåöèàëüíîãî âûáîðà óçëîâ èíòåðïîëÿöèè.

Òåîðåìà 2.5 (ñì. [?℄). Åñëè f � íåïðåðûâíàÿ íà [a, b] �óíêöèÿ, òî ñóùåñòâó-

åò òàêàÿ ñèñòåìà óçëîâ èíòåðïîëÿöèè âèäà (2.23), ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ PN ïî ýòîé ñèñòåìå ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f ,

ò. å.

lim

N→∞

max

a≤x≤b
|PN(x)− f(x)| = 0.

Ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì øèðîêèì, ÷òîáû äëÿ íåãî

ñóùåñòâîâàëà åäèíñòâåííàÿ òàáëèöà óçëîâ, îáåñïå÷èâàþùàÿ ðàâíîìåðíóþ ñõîäè-

ìîñòü èíòåðïîëÿöèîííîãî ïðîöåññà äëÿ âñåõ �óíêöèé ìíîæåñòâà. Â êà÷åñòâå ãà-

ðàíòèðóþùåé ñõîäèìîñòü ê �óíêöèè ñ îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé ñèñòåìû óçëîâ

èíòåðïîëÿöèè îáû÷íî âûáèðàþòñÿ íóëè ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà:

xj =
a + b

2

+

b− a

2

cos

π[2(N − j) + 1]

2(N + 1)

, j = 0, 1, . . . , N.

Ïðîáëåìà ñõîäèìîñòè èíòåðïîëÿöèîííîãî ïðîöåññà, îäíàêî, êàê ïðàâèëî, èñ÷åçàåò

ïðè ïåðåõîäå ê èíòåðïîëÿöèè êóñî÷íûìè ìíîãî÷ëåíàìè Ëàãðàíæà, íàçûâàåìûìè

ëàãðàíæåâûìè ñïëàéíàìè.

� 2.6. Êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ëàãðàíæåâà ñïëàéíà, âñåãäà ãàðàíòèðóþùåãî ñõîäè-

ìîñòü èíòåðïîëÿöèîííîãî ïðîöåññà ê èíòåðïîëèðóåìîé �óíêöèè, ÿâëÿåòñÿ êóñî÷-

íî-ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íà îòðåçêå [xi, xi+1], i = 0, 1, . . . , N − 1

èìååì èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà ïåðâîé ñòåïåíè

Li,1(x) = fi
xi+1 − x

hi
+ fi+1

x− xi

hi
, hi = xi+1 − xi. (2.24)

Òàêèì îáðàçîì, íà âñåì îòðåçêå [a, b] èìååì íàáîð èç N èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî-

÷ëåíîâ Ëàãðàíæà ïåðâîé ñòåïåíè, îáðàçóþùèõ ëàãðàíæåâ ñïëàéí ïåðâîé ñòåïå-

íè.

Ìíîæåñòâî ëîìàíûõ ñ óçëàìè íà ðàçáèåíèè ∆ : a = x0 < x1 < . . . < xN = b

îáîçíà÷èì ÷åðåç S1(∆). Î÷åâèäíî, ÷òî ýëåìåíòàìè ýòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ

óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâîé ñòåïåíè, ñîñòûêîâàííûõ ìåæäó ñîáîé

â óçëàõ ñåòêè ∆ òàêèì îáðàçîì, ÷òî îíè îáðàçóþò íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ. Îáû÷-

íûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà S1(∆) è èõ óìíîæåíèÿ íà âåùåñò-

âåííûå ÷èñëà äàþò ýëåìåíòû òîãî æå ìíîæåñòâà, êîòîðîå, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåò-

ñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

45



�èñ. 2.3. Áàçèñíûé ñïëàéí ïåðâîé ñòåïåíè ñ óçëàìè íà öåëî÷èñëåííîé ñåòêå.

Êàæäûé èç N ñîñòàâëÿþùèõ ëîìàíóþ S ìíîãî÷ëåíîâ èìååò äâà êîý��èöè-

åíòà, ÷òî â ñîâîêóïíîñòè äàåò 2N ïàðàìåòðîâ. Âû÷èòàÿ èç ýòîãî ÷èñëà N − 1

îãðàíè÷åíèé ñòûêîâêè ñîñåäíèõ ìíîãî÷ëåíîâ, çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ëè-

íåéíîãî ïðîñòðàíñòâà S1(∆) ðàâíà N + 1. Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ èíòåðïîëÿöèè

S(xi) = fi, i = 0, 1, . . . , N îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ëîìàíóþ Sf , êîòîðàÿ ñîâïàäàåò

ñ ëàãðàíæåâûì ñïëàéíîì ïåðâîé ñòåïåíè: Sf ≡ Li,1 íà [xi, xi+1], i = 0, 1, . . . , N−1.

Â ïðîñòðàíñòâå S1(∆) ïîñòðîèì áàçèñ èç �óíêöèé ñ êîíå÷íûìè íîñèòåëÿìè

ìèíèìàëüíîé äëèíû. Ñ ýòîé öåëüþ ðàñøèðèì ñåòêó ∆, äîáàâèâ òî÷êè x−1 < a è

xN+1 > b. Áàçèñíûå ñïëàéíû (ñîêðàùåííî Â-ñïëàéíû) ïåðâîé ñòåïåíè îïðåäåëèì

ïî �îðìóëå (ðèñ. 2.3 äëÿ ñëó÷àÿ öåëî÷èñëåííîé ñåòêè)

Bj,1(x) =



















x− xj
hj

, xj ≤ x < xj+1;

xj+2 − x
hj+1

, xj+1 ≤ x < xj+2;

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

(2.25)

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèè-êðûøè Bj,1 îáëàäàþò ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè:

Bj,1(x)







> 0, åñëè xj < x < xj+2;

≡ 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

N−1
∑

j=−1

Bj,1(x) ≡ 1 äëÿ x ∈ [a, b].

Òåîðåìà 2.6.Ôóíêöèè Bj,1, j = −1, 0, . . . , N−1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû è îáðàçó-

þò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå S1(∆).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. íàéäóòñÿ íå âñå ðàâíûå íóëþ

ïîñòîÿííûå ci òàêèå, ÷òî

c−1B−1,1(x) + . . .+ cN−1BN−1,1(x) ≡ 0 äëÿ x ∈ [a, b].

Ôóíêöèè Bj,1 èìåþò êîíå÷íûå íîñèòåëè. Ïîýòîìó ñ ó÷åòîì �îðìóëû (2.25) íà

îòðåçêå [xi, xi+1] èìååì

N−1
∑

j=−1

cjBj,1(x) = ci−1Bi−1,1(x) + ciBi,1(x) = ci−1
xi+1 − x

hi
+ ci

x− xi

hi
= 0.

Ïîëàãàÿ çäåñü x = xi è x = xi+1, ïîëó÷àåì ci−1 = ci = 0. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ,

íàõîäèì, ÷òî âñå ci ðàâíû íóëþ.

Òàê êàê �óíêöèè Bj,1 ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà S1(∆) è ÷èñëî èõ

ðàâíî ðàçìåðíîñòè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, òî îíè îáðàçóþò â íåì áàçèñ. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Ïðèìåð 2.3. Ôóíêöèÿ f ïðèáëèæàåòñÿ íà îòðåçêå [a, b] ñ ïîìîùüþ êóñî÷íî-

ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ïî óçëàì xi = a + i(b − a)/N , i = 0, 1, . . . , N , ïðè÷åì

îøèáêè îêðóãëåíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé f íå ïðåâûøàþò çàäàííîãî ε > 0.

Ñêîëüêî íóæíî âçÿòü óçëîâ èíòåðïîëÿöèè, ÷òîáû îáåñïå÷èòü òî÷íîñòü ïðèáëèæå-

íèÿ E (ε < E)?

�åøåíèå. Ïóñòü f(xi) = ¯fi + εi, i = 0, 1, . . . , N , ãäå εi � îøèáêà îêðóãëåíèÿ.

Ïîëîæèì h = (b− a)/N . Ñîãëàñíî �îðìóëå (2.24), íà ïîäîòðåçêå [xi, xi+1] èìååì

|f(x)− Li,1(x)| =

∣

∣

∣
f(x)− ¯fi

xi+1 − x

h
+

¯fi+1
x− xi

h

∣

∣

∣
=

=

∣

∣

∣
f(x)− f(xi)

xi+1 − x

h
− f(xi+1)

x− xi

h
+

+εi
xi+1 − x

h
+ εi+1

x− xi

h

∣

∣

∣
.

Ïîëüçóÿñü òåïåðü �îðìóëîé (2.5) äëÿ N = 1, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

|f(x)− Li,1(x)| ≤ 1

2

(xi+1 − x)(x− xi)|f ′′
(ξx)|+max(|εi|, |εi+1|) ≤

≤ h2

8

M + ε ≤ E, M = max

a≤x≤b
|f ′′

(x)|.

Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà

1

8

(b− a

N

)2

M ≤ E − ε èëè N ≥ b− a

4

(

2M

E − ε

)1/2

.

Ïðèìåð 2.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðèìåðà 2.3. Ïðè êàêîì ÷èñëå óçëîâ

èíòåðïîëÿöèè îøèáêà ïðèáëèæåíèÿ f ′
íà [a, b] áóäåò ìèíèìàëüíîé?

�åøåíèå. Ñîãëàñíî �îðìóëå (2.24) íà îòðåçêå [xi, xi+1] èìååì

f ′
(x)− L′

i,1(x) = f ′
(x)−

¯fi+1 − ¯fi

h
=
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= f ′
(x)− f(xi+1)− f(xi)

h
+

εi+1 − εi

h
.

Ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì ïî �îðìóëå Òåéëîðà, ïîëó÷àåì:

f(xi) = f(x) + f ′
(x)(xi − x) + f ′′

(ξ1)
(xi − x)2

2

, ξ1 ∈ (xi, x),

f(xi+1) = f(x) + f ′
(x)(xi+1 − x) + f ′′

(ξ2)
(xi+1 − x)2

2

, ξ2 ∈ (x, xi+1).

Îòñþäà

f(xi+1)− f(xi)

h
= f ′

(x) + f ′′
(ξ2)

(xi+1 − x)2

2h
− f ′′

(ξ1)
(xi − x)2

2h
,

÷òî äàåò îöåíêó

∣

∣

∣
f ′
(x)− f(xi+1)− f(xi)

h

∣

∣

∣
≤ (x− xi)

2
+ (xi+1 − x)2

2h
max

xi≤x≤xi+1

|f ′′
(x)|.

Òîãäà

|f ′
(x)− L′

i,1(x)| ≤ h

2

max

xi≤x≤xi+1

|f ′′
(x)|+ |εi|+ |εi+1|

h
≤

≤ h

2

M +

2ε

h
= ϕ(h, ε).

Ôóíêöèÿ ϕ äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïî ïåðåìåííîé h â òî÷êå ϕ′
(h, ε) = 0, îòêóäà

h = 2(ε/M)
1/2
. Ïîýòîìó îïòèìàëüíîå ÷èñëî óçëîâ ñåòêè äîëæíî áûòü ðàâíî ìè-

íèìàëüíîìó öåëîìó ÷èñëó N ≥ (M/ε)1/2(b− a)/2.

� 2.7. Èíòåðïîëÿöèÿ êóáè÷åñêèìè ëàãðàíæåâûìè

ñïëàéíàìè

Òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè ìîæíî ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü, ïåðåéäÿ ê èíòåðïîëÿ-

öèè êóñî÷íûìè ìíîãî÷ëåíàìè Ëàãðàíæà áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé: êóñî÷íî-êâàäðà-

òè÷åñêèìè, êóñî÷íî-êóáè÷åñêèìè è ò. ä. Íà ïðàêòèêå íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíû

êóñî÷íî-êóáè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà. Â ýòîì ñëó÷àå â ïðåäïîëîæåíèè íàëè-

÷èÿ äàííûõ (xi, fi), i = −1, 0, . . . , N + 1 íà êàæäîì èç ïîäîòðåçêîâ [xi, xi+1],

i = 0, 1, . . . , N − 1 áåðåòñÿ îòäåëüíûé êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà:

Li,3(x) =

i+2
∑

j=i−1

fj
ωi−1,3(x)

(x− xj)ω
′

i−1,3(xj)
, ωi−1,3(x) =

i+2
∏

j=i−1

(x− xj). (2.26)

Â öåëîì íà îòðåçêå [a, b] èìååì íàáîð èç N êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Ëàãðàíæà,

îáðàçóþùèõ íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ, íàçûâàåìóþ êóáè÷åñêèì ëàãðàíæåâûì ñïëà-

éíîì. Åñëè äàííûå (xj , fj), j = −1, N+1 îòñóòñòâóþò, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü ìíî-

ãî÷ëåí L1,3 íà îòðåçêå [x0, x2] è LN−2,3 � íà [xN−2, xN ]. Ïðè ýòîì, îäíàêî, òî÷íîñòü

àïïðîêñèìàöèè íà îòðåçêàõ [x0, x1] è [xN−1, xN ] íåñêîëüêî ñíèæàåòñÿ (ñì. [13℄).
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Ïîëüçóÿñü �îðìóëîé (2.5) äëÿ N = 3, íà îòðåçêå [xi, xi+1] èìååì

|f(x)− Li,3(x)| ≤
1

4!

|ωi−1,3(x)| max

xi−1≤x≤xi+2

|f (4)
(x)| ≤ 9

384

¯h4‖f (4)‖C[a,b], (2.27)

ãäå

¯h = maxi hi è ‖f‖C[a,b] = maxa≤x≤b |f(x)|.
Ê ñîæàëåíèþ, íà ðåäêîé ñåòêå ãðà�èê êóáè÷åñêîãî ëàãðàíæåâà ñïëàéíà ìîæåò

èìåòü èçëîìû, òàê êàê ïðîèçâîäíûå ñîñåäíèõ ìíîãî÷ëåíîâ íå ñîñòûêîâàíû ìåæäó

ñîáîé. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ñëó÷àé ðàâíîìåðíîé ñåòêè (hi = h äëÿ âñåõ i),

êîãäà âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ êóáè÷åñêîãî ëàãðàíæåâà ñïëàéíà îêàçûâàåòñÿ íåïðå-

ðûâíîé.

Çàïèøåì äâà ñîñåäíèõ êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà:

Li−1,3(x) = fi−1 + f [xi−1, xi](x− xi−1) +

+f [xi−1, xi, xi+1](x− xi−1)(x− xi) +

+f [xi−2, xi−1, xi, xi+1](x− xi−1)(x− xi)(x− xi+1),

Li,3(x) = fi−1 + f [xi−1, xi](x− xi−1) +

+f [xi−1, xi, xi+1](x− xi−1)(x− xi) +

+f [xi−1, xi, xi+1, xi+2](x− xi−1)(x− xi)(x− xi+1).

Áåðÿ ðàçíîñòü ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ, èìååì

Li,3(x)− Li−1,3(x) = θi,4(x− xi−1)(x− xi)(x− xi+1), (2.28)

ãäå θi,4 = (xi+2 − xi−2)f [xi−2, . . . , xi+2].

Äè��åðåíöèðóÿ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî è ïîëàãàÿ x = xi, íàõîäèì

L′

i,3(xi)− L′

i−1,3(xi) = −hi−1hiθi,4,

L′′

i,3(xi)− L′′

i−1,3(xi) = (hi−1 − hi)θi,4.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè hi−1 = hi èìååì L′′

i−1,3(xi) = L′′

i,3(xi). Îòñþäà ñëåäóåò íåïðå-

ðûâíîñòü âòîðîé ïðîèçâîäíîé êóáè÷åñêîãî ëàãðàíæåâà ñïëàéíà íà ðàâíîìåðíîé

ñåòêå ∆.

Ïðèìåíèì ïðîñòûå ïðèåìû, ÷òîáû ïîêàçàòü êàê ìîæíî ãëàäêî ñîñòûêîâàòü

ìåæäó ñîáîé ñîñåäíèå êóáè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà äëÿ ïîëó÷åíèÿ êðèâîé

êëàññà C2
, îáåñïå÷èâàþùåé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè O(h

4
).

� 2.8. Ëîêàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ êóáè÷åñêèìè

ñïëàéíàìè

Íà îòðåçêå [xi, xi+1], i = 0, 1, . . . , N − 1 ðàññìîòðèì ¾ïîäïðàâëåííûé¿ êóáè÷å-

ñêèé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà:

Si,3(x) = Li,3(x) + Ci,1(x− xi)
3
+ Ci,2(xi+1 − x)3.
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Ïîòðåáóåì, ÷òîáû:

S
(r)
i−1,3(xi − 0) = S

(r)
i,3 (xi + 0), r = 0, 1, 2, i = 1, 2, . . . , N − 1. (2.29)

Áåðÿ ðàçíîñòü ñîñåäíèõ ìíîãî÷ëåíîâ Si,3 è Si−1,3 è ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (2.28),

èìååì

Si,3(x)− Si−1,3(x) = θi,4(x− xi−1)(x− xi)(x− xi+1) +

+(Ci,1 + Ci−1,2)(x− xi)
3
+ Ci,2(xi+1 − x)3 − Ci−1,1(x− xi−1)

3.

Îòñþäà, ñîãëàñíî óñëîâèÿì (2.29), ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé



















h3i−1Ci−1,1 − h3iCi,2 = 0;

3h2i−1Ci−1,1 + 3h2iCi,2 = −hi−1hiθi,4;

3hi−1Ci−1,1 − 3hiCi,2 = (hi−1 − hi)θi,4.

(2.30)

Óðàâíåíèÿ ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû (2.30) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè.

Ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå:

Ci−1,1 = − h2i θi,4

3hi−1(hi−1 + hi)
, Ci,2 =

(hi−1

hi

)3

Ci−1,1.

Òàêèì îáðàçîì, íà îòðåçêå [xi, xi+1] ãëàäêèé êóáè÷åñêèé ëàãðàíæåâ ñïëàéí

ïðèíèìàåò âèä:

Si,3(x) = Li,3(x)−
h2i+1θi+1,4

3hi(hi + hi+1)
(x− xi)

3 − h2i−1θi,4

3hi(hi−1 + hi)
(xi+1 − x)3. (2.31)

Ôîðìóëà (2.31) èñïîëüçóåò øåñòü òî÷åê èñõîäíûõ äàííûõ (xj , fj), j = i −
2, . . . , i + 3 è ïîýòîìó íåñêîëüêî ñëîæíåå â ïðèìåíåíèè, ÷åì îáû÷íûé êóáè÷å-

ñêèé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà. Ñâîéñòâî èíòåðïîëÿöèè ïîòåðÿíî. Âìåñòî íåãî èìååò

ìåñòî ñâîéñòâî ëîêàëüíîé àïïðîêñèìàöèè. Ïîêàæåì, îäíàêî, ÷òî òî÷íîñòü ïðè-

áëèæåíèÿ �àêòè÷åñêè ñîõðàíÿåòñÿ.

Ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (2.14), �îðìóëó (2.31) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

f(x)− Si,3(x) = f [xi−1, . . . , xi+2, x]ωi−1,4(x) +
h2i+1θi+1,4

3hi(hi + hi+1)
(x− xi)

3
+

+

h2i−1θi,4

3hi(hi−1 + hi)
(xi+1 − x)3 =

=

[

ωi−1,4(x) +
h2i+1(xi+3 − xi−1)

3hi(hi + hi+1)
(x− xi)

3
+

h2i−1(xi+2 − xi−2)

3hi(hi−1 + hi)
×

×(xi+1 − x)3
]

f [xi−1, . . . , xi+2, ξ], ξ ∈ [xi−2, xi+3].

50



Îòñþäà äëÿ x ∈ [xi, xi+1] èìååì îöåíêó:

|f(x)− Si,3(x)| ≤
[

t2(1− t)2 +
2

3

]

¯h4i max

xi−2≤ξ≤xi+3

|f [xi−1, . . . , xi+2, ξ]| ≤

≤ 35

48

¯h4i max

xi−2≤ξ≤xi+3

|f [xi−1, . . . , xi+2, ξ]|, ¯hi = max

|i−j|≤2
hj .

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (2.15), ýòó îöåíêó ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü â âèäå

|f(x)− Si,3(x)| ≤
[

t2(1− t)2 +
2

3

]¯h4i
24

M ≤ 35

1152

¯h4M, (2.32)

ãäå M = ‖f (4)‖C[a,b].

Ñðàâíèâàÿ òåïåðü îöåíêè (2.27) è (2.32), äåëàåì âûâîä, ÷òî ïåðåõîä îò èí-

òåðïîëÿöèè êóáè÷åñêèì ëàãðàíæåâûì ñïëàéíîì ê ëîêàëüíîé àïïðîêñèìàöèè íå

ïðèâîäèò ê ïîòåðå òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ (ïî ñðàâíåíèþ ñ îöåíêîé (2.27) êîí-

ñòàíòà â îöåíêå (2.32) óâåëè÷èâàåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî).

Èçëîæåíèå îáùèõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ ëîêàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé äëÿ ñïëàé-

íîâ ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè äàåòñÿ â ðàáîòå [13℄.

� 2.9. Èíòåðïîëÿöèîííûé êóáè÷åñêèé ñïëàéí

Âåñüìà ý��åêòèâíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè ÿâëÿåòñÿ ïî-

ñòðîåíèå èíòåðïîëÿöèîííîãî êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà. Äîñòàòî÷íûå äëÿ ìíîãèõ ïðè-

ëîæåíèé ñâîéñòâà ãëàäêîñòè òàêèõ ñïëàéíîâ ñî÷åòàþòñÿ ñ ïðîñòîòîé èõ êîìïüþ-

òåðíîé ðåàëèçàöèè è âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ôóíêöèÿ S íàçûâàåòñÿ êóáè÷åñêèì ñïëàéíîì, åñëè:

à) íà êàæäîì îòðåçêå [xi, xi+1] �óíêöèÿ S ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì,

ò. å.

S(x) ≡ Si(x) = ai,0 + ai,1(x− xi) + ai,2(x− xi)
2
+ ai,3(x− xi)

3

äëÿ x ∈ [xi, xi+1], i = 0, 1, . . . , N − 1;

á) ñîñåäíèå ìíîãî÷ëåíû ãëàäêî ñîñòûêîâàíû ìåæäó ñîáîé:

S
(r)
i−1(xi − 0) = S

(r)
i (xi + 0), i = 1, 2, . . . , N − 1, r = 0, 1, 2.

Êóáè÷åñêèé ñïëàéí S íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûì, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì:

S(xi) = fi, i = 0, 1, . . . , N.

Òî÷êè ñòûêîâêè xi, i = 1, 2, . . . , N − 1, ñîñòàâëÿþùèõ ñïëàéí S ñîñåäíèõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ, íàçûâàþòñÿ óçëàìè ñïëàéíà. Îíè ìîãóò íå ñîâïàäàòü ñ òî÷êàìè èí-

òåðïîëÿöèè. Óçëû ñïëàéíà ìîãóò òàêæå èìåòü ðàçëè÷íóþ êðàòíîñòü â çàâèñèìî-

ñòè îò ÷èñëà ñîïðÿãàåìûõ ïðîèçâîäíûõ. Â ÷àñòíîñòè, óçåë xi èìååò êðàòíîñòü ki
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(0 ≤ ki ≤ 3), åñëè â ýòîé òî÷êå ðàçðûâíû ki ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ ñïëàéíà (ïðî-

èçâîäíûå ñîñåäíèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñîïðÿãàþòñÿ â ýòîì óçëå äî ïîðÿäêà 3−ki). Çäåñü
ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûå íà ïðàêòèêå ñïëàéíû

ñ ïðîñòûìè óçëàìè (êðàòíîñòè 1).

Ìíîæåñòâî êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåíèþ 2.1, îáîçíà-

÷èì ÷åðåç S3(∆). Î÷åâèäíî, ÷òî îíî ñîñòîèò èç óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ êóáè-

÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, ãëàäêî ñîñòûêîâàííûõ ìåæäó ñîáîé òàê, ÷òî îíè îáðàçóþò

äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìóþ �óíêöèþ. Îáû÷íûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ

ýëåìåíòîâ èç S3(∆) è èõ óìíîæåíèÿ íà âåùåñòâåííûå ÷èñëà äàþò îïÿòü ýëåìåíòû

ìíîæåñòâà S3(∆), êîòîðîå, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Êàæäûé èç N ñîñòàâëÿþùèõ êóáè÷åñêèé ñïëàéí S ìíîãî÷ëåíîâ èìååò 4 êî-

ý��èöèåíòà, ÷òî â ñîâîêóïíîñòè äàåò 4N ïàðàìåòðîâ. Èç ýòîãî ÷èñëà ñëåäóåò

âû÷åñòü 3(N − 1) îãðàíè÷åíèé ãëàäêîñòè. Ïîýòîìó ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî S3(∆)

èìååò ðàçìåðíîñòü N+3. Âû÷èòàÿ òåïåðü N+1 óñëîâèé èíòåðïîëÿöèè, ïîëó÷àåì

äâà ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðà, êîòîðûå îáû÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ îãðàíè÷å-

íèé íà çíà÷åíèÿ ñïëàéíà è åãî ïðîèçâîäíûõ íà êîíöàõ îòðåçêà [a, b] (èëè âáëèçè

êîíöîâ). Ýòè îãðàíè÷åíèÿ íàçûâàþòñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Ñóùåñòâóåò íåñêîëü-

êî ðàçëè÷íûõ âèäîâ êðàåâûõ óñëîâèé, èç êîòîðûõ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè

ÿâëÿþòñÿ òàêèå òèïû:

1. îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñïëàéíà:

S ′
(x0) = f ′

0 è S ′
(xN ) = f ′

N ;

2. îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ñïëàéíà:

S ′′
(x0) = f ′′

0 è S ′′
(xN ) = f ′′

N ;

3. ïåðèîäè÷åñêèå êðàåâûå óñëîâèÿ:

S(r)
(x0) = S(r)

(xN ), r = 0, 1, 2;

4. òîæäåñòâåííîå ñîâïàäåíèå áëèæàéøèõ ê êîíöàì îòðåçêà [a, b] ñîñåäíèõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ: S0(x) ≡ S1(x) è SN−2(x) ≡ SN−1(x), ò. å. S
′′′
(xi − 0) = S ′′′

(xi + 0),

i = 1, N − 1.

Âûïîëíåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ óñëîâèé åñòåñòâåííî òðåáîâàòü â ïðåäïî-

ëîæåíèè, ÷òî èíòåðïîëèðóåìàÿ �óíêöèÿ f � ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì b− a.

� 2.10. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî

êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà S ′′
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé êóñî÷íî-

ëèíåéíîé �óíêöèåé. Ïîýòîìó, ïîëàãàÿMi = S ′′
(xi), i = 0, 1, . . . , N è hi = xi+1−xi,
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i = 0, 1, . . . , N − 1, ìîæíî çàïèñàòü

S ′′
(x) ≡ S ′′

i (x) =Mi
xi+1 − x

hi
+Mi+1

x− xi

hi
, x ∈ [xi, xi+1]. (2.33)

Ïîâòîðíîå èíòåãðèðîâàíèå �îðìóëû (2.33) äàåò âûðàæåíèå äëÿ êóáè÷åñêîãî

ìíîãî÷ëåíà Si, ñîäåðæàùåå äâå ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ:

Si(x) =Mi
(xi+1 − x)3

6hi
+Mi+1

(x− xi)
3

6hi
+ Ci,1(xi+1 − x) + Ci,2(x− xi). (2.34)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà ïîñëåäîâàòåëüíî x = xi è x = xi+1 è èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ

èíòåðïîëÿöèè Si(xi) = fi è Si(xi+1) = fi+1, íàõîäèì:

Mi
h2i
6

+ Ci,1hi = fi, Mi+1
h2i
6

+ Ci,2hi = fi+1.

Âûðàæàÿ èç ýòèõ óðàâíåíèé ïîñòîÿííûå Ci,1 è Ci,2 è ïîäñòàâëÿÿ èõ â �îðìóëó

(2.34), ïîëó÷àåì �îðìóëó êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà íà ïîäîòðåçêå [xi, xi+1]:

Si(x) = Mi
(xi+1 − x)3

6hi
+Mi+1

(x− xi)
3

6hi
+

(

fi −Mi
h2i
6

)xi+1 − x

hi
+

+

(

fi+1 −Mi+1
h2i
6

)x− xi

hi
. (2.35)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ Mi, i = 0, 1, . . . , N èñïîëüçóåì

íåïðåðûâíîñòü ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñïëàéíà S ′
. Ñîãëàñíî �îðìóëå (2.35), èìååì

S ′

i(x) = −Mi
(xi+1 − x)2

2hi
+Mi+1

(x− xi)
2

2hi
−
(fi

hi
−Mi

hi

6

)

+

+

(fi+1

hi
−Mi+1

hi

6

)

. (2.36)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà x = xi, íàõîäèì

S ′

i(xi + 0) = −Mi
hi

3

−Mi+1
hi

6

+ f [xi, xi+1].

Âûðàæåíèå äëÿ S ′

i−1 ïîëó÷èì, çàìåíÿÿ â �îðìóëå (2.36) èíäåêñ i íà i − 1.

Ïîäñòàâëÿÿ â íåãî x = xi, èìååì

S ′

i−1(xi − 0) =Mi−1
hi−1

6

+Mi
hi−1

3

+ f [xi−1, xi].

Òåïåðü èç óñëîâèÿ S ′

i−1(xi − 0) = S ′

i(xi + 0), i = 1, 2, . . . , N − 1, ïîëó÷àåì ïðè

îáîçíà÷åíèè δif = f [xi, xi+1]− f [xi−1, xi] ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

hi−1Mi−1 + 2(hi−1 + hi)Mi + hiMi+1 = 6δif, i = 1, 2, . . . , N − 1. (2.37)

Ñèñòåìà (2.37) ÿâëÿåòñÿ íåäîîïðåäåëåííîé, òàê êàê ñîäåðæèò N−1 óðàâíåíèé

äëÿ íàõîæäåíèÿ N + 1 íåèçâåñòíûõ. Äëÿ çàìûêàíèÿ ýòîé ñèñòåìû èñïîëüçóåì

ïðèâåäåííûå â � 2.9 êðàåâûå óñëîâèÿ.
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Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (2.33) è (2.36), ìîæíî ïåðåïèñàòü ïåðå÷èñëåííûå â ðàç-

äåëå 2.9 êðàåâûå óñëîâèÿ â âèäå:

1. 2M0 +M1 =
6

h0
(f [x0, x1]− f ′

0),

MN−1 + 2MN =

6

hN−1
(f ′

N − f [xN−1, xN ]);

2. M0 = f ′′

0 è MN = f ′′

N ;

3. fN+i = fi, MN+i =Mi, hN+i = hi äëÿ âñåõ i;

4.

Mi+1 −Mi

hi
=

Mi −Mi−1

hi−1
, i = 1, N − 1.

Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (2.37) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè òè-

ïîâ 1�4 ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Íàéäÿ ýòî ðåøåíèå, çàòåì âû÷èñëåíèÿ ïðîâî-

äèì ïî �îðìóëå (2.35).

� 2.11. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

�àññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ðåçóëüòèðóþùèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåèçâåñòíûõ Mi, i = 0, 1, . . . , N .

1. Äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé ïåðâîãî òèïà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:

















2h0 h0 0 . . . 0

h0 2(h0 + h1) h1 . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . hN−2 2(hN−2 + hN−1) hN−1

0 . . . 0 hN−1 2hN−1

































M0

M1

.

.

.

MN−1

MN

















=
¯b, (2.38)

ãäå

¯b =
(

6(f [x0, x1]− f ′

0), 6δ1f, . . . , 6δN−1f, 6(f
′

N − f [xN−1, xN ])
)T

è âåðõíèé èíäåêñ

T îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ.

2. Äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé âòîðîãî òèïà ñèñòåìà îòëè÷àåòñÿ ëèøü ïåðâûì è ïî-

ñëåäíèì óðàâíåíèÿìè:

















1 0 0 . . . 0

h0 2(h0 + h1) h1 . . . 0
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . hN−2 2(hN−2 + hN−1) hN−1

0 . . . 0 0 1

































M0

M1

.

.

.

MN−1

MN

















=
¯b, (2.39)

ãäå

¯b = (f ′′

0 , 6δ1f, . . . , 6δN−1f, f
′′

N)
T
.

3. Äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ êðàåâûõ óñëîâèé óðàâíåíèå (2.37) ìîæíî çàïèñàòü òàê-

æå äëÿ i = N (èëè i = 0), ò. å.

hN−1MN−1 + 2(hN−1 + hN )MN + hNMN+1 = 6δNf. (2.40)
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Òàê êàê fN+i = fi, MN+i =Mi, i = 0, 1 è hN = h0, òî

f [xN , xN+1] =
fN+1 − fN

hN
=

f1 − f0

h0
= f [x0, x1]

è óðàâíåíèå (2.40) ïðèíèìàåò âèä:

h0M1 + hN−1MN−1 + 2(hN−1 + h0)MN = 6(f [x0, x1]− f [xN−1, xN ]).

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé













2(h0 + h1) h1 0 . . . h0

h1 2(h1 + h2) h2 . . . 0
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.

.

.

.

.
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.
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.

.

.

.

.

.

h0 . . . 0 hN−1 2(hN−1 + h0)

























M1

M2

.

.

.

MN













=
¯b, (2.41)

ãäå

¯b =
(

6δ1f, . . . , 6δN−1f, 6(f [x0, x1]− f [xN−1, xN ])
)T
.

4. Äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé ÷åòâåðòîãî òèïà èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:

















h1 −(h0 + h1) h0 . . . 0

h0 2(h0 + h1) h1 . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . hN−2 2(hN−2 + hN−1) hN−1

0 . . . hN−1 −(hN−2 + hN−1) hN−2

































M0

M1

.

.

.

MN−1

MN

















=
¯b, (2.42)

ãäå

¯b = (0, 6δ1f, . . . , 6δN−1f, 0)
T
.

Ñèñòåìû (2.38), (2.39) è (2.41) èìåþò òðåõäèàãîíàëüíûå è ¾ïî÷òè¿ òðåõäèàãî-

íàëüíûå ìàòðèöû. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü äëÿ èõ ðåøåíèÿ îïèñûâàåìûå íèæå

ý��åêòèâíûå àëãîðèòìû òèïà òðåõòî÷å÷íîé ïðîãîíêè. ×òîáû ïîëó÷èòü ñèñòåìó

ñ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé òèïà 4, ñëåäóåò ïðåäâà-

ðèòåëüíî èñêëþ÷èòü èç ñèñòåìû (2.42) íåèçâåñòíûå M0 è MN .

Åñëè èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.42), óìíîæåííîãî íà h1, âû÷åñòü ïåðâîå

óðàâíåíèå, óìíîæåííîå íà h0, òî ðåçóëüòèðóþùåå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä:

(h0 + 2h1)(h0 + h1)M1 + (h21 − h20)M2 = 6h1δ1f.

Àíàëîãè÷íî, åñëè èç ïðåäïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.42), óìíîæåííîãî

íà hN−2, âû÷åñòü ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, óìíîæåííîå íà hN−1, òî ïîëó÷àåì óðàâ-

íåíèå

(h2N−2 − h2N−1)MN−2 + (2hN−2 + hN−1)(hN−2 + hN−1)MN−1 = 6hN−2δN−1f.

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òðåõäèàãîíàëüíîé

ìàòðèöåé:
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h0 + 2h1 h1 − h0 . . . 0

h1 2(h1 + h2) . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . hN−2 − hN−1 2hN−2 + hN−1

























M1

M2

.

.

.

MN−1













=
¯b, (2.43)

ãäå

¯b = (6λ0δ1f, 6δ2f, . . . , 6µN−1δN−1f)
T
ïðè îáîçíà÷åíèÿõ λ0 = h1/(h0 + h1) è

µN−1 = hN−2/(hN−2 + hN−1).

� 2.12. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

�àññìîòðèì âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåì (2.38),

(2.39), (2.41) è (2.43). Ýòè ñèñòåìû èìåþò åäèíñòâåííûå ðåøåíèÿ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ìàòðèöû ýòèõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = {aij}ni,j=1 íàçûâàåòñÿ ìàòðè-

öåé ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ri = |aii| −
n
∑

j=1

j 6=i

|aij| ≥ 0, i = 1, 2, . . . .n. (2.44)

Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ñî ñòðîãèì äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì, åñ-

ëè íåðàâåíñòâà (2.44) ÿâëÿþòñÿ ñòðîãèìè.

Òåîðåìà 2.7 (Êðèòåðèé ðåãóëÿðíîñòè Àäàìàðà). Ìàòðèöà ñî ñòðîãèì äèà-

ãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì íåâûðîæäåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. ìàòðèöà A ñî ñòðîãèì äèà-

ãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé. Â ýòîì ñëó÷àå det(A) = 0 è

îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ax = 0 èëè

n
∑

j=1

aijxj = 0, i = 1, 2, . . . , n,

èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå x = (x1, . . . , xn)
T
.

Òîãäà ìîæíî íàéòè òàêîå k, ÷òî |xk| ≥ |xi|, i = 1, 2, . . . , n. Èç k-ãî óðàâíåíèÿ

îäíîðîäíîé ñèñòåìû íàõîäèì:

|akk| |xk| ≤
n
∑

j=1

j 6=k

|akj| |xj| ≤ |xk|
n
∑

j=1

j 6=k

|akj|.

Îòñþäà

|akk| ≤
n
∑

j=1

j 6=k

|akj|,
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÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î ñòðîãîì äèàãîíàëüíîì ïðåîáëàäàíèè ìàòðè-

öû A. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñèñòåìû (2.38), (2.39), (2.41) è (2.43) èìåþò ìàòðèöû

ñî ñòðîãèì äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì. Â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé òèïà 1 èç

ñèñòåìû (2.38) èìååì:



















r0 = 2h0 − h0 = h0 > 0;

ri = 2(hi−1 + hi)− hi−1 − hi = hi−1 + hi > 0, i = 1, 2, . . . , N − 1;

rN = 2hN−1 − hN−1 = hN−1 > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà ýòîé ñèñòåìû èìååò ñòðîãîå äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå.

Äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé òèïîâ 2 è 3 èç âèäà óðàâíåíèé (2.39) è (2.41) òàêæå

äåëàåì âûâîä î íàëè÷èè ñòðîãîãî äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ. Â ñëó÷àå êðàåâûõ

óñëîâèé òèïà 4 âûâîä î íàëè÷èè ñòðîãîãî äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ ïîëó÷èì,

àíàëèçèðóÿ ìàòðèöó ñèñòåìû (2.43):



















r1 = h0 + 2h1 − |h1 − h0| > 0;

ri = 2(hi−1 + hi)− hi−1 − hi = hi−1 + hi > 0, i = 2, 3, . . . , N − 2;

rN−1 = 2hN−2 + hN−1 − |hN−2 − hN−1| > 0.

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû 2.7 òåïåðü ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ñèñòåìû (2.38), (2.39),

(2.41) è (2.43) èìåþò åäèíñòâåííûå ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëî-

âèé òèïîâ 1�4 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èíòåðïîëÿöèîííûé êóáè÷åñêèé ñïëàéí

S, óäîâëåòâîðÿþùèé ëþáîìó èç ýòèõ òèïîâ êðàåâûõ óñëîâèé.

� 2.13. Ìåòîä òðåõòî÷å÷íîé ïðîãîíêè

�àññìîòðèì ý��åêòèâíûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, èìå-

þùèõ òðåõäèàãîíàëüíûå ìàòðèöû ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì. Ïðèâîäèìûé

íèæå àëãîðèòì íîñèò íàçâàíèå ìåòîäà òðåõòî÷å÷íîé ïðîãîíêè è ÿâëÿåòñÿ ñïå-

öèàëüíûì ñëó÷àåì ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ �àóññà. Èìåÿ â âèäó ñèñòåìû ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèå ïðè ïîñòðîåíèè èíòåðïîëÿöèîííîãî êóáè÷åñêîãî ñïëàé-

íà ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè òèïîâ 1, 2 èëè 4, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ëèíåéíóþ

ñèñòåìó:

















b1 c1 0 . . . 0

a2 b2 c2 . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . an−1 bn−1 cn−1

0 . . . 0 an bn

































x1

x2
.

.

.

xn−1

xn

















=

















d1

d2
.

.

.

dn−1

dn

















. (2.45)
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×òîáû íà÷àòü èñêëþ÷åíèå, ðàçäåëèì ïåðâîå óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû íà äèà-

ãîíàëüíûé ýëåìåíò b1 è èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ p1 = c1/b1 è q1 = d1/b1. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî ìû èñêëþ÷èëè âñå íåíóëåâûå ïîääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû â ïåðâûõ

i− 1 ñòðîêàõ. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (2.45) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

































1 p1 0 0 0 0 . . . 0

0 1 p2 0 0 0 . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . 0 1 pi−1 0 . . . 0

0 . . . 0 ai bi ci . . . 0
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.

.

.
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.

0 . . . 0 0 0 an−1 bn−1 cn−1

0 . . . 0 0 0 0 an bn

































































x1

x2
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.

xn−1

xn
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q1

q2
.

.

.

qi−1

di
.

.

.

dn−1

dn

































.

Òåïåðü, ÷òîáû èñêëþ÷èòü ïîääèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ai â i-é ñòðîêå, óìíîæèì

(i − 1)-þ ñòðîêó íà ai è âû÷òåì åå èç i-é ñòðîêè. Â ðåçóëüòàòå i-ÿ ñòðîêà íàøåé

ñèñòåìû ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

(bi − aipi−1)xi + cixi+1 = di − aiqi−1.

×òîáû ïîëó÷èòü åäèíèöó íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû, ðàçäåëèì i-þ ñòðîêó

íà êîý��èöèåíò bi − aipi−1. Â ðåçóëüòàòå äëÿ ýëåìåíòîâ pi è qi â îêîí÷àòåëüíîì

âèäå i-é ñòðîêè ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå �îðìóëû:

pi =
ci

bi − aipi−1
, i = 2, 3, . . . , n− 1, p1 =

c1

b1
,

qi =
di − aiqi−1

bi − aipi−1
, i = 2, 3, . . . , n, q1 =

d1

b1
. (2.46)

Ïðîäîëæàÿ èñêëþ÷åíèå, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ äâóõäèàãîíàëüíîé ìàò-

ðèöåé âèäà

















1 p1 0 . . . 0
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.

Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ðåêóððåíòíûå �îðìóëû:

xn = qn,

xi = −pixi+1 + qi, i = n− 1, n− 2, . . . , 1, (2.47)

ïî êîòîðûì íàõîäÿòñÿ íåèçâåñòíûå xi.
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� 2.14. Êîððåêòíîñòü è óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà ïðîãîíêè

�àññìîòðèì âîïðîñû êîððåêòíîñòè è óñòîé÷èâîñòè âû÷èñëåíèé â ðàññìîòðåí-

íîì âûøå ìåòîäå òðåõòî÷å÷íîé ïðîãîíêè. Êîððåêòíîñòü îçíà÷àåò âûïîëíèìîñòü

âñåõ èñïîëüçóåìûõ ïðè ðåàëèçàöèè ïðîãîíêè �îðìóë, ò. å. â äàííîì ñëó÷àå íå

îáðàùåíèå â íóëü çíàìåíàòåëåé â �îðìóëàõ (2.46). Ïîä óñòîé÷èâîñòüþ ïîíèìà-

åòñÿ îòñóòñòâèå ïðîãðåññèâíîãî íàêîïëåíèÿ îøèáîê îêðóãëåíèÿ ïðè âûïîëíåíèè

îïåðàöèé óìíîæåíèÿ â �îðìóëå (2.47).

Äëÿ ñèñòåìû (2.45) ñ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé óñëîâèÿ ñòðîãîãî äèàãîíàëü-

íîãî ïðåîáëàäàíèÿ (2.44) ïðèíèìàþò âèä:

|bi| > |ai|+ |ci|, i = 1, 2, . . . , n, (2.48)

ãäå a1 = cn = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ñòðîãîãî äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ

(2.48) ìåòîä òðåõòî÷å÷íîé ïðîãîíêè (2.46), (2.47) êîððåêòåí è óñòîé÷èâ. Ñîãëàñíî

�îðìóëàì (2.46) è íåðàâåíñòâàì (2.48) ïîëó÷àåì |p1| = |c1|/|b1| < 1. Ïóñòü ïî

èíäóêöèè |pj| < 1, j = 1, 2, . . . , i− 1. Òîãäà, èñïîëüçóÿ �îðìóëó (2.46), ïîëó÷àåì

|pi| =
|ci|

|bi − aipi−1|
≤ |ci|

|bi| − |ai| |pi−1|
<

|ci|
|bi| − |ai|

<
|ci|
|ci|

= 1,

ò. å. |pi| < 1 äëÿ âñåõ i.

Òàê êàê

|bi − aipi−1| ≥ |bi| − |ai||pi−1| > |bi| − |ai| > 0, i = 2, 3, . . . , n− 1,

òî çíàìåíàòåëè â �îðìóëàõ (2.46) îòëè÷íû îò íóëÿ. Ýòî îçíà÷àåò êîððåêòíîñòü

ìåòîäà ïðîãîíêè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ðåàëüíûõ âû÷èñëåíèÿõ, ðåøàÿ ñèñòåìó (2.45) ïóòåì

ïðèìåíåíèÿ �îðìóë (2.46) è (2.47), ïîëó÷àåì x̄i = xi + εi äëÿ i = 1, 2, . . . , n, ãäå εi

� îøèáêà îêðóãëåíèÿ íà i-ì øàãå. Òîãäà ñîãëàñíî �îðìóëàì (2.47) ïîëó÷àåì:

x̄i = −pix̄i+1 + qi, i = n− 1, . . . , 1.

Âû÷èòàÿ èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.47), íàõîäèì:

εi = −piεi+1, i = n− 1, . . . , 1,

îòêóäà

|εi| = |pi| |εi+1| < |εi+1|, i = n− 1, . . . , 1,

ò. å. âû÷èñëåíèÿ ïî �îðìóëå (2.47) ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè.
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Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà ìàòðèöû ñè-

ñòåì (2.38), (2.39), (2.41) è (2.43) äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ÷åòûðåõ òèïîâ êðàå-

âûõ óñëîâèé èìåþò ñòðîãîå äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìû

(2.38), (2.39) è (2.43) ìîãóò áûòü óñòîé÷èâî ðåøåíû ìåòîäîì òðåõòî÷å÷íîé ïðî-

ãîíêè (2.46), (2.47). Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.41) èñïîëüçóåòñÿ ðàññìàòðèâàåìûé

íèæå íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíûé âàðèàíò ïðîãîíêè, êîòîðûé, îäíàêî, îïÿòü ÿâëÿ-

åòñÿ ìîäè�èêàöèåé ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ �àóññà.

� 2.15. Ìåòîä �ðîíòàëüíîé ïðîãîíêè

Ïîä ìåòîäîì �ðîíòàëüíîé ïðîãîíêè îáû÷íî ïîíèìàåòñÿ âàðèàíò ìåòîäà ïðî-

ãîíêè, êîãäà ýëåìåíòû ìàòðèöû è ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-

ñêèõ óðàâíåíèé çàðàíåå íå âû÷èñëÿþòñÿ è íå õðàíÿòñÿ, à íàõîäÿòñÿ íåïîñðåä-

ñòâåííî â ïðîöåññå ïðîãîíêè. Ïðè âû÷èñëåíèè ïðîãîíî÷íûõ êîý��èöèåíòîâ íà

i-ì øàãå �îðìèðóþòñÿ ýëåìåíòû i-é ¾�ðîíòàëüíîé¿ ñòðîêè ëèíåéíîé ñèñòåìû,

êîòîðûå çàòåì ñðàçó æå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ i-õ ïðîãîíî÷íûõ êîý��è-

öèåíòîâ. Â ïðîöåññå ñ÷åòà ¾�ðîíò¿ ïîñòîÿííî äâèæåòñÿ. Îò îáû÷íîé òðåõòî÷å÷-

íîé ïðîãîíêè ìåòîä �ðîíòàëüíîé ïðîãîíêè îòëè÷àåòñÿ áîëüøåé ýêîíîìè÷íîñòüþ

âû÷èñëåíèé. Àíàëèç êîððåêòíîñòè è óñòîé÷èâîñòè òðåõòî÷å÷íîé ïðîãîíêè îñòà-

åòñÿ â ñèëå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðåøåíèå ñèñòåìû (2.38) ìåòîäîì �ðîíòàëü-

íîé ïðîãîíêè. Äëÿ ýêîíîìèè âû÷èñëåíèé ïîñëåäíþþ öåëåñîîáðàçíî ïåðåïèñàòü

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ

¯Mi =Mi/6, i = 0, 1, . . . , N . Ïðèìåíÿÿ ìåòîä ïðîãîíêè,

âíà÷àëå ïðåîáðàçóåì èñõîäíóþ ñèñòåìó ê ñèñòåìå ñ äâóõäèàãîíàëüíîé âåðõíåé

òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé:

















α0 h0 0 0 . . . 0

0 α1 h1 0 . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . 0 0 αN−1 hN−1

0 . . . 0 0 0 αN

































¯M0

¯M1

.

.

.

¯MN−1

¯MN

















=

















β0

β1
.

.

.

βN−1

βN

















,

ãäå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû αi âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì:

α0 = 2h0;

αi = 2(hi−1 + hi)−
h2i−1

αi−1
; i = 1, 2, . . . , N − 1;

αN = 2hN−1 −
h2N−1

αN−1

;

à ýëåìåíòû ïðàâîé ÷àñòè βi íàõîäÿòñÿ ñîãëàñíî ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì:

β0 = f [x0, x1]− f ′

0;
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βi = δif − hi−1βi−1

αi−1

; i = 1, 2, . . . , N − 1;

βN = f ′

N − f [xN−1, xN ]−
hN−1βN−1

αN−1

.

Îêîí÷àòåëüíî êîý��èöèåíòû

¯Mi âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì:

¯MN =

βN

αN

;

¯Mi =

βi − hi ¯Mi+1

αi
; i = N − 1, . . . , 0.

Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì âåñüìà ýêîíîìè÷åí. Â ÷àñòíîñòè, åäèíèöû íà ãëàâíîé

äèàãîíàëè âûïèñàííîé âûøå äâóõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû íå �îðìèðóþòñÿ èç ñî-

îáðàæåíèé óìåíüøåíèÿ ÷èñëà äåëåíèé.

Çíà÷åíèÿ ñïëàéíà S íà îòðåçêå [xi, xi+1] íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëå (2.35). Ïðè èõ

ìíîãîêðàòíîì âû÷èñëåíèè öåëåñîîáðàçíî ïåðåïèñàòü ýòó �îðìóëó â âèäå:

S(x) = fi + (x− xi)(bi + (x− xi)(ci + (x− xi)di)),

ãäå

bi = f [xi, xi+1]− hi(2 ¯Mi +
¯Mi+1);

ci = 3
¯Mi;

di = (
¯Mi+1 − ¯Mi)/hi.

Ýòî ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ÷èñëî âûïîëíÿåìûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

� 2.16. Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà

Ïðèìåð 2.5. Êóáè÷åñêèé ñïëàéí S èíòåðïîëèðóåò äàííûå òàáë. 2.3. Íàéòè

çíà÷åíèå S(0, 5), åñëè S ′
(0) = S ′

(1) = 0. Èñïîëüçîâàòü ìåòîä �ðîíòàëüíîé ïðî-

ãîíêè. Íà÷åðòèòü ãðà�èê ñïëàéíà S.

Òàáëèöà 2.3

i 0 1 2 3

xi 0 1/3 2/3 1

fi 1 0 0 0

�åøåíèå. Äàííûå òàáë. 2.3 ÿâëÿþòñÿ ðàâíîîòñòîÿùèìè: hi = h äëÿ âñåõ i.

Äëÿ ýêîíîìèè âû÷èñëåíèé îáîçíà÷èì

˜Mi = S ′′
(xi)h

2/6, i = 0, 1, 2, 3. Ôîðìóëó

(2.35) äëÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà íà îòðåçêå [xi, xi+1] ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå:

S(x) = fi(1− t) + fi+1t− t(1− t)
[

(2− t) ˜Mi + (1 + t) ˜Mi+1

]

, (2.49)
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�èñ. 2.4. �ðà�èê êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà S, èíòåðïîëèðóþùåãî äàííûå òàáë. 2.3 è óäîâ-

ëåòâîðÿþùåãî êðàåâûì óñëîâèÿì S′(0) = S′(1) = 0.

ãäå t = (x− xi)/h.

Óñëîâèÿ ãëàäêîñòè (2.37) äàþò

˜Mi−1 + 4
˜Mi +

˜Mi+1 = hδif, i = 1, 2.

Êðàåâûå ñîîòíîøåíèÿ S ′
(0) = S ′

(1) = 0 ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèÿì:

2
˜M0 +

˜M1 = hf [x0, x1], ˜M2 + 2
˜M3 = hf [x2, x3].

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:













2 1 0 0

1 4 1 0

0 1 4 1

0 0 1 2

























˜M0

˜M1

˜M2

˜M3













=













hf [x0, x1]

hδ1f

hδ2f

hf [x2, x3]













(2.50)

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ïîëó÷àþòñÿ èç ñèñòåìû (2.38) óìíîæåíèåì

íåèçâåñòíûõ íà ìàñøòàáèðóþùèé ìíîæèòåëü h2/6.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.50) ïðèìåíÿåì ìåòîä �ðîíòàëüíîé ïðîãîíêè. Ïðîãî-

íî÷íûå êîý��èöèåíòû íàõîäèì ïî �îðìóëàì:

α0 = 2, β0 = hf [x0, x1],

αi = 4− 1

αi−1
, i = 1, 2, βi = hδif − βi−1

αi−1
, i = 1, 2,

α3 = 2− 1

α2
, β3 = hf [x2, x3]−

β2

α2
.
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Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâàòü ñèñòåìó (2.50) ê âèäó:













α0 1 0 0

0 α1 1 0

0 0 α2 1

0 0 0 α3

























˜M0

˜M1

˜M2

˜M3













=













β0

β1

β2

β3













.

Èñïîëüçóÿ äàííûå òàáë. 2.3, èìååì hf [x0, x1] = −1, f [x1, x2] = 0, f [x2, x3] = 0.

Âû÷èñëåíèÿ äàþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïðîãîíî÷íûõ êîý��èöèåíòîâ:

α0 = 2, α1 =
7
2
, α2 =

26
7
, α3 =

45
26
,

β0 = −1, β1 =
3
2
, β2 = −3

7
, β3 =

3
26
.

Íåèçâåñòíûå

˜Mi íàõîäèì ïî �îðìóëàì:

˜M3 =

β3

α3

,

˜Mi =

βi − ˜Mi+1

αi

, i = 2, 1, 0.

�åêóððåíòíûì ñ÷åòîì ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ

˜Mi:

˜M3 =
1
15
, ˜M2 = − 2

15
, ˜M1 =

7
15
, ˜M0 = −11

15
.

Òåïåðü ïî �îðìóëå (2.49) âû÷èñëÿåì

S(0, 5) =
f1 + f2

2

− 3

8

(
˜M1 +

˜M2) = −3

8

(

7

15

− 2

15

)

= −1

8

.

�ðà�èê êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà S ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.4.

� 2.17. Èíâàðèàíòíîñòü èíòåðïîëÿöèîííûõ êóáè÷åñêèõ

ñïëàéíîâ

�àññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå âåùåñòâåííîé îñè IR → ¯
IR âèäà x̄ = px+ q, ãäå p, q

� âåùåñòâåííûå ÷èñëà è p 6= 0. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå îñóùåñòâëÿåò ñäâèã è ðàñòÿ-

æåíèå (ñæàòèå) íà âåùåñòâåííîé îñè IR. Â ÷àñòíîñòè, ñåòêà a = x0 < . . . < xN = b

ïðåîáðàçóåòñÿ â ñåòêó { x̄i | x̄i = pxi + q, i = 0, 1, . . . , N }.
Ïîêàæåì, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííûé êóáè÷åñêèé ñïëàéí S èíâàðèàíòåí îòíîñè-

òåëüíî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ò. å. åãî çíà÷åíèÿ ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ëèíåéíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ íå èçìåíÿþòñÿ: S(x) = ¯S(x̄).

Ôîðìóëà (2.35) ïðè ïîäñòàíîâêå x = (x̄− q)/p ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

Si(x) =
¯Mi
(x̄i+1 − x̄)3

6
¯hi

+
¯Mi+1

(x̄− x̄i)
3

6
¯hi

+

(

fi − ¯Mi

¯h2i
6

) x̄i+1 − x̄
¯hi

+
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+

(

fi+1 − ¯Mi+1

¯h2i
6

) x̄− x̄i
¯hi

=
¯Si(x̄),

ãäå

¯hi = phi, ¯Mj = p−2Mj, j = i, i+ 1.

Äëÿ óñëîâèé ãëàäêîñòè (2.37) èìååì:

¯hi−1
¯Mi−1 + 2(

¯hi−1 +
¯hi) ¯Mi +

¯hi ¯Mi+1 = 6(f [x̄i, x̄i+1]− f [x̄i−1, x̄i]),

i = 1, 2, . . . , N − 1.

Êðàåâûå óñëîâèÿ ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:

1. 2
¯M0 +

¯M1 =
6

¯h0

(

f [x̄0, x̄1]−
1

p
f ′

0

)

,

¯MN−1 + 2
¯MN =

6

¯hN−1

(

1

p
f ′

N − f [x̄N−1, x̄N ]
)

;

2.

¯M0 =
1

p2
f ′′

0 è

¯MN =

1

p2
f ′′

N ;

3. fN+i = fi, ¯MN+i =
¯Mi,

¯hN+i =
¯hi äëÿ âñåõ i;

4.

¯Mi+1 − ¯Mi

¯hi
=

¯Mi − ¯Mi−1

¯hi−1

, i = 1, N − 1.

Òàê êàê

d

dx
¯S(x̄) =

d

dx̄
¯S(x̄)

dx̄

dx
= p ¯S ′

(x̄) è

d2

dx2
¯S(x̄) = p2 ¯S ′′

(x̄),

òî ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ äîêàçûâàþò èíâàðèàíòíîñòü èíòåðïîëÿöèîííûõ êó-

áè÷åñêèõ ñïëàéíîâ îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

� 2.18. Àïïðîêñèìàöèÿ êóáè÷åñêèìè Â-ñïëàéíàìè

Îïèñàííûå èíòåðïîëÿöèîííûå êóáè÷åñêèå ñïëàéíû íå âñåãäà óäîáíû â ïðèëî-

æåíèÿõ. Äëÿ èõ ïîñòðîåíèÿ òðåáóåòñÿ ðåøàòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è åñëè

íàì íóæíî èñïðàâèòü äàæå îäíî çíà÷åíèå, òî ýòó ñèñòåìó ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü çà-

íîâî. Áîëåå óäîáíû ëîêàëüíî-àïïðîêñèìàöèîííûå ñïëàéíû, îñíîâàííûå íà ïðåä-

ñòàâëåíèè ñïëàéíà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñíûõ ñïëàéíîâ (ñîêðàùåí-

íî Â-ñïëàéíîâ). Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì êóáè÷åñêèõ ëîêàëüíî-àïïðîêñèìà-

öèîííûõ ñïëàéíîâ.

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàçäåëå 2.9, ìíîæåñòâî êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ îïðåäåëåíèþ 2.1, îáðàçóåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî S3(∆) ðàçìåðíîñòè

N + 3. Ïîñòðîèì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå áàçèñ èç �óíêöèé ñ êîíå÷íûìè íîñèòå-

ëÿìè ìèíèìàëüíîé äëèíû. �àñøèðèì ñåòêó ∆ òî÷êàìè x−3 < x−2 < x−1 < a è

b < xN+1 < xN+2 < xN+3 è ââåäåì â ðàññìîòðåíèå êóáè÷åñêèå Â-ñïëàéíû:

Bj,3(x) = (xj+n − xj)ϕ3[x; xj , . . . , xj+4], j = −3,−2, . . . , N − 1,
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�èñ. 2.5. Êóáè÷åñêèå áàçèñíûå ñïëàéíû Bj,4 íà öåëî÷èñëåííîé ñåòêå.

ãäå ϕ3(x, y) = (x − y)3+ = [max(0, x − y)]3. Âèä �óíêöèé Bj,4 íà öåëî÷èñëåííîé

ñåòêå ∆ ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.5.

Ïîëüçóÿñü �îðìóëîé (2.9), ñïëàéí Bj,3 ìîæíî åùå ïåðåïèñàòü â âèäå:

Bj,3(x) = (xj+4 − xj)

j+4
∑

k=j

(x− xk)
3
+

ω′

4,j(xk)
, ω4,j(x) =

j+4
∏

k=j

(x− xk).

Ïîñòóïàÿ, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.6, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî �óíê-

öèè Bj,3, j = −3, . . . , N − 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà [a, b] è îáðàçóþò áàçèñ â

ïðîñòðàíñòâå S3(∆). Îíè îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: Bj,3(x) > 0 äëÿ

x ∈ (xj , xj+4) è Bj,3(x) ≡ 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

(y − x)3 =

N−1
∑

j=−3

(y − xj+1)(y − xj+2)(y − xj+3)Bj,3(x), x ∈ [a, b].

Ýòî ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü òàêæå ïåðåïèñàíî â ýêâèâàëåíòíîì âèäå:

xα =

1

Cα
3

N−1
∑

j=−3

symα(xj+1, xj+2, xj+3)Bj,3(x), x ∈ [a, b], (2.51)

ãäå Cα
3 =

(

3

α

)

� îáû÷íûé áèíîìèàëüíûé êîý��èöèåíò è

sym0(x, y, z) = 1,

sym1(x, y, z) = x+ y + z,

sym2(x, y, z) = xy + xz + yz,

sym3(x, y, z) = xyz.
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé áàçèñíûõ ñïëàéíîâ Bj,3 èñïîëüçóåòñÿ ðåêóððåíòíàÿ

�îðìóëà (ñì. [17℄)

Bj,k(x) =
x− xj

xj+k−1 − xj
Bj,k−1(x) +

xj+k − x

xj+k − xj+1
Bj+1,k−1(x), k ≥ 2, (2.52)

ãäå

Bj,0(x) =







1, åñëè x ∈ [xj , xj+1);

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ �îðìóëó ëîêàëüíîé àïïðîêñèìàöèè êóáè÷åñêèìè áà-

çèñíûìè ñïëàéíàìè

Sf(x) =

N−1
∑

j=−3

bj+2Bj,3(x). (2.53)

Çäåñü ìîæíî ïîëîæèòü bj = fj, åñëè äàííûå íåòî÷íûå è òðåáóåòñÿ ñãëàæèâàíèå

ïîãðåøíîñòåé è bj = bj,−1fj−1 + bj,0fj + bj,1fj+1 ïðè ìàëûõ ïîãðåøíîñòÿõ. Â ïî-

ñëåäíåì ñëó÷àå, åñëè âçÿòü bj,0 = 1− bj,−1 − bj,1,

bj,−1 = −
h2j

3hj−1(hj−1 + hj)
, bj,1 = −

h2j−1

3hj(hj−1 + hj)
,

òî �îðìóëà (2.53) áóäåò òî÷íà íà êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî

óáåäèòüñÿ, ÷òî îíà òî÷íà íà ìîíîìàõ 1, x, x2, x3. Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíèå â �îðìóëó

(2.53), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà (2.51).

Ñîãëàñíî �îðìóëå (2.14), èìååì:

f(x) = Li,3(x) +Ri,3(x),

ãäå Ri,3(x) = f [xi−1, . . . , xi+2, x]ωi−1,3(x).

Òàê êàê ñïëàéí Sf òî÷åí íà êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ, òî

Sf(x) = Li,3(x) + SRi,3
(x).

Ñîãëàñíî �îðìóëå (2.53), íà îòðåçêå [xi, xi+1] èìååì:

SRi,3
(x) = bi−1,−1Ri,3(xi−2)Bi−3,3(x) + bi+2,1Ri,3(xi+3)Bi,3(x) +

+

i+2
∑

j=i−1

ψj(x)Ri,3(xj),

ãäå ψj � íåêîòîðûå êóáè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû. Òàê êàê îñòàòî÷íûé ÷ëåí Ri,3(xj) = 0

äëÿ j = i− 1, . . . , i+ 2, òî

Sf (x) = Li,3(x) + bi−1,−1Ri,3(xi−2)Bi−3,3(x) + bi+2,1Ri,3(xi+3)Bi,3(x).

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèÿ äëÿ Â-ñïëàéíîâ è îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà Ri,3, ïîëó÷àåì

îïÿòü �îðìóëó (2.31).
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� 2.19. Çàäà÷è

2.1. Ïóñòü èìååòñÿ íàáîð èñõîäíûõ äàííûõ (xi, fi), i = 0, 1, . . . , N òàêèõ, ÷òî

èõ (n+1)-å ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè ðàâíû íóëþ. Ïîêàæèòå, ÷òî òîãäà ðàçäåëåííûå

ðàçíîñòè ïîðÿäêîâ îò n+ 2 äî N òîæå áóäóò ðàâíû íóëþ.

2.2. Ïóñòü Li,n � ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà ñòåïåíè n, èíòåðïîëèðóþùèé äàííûå

(xj , fj), j = i, . . . , i+ n. Äîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Li+1,n(x) = Li,n(x) + (xi+n+1 − xi)f [xi, . . . , xi+n+1](x− xi+1) . . . (x− xi+n). (2.54)

2.3. Ïóñòü èìååòñÿ íàáîð òî÷åê (xi, fi), i = 0, 1, . . . , N òàêèõ, ÷òî ðàçäåëåííûå

ðàçíîñòè ïîðÿäêà n + 1 (n < N) ðàâíû íóëþ. Ïîêàæèòå, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò

ìíîãî÷ëåí Ln ñòåïåíè n òàêîé, ÷òî Ln(xi) = fi äëÿ i = 0, 1, . . . , N .

2.4. Ïîêàæèòå, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà LN ìîæåò áûòü

çàïèñàí â âèäå

LN (x) =

∑N
j=0[wjfj ]/(x− xj)
∑N

j=0wj/(x− xj)
,

ãäå wj = 1/ω′

N(xj). Äàííàÿ �îðìóëà îáû÷íî íàçûâàåòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêèì ïðåä-

ñòàâëåíèåì èíòåðïîëÿöèîííîãî ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà.

2.5. Ôóíêöèÿ f(x) = cos(πx/2) çàäàíà òàáë. 2.4 ñâîèõ çíà÷åíèé.

Òàáëèöà 2.4

i xi fi

0 0,0 1,0

1 1,0 0,0

2 2,0 -1,0

3 3,0 0,0

à) ïîñòðîéòå òàáëèöó ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé;

á) çàïèøèòå èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Íüþòîíà L3;

â) ïî ñõåìå �îðíåðà íàéäèòå çíà÷åíèÿ L3(1,5) è L
′

3(1,5);

ã) ñðàâíèòå ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ñ òî÷íûìè: f(1,5) è f ′
(1,5).

2.6. Ìíîãî÷ëåí ÷åòâåðòîé ñòåïåíè P4 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

∆
4P4(0) = 24, ∆

3P4(0) = 6, ∆
2P4(0) = 0,

ãäå ∆P4(x) = P4(x+ 1)− P4(x). Íàéäèòå ∆
2P4(10).

2.7. �àññìîòðèòå �óíêöèþ Bj,1, îïðåäåëåííóþ �îðìóëîé

Bj,1(x) = (xj+2 − xj)ϕ[x; xj , xj+1, xj+2],
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ãäå ϕ(x, y) = (x− y)+ = max(0, x− y), èëè, â ñèëó �îðìóëû (2.9):

Bj,1(x) = (xj+2 − xj)

j+2
∑

k=j

(x− xk)+

ω′

j,2(xk)
,

ωj,2(x) = (x− xj)(x− xj+1)(x− xj+2).

Ïîêàæèòå, ÷òî �óíêöèè Bj,1, j = −1, 0, . . . , N −1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà [a, b]

è îáðàçóþò áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ëîìàíûõ S1(∆) (ñì. � 2.6).

2.8. Ôóíêöèÿ f(x) = sin πx ïðèáëèæàåòñÿ íà îòðåçêå [0, 1] ñ ïîìîùüþ êóñî÷íî-

ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ïî òî÷êàì xi = i/N , i = 0, 1, . . . , N . Êàêîâà òî÷íîñòü

ïðèáëèæåíèÿ ïðè N = 5? Ñêîëüêî óçëîâ èíòåðïîëÿöèè òðåáóåòñÿ äëÿ äîñòèæåíèÿ

òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ε = 10
−4
?

2.9. Ôóíêöèÿ f(x) = sin2
(x) ïðèáëèæàåòñÿ íà îòðåçêå [0, π] ñ ïîìîùüþ êóñî÷íî-

ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè ïî òî÷êàì xi = iπ/N , i = 0, 1, . . . , N . Íàéäèòå îïòèìàëü-

íûé øàã ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ h = π/N , åñëè çíà÷åíèÿ f âû÷èñëÿþòñÿ

ñ òî÷íîñòüþ ε = 10
−2
.

2.10. Ïîêàæèòå, ÷òî �óíêöèÿ

BL
3 (x) =



















ϕ(2− |x|), 1 ≤ |x| < 2;

1− |x|+ ϕ(|x|)− 2ϕ(1− |x|), 0 ≤ x < 1;

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ãäe ϕ(x) = (x+1)x(x− 1)/6, ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì ëàãðàíæåâûì áàçèñíûì ñïëàé-

íîì ñ óçëàìè {−2,−1, 0, 1, 2}. Ñ�îðìóëèðóéòå ñâîéñòâà, êîòîðûìè äîëæíà îáëà-

äàòü �óíêöèÿ BL
3 , ÷òîáû äàííîå óòâåðæäåíèå áûëî âåðíî. Â ÷àñòíîñòè, ïðîâåðüòå

âûïîëíåíèå òîæäåñòâà

∑

j

BL
3 (x− j) ≡ 1 äëÿ x ∈ (−∞,∞).

2.11. Ôóíêöèÿ f(x) = exp(−x) ïðèáëèæàåòñÿ íà îòðåçêå [0, 3] êóáè÷åñêèì

ëàãðàíæåâûì ñïëàéíîì ñ òî÷êàìè èíòåðïîëÿöèè xi = 3i/N , i = 0, 1, . . . , N . Ñêîëü-

êî òî÷åê èíòåðïîëÿöèè òðåáóåòñÿ âçÿòü, ÷òîáû îáåïå÷èòü òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ

ε = 10
−6
? Êàêîâà áóäåò òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ ïðè N = 5?

2.12. �àññìîòðèòå �óíêöèþ B3, îïðåäåëåííóþ �îðìóëîé:

B3(x) =























2

3

− x2 +
1

2

|x|3 ïðè |x| < 1,

1

6

(2− |x|)3 ïðè 1 ≤ |x| < 2,

0 ïðè 2 ≤ |x|.
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Ïîêàæèòå, ÷òî B3 � äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ, îáëà-

äàþùàÿ ñâîéñòâàìè:

B3(x) > 0 äëÿ x ∈ (−2, 2),
∑

j

B3(x− j) ≡ 1 äëÿ x ∈ (−∞,∞).

2.13. Êóáè÷åñêèé ñïëàéí S èíòåðïîëèðóåò äàííûå òàáë. 2.5. Íàéäèòå çíà÷åíèå

S(0,5), åñëè S ′
(0) = S ′

(1) = 0. Íà÷åðòèòå ãðà�èê ñïëàéíà S.

Òàáëèöà 2.5

i 0 1 2 3

xi 0 1/3 2/3 1

fi 0 1 0 0

2.14. �àññìîòðèòå �óíêöèþ S, îïðåäåëåííóþ �îðìóëîé:

S(x) =



















































1− 2x, x < −3;

28 + 25x+ 9x2 + x3, −3 ≤ x < −1;

26 + 19x+ 3x2 − x3, −1 ≤ x < 0;

26 + 19x+ 3x2 − 2x3, 0 ≤ x < 3;

−163 + 208x− 60x2 + 5x3, 3 ≤ x < 4;

157− 32x, 4 ≤ x.

Ïîêàæèòå, ÷òî �óíêöèÿ S � êóáè÷åñêèé ñïëàéí ñ óçëàìè {−3,−1, 0, 3, 4}. Ñ�îð-
ìóëèðóéòå ñâîéñòâà S, íåîáõîäèìûå äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.

2.15. �àññìîòðèòå �óíêöèþ S, îïðåäåëåííóþ �îðìóëîé:

S(x) =



















(x− 2)
3
+ a(x− 1)

2, x ∈ (−∞, 2];

(x− 2)
3 − (x− 3)

2, x ∈ [2, 3];

(x− 3)
3
+ b(x− 2)

2, x ∈ [3,+∞).

Ìîæíî ëè ïîäîáðàòü êîý��èöèåíòû a è b òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû �óíêöèÿ S ÿâ-

ëÿëàñü êóáè÷åñêèì ñïëàéíîì?

2.16. Êóáè÷åñêèé ñïëàéí S èíòåðïîëèðóåò ñëåäóþùèå äàííûå {xi} = {0, 1, 2, 3},
{fi} = {1, 1, 0, 10} è óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì S ′′

(0) = S ′′
(3) = 0. Ñîâïà-

äàåò ëè îí ñ �óíêöèåé f , îïðåäåëåííîé �îðìóëîé:

f(x) =



















1 + x− x3, x ∈ [0, 1];

1− 2(x− 1)− 3(x− 1)
2
+ 4(x− 1)

3, x ∈ [1, 2];

4(x− 2) + 9(x− 2)
2 − 3(x− 2)

3, x ∈ [2, 3].
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2.17. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé êóáè÷åñêèé ñïëàéí S ∈ C2
ñ óçëàìè â òî÷êàõ xi,

i = 1, 2, . . . , N − 1 äîïóñêàåò îäíîçíà÷íîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

S(x) = P3(x) +

N−1
∑

i=1

Ci(x− xi)
3
+/6, E+ = max(E, 0),

ãäå Ci = S ′′′
(xi + 0)− S ′′′

(xi − 0), P3 � íåêîòîðûé êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí.

2.18. Ïóñòü Pj,3, j = i, i + 1, � äâà êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíà, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèÿì èíòåðïîëÿöèè Pi,3(xj) = fj , Pi+1,3(xj+1) = fj+1 äëÿ j = i, . . . , i + 3.

Ïîêàæèòå ñïðàâåäëèâîñòü �îðìóëû

Pi+1,3(x) = Pi,3(x) + f [xi, . . . , xi+4](xi+4 − xi)(x− xi+1)(x− xi+2)(x− xi+3).

2.19. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê (xi, fi), i = 0, 1, . . . , N òàêèõ, ÷òî

f [xi, . . . , xi+4] = 0 äëÿ i = 0, 1, . . . , N −4. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò èíòåðïîëÿöè-

îííûé êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí P3 òàêîé, ÷òî P3(xi) = fi, i = 0, 1, . . . , N .

Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ðåøåíèåì çàäà÷è 2.18.

2.20. Â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè íà îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà çàäàíû òðè

òî÷êè: P0 = (1, 0), P1 = (−1
2
,
√

3
2
), P2 = (−1

2
,−

√

3
2
). Ïîñòðîéòå ïåðèîäè÷åñêèé

ïàðàìåòðè÷åñêèé êóáè÷åñêèé ñïëàéí S(t) = (Sx(t), Sy(t)) òàêîé, ÷òî S(ti) = Pi,

i = 0, 1, 2 è S(t3) = P0. Íàéäèòå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ãðà�èêà ñïëàéíà ñ îñüþ x ïðè

x < 0. Èñïîëüçóéòå ïàðàìåòðèçàöèþ ïî ñóììàðíîé äëèíå õîðä:

t0 = 0, ti = ti−1 +
|Pi − Pi−1|

∑3
j=1 |Pj − Pj−1|

, i = 1, 2, 3,

ãäå | · | îáîçíà÷àåò åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå. Íà÷åðòèòå ãðà�èêè ñïëàéíîâ Sx, Sy è

S. Èçìåíèòñÿ ëè ãðà�èê ñïëàéíà ïðè ïåðåõîäå ê ðàâíîìåðíîé ïàðàìåòðèçàöèè:

t0 = 0; ti = ti−1 + h; i = 1, 2, 3; h = 1/3?

2.21. Ïîëüçóÿñü ðåêóððåíòíîé �îðìóëîé (2.52), íàéäèòå ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ

êâàäðàòè÷åñêîãî áàçèñíîãî ñïëàéíà Bj,3. Ïîêàæèòå, ÷òî

Bj,3(xj+1) =
xj+1 − xj

xj+2 − xj
è Bj,3(xj+2) =

xj+3 − xj+2

xj+3 − xj+1
.

Êàêîé ãëàäêîñòüþ îáëàäàåò ñïëàéí Bj,3? Äîêàæèòå òîæäåñòâî

(y − x)2 =

N−1
∑

j=−2

(y − xj+1)(y − xj+2)Bj,3(x) äëÿ x ∈ [a, b].

Íàðèñóéòå ãðà�èê ñïëàéíà Bj,3 â ñëó÷àå êðàòíûõ óçëîâ, êîãäà xj+2 = xj+3 è

xj+1 = xj+2 = xj+3.
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�ëàâà 3

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

è ñïëàéí-ñãëàæèâàíèå

Î÷åíü ÷àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü âûðàçèòü â âèäå �óíêöèîíàëüíîé çàâè-

ñèìîñòè ñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíàìè, êîòîðûå çàäàíû â âèäå íàáîðà òî÷åê ñ êîîð-

äèíàòàìè (xi, yi), i = 0, 1, . . . , N . Åñëè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ýòè äàííûå äëÿ

âû÷èñëåíèé íà êîìïüþòåðå, òî ñðàçó ïîÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðîáëåìû:

1. â çíà÷åíèÿõ yi íàâåðíÿêà èìåþòñÿ ïîãðåøíîñòè ýêñïåðèìåíòà; áûëî áû æå-

ëàòåëüíî êàêèì-ëèáî îáðàçîì ¾ñãëàäèòü¿ òå îòêëîíåíèÿ, êîòîðûå îáóñëîâëåíû

îøèáêàìè ýêñïåðèìåíòà;

2. ìîæåò îêàçàòüñÿ æåëàòåëüíûì çíàòü çíà÷åíèÿ ỹ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîìåæó-

òî÷íûì çíà÷åíèÿì x̃;

3. ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî íåîáõîäèìî ýêñòðàïîëèðîâàòü �óíêöèîíàëüíóþ çà-

âèñèìîñòü, ò. å. íàéòè çíà÷åíèå y, ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèþ x, ëåæàùåìó âíå

îáëàñòè ýêñïåðèìåíòà (èíîãäà ýòî ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé öåëüþ ýêñïåðèìåíòà è âû-

÷èñëåíèé); â ÷àñòíîñòè, ýòî îòíîñèòñÿ ê ýêîíîìè÷åñêîé èí�îðìàöèè.

Âñå ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïðèâîäÿò íàñ ê âûâîäó, ÷òî æåëàòåëüíî áûëî áû óñòàíî-

âèòü íåêîòîðóþ �óíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó x è y â âèäå ïî âîçìîæíîñòè

ïðîñòîé �îðìóëû. Âîïðîñ ñîñòîèò â òîì, êàê íàéòè êðèâóþ, êîòîðàÿ ïðèáëèæåí-

íî ñîîòâåòñòâóåò èñõîäíîé èí�îðìàöèè ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ. Òàêèì îáðàçîì,

íóæíî âûðàáîòàòü êðèòåðèé, ñîãëàñíî êîòîðîìó òà èëè èíàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ äî-

ñòàòî÷íî ¾õîðîøèì¿ ïðèáëèæåíèåì ê èñõîäíîé èí�îðìàöèè.

�3.1. Êðèòåðèé íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Ââåäåì ïîíÿòèå îòêëîíåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé òî÷êè êàê ðàçíîñòü ìåæäó

ýêñïåðèìåíòàëüíîé îðäèíàòîé yi è òîé, êîòîðàÿ âû÷èñëåíà èç �óíêöèîíàëüíîé

çàâèñèìîñòè. Âîïðîñ î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè êðèâàÿ äîñòàòî÷íî ¾õîðîøèì¿ ïðèáëè-

æåíèåì ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, ìîæíî ïîñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå: êàêîå
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�èñ. 3.1. Ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ñóììà îòêëîíåíèé íå ìîæåò ñëóæèòü êðèòåðèåì

äëÿ ïîäáîðà �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè.

óñëîâèå íåîáõîäèìî íàëîæèòü íà îòêëîíåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê îò êðè-

âîé, ÷òîáû ýòà êðèâàÿ ïðåäñòàâëÿëà ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ñ äîñòàòî÷íîé

òî÷íîñòüþ?

Êàçàëîñü áû, ÷òî íàèáîëåå ïðîñòîå è ëîãè÷íîå óñëîâèå ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû

ñóììà îòêëîíåíèé òî÷åê îò êðèâîé áûëà íàèìåíüøåé. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç ỹ

çíà÷åíèå y, âû÷èñëåííîå èç �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè, òî ýòî óñëîâèå ìîæíî

çàïèñàòü òàê: òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ñóììà îòêëîíåíèé

N
∑

i=0

(yi − ỹi)

áûëà ìèíèìàëüíîé. Ïðèâëåêàòåëüíîñòü ýòîãî ïðîñòîãî êðèòåðèÿ îäíàêî ñðàçó

ñòàíîâèòñÿ ñîìíèòåëüíîé, ñòîèò òîëüêî ðàññìîòðåòü ïðîñòóþ çàäà÷ó î ïðîâåäå-

íèè ïðÿìîé ëèíèè ÷åðåç äâå òî÷êè, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.1. Ìû âèäèì, ÷òî

øòðèõîâàÿ ëèíèÿ óäîâëåòâîðÿåò íàøåìó êðèòåðèþ, íî ýòó ëèíèþ íèêàê íåëü-

çÿ ïðèçíàòü óäîâëåòâîðèòåëüíûì ïðèáëèæåíèåì ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì.

Ìîæíî ïîïûòàòüñÿ îáîéòè ýòî çàòðóäíåíèå, èñïîëüçóÿ â êðèòåðèè ñóììó àáñî-

ëþòíûõ çíà÷åíèé îòêëîíåíèé, ò. å. òðåáóÿ, ÷òîáû âåëè÷èíà

N
∑

i=0

|yi − ỹi|

ñòàëà ìèíèìàëüíîé. Íî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà íåëüçÿ âîñïîëü-

çîâàòüñÿ ïðîèçâîäíîé, òàê êàê àáñîëþòíîå çíà÷åíèå íå èìååò ïðîèçâîäíîé â òî÷êå

ìèíèìóìà. Ìîæíî áûëî áû íàëîæèòü óñëîâèå, ñîãëàñíî êîòîðîìó ìàêñèìàëüíîå

îòêëîíåíèå äîëæíî ñòàòü íàèìåíüøèì (ïðèáëèæåíèå ×åáûøåâà), íî äëÿ îïðå-
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äåëåíèÿ �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè íà îñíîâå ýòîãî êðèòåðèÿ ïðèõîäèòñÿ èñ-

ïîëüçîâàòü äëèííóþ è ñëîæíóþ èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó.

Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå ìû âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì íàèìåíüøèõ êâàäðà-

òîâ, ò. å. áóäåì èñêàòü òàêóþ �óíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü, ïðè êîòîðîé ñóììà

êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé

N
∑

i=0

(yi − ỹi)
2

îáðàùàåòñÿ â ìèíèìóì. Ýòî âûðàæåíèå, êàê ìû óâèäèì íèæå, ìîæíî ïðîäè��å-

ðåíöèðîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà. Òàêîé êðèòåðèé âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ

ñëó÷àÿõ ïðèâîäèò ê ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì, êîòîðûå ëåãêî ðåøèòü, ïî êðàéíåé

ìåðå â ïðèíöèïå.

Íàêîíåö, ìîæíî ñòàòèñòè÷åñêè îáîñíîâàòü, ÷òî êðèòåðèé íàèìåíüøèõ êâàäðà-

òîâ äàåò äîñòàòî÷íî õîðîøåå ïðèáëèæåíèå �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ê ýêñïå-

ðèìåíòàëüíûì äàííûì, äàæå åñëè îòâëå÷üñÿ îò âîïðîñà î ïðàêòèêå âû÷èñëåíèé.

�3.2. Íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

�àññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î òîì, êàê ïðè èñïîëüçîâàíèè êðèòåðèÿ íàèìåíü-

øèõ êâàäðàòîâ ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèîíàëüíîé

çàâèñèìîñòè y îò x.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìåþòñÿ èñõîäíûå äàííûå (xi, yi), i = 0, 1, . . . , N , ãäå

àáñöèññû óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ a = x0 < x1 < . . . < xN = b è çàäà-

íà ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íà îòðåçêå [a, b] �óíêöèé ϕj, j = 1, 2, . . . ,M

(M ≪ N). Äëÿ ïðèáëèæåííîãî îïèñàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ ðàññìîòðèì �óíêöèþ

S(x) =
∑M

j=1 cjϕj(x) òàêóþ, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå

EM ≡ EM (c1, c2, . . . , cM) =

N
∑

i=0

pi(S(xi)− yi)
2
=

N
∑

i=0

pi

(

M
∑

j=1

cjϕj(xi)− yi

)2

(3.1)

äîñòèãàåò ìèíèìóìà. Çäåñü âåëè÷èíû pi > 0, íàçûâàåìûå âåñàìè, îáû÷íî âûáè-

ðàþò èç ñîîáðàæåíèé òî÷íîñòè çàäàíèÿ yi.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ∂EM/∂ck = 0, k = 1, 2, . . . ,M äàåò íàì ñè-

ñòåìó M ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿM èñêîìûõ êîý�-

�èöèåíòîâ ck:

M
∑

j=1

cj

(

N
∑

i=0

piϕj(xi)ϕk(xi)
)

=

N
∑

i=0

piyiϕk(xi), k = 1, 2, . . . ,M, (3.2)
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íàçûâàåìóþ íîðìàëüíîé ñèñòåìîé ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ). Òàê

êàê �óíêöèè ϕj, j = 1, 2, . . . ,M ïî óñëîâèþ ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà îòðåçêå [a, b],

òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü íîðìàëüíîé ñèñòåìû îòëè÷åí îò íóëÿ è åå

ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî, íàïðèìåð, ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ �àóññà èëè îäíèì

èç èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ (ãë. 5).

Äàëåå äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ áóäåì ïîëàãàòü pi = 1 äëÿ âñåõ i. Ýòî ïðåäïîëî-

æåíèå ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì, åñëè íåò äîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè îá èñõîäíûõ

äàííûõ.

�3.3. Ïðèáëèæåíèå ìíîãî÷ëåíàìè

Â êà÷åñòâå ñèñòåìû �óíêöèé {ϕj} ìîãóò áûòü âçÿòû ìîíîìû {xj−1} è â ýòîì

ñëó÷àå �óíêöèÿ S(x) =
∑M

j=1 cjx
j−1

ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè M − 1. Íîð-

ìàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè M − 1

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

(N + 1)c1 +
∑

xic2 + . . .+
∑

xM−1
i cM =

∑

yi,
∑

xic1 +
∑

x2i c2 + . . .+
∑

xMi cM =

∑

xiyi,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∑

xM−1
i c1 +

∑

xMi c2 + . . .+
∑

x2M−2
i cM =

∑

xM−1
i yi,

ãäå

∑

=

∑N
i=0.

Äëÿ ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíèM−1 ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìàM óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî

M êîý��èöèåíòîâ ck. Êîëè÷åñòâî ñóìì, êîòîðûå íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü, ðàâíî

3M − 1.

Åñëè èñõîäíûå äàííûå yi ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà Pl ñòå-

ïåíè l ≤ M − 1, ò. å. yi = Pl(xi), i = 0, 1, . . . , N , òî ÌÍÊ áóäåò âîñïðîèçâîäèòü

ýòîò ìíîãî÷ëåí, ò. å. S(x) ≡ Pl(x). Ýòî ñâîéñòâî ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü äëÿ òåñòè-

ðîâàíèÿ ïðîãðàììû âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà íàèëó÷øåãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî

ïðèáëèæåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïðè M = N + 1 ïîñòðîåííûé ïî ÌÍÊ ìíîãî÷ëåí

áóäåò èíòåðïîëèðîâàòü èñõîäíûå äàííûå è ñîâïàäàåò ñ ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà

ñòåïåíè N .

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíà ïåðâîé ñòåïåíè S(x) = c1 + c2x ïîëó÷àåì

(N + 1)c1 +

N
∑

i=0

xic2 =

N
∑

i=0

yi,

N
∑

i=0

xic1 +

N
∑

i=0

x2i c2 =

N
∑

i=0

xiyi.

74



�åøåíèå ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä:

c1 =
1

N+1

(

∑
yi − c2

∑
xi

)

, c2 =

∑

xiyi − 1
N+1

∑

xi
∑

yi
∑

x2i − 1
N+1

(

∑

xi

)2 ,
∑

=

∑N
i=0.

Ïðèìåð 3.1. Â òàáë. 3.1 ïðèâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå èç [19℄ ïî

çàâèñèìîñòè òåïëîåìêîñòè âîäû cp îò òåìïåðàòóðû T , ïðè÷åì òåïëîåìêîñòü ïðè

15
oC ïðèíÿòà çà åäèíèöó.

Ïîñòðîèâ ïî ÌÍÊ êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, ïîëó÷èì

S(x) = 1,006447− 0,0004987884T + 0,000008459123T 2 − 0,0000000345339T 3.

Íà ðèñ. 3.2 òî÷êàìè èçîáðàæåíû òî÷êè çàäàíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ,

à ñïëîøíîé êðèâîé ïîêàçàí ãðà�èê êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, âû÷èñëåííîãî ïî

ÌÍÊ. Âèäíî, ÷òî îòêëîíåíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî çíàêà áîëåå èëè

ìåíåå óðàâíîâåøåíû, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü. Ñðàâíåíèå âû÷èñëåííîé êðèâîé

ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèáîëüøåå îòêëîíåíèå èìå-

åò ìåñòî ïðè 0
oC è ðàâíî çäåñü 0,0012. Âñå îñòàëüíûå îòêëîíåíèÿ ñóùåñòâåííî

ìåíüøå.

Åñëè îøèáêè òàêîãî ïîðÿäêà äîïóñòèìû, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííóþ

�îðìóëó â èññëåäîâàíèÿõ, ãäå òðåáóåòñÿ çàâèñèìîñòü òåïëîåìêîñòè âîäû îò òåì-

ïåðàòóðû.

Òàáëèöà 3.1

T, oC cp T, oC cp

0 1,00762 55 0,99919

5 1,00392 60 0,99967

10 1,00153 65 1,00024

15 1,00000 70 1,00091

20 0,99907 75 1,00167

25 0,99852 80 1,00253

30 0,99826 85 1,00351

35 0,99818 90 1,00461

40 0,99828 95 1,00586

45 0,99849 100 1,00721

50 0,99878

�3.4. �åøåíèå íåñîâìåñòíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé

Ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ìîæíî äàòü äðóãóþ èíòåðïðåòàöèþ.
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�èñ. 3.2. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ òåïëîåìêîñòè âîäû cp â çàâèñèìîñòè îò òåìïå-

ðàòóðû T (÷åðíûå òî÷êè) è ãðà�èê êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, ïîñòðîåííîãî äëÿ ýòèõ

äàííûõ ïî ÌÍÊ.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

M
∑

j=1

aijxj = bi, i = 0, 1, . . . , N, (3.3)

ãäå N + 1 > M , ò. å. ÷èñëî óðàâíåíèé áîëüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ.

Âçÿâ íåêîòîðûé âåêòîð x = (x1, x2, . . . , xM), îáðàçóåì èç óðàâíåíèé (3.3) íåâÿç-

êè

ri =

M
∑

j=1

aijxj − bi, i = 0, 1, . . . , N.

Åñëè íåâîçìîæíî íàéòè òàêîé âåêòîð x, ÷òî âñå íåâÿçêè áóäóò ðàâíû íóëþ, òî

ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.3) íàçûâàåòñÿ íåñîâìåñòíîé. Òàêóþ ñèñòåìó îäíàêî ìîæíî

ðåøèòü ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Áóäåì èñêàòü ìèíèìóì ñóììû êâàäðàòîâ íåâÿçîê

EM ≡ E(x1, x2, . . . , xM) =

M
∑

i=1

r2i .

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ∂EM/∂xk = 0, k = 1, 2, . . . ,M äàåò íàì ñèñòåìó

íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé:

M
∑

j=1

(

N
∑

i=0

aijaik

)

xj =

N
∑

i=0

biaik, k = 1, 2, . . . ,M. (3.4)
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Ýòî óæå ñèñòåìà M óðàâíåíèé ñ M íåèçâåñòíûìè xk. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñè-

ñòåìà (3.4) ñîâìåñòíà, åñëè ñòîëáöû ìàòðèöû èñõîäíîé ñèñòåìû (3.3) ÿâëÿþòñÿ

ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.

Ïóñòü Ax = b � ìàòðè÷íàÿ çàïèñü èñõîäíîé ñèñòåìû (3.3). Òîãäà íîðìàëüíóþ

ñèñòåìó (3.4) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ATAx = ATb. (3.5)

Cèñòåìó (3.5) ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ �àóññà è òîãäà ìû ïîëó÷èì

ðåøåíèå ñèñòåìû (3.3) â ñìûñëå ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Èç (3.5) ïîëó÷àåì x = (ATA)
−1ATb. Ìàòðèöó A+

= (ATA)
−1AT

íàçûâàþò

ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöåé äëÿ A. Ê ñîæàëåíèþ, ìàòðèöà ñèñòåìû (3.5) îáëàäàåò

ïëîõèìè ñâîéñòâàìè. Ïîêàæåì ýòî íà ïðîñòîì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 3.3. �àññìîòðèì àïïðîêñèìàöèþ ïî ÌÍÊ ñ ïîìîùüþ ïðÿìîé ëèíèè

ñëåäóþùèõ äàííûõ.

Òàáëèöà 3.3

xi 15,0 15,1 15,2 15,3 15,4 15,5

yi 33,0 33,2 33,4 33,6 33,8 34,0

Òàê êàê ïðèâåäåííûå â òàáë. 3.3 äàííûå ëåæàò íà ïðÿìîé y = 3 + 2x, òî

ïîëó÷åííàÿ ïî ÌÍÊ ïðÿìàÿ y = a0 + a1x äîëæíà èìåòü êîý��èöèåíòû a0 = 3 è

a1 = 2. Íàì íóæíî ðåøèòü â ñìûñëå ÌÍÊ ñèñòåìó Ax = b, ãäå

A =





















1, 0 15, 0

1, 0 15, 1

1, 0 15, 2

1, 0 15, 3

1, 0 15, 4

1, 0 15, 5





















, b =





















33, 0

33, 2

33, 4

33, 6

33, 8

34, 0





















.

Íîðìàëüíûå óðàâíåíèÿ ÌÍÊ äàþò ëèíåéíóþ ñèñòåìó

ATAa =

(

6, 00000 91, 5000

91, 5000 1395, 55

)(

a0

a1

)

=

(

201, 000

3065, 60

)

= ATb.

Ïóñòü B = ATA è z = ATb. Òîãäà èç ðàâåíñòâà a = B−1z ïîëó÷àåì a0 = 3

è a1 = 2. Çàìåíèì òåïåðü â z ýëåìåíò 3065,60 íà 3065,59 è îáîçíà÷èì íîâóþ

ïðàâóþ ÷àñòü ÷åðåç z̃. Èç ðàâåíñòâà a = B−1z̃ ïîëó÷àåì a0 = 3, 87 è a1 = 1, 94.

Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî ïðÿìîé y = 3 + 2x ïîëó÷àåì ïðÿìóþ y = 3, 87 + 1, 94x.
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¾Ìàëûå¿ èçìåíåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè ïðèâîäÿò ê ¾áîëüøèì¿ èçìåíåíèÿì â ðåøåíèè

íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé.

Òàêèì îáðàçîì, íóæíû ìåòîäû ðåøåíèÿ íåñîâìåñòíûõ è ïåðåîïðåäåëåííûõ

ñèñòåì, ñâîáîäíûå îò òàêîãî íåäîñòàòêà. Çäåñü âîçìîæíû êàê ìèíèìóì òðè ïîä-

õîäà. Ïåðâûé ïîäõîä îñíîâàí íà îðòîãîíàëüíîé �àêòîðèçàöèè ìàòðèöû A â ñè-

ñòåìå Ax = b è ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå íàäåæíûì íî è âåñüìà òðóäîåìêèì. Òàêàÿ

�àêòîðèçàöèÿ ìàòðèöû áóäåò ðàññìîòðåíà â ãë. 5. Âòîðîé ïîäõîä îñíîâàí íà

ñèíãóëÿðíîì ðàçëîæåíèè ìàòðèöû A, îïèñûâàåìîì â ãë. 6. Íàêîíåö, ñâîéñòâà

ìàòðèöû íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü èñïîëüçîâàíèåì

îðòîãîíàëüíûõ èëè ¾ïî÷òè îðòîãîíàëüíûõ¿ îáîáùåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ (ìíîãî÷ëå-

íû ×åáûøåâà, Ëåæàíäðà è ò. ä.) è ñïëàéíîâ.

�3.5. Íåëèíåéíûå çàâèñèìîñòè

Ïðè îáðàáîòêå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî ÌÍÊ âàæåí ïðàâèëüíûé âû-

áîð �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè y = f(x), êîòîðûé äîëæåí îòâå÷àòü èçó÷àå-

ìîìó �èçè÷åñêîìó ïðîöåññó. Òàêîé âûáîð ìîæåò áûòü îòëè÷åí îò ìíîãî÷ëåíà è

îáû÷íî ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Âíà÷àëå â çàâèñèìîñòè îò òèïà èñõîäíûõ äàííûõ

âûáèðàåòñÿ �îðìóëà ïðèáëèæåíèÿ è îñóùåñòâëÿåòñÿ åå ëèíåàðèçàöèÿ, ÷òî ïîç-

âîëÿåò èçáåæàòü ïîëó÷åíèÿ íåëèíåéíûõ íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé. Çàòåì ïî ÌÍÊ

îïðåäåëÿþòñÿ êîý��èöèåíòû ýòîé �îðìóëû.

Ïîä ëèíåàðèçàöèåé îáû÷íî ïîíèìàþòñÿ òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

ξ = ϕ(x, y), η = ψ(x, y),

÷òî ýìïèðè÷åñêàÿ �îðìóëà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

η = α + βξ,

ãäå α è β � ÷èñëîâûå êîý��èöèåíòû. Âû÷èñëèâ α è β ïî ÌÍÊ è âûïîëíèâ îá-

ðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, íàõîäèì èñêîìóþ �óíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü.

Ïóñòü, íàïðèìåð, çàâèñèìîñòü èùåòñÿ â âèäå ïîêàçàòåëüíîé �óíêöèè

y = axb.

Íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâàíèå ÌÍÊ ïðèâîäèò ê íåëèíåéíûì íîðìàëüíûì óðàâíåíè-

ÿì. Ýòîãî çàòðóäíåíèÿ ìîæíî èçáåæàòü, èñïîëüçîâàâ âìåñòî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

çíà÷åíèé èõ ëîãàðè�ìû: log y = log a + b log x. Ïîëàãàÿ ξ = log x è η = log y,

ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü:

η = α+ βξ, α = log a, β = b.
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Òåïåðü íàéäåì ìèíèìóì ñóììû

E2 ≡ E2(a, b) =
∑

(ηi − α− βξi)
2.

Äè��åðåíöèðóÿ ïî α è β, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé:







(N + 1)α+

(

∑

ξi

)

β =

∑

ηi;
(

∑

ξi

)

α +

(

∑

ξ2i

)

β =

∑

ξiηi.

Âû÷èñëèâ èç ýòîé ëèíåéíîé ñèñòåìû α è β, êîý��èöèåíò a íàõîäèì ïî âåëè÷èíå

ëîãàðè�ìà.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû äðóãèõ ïðîñòûõ ëèíåàðèçóþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïðè y =

a + b/x ïîëàãàåì ξ = 1/x, η = a + bξ. Ïðè y = 1/(ax + b) áåðåì ξ = x, η = 1/y è

ò. ä.

�3.6. Ïðèáëèæåíèå ñïëàéíàìè

Ïðè áîëüøîì ÷èñëå èñõîäíûõ äàííûõ ìîæåò îêàçàòüñÿ òðóäíî îïèñàòü èõ îä-

íîé �îðìóëîé. Ê òîìó æå â ýòîì ñëó÷àå îáóñëîâëåííîñòü íîðìàëüíîé ñèñòåìû

óðàâíåíèé (3.2) ñèëüíî óõóäøàåòñÿ. Ïåðåõîä ê ñèñòåìå îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëå-

íîâ ñïàñàåò ïîëîæåíèå ëèøü ÷àñòè÷íî. Â ýòîì ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíèòü

êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå ïðèáëèæåíèÿ. Ïðîñòûìè âàðèàíòàìè òàêèõ ïðèáëèæå-

íèé ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ (ëîìàíàÿ) è êóáè÷åñêèé ñïëàéí.

Ââåäåì íà îòðåçêå [a, b] ðàâíîìåðíóþ ñåòêó ñ óçëàìè Xj = a + (j − 1)H , j =

1, 2, . . . ,M , H = (b− a)/(M − 1). Ïðèáëèæåíèå ïî ÌÍÊ áóäåì èñêàòü â âèäå:

S(x) =

M
∑

j=1

cjBk,j(x) =

M
∑

j=1

cjBk

(x−Xj

H

)

,

ãäå áàçèñíûå �óíêöèè (ñîêðàùåííî Â-ñïëàéíû) Bk ïðè k = 1 è k = 3 çàäàþòñÿ

�îðìóëàìè:

B1(x) =







1− |x|, |x| ≤ 1;

0, 1 ≤ |x|,
B3(x) =



















2/3− x2 + |x|3/2, |x| ≤ 1;

(2− |x|)3/6, 1 ≤ |x| ≤ 2;

0, 2 ≤ |x|.

Ýòè �óíêöèè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 3.3. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèè Bk,j, j =

1, 2, . . . ,M (ñäâèãè �óíêöèé Bk îòíîñèòåëüíî óçëîâ Xj) îáðàçóþò íà [a, b] ëèíåéíî

íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó. Íîðìàëüíàÿ ñèñòåìà (3.2) ïðèíèìàåò çäåñü âèä:

M
∑

j=1

cj

(

N
∑

i=0

Bk,j(xi)Bk,l(xi)
)

=

N
∑

i=0

yiBk,l(xi), l = 1, 2, . . . ,M. (3.6)
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(a) (b)

�èñ. 3.3. �ðà�èêè áàçèñíûõ ñïëàéíîâ ïåðâîé à) è òðåòüåé á) ñòåïåíè.

Â ñèëó êîíå÷íîñòè íîñèòåëåé Â-ñïëàéíîâ ìàòðèöà ñèñòåìû (3.3) áóäåò èìåòü 2k−1

íåíóëåâûõ äèàãîíàëåé. Ýòà ìàòðèöà õîðîøî îáóñëîâëåíà è ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåíà (ñì.[17℄).

Ïðèìåð 3.2. Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ âîçüìåì çíà÷åíèÿ �óíêöèè

f(x) =
1

0,1 + (x− 0,2)2
+

1

0,15 + (x− 0,8)2
, 0 ≤ x ≤ 1

íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå xi = ih, i = 0, 1, . . . , N ñ øàãîì h = 1/N , ïîëîæèâ N = 10.

Íà ðèñ. 3.4 à) è á) ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàí ãðà�èê àïïïðîêñèìèðóåìîé

�óíêöèè f . Èñõîäíûå äàííûå ïîìå÷åíû íà íåì ÷åðíûìè êðóæêàìè. Øòðèõîâîé,

øòðèõ-ïóíêòèðíîé è ïóíêòèðíîé êðèâûìè ïîêàçàíû ãðà�èêè ñïëàéíîâ ïåðâîé à)

è òðåòüåé á) ñòåïåíè íàèëó÷øåãî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ñ ÷èñëîì

óçëîâ M = 2, 3, 10. Ñëó÷àé M = 2 îòâå÷àåò àïïðîêñèìàöèè ïðÿìîé ëèíèåé (êóáè-

÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì). ÏðèM = 3 ëîìàíàÿ (êóáè÷åñêèé ñïëàéí) èìååò äâà çâåíà è

ò. ä. Âû÷èñëåíèÿ äàþò ñëåäóþùèå ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå óêëîíåíèÿ: E2 = 13,79,

E3 = 9,55, E10 = 0,0067 äëÿ ëîìàíîé è E2 = 7,30, E3 = 4,71, E10 = 0,0025 äëÿ êóáè-

÷åñêîãî ñïëàéíà. Î÷åâèäíà ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì ïîëó÷åííûõ ïî ÌÍÊ ñïëàéíîâ

ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà èõ çâåíüåâ ê èñõîäíîé �óíêöèè f .

�3.7. Îïòèìèçàöèÿ ïðèáëèæåíèÿ ïî ÌÍÊ

Íàëè÷èå çíà÷èòåëüíîé ñëó÷àéíîé ïîãðåøíîñòè â èñõîäíûõ äàííûõ çàñòàâëÿåò

íàñ îòêàçàòüñÿ îò èíòåðïîëèðîâàíèÿ â ïîëüçó ÌÍÊ. Åñëè â èñïîëüçóåìîì ïðè-

áëèæåíèè

S(x) =

M
∑

j=1

cjϕj(x)
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(a) (b)

�èñ. 3.4. �ðà�èêè ïîëó÷àåìûõ ïî ÌÍÊ ñïëàéíîâ ïåðâîé à) è òðåòüåé á) ñòåïåíè ïðè

÷èñëå óçëîâ: M = 2 (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ), M = 3 (øòðèõ-ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ) è M = 10

(ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ). Ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàí ãðà�èê àïïðîêñèìèðóåìîé �óíêöèè ñ

îòìå÷åííûìè íà íåì ÷åðíûìè òî÷êàìè èñõîäíûìè äàííûìè.

÷èñëî ñëàãàåìûõ M ìàëî, òî ñëåäóåò îæèäàòü ¾ïåðåãëàæèâàíèÿ¿, êîòîðîå ìî-

æåò ñóùåñòâåííî èñêàçèòü �îðìó èñõîäíûõ äàííûõ. Ïðè áîëüøîì M �óíêöèÿ S

ìîæåò îêàçàòüñÿ íàîáîðîò ¾ñëèøêîì êîëåáëþùåéñÿ¿.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíà âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè èñõîäíûõ äàííûõ ε, ò. å.

îíè îòêëîíÿþòñÿ îò òî÷íûõ äàííûõ íå áîëåå ÷åì íà ýòó âåëè÷èíó. Âû÷èñëèì

ñðåäíþþ ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ

δM =

(

1

N + 1

N
∑

i=0

(S(xi)− yi)
2
)1/2

.

Åñëè δM > ε, òî ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè áîëüøå ïîãðåøíîñòè âõîäíûõ äàí-

íûõ è M ñëåäóåò óâåëè÷èòü. Îïòèìàëüíûì áóäåò M , ïðè êîòîðîì δM ≈ ε.

�àñ÷åò ìîæíî íà÷àòü ñ M = 1, êîãäà ñêîðåå âñåãî δM ≫ ε, è, ïîñòåïåííî óâå-

ëè÷èâàÿ M , äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ δM ≈ ε. Åñëè ýòî óäàåòñÿ ñäåëàòü ïðè

M ≪ N , òî âûáîð áàçèñíûõ �óíêöèé ϕj óäà÷åí. Åñëè æå δM ≈ ε ïðè M ≈ N , òî

æåëàòåëüíî âûáðàòü áîëåå ïîäõîäÿùèå áàçèñíûå �óíêöèè ϕj . Íàïðèìåð, âìåñòî

îáû÷íûõ Â-ñïëàéíîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàöèîíàëüíûå èëè ýêñïîíåíöèàëüíûå

Â-ñïëàéíû èëè êàêèå-ëèáî äðóãèå �óíêöèè (ñì. [17℄).

�3.8. Èçîãåîìåòðè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ñòðîèòü àïïðîêñèìàöèè, êîòîðûå ñîõðàíÿëè áû

ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà èñõîäíûõ äàííûõ òàêèå, êàê ïîëîæèòåëüíîñòü, ìîíîòîí-
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(a) (b)

�èñ. 3.5. Àïïðîêñèìàöèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèõ äàííûõ ëîìàíîé ïî ÌÍÊ. Â çàâè-

ñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ óçëîâ à) è âûáîðà âåñîâûõ ìíîæèòåëåé á) ëîìàíàÿ ìîæåò íå

ñîõðàíÿòü (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) èëè ñîõðàíÿòü (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè

èñõîäíûõ äàííûõ.

íîñòü, âûïóêëîñòü, íàëè÷èå ïðÿìîëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ è ò. ä. Òàêèå ïðèáëèæåíèÿ

ïðèíÿòî íàçûâàòü èçîãåîìåòðè÷åñêèìè àïïðîêñèìàöèÿìè (ñì. [17℄).

Â òàáë. 3.2 ïðèâåäåíû ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå äàííûå. Àïïðîêñèìèðóåì ýòè

äàííûå ïî ÌÍÊ ëîìàíîé ñ ðàâíîîòñòîÿùèìè óçëàìè xi = 0,25i; i = 0, 1, 2, 3, 4.

Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ÌÍÊ ïîëó÷àåì êðèâóþ, ãðà�èê êîòîðîé èçîáðàæåí

íà ðèñ. 3.5 a) è á) ñïëîøíîé ëèíèåé. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ëîìàíàÿ íå ñîõðàíÿ-

åò ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè èñõîäíûõ äàííûõ. Èçìåíèì óçëû ëîìàíîé íà ñëåäó-

þùèå: 0; 0,3; 0,5; 0,7; 1. Íà ýòîò ðàç ÌÍÊ äàåò êðèâóþ, ãðà�èê êîòîðîé ïîêàçàí

íà ðèñ. 3.5 à) øòðèõîâîé ëèíèåé. Òåïåðü ðåøåíèå ïî ÌÍÊ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò

â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûìè. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí çà ñ÷åò

âûáîðà â ÌÍÊ âåñîâûõ ìíîæèòåëåé (ñì. (3.1) è (3.2)). Íà ðèñ. 3.5 á) øòðèõî-

âàÿ ëèíèÿ ïîëó÷åíà ïðè p0 = p2 = p8 = p10 = 100 è pi = 1 äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ

çíà÷åíèé i.
Òàáëèöà 3.2

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

xi 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

fi 0 0 0,01 0,04 0,12 0,32 0,68 1 1 1 1

Òàêèì îáðàçîì, íà �îðìó ñïëàéíîâîé êðèâîé âëèÿåò íå òîëüêî ÷èñëî çâåíüåâ

ñïëàéíà, íî è ðàñïîëîæåíèå åãî óçëîâ è âûáîð âåñîâ. Ïîñëåäíèå ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü êàê äîïîëíèòåëüíûå ïàðàìåòðû äëÿ óïðàâëåíèÿ �îðìîé ñïëàéíà. Ñïëàé-

íû, óçëû êîòîðûõ âàðüèðóþòñÿ (âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèé óäîâëåòâîðåíèÿ òåì èëè
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èíûì îãðàíè÷åíèÿì), ïðèíÿòî íàçûâàòü ñïëàéíàìè ñî ñâîáîäíûìè óçëàìè. Ñóùå-

ñòâóþò ìåòîäû îïòèìèçàöèè ðàñïîëîæåíèÿ óçëîâ ñïëàéíà. Ýòè ìåòîäû ñâÿçàíû

îäíàêî ñ ðåøåíèåì íåëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé è ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî äîðîãî-

ñòîÿùèìè.

�3.9. ÌÍÊ è ðåãóëÿðèçàöèÿ

Â îñíîâå ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè ëåæàò ñîîáðàæåíèÿ î ñãëàæèâàíèè ïðèáëèæà-

åìûõ äàííûõ. �àñïðîñòðàíåííîé �îðìîé ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþ-

ùàÿ. Ïóñòü èìåþòñÿ íà÷àëüíûå äàííûå (xi, yi), i = 0, 1, . . . , N , ãäå a = x0 < x1 <

. . . < xN = b. Çàäàâøèü íåêîòîðîé ñèñòåìîé ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íà îòðåçêå

[a, b] �óíêöèé {ϕj}, ïðèáëèæåíèå èùåì â âèäå:

S(x) =

N
∑

j=0

cjϕj(x).

Êîý��èöèåíòû cj �óíêöèè S âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà âûðàæåíèÿ

Jα(S) =

N
∑

i=0

pi
(

S(xi)− yi
)2

+ αI(S), pi > 0, α > 0, (3.7)

ãäå α � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè (ñãëàæèâàíèÿ). Ôóíêöèîíàë I ïîäáèðàåòñÿ èç

ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ: åñëè çíà÷åíèå ýòîãî �óíêöèîíàëà íåâåëèêî, òî �óíêöèÿ S

îáëàäàåò îïðåäåëåííîé ãëàäêîñòüþ. Íàïðèìåð, ïðè

I(S) =

∫ b

a

(S ′
)
2 dx èëè I(S) =

∫ b

a

(S ′′
)
2 dx

ìèíèìèçèðóåòñÿ ãðàäèåíò èëè ëèíåàðèçîâàííàÿ êðèâèçíà.

Ïóñòü ìèíèìóì �óíêöèîíàëà Jα â (3.7) äîñòèãàåòñÿ ïðè íåêîòîðûõ c
α
0 , c

α
1 , . . . , c

α
N

è Sα(x) =
∑N

j=0 c
α
j ϕj(x). �àññìîòðèì êðàéíèå ñëó÷àè: α = 0 è α � î÷åíü áîëüøîå

÷èñëî. Ïðè α = 0 ìèíèìóì �óíêöèîíàëà (3.7) äîñòèãàåòñÿ íà �óíêöèè S0, èíòåð-

ïîëèðóþùåé íà÷àëüíûå äàííûå. Â ýòîì ñëó÷àå

S0(xi) =

N
∑

j=0

c0jϕj(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , N

è â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè �óíêöèé ϕj íà [a, b] ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ñó-

ùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Ïðè î÷åíü áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ α â �óíêöèîíàëå (3.7) îïðåäåëÿþùèì ÿâëÿåò-

ñÿ âòîðîå ñëàãàåìîå, íèæíÿÿ ãðàíü êîòîðîãî äîñòèãàåòñÿ íà ãëàäêîé �óíêöèè.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî äëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé α ðåøåíèå Sα

áóäåò äîñòàòî÷íî ãëàäêèì è îäíîâðåìåííî íå áóäåò ñëèøêîì ñèëüíî óêëîíÿòüñÿ

îò èñõîäíûõ äàííûõ.

Äàëåå â êà÷åñòâå ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåðà ðåãóëÿðèçàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ çà-

äà÷à ïîñòðîåíèÿ ñãëàæèâàþùåãî êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà, ðåàëèçóþùåãî êîìïðî-

ìèññ ìåæäó èíòåðïîëÿöèîííûì êóáè÷åñêèì ñïëàéíîì (α = 0) è ïðÿìîé ëèíèåé

(α = ∞).

�3.10. Ýêñòðåìàëüíûå ñâîéñòâà êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L2[a, b] ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ íà îòðåçêå [a, b] �óíêöèé ñî

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(f, g)L2
=

∫ b

a

f(x)g(x)dx.

�àññìîòðèì êëàññ W 2
2 [a, b] íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ íà [a, b] �óíêöèé,

èìåþùèõ ñóììèðóåìûå ñ êâàäðàòîì âòîðûå ïðîèçâîäíûå, ò. å.

‖f ′′‖2L2
=

∫ b

a

[f ′′
(x)]2dx <∞. (3.8)

Ïóñòü â óçëàõ ñåòêè ∆ : a = x0 < x1 < . . . < xN = b çàäàíû íåêîòîðûå

÷èñëà yi, i = 0, 1, . . . , N . Ïîñòàâèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ �óíêöèè f ∈ W 2
2 [a, b],

óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì èíòåðïîëÿöèè

f(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , N (3.9)

è ìèíèìèçèðóþùåé �óíêöèîíàë (3.8).

Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ �óíêöèé, íà êîòîðîì èùåòñÿ ìèíèìóì

�óíêöèîíàëà (3.8), ìîãóò áûòü âçÿòû òàêæå ïîäïðîñòðàíñòâà W
2

2[a, b] �óíêöèé,

óäîâëåòâîðÿþùèõ êðàåâûì óñëîâèÿì âèäà

f ′
(a) = y′0, f ′

(b) = y′N (3.10)

è

˜W 2
2 [a, b] � ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé ñ ïåðèîäîì b− a.

Òåîðåìà 3.1. Ñðåäè âñåõ �óíêöèé f ∈ W 2
2 [a, b], óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

èíòåðïîëÿöèè (3.9), êóáè÷åñêèé ñïëàéí S ñ ¾åñòåñòâåííûìè¿ êðàåâûìè óñëîâè-

ÿìè

S ′′
(a) = S ′′

(b) = 0 (3.11)
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ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé �óíêöèåé, ìèíèìèçèðóþùåé �óíêöèîíàë (3.8).

Åñëè f ∈ W
2

2[a, b] èëè f ∈ ˜W 2
2 [a, b], òî ìèíèìóì �óíêöèîíàëó (3.8) äîñòàâëÿ-

åò ñïëàéí èç òîãî æå ìíîæåñòâà è ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(f ′′ − S ′′, S ′′
)L2

= [f ′
(x)− S ′

(x)]S ′′
(x)|ba − (f ′ − S ′, S ′′′

)L2
.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà â ýòîì ðàâåíñòâå áóäåò ðàâíî íóëþ êàê â ñëó÷àå êðàåâûõ

óñëîâèé (3.11), òàê è äëÿ �óíêöèé èç ìíîæåñòâ W
2

2[a, b] è
˜W 2

2 [a, b]. Òàê êàê êðîìå

òîãî S ′′′
(x) = ci = const äëÿ x ∈ (xi, xi+1), òî ñ ó÷åòîì óñëîâèé èíòåðïîëÿöèè (3.9)

èìååì:

(f ′′ − S ′′, S ′′
)L2

= −
N−1
∑

i=0

ci[f(x)− S(x)]|xi+1

xi
= 0. (3.12)

Çàïèøåì òîæäåñòâî

‖f ′′ − S ′′‖2L2
= ‖f ′′‖2L2

− 2(f ′′ − S ′′, S ′′
)L2

− ‖S ′′‖2L2
. (3.13)

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (3.12), ïîëó÷àåì

‖S ′′‖2L2
= ‖f ′′‖2L2

− ‖f ′′ − S ′′‖2L2
≤ ‖f ′′‖2L2

.

Òàêèì îáðàçîì, èíòåðïîëÿöèîííûé ñïëàéí S äîñòàâëÿåò ìèíèìóì �óíêöè-

îíàëó (3.8). Âñÿêîå äðóãîå ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò

S ëèøü íà ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè, êîòîðûé äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü íóëåâûì

èíòåðïîëÿöèîííûì óñëîâèÿì (3.9) è ïîýòîìó òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.1. Â ñëó÷àå ëþáîãî èç ìíîæåñòâ W 2
2 [a, b], W

2

2[a, b] èëè
˜W 2

2 [a, b]

âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ñïëàéíà S ðåàëèçóåò íàèëó÷øåå ñðåä-

íåêâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé èíòåðïîëèðóåìîé �óíêöèè f

íà ìíîæåñòâå S3(∆) êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ ñ óçëàìè íà ñåòêå ∆, ò. å.

‖f ′′ − S ′′‖L2
≤ ‖f ′′ − g′′‖L2

äëÿ âñåõ g ∈ S3(∆),

ãäå ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè g(x) ≡ S(x).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âçÿòü â êà÷åñòâå f â (3.13) ðàçíîñòü f − g è

âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííûé ñïëàéí îò ñïëàéíà ñîâïà-

äàåò ñ ïîñëåäíèì.
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�3.11. Ìèíèìóì ðåãóëÿðèçèðóþùåãî �óíêöèîíàëà

�àññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ �óíêöèè f ∈ W 2
2 [a, b], ìèíèìèçèðóþùåé �óíê-

öèîíàë:

Jα(f) =

N
∑

i=0

pi[f(xi)− yi]
2
+ α‖f ′′‖2L2

, (3.14)

ãäå pi è α � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ôîðìàëüíî pi ìîãóò ïðèíèìàòü

áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ, ÷òî äàåò ñëó÷àé èíòåðïîëÿöèè â ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàõ.

Âûáîð ïàðàìåòðà ñãëàæèâàíèÿ α ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà ïëàâíîñòü ïîëó÷àåìîé

êðèâîé. Âåñîâûå ìíîæèòåëè pi îáû÷íî âûáèðàþò ýêñïåðèìåíòàëüíî. Î÷åâèäíî,

÷òî ÷åì òî÷íåå èçìåðåíî yi, òåì áîëüøå äîëæíî áûòü pi. Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ

f ïðîõîäèò áëèæå ê çàäàííîìó çíà÷åíèþ yi.

Òåîðåìà 3.2.Ñðåäè âñåõ �óíêöèé f ∈ W 2
2 [a, b] êóáè÷åñêèé ñïëàéí ñ êðàåâû-

ìè óñëîâèÿìè (3.10) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé �óíêöèåé, äîñòàâëÿþùåé ìèíèìóì

�óíêöèîíàëó (3.14).

Åñëè f ∈ W
2

2[a, b] èëè f ∈ ˜W 2
2 [a, b], òî ìèíèìóì �óíêöèîíàëó (3.14) äîñòàâ-

ëÿåò ñïëàéí èç òîãî æå ìíîæåñòâà è ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü �óíêöèÿ f ∈ W 2
2 [a, b] ìèíèìèçèðóåò �óíêöèîíàë

(3.14) è íå ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì ñïëàéíîì. Ïîñòðîèì êóáè÷åñêèé ñïëàéí S ñ êðà-

åâûìè óñëîâèÿìè (3.11), èíòåðïîëèðóþùèé f íà ñåòêå ∆. Òîãäà ïåðâîå ñëàãàå-

ìîå â (3.14) áóäåò îäèíàêîâûì äëÿ S è f , à âòîðîå ïî òåîðåìå 3.1 áóäåò ìåíüøå

íà S. Òàêèì îáðàçîì, Jα(S) < Jα(f), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ìèíèìèçàöèè.

Åäèíñòâåííîñòü ñãëàæèâàþùåãî ñïëàéíà òàêæå ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.1. Äîêà-

çàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äëÿ ìíîæåñòâ W
2

2[a, b] è
˜W 2

2 [a, b] ïðîâîäèòñÿ

àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â ñèëó òåîðåìû 3.2 ìèíèìóì �óíêöèîíàëà (3.14) íà ìíîæåñòâàõ W 2
2 [a, b] è

W
2

2[a, b] ñëåäóåò èñêàòü â âèäå êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà Sα ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

(3.11) è (3.10) ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà

˜W 2
2 [a, b] ñïëàéí Sα äîëæåí

áûòü ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé ñ ïåðèîäîì b− a.

�3.12. Ïîñòðîåíèå ñãëàæèâàþùåãî ñïëàéíà

�àññìîòðèì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñïëàéíà Sα, îäíîâðåìåííî äîêàçàâ åãî ñóùå-

ñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü.

Òàê êàê äëÿ x ∈ [xi, xi+1] âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà S ′′

α � ëè-

íåéíàÿ �óíêöèÿ, òî ïðè îáîçíà÷åíèè Mj = S ′′

α(xj), j = i, i+ 1 ïîëó÷àåì

S ′′

α(x) =Mi
xi+1 − x

hi
+Mi+1

x− xi

hi
, i = 0, 1, . . . , N − 1. (3.15)
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Íàõîäèì

‖S ′′

α‖2L2
=

N−1
∑

i=0

∫ xi+1

xi

(

Mi
xi+1 − x

hi
+Mi+1

x− xi

hi

)2

dx =

=

N−1
∑

i=0

hi

3

(M2
i +MiMi+1 +M2

i+1) =

=

1

6

N−1
∑

i=1

Mi[hi−1Mi−1 + 2(hi−1 + hi)Mi + hiMi+1] +

+

h0

6

(2M0 +M1)M0 +
hN−1

6

(MN−1 + 2MN )MN =

1

6

(AM,M),

ãäå ïðè îáîçíà÷åíèè αi = 2(hi−1 + hi) èìååì:

A =

















2h0 γh0 0 . . . 0

γh0 α1 h1 . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . hN−2 αN−1 γhN−1

0 . . . 0 γhN−1 2hN−1

















, M =

















M0

M1

.

.

.

MN−1

MN

















. (3.16)

Â ìàòðèöå A êîý��èöèåíò γ = 0 â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé (3.11) è γ = 1 ïðè

êðàåâûõ óñëîâèÿõ (3.10).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëàãàÿ ỹi = Sα(xi), äëÿ �óíêöèîíàëà (3.14) ïîëó÷àåì

Jα(Sα) =

N
∑

i=0

pi(ỹi − yi)
2
+

α

6

(AM,M). (3.17)

Äëÿ ñïëàéíà Sα ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (3.10) èëè (3.11) ñèñòåìû (2.38) è (2.39)

èç ãë. 2 ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â âèäå

1

6

AM = Hỹ + ȳ′, (3.18)

ãäå ïðè îáîçíà÷åíèè βi = −(h−1
i−1 + h−1

i ) êâàäðàòíàÿ (N + 1)× (N + 1) ìàòðèöà H

è âåêòîðû ỹ, ȳ′
èìåþò âèä:

H =

















−γh−1
0 γh−1

0 0 . . . 0

h−1
0 β1 h−1

1 . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . h−1
N−2 βN−1 h−1

N−1

0 . . . 0 γh−1
N−1 −γh−1

N−1

















, (3.19)

ỹ = (ỹ0, ỹ1, . . . , ỹN)
T , ȳ′

= (−γy′0, 0, . . . , 0, γy′N)T .
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Çäåñü âåðõíèé èíäåêñ T îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ.

Ñîãëàñíî (3.16), ìàòðèöàA � ñèììåòðè÷åñêàÿ ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì,

ïðè÷åì äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ïîëîæèòåëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 4.1

(�åðøãîðèíà) âñå åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïîëîæèòåëüíû, à ñàìà îíà ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåíà. Â ñèëó (3.18) âåêòîð M ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîð ỹ. Ïîýòî-

ìó Jα(Sα) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ �îðìà îò ỹ. Â êà÷åñòâå

ýêñòðåìóìà ó íåå ìîæåò áûòü òîëüêî ìèíèìóì, äëÿ íàõîæäåíèÿ êîòîðîãî íåîá-

õîäèìî ïðèðàâíÿòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò Jα ïî ỹi íóëþ. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî

(3.18), ïîëó÷àåì

1

6

∂

∂ỹi
(AM,M) =

1

3

(∂(AM)

∂ỹi
,M
)

=

1

3

(∂(6Hỹ + 6ȳ′
)

∂ỹi
,M
)

=

= 2

( ∂ỹ

∂ỹi
,HTM

)

= 2(HTM)i,

ãäå íèæíèé èíäåêñ i îáîçíà÷àåò i-þ êîìïîíåíòó âåêòîðà HTM.

Òàêèì îáðàçîì, äè��åðåíöèðóÿ �óíêöèîíàë â �îðìóëå (3.17), ïðèõîäèì ê

ñèñòåìå óðàâíåíèé:

∂Jα

∂ỹi
= 2pi(ỹi − yi) + 2α(HTM)i = 0, i = 0, 1, . . . , N. (3.20)

Ïîñëå äåëåíèÿ êàæäîãî èç ýòèõ óðàâíåíèé íà 2pi ïîëó÷àåì

αPHTM+ ỹ = y, (3.21)

ãäå äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà P è âåêòîð y èìåþò âèä:

P =













p−1
0 0 . . . 0

0 p−1
1 . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . p−1
N













, y =













y0

y1
.

.

.

yN













.

Ïîêàæåì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (3.21) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (3.11) èëè (3.10) ÿâëÿ-

þòñÿ äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà Jα íà ìíîæåñòâàõW
2
2 [a, b]

è

¯W 2
2 [a, b] ñîîòâåòñòâåííî.

Òàê êàê, ñîãëàñíî (3.15), èìååì:

S ′′′

α (x) =
Mi+1 −Mi

hi
, x ∈ (xi, xi+1), i = 0, 1, . . . , N − 1,

òî óñëîâèÿ ìèíèìóìà (3.20) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

αDi + pi(ỹi − yi) = 0, i = 0, 1, . . . , N, (3.22)

88



ãäå

Di =



















S ′′′
(x0 + 0), i = 0;

S ′′′
(xi + 0)− S ′′′

(xi − 0), i = 1, 2, . . . , N − 1;

−S ′′′
(xN − 0) i = N.

�àññìîòðèì �óíêöèîíàë

˜Jα(f − Sα) =

N
∑

i=0

pi[f(xi)− Sα(xi)]
2
+ α‖f ′′ − S ′′

α‖2L2
=

= Jα(f)− Jα(Sα)− 2I,

ãäå

I = α(f ′′ − S ′′

α, S
′′

α)L2
−

N
∑

i=0

pi[yi − Sα(xi)][f(xi)− Sα(xi)].

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (3.22) è êðàåâûå óñëîâèÿ (3.11) èëè (3.10), ïîëó÷àåì:

I = α
{

(f ′′ − S ′′

α, S
′′

α)L2
−

N
∑

i=0

Di[f(xi)− Sα(xi)]
}

=

= α
{

(f ′′ − S ′′

α, S
′′

α)L2
+

N−1
∑

i=0

S ′′′

α (xi + 0)[f(x)− Sα(x)]

∣

∣

∣

xi+1

xi

}

=

= α[f ′
(x)− S ′

α(x)]S
′′

α(x)

∣

∣

∣

b

a
= 0.

Òàêèì îáðàçîì,

˜Jα(f − Sα) + Jα(Sα) = Jα(f).

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó

˜Jα(f − Sα) ≥ 0, òî Jα(Sα) ≤ Jα(f). Ñëåäîâàòåëüíî, ñïëàéí

Sα, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèÿì (3.21) è êðàåâûì óñëîâèÿì (3.11) èëè (3.10),

äîñòàâëÿåò ìèíèìóì �óíêöèîíàëó (3.14). Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî óñëî-

âèÿ (3.21) ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà Jα òàêæå

â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé

˜W 2
2 [a, b].

Óìíîæàÿ ðàâåíñòâî (3.21) ñëåâà íà ìàòðèöó H èç (3.19) è ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøå-

íèå (3.18), ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïÿòèäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé:

(

1

6

A+ αHPHT
)

M = Hy + ȳ′. (3.23)

Çäåñü ìàòðèöà A � ñèììåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Ïóñòü r = HT ỹ.

Òàê êàê ìàòðèöà P � ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåíà, òî ỹT
(HPHT

)ỹ = rTPr ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà HPHT
= (HPHT

)
T
ñèììåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíî ïîëó-

îïðåäåëåíà. Ìàòðèöà ñèñòåìû (3.23) áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà êàê ñóììà
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ïîëîæèòåëüíî è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö. Ïîýòîìó îíà íåâûðîæäå-

íà. Ýòî äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñãëàæèâàþùåãî êóáè÷åñêîãî

ñïëàéíà â êëàññàõW 2
2 [a, b] èW

2

2[a, b]. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-

íîñòè ñãëàæèâàþùåãî ñïëàéíà â ïîäïðîñòðàíñòâå

˜W 2
2 [a, b] ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñèñòåìó (3.23) ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì ïÿòèòî÷å÷íîé ïðîãîíêè. Ý��åêòèâíû

òàêæå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ðàçëîæåíèè ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ýòîé ñèñòå-

ìû â âèäå LDLT
, ãäå L � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíè÷íîé äèàãîíàëüþ,

à D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè.

Âûïèøåì â ÿâíîì âèäå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå òðåáóåòñÿ ðå-

øàòü ïðè ïîñòðîåíèè ñãëàæèâàþùåãî ñïëàéíà. Â ñëó÷àå êðàåâûõ óñëîâèé (3.10)

è (3.11) èìååì:

a0M0 + b0M1 + c0M2 = d0,

b0M0 + a1M1 + b1M2 + c1M3 = d1,

ci−2Mi−2 + bi−1Mi−1 + aiMi + biMi+1 + ciMi+2 = di,

i = 2, 3, . . . , N − 2, (3.24)

cN−3MN−3 + bN−2MN−2 + aN−1MN−1 + bN−1MN = dN−1,

cN−2MN−2 + bN−1MN−1 + aNMN = dN ,

ãäå êîý��èöèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì:

a0 =

h0

3

+

αγ

h20
(p−1

0 + p−1
1 ), c0 =

αγ

h0h1
p−1
1 ,

b0 = γ
h0

6

− αγ

h0

[

1

h0
p−1
0 +

(

1

h0
+

1

h1

)

p−1
1

]

, d0 = γ(y[x0, x1]− y′0), (3.25a)

ai =

1

3

(hi−1 + hi) + α
[

1

h2i−1

p−1
i−1 +

(

1

hi−1

+

1

hi

)2

p−1
i +

1

h2i
p−1
i+1

]

,

i = 1, 2, . . . , N − 1,

bi =

hi

6

− α

hi

[(

1

hi−1

+

1

hi

)

p−1
i +

(

1

hi
+

1

hi+1

)

p−1
i+1

]

, i = 1, 2, . . . , N − 2,

ci =

α

hihi+1

p−1
i+1, i = 1, 2, . . . , N − 3,

di = y[xi, xi+1]− y[xi−1, xi], i = 1, 2, . . . , N − 1. (3.25b)

aN =

hN−1

3

+

αγ

h2N−1

(p−1
N−1 + p−1

N ),

bN−1 = γ
hN−1

6

− αγ

hN−1

[(

1

hN−2
+

1

hN−1

)

p−1
N−1 +

1

hN−1
p−1
N

]

,

cN−2 =

αγ

hN−2hN−1
p−1
N−1, dN = γ(y′N − y[xN−1, xN ]). (3.25)
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Â �îðìóëàõ (3.25à) è (3.25) êîý��èöèåíò γ = 0 äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé (3.11) è

γ = 1 ïðè êðàåâûõ óñëîâèÿõ (3.10).

Â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå ñèñòåìà ñîñòîèò èç óðàâíåíèé

ci−2Mi−2 + bi−1Mi−1 + aiMi + biMi+1 + ciMi+2 = di; i = 1, 2, . . . , N, (3.26)

ãäå äëÿ âñåõ i êîý��èöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè (3.25b). Çäåñü âåëè÷èíû

ñ èíäåêñàìè i è N + i ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè, ò. å. Mi = MN+i, hi = hN+i, ai = aN+i

è ò. ä.

Ïîñëå òîãî êàê íàéäåí âåêòîð M, âåêòîð ñåòî÷íûõ çíà÷åíèé ñãëàæèâàþùåãî

ñïëàéíà ỹ íàõîäèòñÿ èç �îðìóëå (3.21):

ỹ = y− αPHTM

èëè, ñîãëàñíî (3.22), â ïîêîìïîíåíòíîé �îðìå

ỹi = yi −
α

pi
Di, i = 0, 1, . . . , N, (3.27)

ãäå

D0 =

1

h0
(M1 −M0); (3.28a)

Di =

1

hi
(Mi+1 −Mi)−

1

hi−1

(Mi −Mi−1), i = 1, 2, . . . , N − 1; (3.28b)

DN = − 1

hN−1

(MN −MN−1). (3.28)

Â ïåðèîäè÷åñêîì ñëó÷àå MN = M0, MN+1 = M1, hN = h0 è âñå âåëè÷èíû Di

íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëå (3.28b), ãäå i = 1, 2, . . . , N .

Ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé ñïëàéíà ïî �îðìóëàì (2.36) èëè (2.49) èç ãë. 2

íåîáõîäèìî çàìåíèòü â íèõ fj íà ỹj, j = i, i+ 1.

�3.13. Ìåòîä ïÿòèòî÷å÷íîé ïðîãîíêè

Ïîñòðîåíèå ñãëàæèâàþùåãî ñïëàéíà òðåáóåò ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãå-

áðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (3.24) èëè (3.26) ñ ñèììåòðè÷åñêîé è ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåííîé ìàòðèöåé. Èçâåñòíî [17℄, ÷òî ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü îñó-

ùåñòâëåíî ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ �àóññà áåç âûáîðà ãëàâíûõ ýëåìåíòîâ, ò. å. â íà-

øåì ñëó÷àå ìåòîäîì îáû÷íîé èëè ïåðèîäè÷åñêîé ïÿòèòî÷å÷íîé ïðîãîíêè [13, 24℄.
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Èìåÿ â âèäó ñèñòåìû óðàâíåíèé, âîçíèêàþùèå ïðè ïîñòðîåíèè ñãëàæèâàþùåãî

ñïëàéíà, ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó



























a1 b1 c1 0 . . . cn−1 bn

b1 a2 b2 c2 . . . 0 cn

c1 b2 a3 b3 . . . 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . bn−3 an−2 bn−2 cn−2

cn−1 0 . . . cn−3 bn−2 an−1 bn−1

bn cn . . . 0 cn−2 bn−1 an





















































x1

x2

x3
.

.

.

xn−2

xn−1

xn



























=



























d1

d2

d3
.

.

.

dn−2

dn−1

dn



























. (3.29)

Ïðåäïîëîæèì âíà÷àëå, ÷òî cn−1 = bn = cn = 0. Ýòî îòâå÷àåò ñëó÷àþ ñèñòåìû ñ

ïÿòèäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé (3.24). ×òîáû íà÷àòü èñêëþ÷åíèå, ðàçäåëèì ïåðâîå

óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû íà äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò a1 è îáîçíà÷èì

p1 = b1/a1, q1 = c1/a1, r1 = d1/a1. (3.30)

Óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû íà b1 è âû÷èòàÿ åãî èç âòîðîãî, èñêëþ÷èì

ïîääèàãîíàëüíûé ýëåìåíò b1 âî âòîðîé ñòðîêå. �àçäåëèâ çàòåì âòîðîå óðàâíåíèå

íà äèàãîíàëüíûé ýëåìåíò a2 − p1b1, îáîçíà÷èì

p2 =
b2 − q1b1

a2 − p1b1
, q2 =

c2

a2 − p1b1
, r2 =

d2 − r1b1

a2 − p1b1
. (3.31)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èñêëþ÷èëè âñå íåíóëåâûå ïîääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû

â ïåðâûõ i− 1 ñòðîêàõ. Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü íåèçâåñòíûå

xj = rj − pjxj+1 − qjxj+2, j = i− 2, i− 1

â i-þ ñòðîêó ñèñòåìû, èìååì:

ci−2xi−2 + bi−1xi−1 + aixi + bixi+1 + cixi+2 =

= ci−2[ri−2 − pi−2(ri−1 − pi−1xi − qi−1xi+1)− qi−2xi] +

+ bi−1(ri−1 − pi−1xi − qi−1xi+1) + aixi + bixi+1 + cixi+2 =

= [ai − pi−1(bi−1 − pi−2ci−2)− qi−2ci−2]xi +

+ [bi − qi−1(bi−1 − pi−2ci−2)]xi+1 + cixi+2 +

+ ri−1(bi−1 − pi−2ci−2) + ri−2ci−2 = di.

Îòñþäà ñëåäóþò ðåêóððåíòíûå �îðìóëû:

pi =

bi − qi−1βi

αi
, i = 3, 4, . . . , n− 1;
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qi =

ci

αi
, i = 3, 4, . . . , n− 2;

ri =

di − ri−1βi − ri−2ci−2

αi
, i = 3, 4, . . . , n, (3.32)

ãäå

αi = ai − pi−1βi − qi−2ci−2; βi = bi−1 − pi−2ci−2; i = 3, 4, . . . , n.

Ôîðìóëû (3.30)�(3.32) ïîçâîëÿþò ëåãêî âû÷èñëèòü êîý��èöèåíòû pi, qi è ri è

òåì ñàìûì ïðèâåñòè ñèñòåìó (3.29) ê âåðõíåìó òðåóãîëüíîìó âèäó
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Ïîñëå ýòîãî, èñïîëüçóÿ îáðàòíûé õîä, íàõîäèì ðåøåíèå ñèñòåìû (3.29):

xn = rn, xn−1 = rn−1 − pn−1rn,

xi = ri − pixi+1 − qixi+2, i = n− 2, n− 3, . . . , 1. (3.33)

�3.14. Êîððåêòíîñòü è óñòîé÷èâîñòü ïÿòèòî÷å÷íîé

ïðîãîíêè

Ïóñòü äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ñèñòåìû (3.29) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñòðîãîãî

äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ

|ai| > |ci−2|+ |bi−1|+ |bi|+ |ci|, i = 1, . . . , n, (3.34)

ãäå b0 = c−1 = c0 = bn = cn−1 = cn = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ (3.34) àëãîðèòì ïÿòèòî÷å÷íîé ïðî-

ãîíêè êîððåêòåí è óñòîé÷èâ.

Ñîãëàñíî �îðìóëàì (3.30) è (3.31) è íåðàâåíñòâàì (3.34), èìååì

|p1|+ |q1| =

|b1|+ |c1|
|a1|

< 1,

|p2|+ |q2| =

|b2 − q1b1|+ |c2|
|a2 − p1b1|

<
|b2|+ (1− |p1|)|b1|+ |c2|

|a2| − |p1||b1|
< 1.
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Ïðåäïîëîæèì ïî èíäóêöèè, ÷òî |pj|+ |qj | < 1, j = 1, 2, . . . , i− 1. Òîãäà, èñïîëüçóÿ

�îðìóëû (3.32) è óñëîâèÿ äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ (3.34), ïîëó÷àåì:

|pi|+ |qi| =

|bi − qi−1βi|+ |ci|
|ai − pi−1βi − qi−2ci−2|

<
|bi|+ (1− |pi−1|)|βi|+ |ci|
|ai| − |pi−1||βi| − |qi−2||ci−2|

<

<
|bi|+ |bi−1|+ (1− |qi−2|)|ci−2|+ |ci| − |pi−1||βi|

|ai| − |pi−1||βi| − |qi−2||ci−2|
< 1.

Òàêèì îáðàçîì, |pi|+ |qi| < 1 äëÿ i = 1, . . . , n− 2 è |pn−1| < 1.

Òàê êàê, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâàì (3.34), èìååì

|a1| > 0, |a2 − p1b1| ≥ |a2| − |p1||b1| > |a2| − |b1| > 0,

|αi| = |ai − pi−1(bi−1 − pi−2ci−2)− qi−2ci−2| ≥
≥ |ai| − |ci−2|(|qi−2|+ |pi−1||pi−2|)− |pi−1||bi−1| >
> |ai| − |ci−2| − |bi−1| > 0, i = 3, 4, . . . , n, (3.35)

çíàìåíàòåëè â �îðìóëàõ (3.30)�(3.32) îòëè÷íû îò íóëÿ, ÷òî îçíà÷àåò âûïîëíè-

ìîñòü âñåõ èñïîëüçóåìûõ ïðè ðåàëèçàöèè ïðîãîíêè �îðìóë, ò. å. êîððåêòíîñòü

ìåòîäà ïÿòèòî÷å÷íîé ïðîãîíêè.

Ïóñòü âû÷èñëåíèÿ äàþò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå x̄i = xi + εi, i = n − 2, . . . , 1,

ãäå εi � îøèáêà îêðóãëåíèÿ íà i-ì øàãå. Òîãäà, ñîãëàñíî �îðìóëàì (3.33), èìååì:

x̄i = ri − pix̄i+1 − qix̄i+2; i = n− 2, n− 3, . . . , 1.

Âû÷èòàÿ èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñîîòíîøåíèå (3.33), íàõîäèì

εi = −piεi+1 − qiεi+2; i = n− 2, n− 3, . . . , 1,

îòêóäà

|εi| = |pi||εi+1|+ |qi||εi+2| < max(|εi+1|, |εi+2|); i = n− 2, n− 3, . . . , 1,

ò. å. àëãîðèòì ïÿòèòî÷å÷íîé ïðîãîíêè ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì.

Àëãîðèòì ïåðèîäè÷åñêîé ïÿòèòî÷å÷íîé ïðîãîíêè, åãî êîððåêòíîñòü è óñòîé÷è-

âîñòü ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â [17℄.

�3.15. Âûáîð âåñîâûõ ìíîæèòåëåé

Âåëè÷èíà ëîêàëüíîãî óêëîíåíèÿ ñãëàæèâàþùåãî ñïëàéíà îò çàäàííûõ çíà-

÷åíèé ðåãóëèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàäàíèÿ âåñîâûõ ìíîæèòåëåé pi â �óíêöèîíàëå

(3.14). Êàê óæå îòìå÷àëîñü â � 3.2, ÷åì òî÷íåå èçìåðåíî yi, òåì áîëüøå äîëæíî
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áûòü çíà÷åíèå âåñà pi. Â ÷àñòíîñòè, ïðè pi = ∞ çíà÷åíèå yi áóäåò çàêðåïëåíî, ò. å.

îíî áóäåò èíòåðïîëèðîâàòüñÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñõîäíûå äàííûå íàõîäÿòñÿ â ¾êîðèäîðå¿:

εi = |yi − y∗i | ≤ δi; i = 0, 1, . . . , N,

ãäå y∗i � òî÷íîå çíà÷åíèå èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû. Â ýòîì ñëó÷àå, èñõîäÿ èç �îðìóë

(3.27) è (3.28a)�(3.28), åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

α

pi
|Di| = |ỹi − yi| ≤ δi; i = 0, 1, . . . , N. (3.36)

Ñëåäóÿ [13℄, ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ âå-

ñîâ pi â �óíêöèîíàëå (3.14), êîòîðûé äîëæåí îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé

(3.36):

(

1

6

A+ αHP(k)HT
)

M(k)
= Hy + ȳ′, (3.37)

p
(k+1)
i =

α|D(k)
i |
δi

; k = 0, 1, . . . , (3.38)

ãäå k � íîìåð èòåðàöèè.

Ïóñòü òåïåðü íà k-é èòåðàöèè â òî÷êå xi óñëîâèå (3.36) íå âûïîëíÿåòñÿ

ε
(k)
i =

α

p
(k)
i

|D(k)
i | > δi.

Òîãäà èç �îðìóëû (3.38) ñëåäóåò, ÷òî

p
(k)
i <

α

δi
|D(k)

i | = p
(k+1)
i ,

ò. å. íà (k + 1)-é èòåðàöèè âåñîâîé ìíîæèòåëü pi âîçðàñòàåò. Ýòî âåäåò ê óìåíü-

øåíèþ εi è âîçâðàòó çíà÷åíèÿ ñïëàéíà â ¾êîðèäîð¿.

Åñëè íà k-é èòåðàöèè ε
(k)
i < δi, òî ïî �îðìóëå (3.38) èìååì p

(k+1)
i < p

(k)
i è çíà-

÷åíèå ñïëàéíà íà÷èíàåò óäàëÿòüñÿ îò èñõîäíîé âåëè÷èíû yi. Ýòî âåäåò ê áîëüøåé

ïëàâíîñòè ãðà�èêà ñãëàæèâàþùåãî ñïëàéíà.

Íàêîíåö, åñëè â ïðîöåññå èòåðàöèé p
(k+1)
i = 0, òî ñêà÷îê òðåòüåé ïðîèçâîäíîé

ñïëàéíà â òî÷êå xi îòñóòñòâóåò, ò. å. ñòûêóþùèåñÿ â ýòîé òî÷êå ñîñåäíèå êóáè-

÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ñîâïàäàþò è ìîãóò áûòü çàìåíåíû îäíèì ìíîãî÷ëåíîì. Ýòî

ïîçâîëÿåò ¾ñæàòü¿ èñõîäíóþ èí�îðìàöèþ, óäàëèâ èç ðàññìîòðåíèÿ ëèøíèå óçëû

ñïëàéíà.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ èòåðàöèé (3.37)�(3.38) áåðåòñÿ èíòåð-

ïîëÿöèîííûé ñïëàéí è ïîëàãàåòñÿ D
(0)
i = Di. Ïåðâûå íåñêîëüêî èòåðàöèé ñëåäóåò
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�èñ. 3.6. Ñãëàæèâàíèå êóáè÷åñêèì ñïëàéíîì ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè S′(0) = f ′(0) è

S′(1) = f ′(1) ¾ýêñïåðèìåíòàëüíûõ¿ äàííûõ (÷åðíûå òî÷êè). �ðà�èêè èñõîäíîé �óíê-

öèè f è ñãëàæèâàþùåãî ñïëàéíà S ïîêàçàíû ñïëîøíîé è øòðèõîâîé ëèíèÿìè ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ïàðàìåòð ñãëàæèâàíèÿ α = 0,0001.

âûïîëíèòü áåç ó÷åòà óñëîâèÿ (3.36). Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äîëæåí ïðîäîëæàòüñÿ

äî òåõ ïîð, ïîêà çíà÷åíèÿ ñïëàéíà ỹi â óçëàõ ñåòêè íå îêàæóòñÿ â ¾êîðèäîðå¿

|ỹi − yi| ≤ δi.

Â ïðîöåññå èòåðàöèé êðàåâûå óñëîâèÿ (3.10) ìîãóò âîéòè â ïðîòèâîðå÷èå ñ

õàðàêòåðîì ïîâåäåíèÿ ñïëàéíîâîé êðèâîé. ×òîáû èçáåæàòü ýòîé ñèòóàöèè, öå-

ëåñîîáðàçíî çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé ñïëàéíà S ′
(a) è S ′

(b) äëÿ (k + 1)-é èòåðàöèè

çàäàâàòü ñ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ Ëàãðàíæà, èíòåðïîëèðóþùèõ

ïîëó÷åííûå íà k-é èòåðàöèè çíà÷åíèÿ ñïëàéíà â òî÷êàõ x0, x1, x2 è xN−2, xN−1,

xN ñîîòâåòñòâåííî.

Íà ðèñ. 3.6 ïðèâåäåí ïðèìåð ñãëàæèâàíèÿ ¾ýêñïåðèìåíòàëüíûõ¿ äàííûõ, ïîëó-

÷åííûõ 10 % çàøóìëåíèåì ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë çíà÷åíèé �óíê-

öèè ¾øàïî÷êè¿ f(x) = sin
2
(πx), 0 ≤ x ≤ 1 íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ øàãîì h = 0,05.

Âíà÷àëå ïî èñõîäíûì äàííûì, îòìå÷åííûì ÷åðíûìè êðóæêàìè, ñòðîèëñÿ èí-

òåðïîëÿöèîííûé êóáè÷åñêèé ñïëàéí S ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè S ′
(0) = f ′

(0) è

S ′
(1) = f ′

(1). �ðà�èêè èñõîäíîé �óíêöèè f è ñãëàæèâàþùåãî ñïëàéíà S ïî-

êàçàíû ñïëîøíîé è øòðèõîâîé ëèíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî. Çíà÷åíèÿ âåñîâûõ ìíî-

æèòåëåé p
(k+1)
i , ïîëó÷åííûå ïî �îðìóëå (3.38), áûëè â ïðåäåëàõ 10

4−10
5
íà ïåðâîé

èòåðàöèè è çàòåì óáûâàëè íà ïîðÿäîê íà ïîñëåäóþùèõ èòåðàöèÿõ. Èñïîëüçîâà-

ëîñü çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñãëàæèâàíèÿ α = 0,0001.
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�3.16. Âûáîð ïàðàìåòðà ñãëàæèâàíèÿ

Ïðè ïîñòðîåíèè ñãëàæèâàþùåãî ñïëàéíà Sα âîçíèêàåò ïðîáëåìà ðàçóìíîãî

âûáîðà ïàðàìåòðà ñãëàæèâàíèÿ α. Äëÿ âûáîðà ýòîãî ïàðàìåòðà îáû÷íî èñïîëü-

çóåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ¾êðèòåðèé íåâÿçêè¿ [26℄, êîãäà ïàðàìåòð α âûáèðàåòñÿ èç

óñëîâèÿ

ϕ(α) ≡
(

N
∑

i=0

pi[Sα(xi)− yi]
2
)1/2

= ε. (3.39)

Çäåñü ε > 0 � äîïóñòèìûé ¾óðîâåíü¿ óêëîíåíèÿ îò çàäàííûõ çíà÷åíèé yi çíà÷å-

íèé ñãëàæèâàþùåãî ñïëàéíà ỹi = Sα(xi). Óðàâíåíèå (3.39) ñóùåñòâåííî íåëèíåé-

íîå. Åãî ðåøåíèå ìîæåò áûòü íàéäåíî èòåðàöèîííûì ìåòîäîì Íüþòîíà. Ñõî-

äèìîñòü èòåðàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αk} ãàðàíòèðóåòñÿ, åñëè íà÷àëüíîå

ïðèáëèæåíèå α0 âûáðàíî èç óñëîâèÿ ϕ(α0) > ε. Åñëè ϕ(αk) < ε, òî αk+1 ìîæåò

ñòàòü áåñêîíå÷íûì èëè îòðèöàòåëüíûì [17℄.

Ïîñòðîåíèå ñãëàæèâàþùåãî ñïëàéíà ïî ñðàâíåíèþ ñ èíòåðïîëÿöèîííûì ñïëàé-

íîì òðåáóåò çíà÷èòåëüíî áîëüøåãî îáúåìà âû÷èñëåíèé.

�3.17. Çàäà÷è

3.1. Ïóñòü èìåþòñÿ èñõîäíûå äàííûå (xi, yi), i = 0, 1, . . . , N . Ïîêàæèòå, ÷òî

åñëè ñ ïîìîùüþ ÌÍÊ èñêàòü óðàâíåíèå êðèâîé â âèäå y = a, òî âåëè÷èíà a áóäåò

ðàâíà ñðåäíåìó àðè�ìåòè÷åñêîìó èç âñåõ çíà÷åíèé yi.

3.2. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ñ ïîìîùüþ ÌÍÊ èñêàòü óðàâíåíèå êðèâîé â âèäå

y = a + bx, ïðè÷åì èñõîäíàÿ èí�îðìàöèÿ îãðàíè÷åíà äâóìÿ òî÷êàìè (x1, y1) è

(x2, y2), òî ðåøåíèå ñèñòåìû íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ ïðÿ-

ìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòè äâå òî÷êè.

3.3. Èçâåñòíî, ÷òî âÿçêîñòü æèäêîñòè V èçìåíÿåòñÿ ñ òåìïåðàòóðîé T ïî ïðà-

âèëó V = a + bT + cT 2
. Íàéäèòå íàèëó÷øèå çíà÷åíèÿ a, b è c äëÿ ñëåäóþùèõ

äàííûõ:

T 1 2 3 4 5 6 7

V 2,31 2,01 1,80 1,66 1,55 1,47 1,41

3.4. Àâòîìîáèëüíûé äèëåð õî÷åò çíàòü ñïðîñ íà àâòîìîáèëè â çàâèñèìîñòè îò

èõ öåíû. Ñëåäóþùàÿ òàáëèöà ïîêàçûâàåò ïðîäàæè çà êâàðòàë àâòîìîáèëåé ïî

÷åòûðåì ðàçíûì öåíàì.

Öåíà â 1000 äîëëàðîâ (xi) 6,5 8,3 11,2 14,3

Ñïðîñ â êîëè÷åñòâå àâòî (yi) 33 21 13 9

97



à) Íàéäèòå ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ïðÿìóþ, ïðèáëèæåííî îïèñûâà-

þùóþ äàííûå â ïðèâåäåííîé òàáëèöå.

á) Îöåíèòå ñïðîñ ïðè öåíå 10 000 äîëëàðîâ.

3.5. Ïîêàæèòå, ÷òî ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ïîëó-

÷èòü ëèíåéíûå íîðìàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè

âèäà:

à) y =
x

ax+ b
; á) y = a+

b

x
+

c

x2
.

3.6. Ïîñòðîéòå ëîìàíóþ ñ óçëàìè xi = ih, i = 0, 1, . . . , N , h = 10/N , ïðèáëè-

æàþùóþ ïî ÌÍÊ ïðèâîäèìûå íèæå ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèå äàííûå. Ïîëîæèòå

N = 4. Êàê íàäî ðàñïîëîæèòü óçëû ëîìàíîé, ÷òîáû îíà ñîõðàíÿëà ñâîéñòâî ìî-

íîòîííîñòè èñõîäíûõ äàííûõ?

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

xi 0 2 3 5 6 8 9 11 12 14 15

fi 10 10 10 10 10 10 10,5 15 56 60 85

3.7. Âîçüìèòå âûáîðêó çíà÷åíèé �óíêöèè f(x) = e−x2

íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå

îòðåçêà [−1, 1] ñ øàãîì h = 2/N è çàøóìèòå èõ ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷è-

ñåë íà âåëè÷èíó ε = 0, 1. Èñïîëüçóÿ êóáè÷åñêèå Â-ñïëàéíû, íàéäèòå îïòèìàëüíîå

ÌÍÊ-ïðèáëèæåíèå ïî ÷èñëó ïðèâëåêàåìûõ áàçèñíûõ �óíêöèé.

3.8. Äàíà íåñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé



















2x+ 3y = 1;

x− 4y = −9;

2x− y = −1.

Íàéäèòå íàèëó÷øåå â ñìûñëå ÌÍÊ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå.

3.9. �åøèòå çàäà÷ó 3.7, èñïîëüçóÿ ñãëàæèâàþùèé êóáè÷åñêèé ñïëàéí.
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�ëàâà 4

×èñëåííîå äè��åðåíöèðîâàíèå è

èíòåãðèðîâàíèå

Ìåòîäû ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ âî

ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ. Ýòè ìåòîäû âàæíû íå òîëüêî ñàìè ïî ñåáå, íî è êàê âñïî-

ìîãàòåëüíûå ïðè ïîñòðîåíèè ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ è

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Íàëè÷èå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà òàêèõ ìåòîäîâ îáúÿñ-

íÿåòñÿ èõ âàæíîñòüþ â ïðèëîæåíèÿõ. Çäåñü áóäóò ðàññìîòðåíû òîëüêî íåêîòî-

ðûå íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûå èç ýòèõ ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèå ïîíÿòü îñíîâíûå

ïðèíöèïû èõ ïîñòðîåíèÿ.

� 4.1. Çàäà÷à ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ

Çàäà÷à ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ âîçíèêàåò, êîãäà òðåáóåòñÿ íàéòè ïðî-

èçâîäíóþ òàáëè÷íî çàäàííîé �óíêöèè f , èëè àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ �óíê-

öèè f ÿâëÿåòñÿ ãðîìîçäêèì è òðóäíîâû÷èñëèìûì.

Ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî çàäà÷à äè��åðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíî

äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé C1
ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé. Íàïîìíèì, ÷òî çàäà÷à

íàçûâàåòñÿ êîððåêòíîé, åñëè åå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è íåïðåðûâíî

çàâèñèò îò âõîäíûõ äàííûõ. Èñïîëüçóåì ñëåäóþùèé ïðèìåð èç [3℄. Ïóñòü

f(x) ∈ C1
è

˜f(x) = f(x) +
1

n
sin(n2x),

ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà

ρ = max |f(x)− ˜f(x)| = 1

n
max | sin(n2x)| = 1

n
,

ò. å. ρ→ 0 ïðè n→ ∞. Â òî æå âðåìÿ

ρ1 = max |f ′
(x)− ˜f ′

(x)| = nmax | cos(n2x)| = n
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è ρ1 → ∞ ïðè n→ ∞.

Òàêèì îáðàçîì, íåò íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ äàííûõ è, ñëåäî-

âàòåëüíî, çàäà÷à äè��åðåíöèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå C1
ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíî

ïîñòàâëåííîé. Êàê ñëåäñòâèå íåêîððåêòíîé ÿâëÿåòñÿ è çàäà÷à ÷èñëåííîãî äè�-

�åðåíöèðîâàíèÿ. Ê ýòîìó ñëåäóåò äîáàâèòü, ÷òî îáû÷íî çíà÷åíèÿ òàáëè÷íî çà-

äàííîé �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ íåòî÷íûìè, ÷òî âåñüìà ñóùåñòâåííî ñêàçûâàåòñÿ íà

ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷è è óñëîæíÿåò åå ðåøåíèå.

� 4.2. Ìåòîäû ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ

×èñëåííîå äè��åðåíöèðîâàíèå òàáëè÷íî çàäàííîé �óíêöèè ìîæåò áûòü îñó-

ùåñòâëåíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ïðåæäå âñåãî ïî òàáëè÷íûì äàííûì ìîæåò

áûòü ïîñòðîåí èíòåðïîëÿöèîííûé/ñãëàæèâàþùèé ìíîãî÷ëåí, ñïëàéí è ò. ä., äè�-

�åðåíöèðóÿ êîòîðûé ìîæíî íàéòè íóæíûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ â çàäàííûõ

òî÷êàõ. Ýòîò ïîäõîä ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàëñÿ â ãë. 2 è 3 è ïîýòîìó çäåñü ìû íå

áóäåì íà íåì îñòàíàâëèâàòüñÿ.

Äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ �îðìóë ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ, ïðèâîäÿ-

ùèé ê òåì æå ñàìûì �îðìóëàì, � ýòî ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ. Â

ýòîì ñëó÷àå, ïîëàãàÿ

f (k)
(xp) ≈

n
∑

i=1

cif(xi), (4.1)

êîý��èöèåíòû ci íàõîäèì èç óñëîâèÿ òî÷íîñòè ýòîé �îðìóëû íà ìíîãî÷ëåíàõ

ìàêñèìàëüíî âûñîêîé ñòåïåíè. Âûáèðàÿ â êà÷åñòâå �óíêöèè f ìîíîìû xj , j =

0, 1, . . . , m è ïîäñòàâëÿÿ èõ â ðàâåíñòâî (4.1), ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåá-

ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

j(j − 1) . . . (j − k + 1)xj−k
p =

n
∑

i=1

cix
j
i ; j = 0, 1, . . . , m (4.2)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ ci. Ïðè m = n − 1 èìååì ñèñòåìó n

óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè, îïðåäåëèòåëü êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëåì Âàí-

äåðìîíäà è îòëè÷åí îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü �îðìóëó

÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ, òî÷íóþ íà ìíîãî÷ëåíàõ ñòåïåíè n−1. Äëÿ �îð-

ìóë âèäà (4.1), ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî òî÷êè xp, ýòî óäàåòñÿ ñäåëàòü è ïðè

m = n, åñëè k ÷åòíîå, n íå÷åòíîå èëè k íå÷åòíîå, n ÷åòíîå.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à � îïðåäåëåíèå ïîãðåøíîñòè �îðìóë ÷èñëåííîãî äè��åðåí-

öèðîâàíèÿ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, íàïðèìåð, ðàçëîæåíèåì â �îðìóëå (4.1) çíà÷åíèé

f(xi) â òî÷êå xp ïî �îðìóëå Òåéëîðà.
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Ïðîñòåéøàÿ �îðìóëà ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ

f ′
(xi) ≈

f(xi + h)− f(xi)

h

òî÷íà íà ìíîãî÷ëåíàõ ïåðâîé ñòåïåíè. Òàê êàê ñîãëàñíî ðàçëîæåíèþ ïî �îðìóëå

Òåéëîðà f(xi + h) = f(xi) + hf ′
(xi) +O(h2), òî

f ′
(xi) =

f(xi + h)− f(xi)

h
+O(h).

Ïóñòü

f ′
(xi) ≈ c1f(xi − h) + c2f(xi) + c3f(xi + h).

Ñèñòåìà (4.2) çäåñü ïðèíèìàåò âèä:



















c1 + c2 + c3 = 0;

−hc1 + hc3 = 1;

h2c1 + h2c3 = 0.

îòêóäà c1 = −c3 = 1/(2h); c2 = 0, ò. å.

f ′
(xi) ≈

f(xi + h)− f(xi − h)

2h
.

Ïîëüçóÿñü òåïåðü ðàçëîæåíèåì ïî �îðìóëå Òåéëîðà çíà÷åíèé f(xi±h) â òî÷êå
xi, ïîëó÷àåì

f(xi ± h) = f(xi)± hf ′
(xi) + f ′′

(xi)
h2

2

+O(h3).

Ñëåäîâàòåëüíî,

f(xi + h)− f(xi − h)

2h
= f ′

(xi) +O(h2).

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì ëåâî- è ïðàâîñòîðîííèå �îðìóëû ÷èñëåííîãî äè��å-

ðåíöèðîâàíèÿ, òî÷íûå íà ìíîãî÷ëåíàõ âòîðîé ñòåïåíè:

f ′
(xi − h) =

1

2h
[−3f(xi − h) + 4f(xi)− f(xi + h)] +O(h2),

f ′
(xi + h) =

1

2h
[f(xi − h)− 4f(xi) + 3f(xi + h)] +O(h2),

Äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé íà òîì æå ïóòè èìååì �îðìóëó

1

h2
[f(xi − h)− 2f(xi) + f(xi + h)] = f ′′

(xi) +O(h2),
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òî÷íóþ íà êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ. ×òîáû ïîëó÷èòü íåöåíòðàëüíûå àïïðîêñè-

ìàöèè âòîðîé ïðîèçâîäíîé ñ ïîãðåøíîñòüþ O(h2), ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü óæå

÷åòûðå òî÷êè:

f ′′
(xi) ≈

1

6h2
[12f(xi)− 30f(xi + h) + 24f(xi + 2h)− 6f(xi + 3h)],

f ′′
(xi) ≈

1

6h2
[−6f(xi − 3h) + 24f(xi − 2h)− 30f(xi − h) + 12f(xi)].

Ýòè �îðìóëû òàêæå òî÷íû íà êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ.

Êàê ñëåäóåò èç ïðèâåäåííûõ �îðìóë, ïðè ðàâíîì ÷èñëå èñïîëüçóåìûõ òî÷åê

òî÷íîñòü öåíòðàëüíûõ ðàçíîñòåé îêàçûâàåòñÿ íà ïîðÿäîê ïî h âûøå, ÷åì äëÿ

íåöåíòðàëüíûõ ðàçíîñòåé.

� 4.3. Î âûáîðå øàãà ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ

Ïðè ÷èñëåííîì äè��åðåíöèðîâàíèè òàáëè÷íî çàäàííîé �óíêöèè çíà÷åíèÿ

ïîñëåäíåé îáû÷íî èçâåñòíû ñ íåêîòîðîé íåóñòðàíèìîé ïîãðåøíîñòüþ. Ýòà ïî-

ãðåøíîñòü âîçíèêàåò, åñëè �óíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç èçìåðåíèé èëè âû÷èñëÿåòñÿ

ïî íåêîòîðîé ïðèáëèæåííîé �îðìóëå. Ïóñòü yi = f(xi) + εi è maxi |εi| ≤ ε. Åñëè

ìû ïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé

f ′
(xi) ≈

f(xi + h)− f(xi)

h
,

òî

yi+1 − yi

h
=

f(xi + h) + εi+1 − [f(xi) + εi]

h
= f ′

(xi) +
h

2

f ′′
(ξ) +

εi+1 − εi

h
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∣

∣

∣

yi+1 − yi

h
− f ′

(xi)

∣

∣

∣
≤ ϕ(h) =

h

2

M +

2ε

h
; M = max

xi≤x≤xi+1

|f ′′
(x)|.

Äëÿ ìàëîñòè ïîãðåøíîñòè íåîáõîäèìà ìàëîñòü h, íî ïðè óìåíüøåíèè h ðàñòåò

âòîðîå ñëàãàåìîå â �óíêöèè ϕ. Èç óðàâíåíèÿ ϕ′
(h) = 0 ïîëó÷àåì òî÷êó ýêñòðåìó-

ìà he = 2

√

ε/M , ãäå ϕ(he) = 2

√
Mε. Òàê êàê ε ≥ const ·2−t

, ãäå t � ÷èñëî ðàçðÿäîâ

êîìïüþòåðà, òî ìû ìîæåì ïîëó÷èòü çíà÷åíèå f ′
(xi) â ëó÷øåì ñëó÷àå ñ ïîëîâèíîé

âåðíûõ ðàçðÿäîâ.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè �îðìóë áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñèòóàöèÿ íå

óëó÷øàåòñÿ. Ïóñòü, íàïðèìåð:

f ′
(xi) ≈

f(xi + h)− f(xi − h)

2h
.
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Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì:

∣

∣

∣

yi+1 − yi−1

2h
− f ′

(xi)

∣

∣

∣
≤ ψ(h) =

h2

6

M3 +
ε

h
, M3 = max

|x−xi|≤h
|f ′′′

(x)|.

Ôóíêöèÿ ψ äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïî h ïðè h =
3

√

3ε/M3. Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ìû

ìîæåì ïîëó÷èòü çíà÷åíèå f ′
(xi) â ëó÷øåì ñëó÷àå ëèøü ñ òðåòüþ âåðíûõ ðàçðÿäîâ.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ äî ïðèìåíåíèÿ �îðìóë ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ öåëå-

ñîîáðàçíî ïðîâåñòè ïðåäâàðèòåëüíîå ñãëàæèâàíèå ñåòî÷íîé �óíêöèè. Ïðîñòåé-

øèì ïðèìåðîì òàêîãî ñãëàæèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå �îðìóëû îñðåäíåíèÿ

ỹi = (yi−1+4yi+yi+1)/6. Ìîãóò îêàçàòüñÿ ý��åêòèâíûìè òàêæå ìåòîäû, îñíîâàí-

íûå íà èäåÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè èëè èñïîëüçóþùèå èäåè ðåãóëÿðèçàöèè.

� 4.4. Ïðîñòåéøèå êâàäðàòóðíûå �îðìóëû

Ïðè ðàññìîòðåíèè �îðìóë ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ìû îãðàíè÷èìñÿ ìåòî-

äàìè ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ îäíîìåðíûõ èíòåãðàëîâ. Òàêèå �îðìóëû íàçû-

âàþòñÿ êâàäðàòóðíûìè. Òî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ìîæåò áûòü óâåëè÷åíà

çà ñ÷åò ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà òî÷íîñòè êâàäðàòóð è/èëè çà ñ÷åò ðàçáèåíèÿ îòðåçêà

èíòåãðèðîâàíèÿ íà ÷àñòè. Â ðÿäå ñëó÷àåâ öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü àäàïòèâíûå

êâàäðàòóðíûå �îðìóëû, ó÷èòûâàþùèå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ ïîäèíòåãðàëüíîé

�óíêöèè.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü èíòåãðàë

I =

∫ b

a

f(x) dx. (4.3)

Ïðîñòåéøèì ñïîñîáîì ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ýòîãî èíòåãðàëà ÿâëÿåòñÿ

çàìåíà ïëîùàäè ïîä êðèâîé f íà [a, b] ïëîùàäüþ ïðÿìîóãîëüíèêà f(ξ)(b− a), ãäå

a ≤ ξ ≤ b. Åñòåñòâåííî âçÿòü â êà÷åñòâå ξ öåíòðàëüíóþ òî÷êó îòðåçêà èíòåã-

ðèðîâàíèÿ. Òîãäà ïîëó÷èì �îðìóëó ïðÿìîóãîëüíèêîâ

I ≈ (b− a)f
(a + b

2

)

.

Çàìåíà ïëîùàäè ïîä êðèâîé f ïëîùàäüþ òðàïåöèè âûñîòû b−a ñ îñíîâàíèÿìè
f(a) è f(b) äàåò �îðìóëó òðàïåöèé

I ≈ b− a

2

[f(a) + f(b)].

Åñëè òåïåðü îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ [a, b] ðàçáèòü íà N ðàâíûõ ÷àñòåé òî÷êà-

ìè xi = a+ih, h = (b−a)/N , i = 0, 1, . . . , N è ê êàæäîé èç íèõ ïðèìåíèòü �îðìóëû
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ïðÿìîóãîëüíèêîâ è òðàïåöèé, òî ïîëó÷èì ñîñòàâíûå �îðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ:

I =

N−1
∑

i=0

∫ xi+1

xi

f(x) dx ≈ h

N−1
∑

i=0

f(xi+1/2); xi+1/2 = (xi + xi+1)/2 (4.4)

è òðàïåöèé

I =

N−1
∑

i=0

∫ xi+1

xi

f(x) dx ≈ h

2

N−1
∑

i=0

[f(xi) + f(xi+1)]. (4.5)

Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ýòèõ �îðìóë îçíà÷àåò çàìåíó ïîäèíòåãðàëüíîé �óíê-

öèè f ñòóïåí÷àòîé �óíêöèåé è êóñî÷íî-ëèíåéíîé ñîîòâåòñòâåííî.

Áîëåå ñëîæíûå êâàäðàòóðíûå �îðìóëû, òàê æå êàê è �îðìóëû ÷èñëåííîãî

äè��åðåíöèðîâàíèÿ, ñòðîÿòñÿ ïðè ïîìîùè àïïàðàòà èíòåðïîëèðîâàíèÿ èëè ìå-

òîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ.

� 4.5. Ôîðìóëû Íüþòîíà-Êîòåñà

Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (4.3) èñïîëüçóþòñÿ

êâàäðàòóðíûå �îðìóëû âèäà

I =

∫ b

a

f(x) dx ≈
n

∑

i=0

cif(xi), (4.6)

ãäå ci � êîý��èöèåíòû à xi � óçëû êâàäðàòóðíîé �îðìóëû. �àçíîñòü

Rn(f) =

∫ b

a

f(x) dx−
n

∑

i=0

cif(xi)

íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ êâàäðàòóðíîé �îðìóëû. Ïîãðåøíîñòü çàâèñèò êàê îò

ðàñïîëîæåíèÿ óçëîâ, òàê è îò âûáîðà êîý��èöèåíòîâ.

Åñëè äëÿ ïîãðåøíîñòè ñîñòàâíîé êâàäðàòóðíîé �îðìóëû:

RN
n (f) =

N−1
∑

i=0

[

∫ xi+1

xi

f(x) dx−
n

∑

j=0

cjf(xij)
]

; xij = xi + jh/n, j = 0, 1, . . . , n

èìååò ìåñòî îöåíêà

|RN
n (f)| ≤ const ·N

(b− a

N

)k

= const · (b− a)hk−1,

òî ÷èñëî k − 1 íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì òî÷íîñòè êâàäðàòóðíîé �îðìóëû.

Çàìåíèâ ïîäèíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ f â (4.6) èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì

Ëàãðàíæà ñ óçëàìè a = x0 < x1 < . . . < xn = b, ïîëó÷èì êâàäðàòóðíóþ �îðìóëó

èíòåðïîëÿöèîííîãî òèïà

I =

∫ b

a

f(x) dx ≈
∫ b

a

Ln(x) dx =

n
∑

i=0

f(xi)

∫ b

a

li(x) dx =

n
∑

i=0

cif(xi), (4.7)
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ãäå �óíäàìåíòàëüíûå ìíîãî÷ëåíû Ëàãðàíæà li èìåþò âèä:

li(x) =
ωn(x)

(x− xi)ω′

n(xi)
; ωn(x) =

n
∏

i=0

(x− xi).

Â �îðìóëå (4.7) êîý��èöèåíòû ci =

∫ b

a
li(x)dx íå çàâèñÿò îò ïîäèíòåãðàëüíîé

�óíêöèè f , à çàâèñÿò òîëüêî îò ïîëîæåíèÿ óçëîâ èíòåðïîëÿöèè xi. Êâàäðàòóðíàÿ

�îðìóëà èíòåðïîëÿöèîííîãî òèïà, ïîñòðîåííàÿ ïî n+1 óçëó, òî÷íà íà ìíîãî÷ëå-

íàõ ñòåïåíè n, ò. å. Rn(f) = 0, òàê êàê â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè f(x) ≡ Ln(x). Ñïðà-

âåäëèâî è îáðàòíîå: êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà âèäà (4.6), òî÷íàÿ íà ìíîãî÷ëåíàõ

ñòåïåíè n, ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòóðíîé �îðìóëîé èíòåðïîëÿöèîííîãî òèïà. Äåéñòâè-

òåëüíî â ýòîì ñëó÷àå â ñèëó ñâîéñòâ �óíäàìåíòàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ Ëàãðàíæà li

ïîëó÷àåì

∫ b

a

li(x) dx =

n
∑

j=0

cjli(xj) =

n
∑

j=0

cjδij = ci.

Åñëè �óíêöèÿ f ∈ Cn+1
[a, b], òî f(x) = Ln(x) + ωn(x)f

(n+1)
(ξ)/(n+ 1)!. Â ýòîì

ñëó÷àå ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé �îðìóëû èíòåðïîëÿöèîííîãî òèïà ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå:

Rn(f) =

∫ b

a

ωn(x)
f (n+1)

(ξ)

(n + 1)!

dx. (4.8)

Ïðè ðàâíîìåðíîì ðàñïîëîæåíèè óçëîâ íà îòðåçêå èíòåãðèðîâàíèÿ êâàäðàòóð-

íûå �îðìóëû èíòåðïîëÿöèîííîãî òèïà (4.7) íàçûâàþòñÿ êâàäðàòóðíûìè �îðìó-

ëàìè Íüþòîíà-Êîòåñà.

Ïðèâåäåííûå âûøå êâàäðàòóðíûå �îðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ è òðàïåöèé ÿâ-

ëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè �îðìóë Íüþòîíà-Êîòåñà. �àññìîòðèì ñëó÷àé êâàä-

ðàòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà. Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå (x−xi)/h = t, ïîëó÷àåì

Li,2(x) = f(xi)(2t− 1)(t− 1) + f(xi+1/2)4t(1− t) + f(xi+1)t(2t− 1).

Èíòåãðèðîâàíèå äàåò íàì êâàäðàòóðíóþ �îðìóëó Ñèìïñîíà

∫ xi+1

xi

f(x) dx ≈
∫ xi+1

xi

Li,2(x) dx = h

∫ 1

0

Li,2(xi + ht) dt =

= h
[

f(xi)

∫ 1

0

(2t− 1)(t− 1)dt+ f(xi+1/2)

∫ 1

0

4t(1− t)dt+

+f(xi+1)

∫ 1

0

t(2t− 1)dt
]

=

h

6

[f(xi) + 4f(xi+1/2) + f(xi+1)],

òî÷íóþ íà êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ.
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Ñóììèðóÿ òåïåðü ïî i, ïîëó÷àåì ñîñòàâíóþ �îðìóëó Ñèìïñîíà

∫ b

a

f(x) dx ≈ h

6

N−1
∑

i=0

[f(xi) + 4f(xi+1/2) + f(xi+1)].

Îòìåòèì, ÷òî ïðè n = 1, 2, . . . , 7, 9 âñå êîý��èöèåíòû ci â �îðìóëàõ Íüþòîíà-

Êîòåñà âèäà (4.7) ïîëîæèòåëüíû. Ïðè n = 8 è n ≥ 10 ñðåäè íèõ èìåþòñÿ êàê ïî-

ëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå. Ïî ýòîé ïðè÷èíå �îðìóëû Íüþòîíà-Êîòåñà

íå ðåêîìåíäóåòñÿ ïðèìåíÿòü ïðè áîëüøèõ n.

� 4.6. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè êâàäðàòóðíûõ �îðìóë

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü �îðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ íà [xi, xi+1], èñïîëüçóÿ ðàç-

ëîæåíèå �óíêöèè f ïî �îðìóëå Òåéëîðà:

f(x) = f(xi+1/2) + f ′
(xi+1/2)(x− xi+1/2) +

1

2

f ′′
(ξ)(x− xi+1/2)

2
; ξ ∈ [xi, xi+1].

Òàê êàê

Ri,0 =

∫ xi+1

xi

f(x) dx− hf(xi+1/2) =
1

2

∫ xi+1

xi

f ′′
(ξ)(x− xi+1/2)

2dx,

òî ïîëó÷àåì îöåíêó

|Ri,0| ≤
Mi,2

2

∫ xi+1

xi

(x− xi+1/2)
2dx =Mi,2

h3

24

; Mi,2 = max

xi≤x≤xi+1

|f ′′
(x)|.

Ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íåóëó÷øàåìîé. Îíà äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, íà �óíêöèè

f(x) = (x− xi+1/2)
2
.

Äëÿ ñîñòàâíîé �îðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ (4.4) ïîëó÷àåì îöåíêó

|RN
0 | =

N−1
∑

i=0

|Ri,0| ≤M2
(b− a)h2

24

; M2 = max

a≤x≤b
|f ′′

(x)|.

Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè �îðìóëû òðàïåöèé íà îòðåçêå [xi, xi+1] âîñïîëüçóåìñÿ

�îðìóëîé (4.8):

Ri,1 =
1

2

∫ xi+1

xi

f ′′
(ξ)(x− xi)(x− xi+1) dx,

îòêóäà ñëåäóåò îöåíêà

|Ri,1| ≤ Mi,2
h3

12

.

Ýòà îöåíêà òàêæå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé. �àâåíñòâî â íåé äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, íà

�óíêöèè f(x) = (x− xi)
2
.
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Âûïèøåì îöåíêó äëÿ ñîñòàâíîé �îðìóëû òðàïåöèé:

|RN
1 | =

N−1
∑

i=0

|Ri,1| ≤ M2
(b− a)h2

12

.

Òàêèì îáðàçîì, îáå �îðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ è òðàïåöèé èìåþò âòîðîé ïîðÿ-

äîê òî÷íîñòè ïî h, íî ïîñòîÿííàÿ â �îðìóëå ïðÿìîóãîëüíèêîâ â äâà ðàçà ìåíüøå.

×òîáû îöåíèòü ïîãðåøíîñòü �îðìóëû Ñèìïñîíà íà îòðåçêå [xi, xi+1], ðàññìîò-

ðèì êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí:

Hi,3(x) = f(xi) + f [xi, xi+1](x− xi) + f [xi, xi+1, xi+1/2](x− xi)(x− xi+1)

+f [xi, xi+1, xi+1/2, xi+1/2](x− xi)(x− xi+1)(x− xi+1/2).

Òàê êàê �îðìóëà Ñèìïñîíà òî÷íà íà êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ, òî

Ri,2 =

∫ xi+1

xi

f(x) dx− h

6

[f(xi) + 4f(xi+1/2) + f(xi+1)] =

=

∫ xi+1

xi

[f(x)−Hi,3(x)] dx =

=

∫ xi+1

xi

f [xi, xi+1, xi+1/2, xi+1/2, x](x− xi)(x− xi+1)(x− xi+1/2)
2 dx =

=

∫ xi+1

xi

f (4)
(ξ)

4!

(x− xi)(x− xi+1)(x− xi+1/2)
2 dx, ξ ∈ [xi, xi+1].

Îòñþäà ïðè îáîçíà÷åíèè Mi,4 = maxxi≤x≤xi+1
|f (4)

(x)| ïîëó÷àåì

|Ri,2| ≤
Mi,4

4!

∫ xi+1

xi

(x− xi)(xi+1 − x)(x− xi+1/2)
2 dx =Mi,4

h5

2880

.

�àâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ íà �óíêöèè f(x) = (x−xi)4. Ïðîâîäÿ òåïåðü ñóììèðîâàíèå
ïî i, íàõîäèì îöåíêó äëÿ ñîñòàâíîé �îðìóëû Ñèìïñîíà:

|RN
2 | =

N−1
∑

i=0

|Ri,2| ≤M4
(b− a)h4

2880

; M4 = max

a≤x≤b
|f (4)

(x)|.

Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëà Ñèìïñîíà, èìåþùàÿ ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî h,

ñóùåñòâåííî òî÷íåå, ÷åì �îðìóëû ïðÿìîóãîëüíèêîâ è òðàïåöèé.

� 4.7. Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü êâàäðàòóðíóþ �îðìóëó

∫ b

a

f(x) dx =

n
∑

i=0

cif(xi) +Rn(f)

107



ñ �èêñèðîâàííûìè óçëàìè, òî÷íóþ íà ìíîãî÷ëåíàõ íàèáîëåå âûñîêîé ñòåïåíè.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà:

Rn(x
j
) =

bj+1 − aj+1

j + 1

−
n

∑

i=0

cix
j
i = 0; j = 0, 1, . . . , m.

ïðè âîçìîæíî áîëüøåì çíà÷åíèè m.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì êâàäðàòóðíóþ �îðìóëó

∫ b

a

f(x) dx = c0f(a) + c1f
(a+ b

2

)

+ c2f(b) +R2(f).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ci èìååì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

bj+1 − aj+1

j + 1

= c0a
j
+ c1

(a+ b

2

)j

+ c2b
j
; j = 0, 1, ...m.

Èç ïåðâûõ òðåõ óðàâíåíèé íàõîäèì óæå èçâåñòíóþ íàì �îðìóëó Ñèìïñîíà:

∫ b

a

f(x) dx ≈ b− a

6

[

f(a) + 4f
(a+ b

2

)

+ f(b)
]

.

×åòâåðòîå óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ò. å. ìû ïîëó÷èëè êâàäðàòóðó,

òî÷íóþ íà êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ. Òàê êàê êîý��èöèåíòû ci óæå îïðåäåëåíû,

òî ïÿòîå óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò íàéòè ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé �îðìóëû:

R2(f) = −(b− a)5

2880

f (4)
(ξ), ξ ∈ [a, b].

� 4.8. Êâàäðàòóðíûå �îðìóëû �àóññà

�àññìîòðèì òåïåðü êâàäðàòóðíóþ �îðìóëó

∫ b

a

f(x) dx =

n
∑

i=1

cif(xi) +Rn(f), (4.9)

â êîòîðîé êàê êîý��èöèåíòû òàê è óçëû âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ åå òî÷íîñòè íà

ìíîãî÷ëåíàõ ìàêñèìàëüíî âûñîêîé ñòåïåíè. Êâàäðàòóðíûå �îðìóëû òàêîãî òèïà

íàçûâàþòñÿ êâàäðàòóðíûìè �îðìóëàìè �àóññà. Îíè èìåþò íåðàâíîìåðíîå ðàñ-

ïîëîæåíèå óçëîâ. Òàê êàê ó íàñ 2n íåèçâåñòíûõ, òî âîçüìåì 2n óñëîâèé òî÷íîñòè

íàøåé êâàäðàòóðíîé �îðìóëû íà ìîíîìàõ

Rn(x
j
) =

bj+1 − aj+1

j + 1

−
n

∑

i=1

cix
j
i = 0; j = 0, 1, . . . , 2n− 1. (4.10)
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Ýòî óæå íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ îäíàêî èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå [3℄. �àññìîòðèì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ.

Ïðè n = 1 ñèñòåìà (4.10) ïðèíèìàåò âèä:







c1 = b− a;

c1x1 =
1
2
(b2 − a2),

îòêóäà x1 = (a+b)/2. Ýòî äàåò óæå ðàññìîòðåííóþ íàìè �îðìóëó ïðÿìîóãîëüíèêîâ,

êîòîðàÿ, òàêèì îáðàçîì, ÿâëÿåòñÿ �îðìóëîé �àóññà.

Ïðè n = 2 ñèñòåìà (4.10) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:































c1 + c2 = b− a;

c1x1 + c2x2 =
1
2
(b2 − a2);

c1x
2
1 + c2x

2
2 =

1
3
(b3 − a3);

c1x
3
1 + c2x

3
2 =

1
4
(b4 − a4).

Îòñþäà

c1 = c2 =
b− a

2

; x1,2 =
a+ b

2

∓
√
3

3

b− a

2

.

Ýòî äàåò íàì êâàäðàòóðíóþ �îðìóëó, òî÷íóþ íà êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ.

�åøåíèå ñèñòåìû (4.10) â îáùåì ñëó÷àå çàòðóäíèòåëüíî. Îäíàêî íà ïîìîùü

íàì ïðèõîäèò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 4.1. Êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà (4.9) òî÷íà íà ìíîãî÷ëåíàõ ñòåïåíè

2n− 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1) ìíîãî÷ëåí ωn(x) = (x − x1)(x − x2) . . . (x − xn), ñîñòàâëåííûé ïî óçëàì

êâàäðàòóðíîé �îðìóëû (4.9), îðòîãîíàëåí ëþáîìó ìíîãî÷ëåíó q ñòåïåíè n − 1,

ò. å.

∫ b

a

ωn(x)q(x) dx = 0; (4.11)

2) �îðìóëà (4.9) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòóðíîé �îðìóëîé èíòåðïîëÿöèîííîãî òèïà,

ò. å.

ci =

∫ b

a

li(x) dx; i = 1, 2, . . . , n. (4.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü �îðìóëà (4.9) òî÷íà íà ìíîãî÷ëå-

íàõ ñòåïåíè 2n− 1. Òîãäà îíà áóäåò òî÷íà è íà ìíîãî÷ëåíå ωnq, òàê êàê îí èìååò
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ñòåïåíü íå âûøå 2n− 1. Ïîýòîìó

∫ b

a

ωn(x)q(x) dx =

n
∑

i=1

ciωn(xi)q(xi) = 0,

ò. å. óñëîâèå 1) âûïîëíåíî. Ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ 2) óæå îòìå÷àëàñü íàìè â ðàç-

äåëå 4.5.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2n − 1. Òîãäà

åãî âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

f(x) = ωn(x)q(x) + r(x),

ãäå r � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n− 1. Ñëåäîâàòåëüíî,

∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

ωn(x)q(x) dx+

∫ b

a

r(x) dx =

n
∑

i=1

cir(xi) =

=

n
∑

i=1

ci[f(xi)− ωn(xi)q(xi)] =

n
∑

i=1

cif(xi).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîëîæèì

ωn(x) =
n!

(2n)!

dn

dxn
[(x− a)n(x− b)n].

Èñïîëüçóÿ ïîñëåäîâàòåëüíîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè (4.11) âûïîëíÿåòñÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå òåî-

ðåìû �îëëÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå êîðíè óðàâíåíèÿ ωn(x) = 0 äåéñòâèòåëüíû, ðàç-

ëè÷íû è çàêëþ÷åíû â èíòåðâàëå (a, b). Òàêèì îáðàçîì, èõ äåéñòâèòåëüíî ìîæíî

èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå óçëîâ èíòåðïîëÿöèè è ïîëó÷åííàÿ ïðè ýòîì êâàäðàòóð-

íàÿ �îðìóëà áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ïîñòàâëåííûì óñëîâèÿì.

Âû÷èñëåíèå êîý��èöèåíòîâ êâàäðàòóðû �àóññà (4.9) ïî �îðìóëå (4.12) ïðè-

âîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó:

ci =
(n!)4(b− a)2n+1

[(2n)!]2(xi − a)(b− xi)[ω′

n(xi)]
2
; i = 1, 2, . . . , n.

Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â êâàäðàòóðå �àóññà (4.9) èìååò âèä:

Rn(f) =
f (2n)

(ξ)

(2n)!

∫ b

a

ω2
n(x) dx =

(b− a)2n+1
(n!)4

[(2n)!]3(2n+ 1)

f (2n)
(ξ), ξ ∈ [a, b].

Êâàäðàòóðíûå �îðìóëû �àóññà öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü ïðè n > 2 äëÿ ïðè-

áëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò �óíêöèé, èìåþùèõ âûñîêóþ ãëàäêîñòü.

Ââèäó âûñîêîé òî÷íîñòè è ýêîíîìè÷íîñòè òàêèå êâàäðàòóðíûå �îðìóëû âåñüìà

ý��åêòèâíû, êîãäà çíà÷åíèÿ �óíêöèè ïðè áîëüøîì ÷èñëå çíà÷åíèé àðãóìåíòà

ïîëó÷èòü çàòðóäíèòåëüíî.
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� 4.9. Ôîðìóëû �àóññà-×åáûøåâà

�àññìîòðèì �îðìóëó �àóññà äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà âèäà

∫ 1

−1

f(x)dx√
1− x2

=

n
∑

i=1

cif(xi) +Rn(f). (4.13)

Çäåñü �óíêöèþ p(x) = (1− x2)−1/2
ïðèíÿòî íàçûâàòü âåñîâîé �óíêöèåé.

Óçëû xi äîëæíû áûòü êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà ωn, êîòîðûé îðòîãîíàëåí ñ âåñîì

(1− x2)−1/2
ïðîèçâîëüíîìó ìíîãî÷ëåíó q ñòåïåíè íå âûøå n− 1, ò. å.

∫ 1

−1

ωn(x)x
k

√
1− x2

= 0; k = 0, 1, . . . , n− 1. (4.14)

Äîêàæåì, ÷òî òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ìíîãî÷ëåí ωn(x) = 2
−n+1Tn(x), ãäå ìíî-

ãî÷ëåí ×åáûøåâà Tn(x) = cos(n arccos(x)). Ïîëàãàÿ x = cosϕ, èìååì

∫ 1

−1

ωn(x)x
k

√
1− x2

dx =

1

2
n−1

∫ π

0

cosnϕ cos
k ϕdϕ.

Òàê êàê

cos
k ϕ = a0 + a1 cosϕ+ . . .+ ak cos kϕ

è

∫ π

0

cosnϕ cos lϕ dϕ = 0 ïðè l ≤ n− 1,

òî ðàâåíñòâà (4.14) âûïîëíÿþòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, óçëàìè êâàäðàòóðíîé �îðìóëû (4.13) ÿâëÿþòñÿ êîðíè ìíîãî-

÷ëåíà ×åáûøåâà:

xi = cos
(2i− 1)π

2n
; i = 1, 2, . . . , n.

Êîý��èöèåíòû ci âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëå

ci =

∫ 1

−1

li(x)√
1− x2

dx =

∫ 1

−1

Tn(x)dx

(x− xi)T ′

n(xi)
√
1− x2

=

π

n
; i = 1, 2, . . . , n.

Îñòàòî÷íûé ÷ëåí èìååò âèä:

Rn(f) =
f (2n)

(ξ)

(2n)!

∫ 1

−1

T 2
n(x)dx√
1− x2

=

π

(2n)!22n−1
f (2n)

(ξ), ξ ∈ [−1, 1].

Ïîëó÷åííàÿ �îðìóëà íîñèò íàçâàíèå �îðìóëû Ýðìèòà.
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� 4.10. Ïðàâèëî �óíãå ïðàêòè÷åñêîé îöåíêè ïîãðåøíî-

ñòè

Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü èíòåãðàë (4.3) ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε. Åñëè ìû

ïîëüçóåìñÿ ñîñòàâíîé êâàäðàòóðíîé �îðìóëîé , òî äåëî ñâîäèòñÿ ê âûáîðó òàêîãî

øàãà h = (b − a)/N , ÷òîáû ïîãðåøíîñòü êâàäðàòóðíîé �îðìóëû óäîâëåòâîðÿëà

óñëîâèþ |RN
n (f)| ≤ ε.

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ñîñòàâíîé �îðìóëû Ñèìïñîíà ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû

M4
(b− a)h4

2880

≤ ε èëè h <
(

2880ε

(b− a)M4

)1/4

.

Îäíàêî íà ïðàêòèêå ýòîé àïðèîðíîé îöåíêîé âîñïîëüçîâàòüñÿ çàòðóäíèòåëüíî,

òàê êàê âåëè÷èíàM4 = maxx∈[a,b] |f (4)
(x)| îáû÷íî íåèçâåñòíà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðà-

âèëüíî âûáðàòü øàã h, íóæíî îöåíèâàòü ïîãðåøíîñòü ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòà,

ò. å. àïîñòåðèîðíóþ ïîãðåøíîñòü. Îäíèì èç ïðàêòè÷åñêèõ ïðèåìîâ âûáîðà øàãà

h íà îñíîâå îöåíèâàíèÿ àïîñòåðèîðíîé ïîãðåøíîñòè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä �óíãå.

Ïóñòü

Ii =

∫ xi+1

xi

f(x) dx = Ih,i +Ri,

ãäå Ih,i � íåêîòîðàÿ êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà, Ri = Cih
p
+ O(hp+1

) � ïîãðåøíîñòü

êâàäðàòóðíîé �îðìóëû à p � ïîðÿäîê òî÷íîñòè ýòîé êâàäðàòóðû.

Âû÷èñëèì òîò æå èíòåãðàë, èñïîëüçóÿ øàã h/2. Òîãäà

Ii = Ih/2,i + Ci

(h

2

)p

+O(hp+1
).

Èç ýòèõ äâóõ ðàâåíñòâ ïîëó÷àåì �îðìóëó �óíãå äëÿ óòî÷íåíèÿ íàéäåííîãî

çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà

Ii = Ih/2,i +
Ih/2,i − Ih,i

2
p − 1

+O(hp+1
). (4.15)

Åñëè òåïåðü äëÿ ãëàâíîãî ÷ëåíà ïîãðåøíîñòè â ýòîé �îðìóëû ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

|Ih/2,i − Ih,i|
2
p − 1

< ε, (4.16)

òî âû÷èñëåíèÿ íà îòðåçêå [xi, xi+1] ïðåêðàùàåì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îïÿòü óìåíü-

øàåì øàã â äâà ðàçà è ïîâòîðÿåì âû÷èñëåíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íóæíîå íàì íåðà-

âåíñòâî íå áóäåò âûïîëíåíî. Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì ñàì îïðåäåëÿåò øàã ñåòêè,

èñõîäÿ èç çàäàííîé òî÷íîñòè. Áîëåå òîãî, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ñåòêó, ó÷èòûâàþ-

ùóþ ïîâåäåíèå ïîäèíòåãðàëüíîé �óíêöèè. Íà ó÷àñòêàõ áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ îíà
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áóäåò ìåëü÷èòüñÿ è èìåòü êðóïíûé øàã íà ó÷àñòêàõ ïëàâíîãî èçìåíåíèÿ �óíêöèè.

Àëãîðèòìû òàêîãî òèïà íàçûâàþòñÿ àäàïòèâíûìè êâàäðàòóðíûìè �îðìóëàìè.

Îïòèìàëüíîé áóäåò ñåòêà, äëÿ êîòîðîé ïîãðåøíîñòü íà âñåõ ïîäèíòåðâàëàõ ïðè-

ìåðíî îäèíàêîâà.

Ñëåäóåò óêàçàòü íà íåêîòîðûå ¾ïîäâîäíûå êàìíè¿ ìåòîäà �óíãå. Íåðàâåíñòâî

(4.16) ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì:

1) ñëèøêîì âåëèêî h è, ñëåäîâàòåëüíî, âåëèêî ñëàãàåìîå O(hp+1
);

2) ñëèøêîì ìàëî h è ñêàçûâàþòñÿ îøèáêè îêðóãëåíèÿ ÝÂÌ;

3) ïîñòîÿííàÿ Ci ≈ 0.

Ïðàâèëî �óíãå ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ óòî÷íåíèÿ âû÷èñëåííîé âåëè÷èíû

Ii. Èç (4.15) ñëåäóåò, ÷òî áîëåå òî÷íûì áóäåò çíà÷åíèå

I∗i =

2
pIh/2,i − Ii

2
p − 1

.

Ýòîò ïðèåì íàçûâàåòñÿ ýêñòðàïîëÿöèåé ïî �è÷àðäñîíó. Ïóñòü, íàïðèìåð, ìû

ïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì òðàïåöèé è, ñëåäîâàòåëüíî, p = 2. Òîãäà

I∗i =

1

3

(4Ih/2,i − Ii) =
1

3

[

4

h

2

(

1

2

f(xi) + f(xi+1/2) +
1

2

f(xi+1)

)

−

−h
(

1

2

f(xi) +
1

2

f(xi+1)

)]

=

h

6

[f(xi) + 4f(xi+1/2) + f(xi+1)],

ò. å. ìû ïîëó÷èëè �îðìóëó Ñèìïñîíà.

� 4.11. Çàäà÷è

4.1. Ïóñòü f(x) = cosπx. Èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ f â òî÷êàõ x = 0, 25; 0, 5; 0, 75,

íàéäèòå ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå f ′′
(0, 5). Îöåíèòå ïîãðåøíîñòü ïîëó÷åííîãî ïðè-

áëèæåíèÿ.

4.2. Ìàøèíà äâèæåòñÿ ïî ïðÿìîëèíåéíîé äîðîãå. Åå ïîëîæåíèå â ðàçíûå ìî-

ìåíòû âðåìåíè óêàçàíî â ïðèâîäèìîé òàáëèöå. Êàêóþ ñêîðîñòü èìååò ìàøèíà

â óêàçàííûå â òàáëèöå ìîìåíòû âðåìåíè? Âîñïîëüçóéòåñü �îðìóëîé ÷èñëåííîãî

äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïî òðåì òî÷êàì.

Âðåìÿ â ñåêóíäàõ 0 3 5 8 10 13

�àññòîÿíèå 0 225 383 623 742 993

4.3. Ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ êîý��èöèåíòîâ, ïî òî÷êàì xi+ kh, k = 0, 1, 2, 3,

íàéäèòå �îðìóëû ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ äëÿ f ′′′
(xi) è f

′′′
(xi + 3h).

4.4. Êàêîâ îïòèìàëüíûé øàã ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ äëÿ �îðìóëû

f ′′
(xi) ≈

1

h2
[f(xi − h)− 2f(xi) + f(xi + h)],
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åñëè çíà÷åíèÿ �óíêöèè f âû÷èñëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ ε = 10
−2
?

4.5. Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫ 2

0
1

x+4
dx, èñïîëüçóÿ ñîñòàâíûå �îðìóëû

ïðÿìîóãîëüíèêîâ, òðàïåöèé è Ñèìïñîíà. Êàêîé øàã h ñëåäóåò âûáðàòü äëÿ êàæ-

äîé èõ ýòèõ �îðìóë, ÷òîáû ïîëó÷èòü çíà÷åíèå èíòåãðàëà ñ òî÷íîñòüþ ε = 10
−5
?

4.6. Íàéäèòå ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ èíòåãðàëîâ ïî �îðìóëàì

òðàïåöèé è Ñèìïñîíà è ñðàâíèòå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû:

a)

∫ 1

0,5

x4 dx; á)

∫ 1,6

1

2x

x2 − 4

dx;

â)

∫ 0,5

0

2

x− 4

dx; ã)

∫ 1,6

1

2

x2 − 4

dx;

ä)

∫ 1,5

1

x2 ln x dx; å)

∫ π/4

0

x sin x dx;

æ)

∫ 1

0

x2e−x dx; ç)

∫ π/4

0

e3x sin 2x dx.

Îöåíèòå ïîãðåøíîñòü ïðè âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ è ñðàâíèòå åå ñ ïîëó÷àåìîé

�àêòè÷åñêè.

4.7. Ïîëó÷èòå îöåíêó ïîãðåøíîñòè ïðàâèëà òðåõ âîñüìûõ

∫ xi+1

xi

f(x) dx =

3h

8

[f(xi) + 3f(xi + h/3) + 3f(xi + 2h/3) + f(xi+1)] +R3,i(f).

4.8. Êàêîâ ïîðÿäîê òî÷íîñòè êâàäðàòóðíîé �îðìóëû

∫ 1

−1

f(x) dx = f
(

−
√
3

3

)

+ f
(

√
3

3

)

?

4.9. Íàéäèòå c0, c1 è x1 òàêèå, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà

∫ 1

0

f(x) dx = c0f(0) + c1f(x1)

èìååò íàèáîëüøèé âîçìîæíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè.

4.10. Íàéäèòå x0, x1 è c1 òàêèå, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà

∫ 1

0

f(x) dx =

1

2

f(x0) + c1f(x1)

èìååò íàèáîëüøèé âîçìîæíûé ïîðÿäîê òî÷íîñòè.

4.11. Ïîêàæèòå, ÷òî �îðìóëà

∫ 1

−1

f(x)√
1− x2

dx =

π

3

[

f
(

−
√
3

2

)

+ f(0) + f
(

√
3

2

)]
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òî÷íà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïÿòîé ñòåïåíè.

4.12. Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

∫ 2

−2
f(x) dx ïîñòðîéòå êâàä-

ðàòóðíóþ �îðìóëó ñ óçëàìè −1, 0, 1, èñïîëüçóÿ èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí.

4.13. Äëèíà êðèâîé âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

∫ b

a

√

1 + [f ′
(x)]2 dx, ãäå

f � �óíêöèÿ, ãðà�èê êîòîðîé äàåò êðèâóþ íà îòðåçêå [a, b]. Âû÷èñëèòü ñ òî÷-

íîñòüþ äî 10
−6

äëèíó êðèâîé ýëëèïñà â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ 4x2 + y2 = 1.

4.14. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî �óíãå, ïîñòðîéòå àäàïòèâíûå êâàäðàòóðíûå �îðìóëû

è âû÷èñëèòå èíòåãðàëû

∫ 2

0,1

sin

1

x
dx è

∫ 2

0,1

cos

1

x
dx

ñ òî÷íîñòüþ 10
−3
.
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�ëàâà 5

�åøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîÿâëÿþòñÿ ïî÷òè â êàæäîé îáëàñòè ïðèêëàä-

íîé ìàòåìàòèêè. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòè ñèñòåìû óðàâíåíèé íåïîñðåäñòâåííî

ñîñòàâëÿþò çàäà÷ó, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ðåøèòü. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ çàäà÷à ñâîäèò-

ñÿ ê òàêîé ñèñòåìå. Íàïðèìåð, ëèíåéíóþ ñèñòåìó ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ïðè ïîñòðî-

åíèè èíòåðïîëÿöèîííîãî èëè ñãëàæèâàþùåãî ñïëàéíà (ãë. 2 è 3). Ïðè èñïîëüçîâà-

íèè ðàçíîñòíûõ ìåòîäîâ äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

òàêæå òðåáóåòñÿ ðåøàòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî

äðóãèõ çàäà÷, ñâîäÿùèõñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

� 5.1. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

�àññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ax = b, (5.1)

ãäå A = {aij}, i, j = 1, 2, . . . , n, � íåâûðîæäåííàÿ âåùåñòâåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàò-

ðèöà, b = (b1, . . . , bn)
T
� çàäàííûé âåêòîð-ñòîëáåö, à x = (x1, . . . , xn)

T
� ñòîëáåö

íåèçâåñòíûõ.

Åñëè x̃ è x∗
� ïðèáëèæåííîå è òî÷íîå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) ñîîòâåòñòâåííî,

òî âåêòîð w = x̃−x∗
íàçûâàþò ïîãðåøíîñòüþ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ à âåêòîð

r = b−Ax̃ � íåâÿçêîé.

Åñëè det(A) = 0, òî ìàòðèöà ñèñòåìû (1.1) ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííîé. Åå ðåøå-

íèå ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü èëè áûòü íååäèíñòâåííûì. Ñóùåñòâóþò ñïåöèàëüíûå

ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì ñ òàêèìè ìàòðèöàìè. Îäíàêî ìû íå áóäåì èõ ðàññìàòðè-

âàòü, ïðåäïîëàãàÿ det(A) 6= 0.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäà÷à (1.1) ïîñòàâëåíà êîððåêòíî,

åñëè åå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, îíî åäèíñòâåííî è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò âõîäíûõ

äàííûõ.

Ïîä íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòüþ ðåøåíèÿ îò âõîäíûõ äàííûõ ïîíèìàåòñÿ íåçíà-

÷èòåëüíîå èçìåíåíèå ðåøåíèÿ ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè âõîäíûõ äàííûõ � ìàòðè-

öû è ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (1.1). Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöû ìîãóò áûòü êëàññè�è-

öèðîâàíû êàê ïëîòíûå è ðàçðåæåííûå, ïðîèçâîëüíûå è ñïåöèàëüíûå è ò. ä.
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Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì âèäà (1.1) äåëÿòñÿ íà ïðÿìûå è èòåðàöèîííûå. Â ïåð-

âîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî çà êîíå÷íîå ÷èñëî

àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ñþäà îòíîñèòñÿ ìåòîä �àóññà è åãî ðàçíîâèäíîñòè,

îðèåíòèðîâàííûå íà ñïåöèàëüíûå ìàòðèöû (ñèììåòðè÷åñêèå, ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåííûå, ëåíòî÷íûå è äð.). Ïðÿìûå ìåòîäû, èñïîëüçóþùèå îðòîãîíàëüíûå ïðå-

îáðàçîâàíèÿ (ìåòîäû âðàùåíèé, îðòîãîíàëèçàöèè, îòðàæåíèé è äð.), ñóùåñòâåííî

áîëåå óñòîé÷èâû ïî îòíîøåíèþ ê îøèáêàì îêðóãëåíèÿ, íî è áîëåå òðóäîåìêè.

Â èòåðàöèîííûõ ìåòîäàõ ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ êàê ïðåäåë áåñêîíå÷íîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè, êîòîðàÿ íà ïðàêòèêå îáðûâàåòñÿ ïðè äîñòèæåíèè çàäàííîé òî÷íî-

ñòè. Åñëè èòåðàöèîííûå ìåòîäû ñõîäÿòñÿ áûñòðî, òî îíè îáû÷íî ïðåäïî÷òèòåëü-

íåå ïðÿìûõ ìåòîäîâ. Îáúåì âû÷èñëåíèé â íèõ íà îäíó èòåðàöèþ ðàâåí O(n2
),

òîãäà êàê ãàóññîâî èñêëþ÷åíèå òðåáóåò O(n3
). Ïîýòîìó ïðè ÷èñëå èòåðàöèé k < n

îáùèå çàòðàòû áóäóò ìåíüøå. Ê òîìó æå èòåðàöèîííûå ìåòîäû èìåþò òåíäåíöèþ

áûòü ñàìîêîððåêòèðóþùèìèñÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìèçèðóþò îøèáêè îêðóã-

ëåíèÿ. Êàæäàÿ èòåðàöèÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íîâîå íà÷àëüíîå ïðèáëè-

æåíèå. Ýòî ñîîáðàæåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ âàæíûì îïðàâäàíèåì äîïîëíèòåëüíûõ

âû÷èñëåíèé.

Â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ ìàòðèöà ñèñòåìû (1.1) ÷àñòî ñîäåðæèò ìíîãî íóëåé.

Êàê ïðàâèëî, èòåðàöèîííûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò ñîõðàíÿòü ýòè íóëè è ýêîíîìèòü

âû÷èñëåíèÿ. Ìîæíî òàêæå ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü îáúåì èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè

ÝÂÌ, âû÷èñëÿÿ êîý��èöèåíòû êàæäîãî óðàâíåíèÿ òîãäà, êîãäà â íèõ âîçíèêàåò

íåîáõîäèìîñòü. Ýòî ïðåæäå âñåãî îòíîñèòñÿ ê ñèñòåìàì, âîçíèêàþùèì ïðè ðåøå-

íèè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ìíîãîìåðíîé èíòåðïîëÿöèè ñïëàéíàìè.

Âàæíóþ ðîëü äëÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ èãðàþò ïðåäîáó-

ñëàâëèâàòåëè.

Íå âñå ìåòîäû ïîäõîäÿò äëÿ êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé. Íàïðèìåð, êëàññè÷å-

ñêèé ìåòîä Êðàìåðà, îñíîâàííûé íà âû÷èñëåíèè äåòåðìèíàíòîâ ïîðÿäêà n, òðå-

áóåò äëÿ ñâîåé ðåàëèçàöèè n!n àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Óæå ïðè n = 30 òàêîå

÷èñëî îïåðàöèé íåäîñòóïíî äëÿ ñîâðåìåííûõ ÝÂÌ. Ñðàâíåíèå ìåòîäîâ îáû÷íî

ïðîâîäÿò ïî òðåì õàðàêòåðèñòèêàì: îáúåìó èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè ÝÂÌ, êîëè÷å-

ñòâó àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, òðåáóþùèõñÿ äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà, è óñòîé÷è-

âîñòè ìåòîäà ïî îòíîøåíèþ ê îøèáêàì îêðóãëåíèÿ. Âàæíóþ ðîëü òàêæå èãðàåò

âîçìîæíîñòü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëåíèé. Ýòî îòíîñèòñÿ êàê ê ïðÿìûì òàê

è èòåðàöèîííûì ìåòîäàì.

� 5.2. Íîðìû âåêòîðîâ è ìàòðèö

Â êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå IR
n
�óíêöèÿ ‖ · ‖: IRn → IR, íàçû-

âàåìàÿ âåêòîðíîé íîðìîé, óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì òðåì àêñèîìàì. Äëÿ âñÿêèõ
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âåêòîðîâ x,y ∈ IR
n
è ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà c ∈ IR èìååì:

1. ‖x‖ ≥ 0 è ‖x‖ = 0, åñëè è òîëüêî åñëè x = 0;

2. ‖cx‖ = |c| · ‖x‖;

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Íîðìà ìàòðèöû A îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì âåêòîðíîé íîðìû ïî ïðàâèëó

‖A‖ = sup

x 6=0

‖Ax‖
‖x‖ . (5.2)

Îòìåòèì, ÷òî, òàê êàê

‖A‖ = sup

x 6=0

‖Ax‖
‖x‖ = sup

x 6=0

∥

∥

∥

1

‖x‖Ax

∥

∥

∥ = sup

x 6=0

∥

∥

∥A
x

‖x‖
∥

∥

∥ = sup

‖y‖=1

‖Ay‖,

òî ìàòðè÷íàÿ íîðìà ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì êàê

‖A‖ = sup

‖x‖=1

‖Ax‖. (5.3)

Äëÿ öåëîãî ÷èñëà p ≥ 1 íîðìó âåêòîðà x ∈ IR
n
îïðåäåëèì ïî ïðàâèëó

‖x‖p =
(

n
∑

i=1

|xi|p
)1/p

.

Ïîêàæåì, ÷òî lim

p→∞

‖x‖p = max

i
|xi|. Ïóñòü ìàêñèìàëüíîé ïî ìîäóëþ êîìïîíåí-

òîé âåêòîðà x ÿâëÿåòñÿ k-ÿ êîìïîíåíòà, ò. å. max

i
|xi| = |xk|, 1 ≤ k ≤ n. Òîãäà

ïîëó÷àåì

lim

p→∞

‖x‖p = lim

p→∞

(

n
∑

i=1

|xi|p
)1/p

= |xk| lim
p→∞

(

n
∑

i=1

∣

∣

∣

xi

xk

∣

∣

∣

p
)1/p

= max

1≤i≤n
|xi|.

Çäåñü èñïîëüçîâàí òîò �àêò, ÷òî k-å ñëàãàåìîå â ïîñëåäíåé ñóììå ðàâíî åäèíè-

öå, à âñå îñòàëüíûå ñëàãàåìûå íå ïðåâîñõîäÿò åäèíèöû. Ïîýòîìó âñÿ ñóììà S

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1 ≤ S ≤ n è limp→∞ S1/p
= 1.

Íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûìè íà ïðàêòèêå ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òðè âåêòîðíûå

íîðìû:

‖x‖1 =
n
∑

i=1

|xi|, ‖x‖2 =

√

√

√

√

n
∑

i=1

|xi|2, ‖x‖∞ = max

i
|xi|,

êîòîðûì ñîãëàñíî (1.2) è (1.3) ñîîòâåòñòâóþò ìàòðè÷íûå íîðìû:

‖A‖1 = max

1≤j≤n

n
∑

i=1

|aij|, ‖A‖2 =
√

max

1≤i≤n
|λi(ATA)|, ‖A‖∞ = max

1≤i≤n

n
∑

j=1

|aij |.
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Çäåñü λi(A
TA) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ATA, êîòîðûå ïðèíÿòî íàçû-

âàòü ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû A. Â ÷àñòíîñòè, åñëè A � ñèììåòðè÷åñêàÿ

ìàòðèöà, òî λi(A
TA) = λi(A

2
) = |λi(A)|2. Ïîýòîìó äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû

‖A‖2 = max

1≤i≤n
|λi(A)|.

� 5.3. Ïëîõîîáóñëîâëåííûå ñèñòåìû

Ñèñòåìà (1.1) ñ÷èòàåòñÿ ïëîõîîáóñëîâëåííîé, åñëè ìàëûå èçìåíåíèÿ êîý��è-

öèåíòîâ ìàòðèöû A è/èëè êîìïîíåíò ïðàâîé ÷àñòè b âûçûâàþò ñóùåñòâåííîå

èçìåíåíèå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû x.

�àññìîòðèì êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ïîíÿòèÿ ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòè

ñèñòåìû (1.1). ×èñëîì îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû A íàçûâàþò âåëè÷èíó

cond(A) = ‖A‖ · ‖A−1‖.

Îòìåòèì, ÷òî ýòî ÷èñëî íå ìîæåò áûòü ìåíüøå åäèíèöû, òàê êàê

1 = ‖E‖ = ‖A ·A−1‖ ≤ ‖A‖ · ‖A−1‖ = cond(A).

Äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû A èç ðàâåíñòâ Ax = λx è A−1x = λ−1x èìååì

‖A‖2 = max

i
|λi|, ‖A−1‖2 =

1

mini |λi|
,

ò. å. â ýòîì ñëó÷àå

cond2(A) = ‖A‖2‖A−1‖2 =
maxi |λi|
mini |λi|

≥ 1.

Îáû÷íî ìàòðèöàA íàçûâàåòñÿ ïëîõîîáóñëîâëåííîé, åñëè åå ÷èñëî îáóñëîâëåí-

íîñòè ïîðÿäêà òûñÿ÷. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òàêèìè ìàòðèöàìè ïëîõî

ïîääàþòñÿ ðåøåíèþ. Åñëè A � âûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òî cond(A) = ∞.

Ñðàâíèì ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû ñ åå äåòåðìèíàíòîì. Ïóñòü äàíà äèà-

ãîíàëüíàÿ ìàòðèöà A = εE ðàçìåðíîñòè n × n , ãäå ε > 0 � ìàëîå ÷èñëî è E �

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Çäåñü det(A) = εn âåñüìà ìàë, òîãäà êàê cond(A) = 1 ïðè

ëþáîì n.

�àññìîòðèì òåïåðü ìàòðèöó A è îáðàòíóþ ê íåé A−1
âèäà

A =

















1 −1 −1 . . . −1

0 1 −1 . . . −1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 1 −1

0 0 . . . 0 1

















; A−1
=

















1 1 2 . . . 2
n−2

0 1 1 . . . 2
n−3

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 1 1

0 0 . . . 0 1

















.
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Äåòåðìèíàíò det(A) = 1. Èñïîëüçóÿ ïåðâóþ íîðìó, ïîëó÷àåì:

‖A‖1 = n, ‖A−1‖1 = 1 + 1 + 2 + 2
2
+ . . .+ 2

n−2
= 2

n−1.

Òàêèì îáðàçîì, cond1(A) = n 2
n−1

, ò. å. ìàòðèöà A ïëîõî îáóñëîâëåíà.

Ýòè äâà ïðèìåðà ïîêàçûâàþò, ÷òî îáóñëîâëåííîñòü ìàòðèöû ñëàáî ñâÿçàíà

ñ âåëè÷èíîé åå îïðåäåëèòåëÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðàâóþ ÷àñòü è ìàòðèöó ñèñòåìû (1.1) âíåñåíû âîçìóùå-

íèÿ ∆b è ∆A ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå âûçâàëè èçìåíåíèå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû

íà âåëè÷èíó ∆x. Òàêèì îáðàçîì, ïðè óñëîâèè, ÷òî A + ∆A � íåâûðîæäåííàÿ

ìàòðèöà, èìååì âîçìóùåííóþ ñèñòåìó

(A+∆A)(x+∆x) = b+∆b.

�àñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì

A∆x = ∆b−∆Ax−∆A∆x èëè ∆x = A−1
∆b−A−1

∆Ax−A−1
∆A∆x.

Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà

‖∆x‖ ≤ ‖A−1‖ ‖∆b‖+ ‖A−1‖ ‖∆A‖ ‖x‖+ ‖A−1‖ ‖∆A‖ ‖∆x‖

èëè

(

1− ‖A−1‖ ‖∆A‖
)‖∆x‖
‖x‖ ≤ ‖A−1‖‖∆b‖

‖x‖ + ‖A−1‖ ‖∆A‖ =

= ‖A−1‖‖∆b‖
‖b‖

‖b‖
‖x‖ + ‖A−1‖‖∆A‖

‖A‖ ‖A‖.

Òàê êàê èç (1.1) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

‖b‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖ èëè

‖b‖
‖x‖ ≤ ‖A‖,

òî ïðè óñëîâèè ‖A−1‖ ‖∆A‖ < 1 îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

‖∆x‖
‖x‖ ≤ cond(A)

1− cond(A)‖∆A‖ ‖A‖−1

(‖∆b‖
‖b‖ +

‖∆A‖
‖A‖

)

. (5.4)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìàòðèöà A õîðîøî îáóñëîâëåíà, òî ìàëîå âîçìóùåíèå

ïðàâîé ÷àñòè è/èëè ìàòðèöû ñèñòåìû (1.1) ìîæåò ïðèâåñòè òîëüêî ê íåáîëüøîìó

èñêàæåíèþ ðåøåíèÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ý��åêò íåïðåäñêàçóåì.

Ïðèìåð 1.1. �àññìîòðèì ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b, ãäå

A =

(

4,1 2,8

9,7 6,6

)

, b =

(

4,1

r9,7

)

, x =

(

1

0

)

.
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Ïîëüçóÿñü ïåðâîé íîðìîé, èìååì ‖b‖ = 13,8 è ‖x‖ = 1. Âîçüìåì âîçìóùåííóþ

ïðàâóþ ÷àñòü

˜b =

(

4,11

9,70

)

,

äëÿ êîòîðîé ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ äàþò íîâîå ðåøåíèå

x̃ =

(

0,34

0,97

)

.

×òîáû âûÿñíèòü ïðè÷èíó ñòîëü ñèëüíîãî èçìåíåíèÿ ðåøåíèÿ, âîñïîëüçóåìñÿ

îöåíêîé (1.4).

Ïóñòü ∆b = b− ˜b è ∆x = x− x̃. Òîãäà ‖∆b‖ = 0,01, ‖∆x‖ = 1,63 è

‖∆b‖
‖b‖ = 0,0007246,

‖∆x‖
‖x‖ = 1,63.

Ïîýòîìó ñîãëàñíî îöåíêå (1.4)

cond(A) ≥ 1,63

0,0007246
≈ 2249,4.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà íàøåé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïëîõîîáóñëîâëåííîé, ÷òî è îáú-

ÿñíÿåò ñòîëü ñèëüíîå èñêàæåíèå ðåøåíèÿ ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè ïðàâîé ÷àñòè

ñèñòåìû.

Åñëè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå x̃ ñèñòåìû (1.1) íàéäåíî, òî ëåãêî âû÷èñëèòü

íåâÿçêó

r = b−Ax̃ = A(x∗ − x̃) = −Aw.

Îòñþäà äëÿ îøèáêè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ w ïîëó÷àåì

w = −A−1r è ‖w‖ ≤ ‖A−1‖ ‖r‖.

Òàê êàê èç ñèñòåìû (1.1) ñëåäóåò, ÷òî

‖b‖ ≤ ‖A‖ ‖x∗‖,

òî, ïåðåìíîæàÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

‖w‖ ‖b‖ ≤ ‖A−1‖ ‖r‖ ‖A‖ ‖x∗‖

èëè

‖w‖
‖x∗‖ ≤ cond(A)

‖r‖
‖b‖ . (5.5)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ õîðîøî îáóñëîâëåííîé ìàòðèöû A îòíîñèòåëüíàÿ ìàëîñòü

íåâÿçêè âëå÷åò îòíîñèòåëüíóþ ìàëîñòü îøèáêè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå ðåçóëüòàò íåïðåäñêàçóåì.
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Ïðèìåð 1.2. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé







34x+ 55y = 21,

55x+ 89y = 34.

èìåþòñÿ äâà ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèÿ

x̃1 = (−0,11; 0,45)T è x̃2 = (−0,99; 1,01)T .

Òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü êàêîå èç ýòèõ ðåøåíèé òî÷íåå, åñëè ïðîâåðêà ðåøåíèé ïîä-

ñòàíîâêîé äàåò íåâÿçêè

r1 = b−Ax̃1 = (−0,01; 0,00)T è r2 = b−Ax̃2 = (−0,89;−1,44)T .

Ïîëüçóÿñü ïåðâîé íîðìîé, íàõîäèì ‖r1‖ = 0,01, ‖r2‖ = 2,33 è êàçàëîñü áû

ïåðâîå ðåøåíèå äîëæíî áûòü òî÷íåå.

Îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå òî÷íîå ðåøåíèå x∗
= (−1; 1)

T
. Äëÿ îøèáîê ïðèáëè-

æåííûõ ðåøåíèé èìååì:

w1 = x̃1 − x∗
= (0,89;−0,55)T ; w2 = x̃2 − x∗

= (0,01; 0,01)T

è ïîýòîìó ‖w1‖ = 1,44, ‖w2‖ = 0,02. Òàêèì îáðàçîì, òî÷íåå îêàçûâàåòñÿ âòîðîå

ðåøåíèå.

Êàæóùååñÿ ïðîòèâîðå÷èå ëåãêî îáúÿñíèìî. Â íàøåì ïðèìåðå ìàòðèöà A ïëî-

õî îáóñëîâëåíà: cond(A) = 20736 è ïîýòîìó ñîãëàñíî îöåíêå (1.5) èç ìàëîñòè

íåâÿçêè íå îáÿçàòåëüíî ñëåäóåò ìàëîñòü îøèáêè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.

�àññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî âîïðîñ î ìàëîñòè îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû A. Ïóñòü

ai � ñòîëáöû ìàòðèöû A. Åñëè det(A) 6= 0, òî âåêòîðû ai ëèíåéíî íåçàâèñèìû

è ñèñòåìó Ax = b ìîæíî ïîíèìàòü êàê ðàçëîæåíèå âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè b ïî

âåêòîð-ñòîëáöàì ìàòðèöû A:

b = x1a1 + x2a2 + . . .+ xnan.

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A � ýòî îáúåì n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî

íà âåêòîðû ai, i = 1, 2, . . . , n. Ýòîò îáúåì ìîæåò áûòü ìàë, åñëè ìàëû äëèíû

âåêòîðîâ ai è/èëè óãëû ìåæäó íèìè. Îò ïåðâîãî íåäîñòàòêà ëåãêî èçáàâèòüñÿ çà

ñ÷åò íîðìèðîâêè âåêòîðîâ ai:

b = y1a1 + y2a2 + . . .+ ynan, yi = xi‖ai‖, ai =
ai

‖ai‖
.

Ìàëîñòü îïðåäåëèòåëÿ â íîâîé ñèñòåìå:

Ay = b, A = (a1, a2, . . . , an)
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îçíà÷àåò ïî÷òè ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü âåêòîðîâ ai. Êàê ñëåäñòâèå, íåêîòîðûå

èç êîìïîíåíò âåêòîðà y î÷åíü ïëîõî ïðåäñòàâëåíû â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè,

îïèñûâàåìîé ñèñòåìîé Ay = b, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïëîõîîáóñëîâëåííîé. ×òîáû

èçáàâèòüñÿ îò ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòè ýòîé ñèñòåìû, ìîæíî âíåñòè èçìåíåíèÿ

â èñïîëüçóåìóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü èëè ðåãóëÿðèçîâàòü ðàññìàòðèâàåìóþ

ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Îñíîâíîé âûâîä èç ðàññìîòðåíèÿ, ïðîâåäåííîãî â ýòîì ïàðàãðà�å, ñîñòîèò

â òîì, ÷òî íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) îò âõîäíûõ äàííûõ

â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî îáåñïå÷èòü òîëüêî äëÿ õîðîøî îáóñëîâëåííîé ìàòðèöû

A, ÷òî äîñòèãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèåì ¾ïðàâèëüíîé¿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èëè

ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè.

� 5.4. Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ �àóññà

Íàèáîëåå èçâåñòíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà (1.1)

ÿâëÿåòñÿ ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ �àóññà. Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (1.1) â ïîêîìïîíåíòíîì

âèäå































a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

. . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = bn

(5.6)

èëè

n
∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, 2, . . . , n.

Ìåòîä ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì çàíóëåíèè êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû (1.6),

ñòîÿùèõ íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû, ñíà÷àëà â ïåðâîì ñòîëá-

öå, çàòåì âî âòîðîì ñòîëáöå è ò. ä. ñ òåì, ÷òîáû ïðèâåñòè ýòó ñèñòåìó ê âåðõíåìó

òðåóãîëüíîìó âèäó. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè óðàâíåíèé ñè-

ñòåìû (1.6).

Ïóñòü a11 6= 0. Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.6) íà âåëè÷èíó mi1 =

ai1/a11 è âû÷òåì åãî èç i-ãî óðàâíåíèÿ äëÿ i = 2, 3, . . . , n. Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà

(1.6) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó































a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a
(1)
22 x2 + . . .+ a

(1)
2n xn = b

(1)
2 ,

. . .

a
(1)
n2 x2 + . . .+ a

(1)
nnxn = b

(1)
n ,

(5.7)
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ãäå

a
(1)
ij = aij −mi1a1j ; b

(1)
i = bi −mi1b1; i, j = 2, 3, . . . , n.

Ïóñòü a
(1)
22 6= 0. Óìíîæàÿ âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.7) íà mi2 = a

(1)
i2 /a

(1)
22

è âû÷èòàÿ åãî èç i-ãî óðàâíåíèÿ äëÿ i = 3, 4, . . . , n, çàíóëèì êîý��èöèåíòû âòî-

ðîãî ñòîëáöà ñèñòåìû (1.7), ñòîÿùèå íèæå ýëåìåíòà a
(1)
22 . Ïðè ýòîì ïðåîáðàçóåìûå

êîý��èöèåíòû è ïðàâàÿ ÷àñòü âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì

a
(2)
ij = a

(1)
ij −mi2a

(1)
2j , b

(2)
i = b

(1)
i −mi2b

(1)
2 , i, j = 3, 4, . . . , n.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ñ âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé,

ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå (1.6)































a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a
(1)
22 x2 + . . .+ a

(1)
2nxn = b

(1)
2 ,

. . .

a
(n−1)
nn xn = b

(n−1)
n ,

(5.8)

ãäå

a
(i−1)
ij = a

(i−2)
ij −mi,i−1a

(i−2)
i−1,j , j = i, i+ 1, . . . , n;

b
(i−1)
i = b

(i−2)
i −mi,i−1b

(i−2)
i−1 , i = 3, 4, . . . , n.

Ñòîÿùèå íà äèàãîíàëè êîý��èöèåíòû ýòîé ñèñòåìû a11, a
(1)
22 , . . . , a

(n−1)
nn , êîòî-

ðûå ïî ïðåäïîëîæåíèþ âñå îòëè÷íû îò íóëÿ, ïðèíÿòî íàçûâàòü âåäóùèìè ýëå-

ìåíòàìè ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ �àóññà. Èõ ïðîèçâåäåíèå äàåò íàì îïðåäåëèòåëü

ìàòðèöû ñèñòåìû (1.8), êîòîðûé â ñèëó èñïîëüçîâàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ñâîéñòâ

îïðåäåëèòåëåé ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëèòåëåì ñèñòåìû (1.6). Ïîýòîìó

det(A) = a11a
(1)
22 . . . a(n−1)

nn .

�åøåíèå ñèñòåìû (1.8) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïî ðåêóððåíòíûì �îðìóëàì:

xn = b(n−1)
n /a(n−1)

nn ;

xi =

1

a
(i−1)
ii

[

b
(i−1)
i −

n
∑

j=i+1

a
(i−1)
ij xj

]

, i = n− 1, n− 2, . . . , 1. (5.9)

Ïðèâåäåíèå ñèñòåìû (1.6) ê òðåóãîëüíîìó âèäó (1.8) ïðèíÿòî íàçûâàòü ïðÿ-

ìûì õîäîì ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ �àóññà. �åøåíèå ñèñòåìû (1.8) ïî ðåêóððåíòíûì

�îðìóëàì (1.9) íàçûâàþò îáðàòíûì õîäîì ýòîãî ìåòîäà.

Âû÷èñëåíèÿ ïî ìåòîäó �àóññà îáû÷íî ïðîâîäÿò, èñïîëüçóÿ ðàñøèðåííóþ ìàò-

ðèöó
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A = (A | b) =













a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . .

an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

b1

b2

. . .

bn













→ (E | x).

Ïðîâîäÿ íàä ñòðîêàìè ìàòðèöû A ëèíåéíûå îïåðàöèè ìåòîäà èñêëþ÷åíèÿ

�àóññà, ìàòðèöó A âíà÷àëå ïðåîáðàçóåì ê âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöå à çàòåì

ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî õîäà ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå E. Ïðè ýòîì íà ìåñòå ñòîëáöà

ïðàâîé ÷àñòè b ïîëó÷èì ðåøåíèå x ñèñòåìû (1.6).

Ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ �àóññà ìîæåò áûòü òàêæå ïðèìåíåí äëÿ íàõîæäåíèÿ îá-

ðàòíîé ìàòðèöû A−1
ñèñòåìû (1.6). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî

AX = E

èëè â ïîêîìïîíåíòíîé çàïèñè













a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . .

an1 an2 . . . ann

























x11 x12 . . . x1n

x21 x22 . . . x2n

. . .

xn1 xn2 . . . xnn













=













1 0 . . . 0

0 1 . . . 0

. . .

0 0 . . . 1













,

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî n ñèñòåìàì âèäà Axj = ej ñ âåêòîð-ñòîëáöàìè íåèçâåñò-

íûõ xj = (x1j , x2j , . . . , xnj)
T
è ïðàâûõ ÷àñòåé ej = (0, . . . , 1

j
, . . . , 0)T . Ïîýòîìó

äëÿ íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöûA−1
äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ

�àóññà ê ðàñøèðåííîé ìàòðèöå

(A | E) =













a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . .

an1 an2 . . . ann

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 . . . 0

0 1 . . . 0

. . .

0 0 . . . 1













→ (E | A−1
).

Ïðîâîäÿ èñêëþ÷åíèå, íà ìåñòå ìàòðèöû A ïîëó÷èì åäèíè÷íóþ ìàòðèöó E,

à åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïðåîáðàçóåòñÿ ê îáðàòíîé ìàòðèöå A−1
.

Íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé N , íåîáõîäèìûõ äëÿ

ðåøåíèÿ ñèñòåìû âèäà (1.6) ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ �àóññà. Ïðè ïðÿìîì õîäå ïðî-

âîäèòñÿ (n− 1)n/2 äåëåíèé

(n− 1)
2
+ (n− 2)

2
+ . . .+ 1

2
+

(n− 1)n

2

=

(n− 1)n(2n− 1)

6

+

(n− 1)n

2

,

óìíîæåíèé è ñòîëüêî æå âû÷èòàíèé. Ïðè îáðàòíîì õîäå âûïîëíÿåòñÿ n äåëåíèé,

(n− 1)n/2 óìíîæåíèé è ñòîëüêî æå âû÷èòàíèé. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî

àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â ìåòîäå �àóññà

N =

(n− 1)n(2n− 1)

3

+

5

2

(n− 1)n+ n < n3
ïðè n ≥ 4.
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Åñëè òðåáóåòñÿ ðåøèòü m ñèñòåì âèäà (1.6) ñ îäíîé è òîé æå ìàòðèöåé è ðàç-

íûìè ïðàâûìè ÷àñòÿìè, òî â ýòîì ñëó÷àå

N =

(n− 1)n(2n− 1)

3

+

(n− 1)n

2

+mn(2n− 1).

� 5.5. Ìàòðè÷íàÿ �îðìóëèðîâêà ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ

�àññìîòðåííûé âûøå ïðîöåññ ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû A ñèñòåìû (1.6) ê âåðõíåé

òðåóãîëüíîé �îðìå â äåéñòâèòåëüíîñòè ýêâèâàëåíòåí ïîñëåäîâàòåëüíîìó óìíî-

æåíèþ ýòîé ìàòðèöû íà íèæíèå òðåóãîëüíûå ìàòðèöû

Ln−1Ln−2 . . .L1A = U, (5.10)

ãäå ìàòðèöà Lj , j = 1, 2, . . . , n − 1 îòëè÷àåòñÿ îò åäèíè÷íîé ìàòðèöû íàëè÷èåì

ïîääèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â j-ì ñòîëáöå

Lj =

























1

.

.

.

0

1

−mj+1,j

.

.

.

.

.

.

0 −mn,j 0 1

























, mi,j =
a
(j−1)
ij

a
(j−1)
jj

, i = j + 1, j + 2, . . . , n.

Ìàòðèöû Lj îáëàäàþò äâóìÿ çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè:

1) îáðàòíàÿ ìàòðèöà L−1
j ïîëó÷àåòñÿ èç Lj çàìåíîé çíàêîâ ïîääèàãîíàëüíûõ

ýëåìåíòîâ â j-ì ñòîëáöå;

2) ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö L−1
j L−1

j+1 äàåò íèæíþþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó, êîòîðàÿ

îòëè÷àåòñÿ îò åäèíè÷íîé ìàòðèöû íàëè÷èåì ïîääèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö

L−1
j è L−1

j+1 íà èõ îáû÷íûõ ìåñòàõ.

Íåòðóäíî ïîíÿòü ïî÷åìó ýòî ïðîèñõîäèò. Ïóñòü ej � j-é ñòîëáåö åäèíè÷íîé

ìàòðèöû E è lj = (0, . . . , 0, mj+1,j, . . . , mn,j)
T
. Òîãäà Lj = E − lje

T
j . Ïîñêîëüêó

eTj lj = 0, òî

(E− lje
T
j )(E+ lje

T
j ) = E− lje

T
j lje

T
j = E,

ò. å. îáðàòíàÿ ìàòðèöà L−1
j = E+ lje

T
j .

Äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö L−1
j è L−1

j+1 ïîëó÷àåì

L−1
j L−1

j+1 = (E+ lje
T
j )(E+ lj+1e

T
j+1) = E+ lje

T
j + lj+1e

T
j+1.

Òåïåðü, ïîëàãàÿ L = L−1
1 L−1

2 . . .L−1
n−1, èç (1.10) ïîëó÷àåì

A = LU,
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ãäå

L =













1 0 . . . 0

m2,1 1 . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

mn,1 mn,2 . . . 1













, U =













a11 a12 . . . a1n

0 a
(1)
22 . . . a

(1)
2n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . a
(n−1)
nn













.

Ýòî òàê íàçûâàåìîå LU-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A íà íèæíþþ è âåðõíþþ òðåóãîëü-

íûå ìàòðèöû L è U ñîîòâåòñòâåííî. Çàïèñûâàÿ òåïåðü ñèñòåìó (1.6) â âèäå

LUx = b

è ïîëàãàÿ Ux = y, ìû ñâîäèì ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ê ðåøåíèþ äâóõ ñèñòåì

ñ òðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè

Ly = b è Ux = y.

�åøåíèå ýòèõ ñèñòåì íàçûâàþò ïðÿìîé è îáðàòíîé ïîäñòàíîâêàìè ìåòîäà èñêëþ-

÷åíèÿ �àóññà. Îíî ìîæåò áûòü ëåãêî ïîëó÷åíî çà n2
àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Ïðè êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèÿõ ýëåìåíòû mij ìàòðèöû L õðàíÿòñÿ íà ìåñòå

ïîääèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A, à ýëåìåíòû ìàòðèöû U ðàñïîëàãàþòñÿ

íà ìåñòå äèàãîíàëüíûõ è íàääèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ A. Â ðåçóëüòàòå íà ìåñòå

A ïîëó÷àåì ìàòðèöó

L− E+U =













a11 a12 . . . a1n

m21 a
(1)
22 . . . a

(1)
2n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

mn1 mn2 . . . a
(n−1)
nn













.

Ýòî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ýêîíîìèòü ïàìÿòü ÝÂÌ.

Ïðèìåð 1.3. �àññìîòðèì ïîëó÷åíèå LU-ðàçëîæåíèÿ äëÿ ìàòðèöû

A =













2 1 1 0

4 3 3 1

8 7 9 5

6 7 9 8













. (5.11)

Íà ïåðâîì øàãå ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ èìååì

L1A =













1 0 0 0

−2 1 0 0

−4 0 1 0

−3 0 0 1

























2 1 1 0

4 3 3 1

8 7 9 5

6 7 9 8













=













2 1 1 0

0 1 1 1

0 3 5 5

0 4 6 8













.
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Âòîðîé øàã ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

L2L1A =













1 0 0 0

0 1 0 0

0 −3 1 0

0 −4 0 1

























2 1 1 0

0 1 1 1

0 3 5 5

0 4 6 8













=













2 1 1 0

0 1 1 1

0 0 2 2

0 0 2 4













.

Íàêîíåö, íà òðåòüåì çàêëþ÷èòåëüíîì øàãå ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ ïîëó÷àåì

L3L2L1A =













1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 −1 1

























2 1 1 0

0 1 1 1

0 0 2 2

0 0 2 4













=













2 1 1 0

0 1 1 1

0 0 2 2

0 0 0 2













= U.

Òåïåðü äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàçëîæåíèÿ A = LU íàì îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü ìàòðèöó

L = L−1
1 L−1

2 L−1
3 . Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, îáðàòíàÿ ìàòðèöà L−1

1 ïîëó÷àåòñÿ

èç L1 çàìåíîé â ïîñëåäíåé çíàêîâ ïîääèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ:

L−1
1 =













1 0 0 0

−2 1 0 0

−4 0 1 0

−3 0 0 1













−1

=













1 0 0 0

2 1 0 0

4 0 1 0

3 0 0 1













.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì ìàòðèöû L−1
2 è L−1

3 . Íàêîíåö, íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðè-

öà L = L−1
1 L−1

2 L−1
3 ïîëó÷àåòñÿ èç åäèíè÷íîé ìàòðèöû çàìåíîé ïîääèàãîíàëüíûõ

ýëåìåíòîâ íà ñîîòâåòñòâóþùèå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèö L−1
1 , L−1

2 è L−1
3 íà èõ

îáû÷íûõ ìåñòàõ

A =













2 1 1 0

4 3 3 1

8 7 9 5

6 7 9 8













=













1 0 0 0

2 1 0 0

4 3 1 0

3 4 1 1

























2 1 1 0

0 1 1 1

0 0 2 2

0 0 0 2













= LU. (5.12)

Â êîìïàêòíîé �îðìå ìàòðèöà LU-ðàçëîæåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

L− E+U =













2 1 1 0

2 1 1 1

4 3 2 2

3 4 1 2













.

� 5.6. Èñêëþ÷åíèå ñ âûáîðîì âåäóùåãî ýëåìåíòà

�àññìîòðåííûé íàìè àëãîðèòì ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ ìîæíî ïðèìåíèòü òîëüêî

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå âåäóùèå ýëåìåíòû a11, a
(1)
22 , . . . , a

(n−1)
nn îòëè÷íû îò íóëþ.

Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöàA ñ÷èòàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, à det(A) = a11a
(1)
22 , . . . , a

(n−1)
nn .
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Ïóñòü òåïåðü a11 = 0. Òàê êàê det(A) 6= 0, òî äëÿ íåêîòîðîãî i > 1 íàéäåòñÿ

ýëåìåíò ai1 6= 0. Åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè ïåðâóþ è i-þ ñòðîêè â [A,b], òî ïîëó÷èì

ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ a11 6= 0. Äëÿ ýòîé ñèñòåìû óæå ïðèìåí�èì

îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì èñêëþ÷åíèÿ. Àíàëîãè÷íûé ïðèåì ìîæíî ïîâòîðèòü

íà ëþáîì øàãå, êîãäà a
(j−1)
jj = 0. Ê ñîæàëåíèþ, èñïîëüçîâàíèå áëèçêèõ ê íóëþ

âåäóùèõ ýëåìåíòîâ ìîæåò ïðèâåñòè ê íåïðèÿòíîñòÿì.

Ïðèìåð 1.4. �àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

(

0 1

1 1

) (

x1

x2

)

=

(

1

2

)

,

ãäå ìàòðèöà íåâûðîæäåíà è õîðîøî îáóñëîâëåíà:

cond2(A) = (3 +

√
5)/2 ≈ 2, 618.

Çäåñü a11 = 0 è èñêëþ÷åíèå íå ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî, òàê êàê îíî ñâÿçàíî ñ äåëå-

íèåì íà íóëü. Ïåðåñòàâèâ îäíàêî ìåñòàìè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì òî÷íîå ðåøåíèå

x∗
= (1; 1)

T
.

�àññìîòðèì òåïåðü âîçìóùåííóþ ñèñòåìó

(

ε 1

1 1

) (

x1

x2

)

=

(

1

2

)

, ε = 10
−10.

Ïðîâîäÿ èñêëþ÷åíèå, ïîëó÷àåì

(

ε 1

0 1− ε−1

) (

x1

x2

)

=

(

1

2− ε−1

)

.

Åñëè òåïåðü âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ, íàïðèìåð, ñ äåâÿòüþ çíà÷àùèìè äåñÿòè÷-

íûìè öè�ðàìè, òî ÷èñëà 1− ε−1
è 2− ε−1

áóäóò îêðóãëåíû äî áëèæàéøèõ öåëûõ.

Ïóñòü ýòî áóäåò −ε−1
. Òîãäà ìû ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå x = (0; 1)

T
,

÷òî ñîâåðøåííî íåóäîâëåòâîðèòåëüíî, òàê êàê òî÷íîå ðåøåíèå íàøåé ñèñòåìû

x∗
= (1; 1)

T
.

×òîáû èçáåæàòü ýòîé íåïðèÿòíîñòè, ïåðåñòàâèì îïÿòü óðàâíåíèÿ â íàøåé ñè-

ñòåìå è, ïðîâîäÿ èñêëþ÷åíèå, ïîëó÷èì

(

1 1

0 1− ε

) (

x1

x2

)

=

(

2

1− 2ε

)

.

Òåïåðü íàõîäèì ïðàâèëüíîå ðåøåíèå x = (1; 1)
T
.

Èç ïðèâåäåííîãî ïðèìåðà ñëåäóåò, ÷òî íóæíî èçáåãàòü ìàëûõ ïî àáñîëþòíîé

âåëè÷èíå âåäóùèõ ýëåìåíòîâ a
(j−1)
jj . Â êà÷åñòâå âåäóùåãî ýëåìåíòà ðåêîìåíäóåò-

ñÿ âûáèðàòü ìàêñèìàëüíîå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ÷èñëî â j-ì ñòîëáöå, ò. å.
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a
(j−1)
jj = maxi |a(j−1)

ij |. Ýòî äîñòèãàåòñÿ íà êàæäîì øàãå èñêëþ÷åíèÿ ïåðåñòàíîâêîé

j-é è i-é ñòðîê. Òàêàÿ ñòðàòåãèÿ ÷àñòè÷íîãî óïîðÿäî÷èâàíèÿ íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì

èñêëþ÷åíèÿ ñ âûáîðîì âåäóùåãî ýëåìåíòà ïî ñòîëáöàì. Ìîæåò áûòü ðàññìîòðå-

íà è ñòðàòåãèÿ âûáîðà âåäóùåãî ýëåìåíòà ïî ñòðîêàì, êîãäà a
(i−1)
ii = maxj |a(i−1)

ij |.
�îðàçäî ðåæå èñïîëüçóåòñÿ ñòðàòåãèÿ ïîëíîãî óïîðÿäî÷èâàíèÿ, ïðè êîòîðîé â êà-

÷åñòâå âåäóùåãî ýëåìåíòà áåðåòñÿ a
(j−1)
jj = maxi,j |a(j−1)

ij |. Ýòîò ïîäõîä íàçûâàåòñÿ

ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ ñ ïîëíûì âûáîðîì âåäóùåãî ýëåìåíòà. Ïîñëå âûáîðà âåäó-

ùåãî ýëåìåíòà çàíóëåíèå ýëåìåíòîâ j-ãî ñòîëáöà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñòàíäàðòíîé

ñõåìå èñêëþ÷åíèÿ.

Ïåðåñòàíîâêà ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèöû A ïîðÿäêà n×n ìîæåò áûòü îñóùåñò-

âëåíà ïóòåì óìíîæåíèÿ ýòîé ìàòðèöû ñëåâà (ñïðàâà) íà ìàòðèöó P, êîòîðàÿ ïî-

ëó÷àåòñÿ èç åäèíè÷íîé ìàòðèöû ïîðÿäêà n×n ïåðåñòàíîâêîé òåõ æå ñòðîê (ñòîëá-

öîâ). Â îáùåì ñëó÷àå ìàòðèöåé ïåðåñòàíîâîê P ïîðÿäêà n× n íàçûâàþò òàêóþ

ìàòðèöó, â êîòîðîé êàæäàÿ ñòðîêà è êàæäûé ñòîëáåö ñîäåðæàò îäíó åäèíèöó è

n− 1 íóëåé.

Íà ïðàêòèêå íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåí ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ ñ âûáîðîì âåäóùåãî

ýëåìåíòà ïî ñòîëáöàì. Â ýòîì ñëó÷àå íà j-ì øàãå âíà÷àëå îñóùåñòâëÿåòñÿ âûáîð

âåäóùåãî ýëåìåíòà ïóòåì óìíîæåíèÿ ñëåâà íà ìàòðèöó ïåðåñòàíîâîê Pj à çàòåì

ïðîâîäèòñÿ èñêëþ÷åíèå ïóòåì óìíîæåíèÿ ñëåâà íà íèæíþþ òðåóãîëüíóþ ìàòðè-

öó Lj . Ïîñëå n− 1 øàãîâ ìàòðèöà A ïåðåõîäèò â âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó

U:

Ln−1Pn−1 . . .L2P2L1P1A = U. (5.13)

Íàëè÷èå çäåñü ìàòðèö ïåðåñòàíîâîê Pj îñëîæíÿåò ïðîöåññ èñêëþ÷åíèÿ. Âî-

îáùå ãîâîðÿ, ìû óæå íå ïîëó÷àåì LU-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A êàê ïðîèçâåäåíèå

íèæíåé è âåðõíåé òðåóãîëüíûõ ìàòðèö. Òàêîå ðàçëîæåíèå îäíàêî ìîæíî ïîëó-

÷èòü çà ñ÷åò ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû A äî íà÷à-

ëà ïðîöåññà èñêëþ÷åíèÿ. Ê ñîæàëåíèþ, ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû A íå âñåãäà

åäèíñòâåííî è ê òîìó æå òðóäíî îñóùåñòâèìî èç-çà ñëîæíîñòè ïðîöåññà èñêëþ-

÷åíèÿ. Ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, êîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî

áóäåò äàíî íèæå.

Òåîðåìà 1.1. ÅñëèA � íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, òî ñóùåñòâóåò

ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê P, íåâûðîæäåííàÿ íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà L ñ åäè-

íè÷íîé äèàãîíàëüþ è íåâûðîæäåííàÿ âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà U òàêèå,

÷òî

PA = LU.
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Ïðèìåð 1.5. �àññìîòðèì îïÿòü ìàòðèöó (1.11)

A =













2 1 1 0

4 3 3 1

8 7 9 5

6 7 9 8













,

êîòîðóþ ïðåîáðàçóåì ê âåðõíåé òðåóãîëüíîé �îðìå, èñïîëüçóÿ ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ

ñ âûáîðîì âåäóùåãî ýëåìåíòà ïî ñòîëáöàì.

Âíà÷àëå âûáåðåì â êà÷åñòâå âåäóùåãî ýëåìåíòà íàèáîëüøåå èç ÷èñåë â ïåðâîì

ñòîëáöå, ïåðåñòàâèâ äëÿ ýòîãî ìåñòàìè ïåðâóþ è òðåòüþ ñòðîêè ïóòåì óìíîæåíèÿ

ñëåâà íà ìàòðèöó ïåðåñòàíîâîê P1:

P1A =













0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

























2 1 1 0

4 3 3 1

8 7 9 5

6 7 9 8













=













8 7 9 5

4 3 3 1

2 1 1 0

6 7 9 8













.

Èñêëþ÷åíèå â ïåðâîì ñòîëáöå ïðîâåäåì ñ ïîìîùüþ óìíîæåíèÿ ñëåâà íà íèæíþþ

òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó L1:

L1P1A =















1 0 0 0

−1
2

1 0 0

−1
4

0 1 0

−3
4

0 0 1





























8 7 9 5

4 3 3 1

2 1 1 0

6 7 9 8















=















8 7 9 5

0 −1
2
−3

2
−3

2

0 −3
4
−5

4
−5

4

0
7
4

9
4

17
4















.

Òåïåðü âòîðàÿ è ÷åòâåðòàÿ ñòðîêè â ïîëó÷åííîé ìàòðèöå ïåðåñòàâëÿþòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó P2:

P2L1P1A =















1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0





























8 7 9 5

0 −1
2
−3

2
−3

2

0 −3
4
−5

4
−5

4

0
7
4

9
4

17
4















=















8 7 9 5

0
7
4

9
4

17
4

0 −3
4
−5

4
−5

4

0 −1
2
−3

2
−3

2















.

Âòîðîé øàã èñêëþ÷åíèÿ ïðîâîäèì ïóòåì óìíîæåíèÿ íà ìàòðèöó L2:

L2P2L1P1A =















1 0 0 0

0 1 0 0

0
3
7

1 0

0
2
7

0 1





























8 7 9 5

0
7
4

9
4

17
4

0 −3
4
−5

4
−5

4

0 −1
2
−3

2
−3

2















=















8 7 9 5

0
7
4

9
4

17
4

0 0 −2
7

4
7

0 0 −6
7
−2

7















.
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Òðåòüÿ è ÷åòâåðòàÿ ñòðîêè ïåðåñòàâëÿþòñÿ óìíîæåíèåì íà ìàòðèöó P3:

P3L2P2L1P1A =















1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0





























8 7 9 5

0
7
4

9
4

17
4

0 0 −2
7

4
7

0 0 −6
7
−2

7















=















8 7 9 5

0
7
4

9
4

17
4

0 0 −6
7
−2

7

0 0 −2
7

4
7















.

Íà çàêëþ÷èòåëüíîì øàãå èñêëþ÷åíèÿ óìíîæàåì íà ìàòðèöó L3:

L3P3L2P2L1P1A =















1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 −1
3

1





























8 7 9 5

0
7
4

9
4

17
4

0 0 −6
7
−2

7

0 0 −2
7

4
7















=















8 7 9 5

0
7
4

9
4

17
4

0 0 −6
7
−2

7

0 0 0
2
3















.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ðàâåíñòâî

L3P3L2P2L1P1A = U, (5.14)

êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå äàåò LU-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A.

Ïîêàæåì, ÷òî ðàâåíñòâî (1.14) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå LU-ðàçëîæåíèÿ ìàò-

ðèöû A:















0 0 1 0

0 0 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0





























2 1 1 0

4 3 3 1

8 7 9 5

6 7 9 8















=















1 0 0 0

3
4

1 0 0

1
2
−2

7
1 0

1
4
−3

7
1
3

1





























8 7 9 5

0
7
4

9
4

17
4

0 0 −6
7
−2

7

0 0 0
2
3















(5.15)

èëè

PA = LU. (5.16)

Îòìåòèì âíà÷àëå îñîáåííîñòè ðàçëîæåíèÿ (1.15). Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè âñå ïîä-

äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû L ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðåâîñõîäÿò åäè-

íèöó. Ýòî ñëåäñòâèå òîãî �àêòà, ÷òî â ìåòîäå èñêëþ÷åíèÿ ñ âûáîðîì âåäóùèõ

ýëåìåíòîâ ïî ñòðîêàì â êà÷åñòâå ïîñëåäíèõ âûáèðàþòñÿ íàèáîëüøèå èç ÷èñåë â

ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîëáöàõ a
(j−1)
jj = maxi |a(j−1)

ij |.
Ïîêàæåì òåïåðü êàê ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî (1.16) èç (1.14). Øåñòü ýëåìåíòàðíûõ

ìàòðèö â (1.14) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

L3P3L2P2L1P1 = L′

3L
′

2L
′

1P3P2P1,

ãäå

L′

3 = L3, L′

2 = P3L2P
−1
3 , L′

1 = P3P2L1P
−1
2 P−1

3 .
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Â ýòèõ ðàâåíñòâàõ ïðèìåíåíèå ìàòðèö ïåðåñòàíîâîê Pi ïðè i > j íå ìåíÿåò ñòðóê-

òóðó ìàòðèö Lj :

L′

2 =















1 0 0 0

0 1 0 0

0
2
7

1 0

0
3
7

0 1















, L′

1 =















1 0 0 0

−3
4

1 0 0

−1
2

0 1 0

−1
4

0 0 1















.

Ïîýòîìó ìàòðèöû L′

j èìåþò òó æå ñòðóêòóðó, ÷òî è ìàòðèöû Lj . Âû÷èñëåíèå

ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö L′

j è Pj äàåò

L′

3L
′

2L
′

1P3P2P1 = L3(P3L2P
−1
3 )(P3P2L1P

−1
2 P−1

3 )P3P2P1 =

= L3P3L2P2L1P1.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàâåíñòâå (1.16) èìååì P = P3P2P1 è L = (L′

3L
′

2L
′

1)
−1
.

Â ñëó÷àå ìàòðèöû A ïîðÿäêà n × n ðàçëîæåíèå (1.13), ïîëó÷àåìîå ìåòîäîì

èñêëþ÷åíèÿ ñ âûáîðîì âåäóùèõ ýëåìåíòîâ ïî ñòîëáöàì, ìîæåò áûòü çàïèñàíî

â âèäå

(L′

n−1 . . .L
′

2L
′

1)(Pn−1 . . .P1P1)A = U, (5.17)

ãäå ìàòðèöà L′

j îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

L′

j = Pn−1 . . .Pj+1LjP
−1
j+1 . . .P

−1
n−1. (5.18)

Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö L′

j äàåò íèæíþþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó ñ åäèíè÷íîé äèàãî-

íàëüþ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ëåãêî îáðàùåíà ïóòåì èçìåíåíèÿ çíàêîâ ïîääèàãî-

íàëüíûõ ýëåìåíòîâ êàê ýòî äåëàëîñü âûøå â ãàóññîâîì èñêëþ÷åíèè áåç âûáîðà âå-

äóùèõ ýëåìåíòîâ. Ïîëàãàÿ òåïåðü L = (L′

n−1 . . .L
′

2L
′

1)
−1

è P = (Pn−1 . . .P2P1)
−1
,

ïîëó÷àåì

PA = LU. (5.19)

Ïðèâåäåííîå ïîñòðîåíèå äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû 1.1.

Â îáùåì ñëó÷àå âñÿêàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íåçàâèñèìî îò òîãî âûðîæäåíà

îíà èëè íåò ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå (1.19), ãäå P � ìàòðèöà ïåðåñòàíî-

âîê, L � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíè÷íîé äèàãîíàëüþ, ïîääèàãîíàëüíûå

ýëåìåíòû êîòîðîé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå áîëüøå åäèíèöû, è U � âåðõíÿÿ

òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Ôîðìóëó (1.19) ïðèíÿòî íàçûâàòü LU-ðàçëîæåíèåì ìàòðè-

öû A. Äëÿ ýêîíîìèè êîìïüþòåðíîé ïàìÿòè ìàòðèöû L è U îïÿòü ìîãóò áûòü

ïîìåùåíû íà ìåñòî ìàòðèöû A.

Â ñëó÷àå ðåäêî ïðèìåíÿåìîãî íà ïðàêòèêå ïîëíîãî âûáîðà âåäóùèõ ýëåìåíòîâ

êàæäîìó øàãó èñêëþ÷åíèÿ ïðåäøåñòâóåò óìíîæåíèå íà ìàòðèöó ïåðåñòàíîâîê

ñòðîê Pj ñëåâà è ñòîëáöîâ Qj ñïðàâà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

Ln−1Pn−1 . . .L2P2L1P1AQ1Q2 . . .Qn−1 = U.
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Åñëè òåïåðü âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé (1.18), òî íàõîäèì

(L′

n−1 . . .L
′

2L
′

1)(Pn−1 . . .P2P1)A(Q1Q2 . . .Qn−1) = U.

Ïîëàãàÿ L = (L′

n−1 . . .L
′

2L
′

1)
−1
, P = Pn−1 . . .P2P1 è Q = Q1Q2 . . .Qn−1, ïðèõîäèì

ê ðàâåíñòâó

PAQ = LU.

� 5.7. Ìåòîä Õîëåññêîãî

Â ñëó÷àå ñïåöèàëüíûõ ìàòðèö, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ ñèììåòðè÷åñêèå, ïîëîæè-

òåëüíî îïðåäåëåííûå, ðàçðåæåííûå, ëåíòî÷íûå è íåêîòîðûå äðóãèå âèäû ìàòðèö,

ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ �àóññà ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî îïòèìèçèðîâàí êàê ïî ÷èñëó

âûïîëíÿåìûõ àðè�ìåòè÷åñêèõ è ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé, òàê è ïî èñïîëüçóåìîé

ïàìÿòè. Âåñüìà âàæíûì â ïðèëîæåíèÿõ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé ñèììåòðè÷åñêèõ ïîëî-

æèòåëüíî îïðåäåëåííûõ ìàòðèö, êîãäà ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå ìàòðèöû íà

òðåóãîëüíûå ìíîæèòåëè âäâîå áûñòðåå è ñ èñïîëüçîâàíèåì âäâîå ìåíüøåé ïà-

ìÿòè, ÷åì â îáùåì ñëó÷àå. Àëãîðèòì òàêîãî ðàçëîæåíèÿ, èçâåñòíûé êàê ñõåìà

Õîëåññêîãî, ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ, èñïîëüçóþùèì è ñîõðàíÿ-

þùèì ñèììåòðèþ ìàòðèöû.

Íàïîìíèì, ÷òî âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-

ëåííîé è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì A > 0, åñëè xTAx > 0 äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0.

Òåîðåìà 1.2. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà A îá-

ëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. åñëè X � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òî XTAX > 0;

2. âñå ãëàâíûå ìèíîðû ïîëîæèòåëüíû;

3. âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíû;

4. âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû aii > 0 è maxij |aij | = maxi aii > 0.

5. Åñëè A = LLT
, ãäå L � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òî A > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî 1. Òàê êàê ìàòðèöà X íåâûðîæäåíà, òî Xx 6= 0 äëÿ âñåõ

x 6= 0. Ïîýòîìó xTXTAXx > 0 ïðè x 6= 0. Òàêèì îáðàçîì, åñëè A > 0, òî

XTAX > 0.

2. Ïóñòü Aj = A(1 : j, 1 : j). Òîãäà äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà y äëèíû j âåêòîð

x = (yT , 0)T äëèíû n óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ yTAjy = xTAx. Ïîýòîìó, åñëè

xTAx > 0 äëÿ ëþáîãî x 6= 0, òî yTAjy > 0 äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà y.

Ïîýòîìó Aj > 0.

3. Ïóñòü X � âåùåñòâåííàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ñîáñòâåí-

íûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A. Òîãäà XTAX = Λ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, èìåþùàÿ

íà äèàãîíàëè âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λi. Ïîñêîëüêó xTΛx =

∑

i λix
2
i , òî

Λ > 0, åñëè è òîëüêî åñëè âñå λi > 0.
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4. Ïóñòü ei � ñòîëáåö ñ íîìåðîì i åäèíè÷íîé ìàòðèöû. Òîãäà eTi Aei = aii > 0

äëÿ âñåõ i. Åñëè |akl| = maxi,j |aij|, íî k 6= l, ïîëîæèì x = ek − sign(akl)el. Òîãäà

xTAx = akk + all − 2|akl| ≤ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ A > 0.

5. Ïóñòü A = LLT
, ãäå L � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

xTAx = (xTL)(LTx) = ‖LTx‖22 > 0 äëÿ âñåõ x 6= 0. Ïîýòîìó A > 0. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.1. Âåùåñòâåííàÿ íåñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà ñ ïîëîæèòåëüíûìè

ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìîæåò íå áûòü ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé [6℄.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè A � ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ

ìàòðèöà, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íåâûðîæäåííàÿ íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàò-

ðèöà L ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè òàêàÿ, ÷òî

A = LLT . (5.20)

Ïðåäñòàâëåíèå (1.20) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì Õîëåññêîãî à ìàòðèöà L � ìíî-

æèòåëåì Õîëåññêîãî ìàòðèöû A.

Çàïèøåì ðàçëîæåíèå (1.20) â ÿâíîì âèäå













l11 0 . . . 0

l21 l22 . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ln1 ln2 . . . lnn

























l11 l12 . . . l1n

0 l22 . . . l2n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . lnn













=













a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

an1 an2 . . . ann













.

Âûïîëíèâ ïåðåìíîæåíèå ìàòðèö, íà îñíîâå ïîýëåìåíòíîãî ïðèðàâíèâàíèÿ ëåâûõ

è ïðàâûõ ÷àñòåé ñîñòàâèì n(n + 1)/2 óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî òàêîãî æå ÷èñëà

íåèçâåñòíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû L:

l211 = a11, l11l12 = a12, . . . , l11l1n = a1n,

l212 + l222 = a22, . . . , l12l1n + l22l2n = a2n,
.

.

.

.

.

.

.

.

.

l21n + l22n + . . .+ l2nn = ann.

.

Èç ïåðâîé ñòðîêè óðàâíåíèé íàõîäèì

l11 =
√
a11, l1j =

a1j

l11
, j = 2, 3, . . . , n.

Èç âòîðîé ñòðîêè ïîëó÷àåì

l22 =

√

a22 − l212, l2j =
a2j − l12l1j

l22
, j = 3, 4, . . . , n

è ò. ä. Çàâåðøàåòñÿ ïðîöåññ âû÷èñëåíèåì

lnn =

√

√

√

√ann −
n−1
∑

i=1

l2in.
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Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà L ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó

Õîëåññêîãî:

for j = 1 : n

ljj = (ajj −
∑j−1

k=1 l
2
jk)

1/2

for i = j + 1 : n

lij = (aij −
∑j−1

k=1 likljk)/ljj

end

end (5.21)

Åñëè A íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé, òî (â òî÷íîé àðè�-

ìåòèêå) àëãîðèòì ïðåêðàòèò ðàáîòó ïðè ïîïûòêå èçâëå÷ü êâàäðàòíûé êîðåíü èç

îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà ëèáî ðàçäåëèòü íà íóëü. Ýòî äàåò ñàìûé ýêîíîìíûé ñïîñîá

ïðîâåðêè ñâîéñòâà ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû.

Êàê è â ñëó÷àå ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ, L ìîæåò áûòü çàïèñàíà íà ìåñòî ýëåìåí-

òîâ ìàòðèöû A, ðàñïîëîæåííûõ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è íèæå åå. Â àëãîðèòìå

ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå òîëüêî ê ýòèì ýëåìåíòàì ìàòðèöû A. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî

èñïîëüçîâàòü n(n + 1)/2 ÿ÷ååê ïàìÿòè âìåñòî n2
. ×èñëî îïåðàöèé ñ ïëàâàþùåé

çàïÿòîé ðàâíî

n
∑

j=1

(

2j +

n
∑

i=j+1

2j
)

=

1

3

n3
+O(n2

),

ò. å. ïðèìåðíî ïîëîâèíà òîãî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïðè ãàóññîâîì èñêëþ÷åíèè. Îòìå-

òèì òàêæå, ÷òî äëÿ ÷èñëåííîé óñòîé÷èâîñòè àëãîðèòìà Õîëåññêîãî âûáîð ãëàâíûõ

ýëåìåíòîâ íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì [10℄.

Ïðè íàëè÷èè LLT
-ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b ñ ñèììåòðè÷åñêîé

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ

äâóõ òðåóãîëüíûõ ñèñòåì

Ly = b LTx = y.

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëàìè

yi =

(

bi −
i−1
∑

k=1

lkiyk

)

/lii, i = 1, 2, . . . , n,

xi =

(

yi −
n
∑

k=i+1

likxk

)

/lii, i = n, n− 1, . . . , 1. (5.22)

�åøåíèå ñèñòåìû Ax = b ïî �îðìóëàì (1.21) è (1.22) íàçûâàþò ìåòîäîì

êâàäðàòíîãî êîðíÿ èëè ìåòîäîì Õîëåññêîãî.

Ñëîæíåå îáñòîèò äåëî ñ ñèììåòðè÷åñêèìè, íî íåçíàêîîïðåäåëåííûìè ìàòðè-

öàìè. Ìîæíî ïîêàçàòü [10℄, ÷òî äëÿ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöûA íàéäåòñÿ ìàòðèöà

ïåðåñòàíîâîê P, íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà L è áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà
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D ñ 1 × 1 è 2 × 2 äèàãîíàëüíûìè áëîêàìè (êîìïëåêñíûå ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòñÿ

êàê ïàðû âåùåñòâåííûõ ÷èñåë) òàêèå, ÷òî PAPT
= LDLT

. Ýòî ðàçëîæåíèå ìîæíî

âû÷èñëèòü óñòîé÷èâî, ýêîíîìÿ ïðè ýòîì ïðèìåðíî ïîëîâèíó îïåðàöèé è ïàìÿòè

ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíûì ãàóññîâûì èñêëþ÷åíèåì.

Â ñëó÷àå ðàçðåæåííûõ ìàòðèö âåñüìà âàæíî ñîõðàíèòü ñâîéñòâî ðàçðåæåííî-

ñòè çà ñ÷åò ïðàâèëüíîé îðãàíèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà.

Ïðèìåð 1.6. �àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ ñèììåòðè÷åñêîé ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé [11℄
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.

Ìíîæèòåëü Õîëåññêîãî äëÿ ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä

L =

















2 0 0 0 0

0, 50 0, 50 0 0 0

1 −1 1 0 0

0, 25 −0, 25 −0, 50 0, 50 0

1 −1 −2 −3 1

















.

�åøàÿ ñèñòåìû Ly = b è LTx = y, ïîëó÷àåì

y =

















3, 5

2, 5

6

−2, 5

−0, 50

















, x =

















2

2

1

−8

−0, 50

















.

Ýòîò ïðèìåð èëëþñòðèðóåò âàæíûé �àêò, îòíîñÿùèéñÿ ê ïðèìåíåíèþ ìåòîäà

Õîëåññêîãî äëÿ ðàçðåæåííîé ìàòðèöû A: ìàòðèöà îáû÷íî ïðåòåðïåâàåò çàïîë-

íåíèå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî L èìååò íåíóëåâûå ýëåìåíòû â ïîçèöèÿõ, ãäå â íèæíåé

òðåóãîëüíîé ÷àñòè A ñòîÿëè íóëè.

Ïåðåíóìåðóåì òåïåðü íåèçâåñòíûå ïî ïðàâèëó xi → x̃6−i, i = 1, 2, . . . , 5 è ïåðå-

óïîðÿäî÷èì óðàâíåíèÿ ïî òîìó æå çàêîíó. Ïðè ýòîì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñòàíåò

ïåðâûì, ïðåäïîñëåäíåå âòîðûì ñâåðõó è ò. ä. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ
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ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé
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ßñíî, ÷òî ýòà ïåðåíóìåðàöèÿ ïåðåìåííûõ è ïåðåóïîðÿäî÷åíèå óðàâíåíèé ðàâíî-

ñèëüíû ñèììåòðè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêå ñòðîê è ñòîëáöîâ A, ïðè÷åì òà æå ïåðåñòà-

íîâêà ïðèìåíÿåòñÿ ê b. Ýòó íîâóþ ñèñòåìó çàïèøåì â âèäå

˜Ax̃ =
˜b. Ïðèìåíÿÿ ê

íåé îïÿòü ìåòîä Õîëåññêîãî, ðàçëîæèì

˜A â ïðîèçâåäåíèå

˜L˜LT
, ãäå (ñ òî÷íîñòüþ

äî òðåõ çíà÷àùèõ öè�ð)

˜L =

















4 0 0 0 0

0 0, 791 0 0 0

0 0 1, 73 0 0

0 0 0 0, 707 0

0, 500 0, 632 1, 15 1, 41 0, 129

















�åøàÿ ñèñòåìû

˜Lỹ =
˜b è

˜LT x̃ = ỹ, ïîëó÷èì âåêòîð x̃, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âñåãî

ëèøü ïåðåóïîðÿäî÷åííîé �îðìîé x. Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå ïîðÿäêà óðàâ-

íåíèé è íåèçâåñòíûõ ïðèâåëî ê òðåóãîëüíîé ìàòðèöå

˜L, êîòîðàÿ ðàçðåæåíà â

òî÷íîñòè òàê æå, êàê è íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ÷àñòü A.

Íà ïðàêòèêå äëÿ áîëüøèíñòâà çàäà÷ ñ ðàçðåæåííûìè ìàòðèöàìè ðàçóìíîå

óïîðÿäî÷èâàíèå ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ äàåò îãðîìíîå ñîêðà-

ùåíèå çàïîëíåíèÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, ýêîíîìèþ ìàøèííîãî âðåìåíè è ïàìÿòè. Ê

òàêèì çàäà÷àì îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìû ñ ëåíòî÷íûìè ìàòðèöàìè, êîãäà

òîëüêî äèàãîíàëü, ïåðâûå k ïîääèàãîíàëåé è l íàääèàãîíàëåé ñîäåðæàò íåíóëåâûå

ýëåìåíòû (aij = 0 äëÿ i > j+ k èëè j > i+ l). Â îáùåì ñëó÷àå, ïðèìåíÿÿ ãàóññîâî

èñêëþ÷åíèå áåç âûáîðà âåäóùèõ ýëåìåíòîâ, ïîëó÷àåì LU-ðàçëîæåíèå, ãäå L è U

� ëåíòî÷íûå ìàòðèöû ñ íåíóëåâûìè äèàãîíàëüþ, ïåðâûìè k ïîääèàãîíàëÿìè è l

íàääèàãîíàëÿìè ñîîòâåòñòâåííî.

� 5.8. Ïîâåäåíèå ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ïðè ìàòðè÷íûõ

ïðåîáðàçîâàíèÿõ

Ïðè ãàóññîâîì èñêëþ÷åíèè ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ

ñèñòåìû ñ âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé U = L−1A. Ïîÿâëåíèå ïåðåä A ìíîæè-

òåëÿ L−1
ìîæåò óõóäøèòü îáóñëîâëåííîñòü ðåçóëüòèðóþùåé ìàòðèöû U. Ïîêà-

æåì, ÷òî åñëè cond(L−1
) � áîëüøîå ÷èñëî, òî è cond(U) áóäåò âåëèêî. Ñîãëàñíî
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LU-ðàçëîæåíèþ èìååì U = L−1A è U−1
= A−1L. Ñëåäîâàòåëüíî,

‖U‖ ≤ ‖L−1‖ ‖A‖ è ‖U−1‖ ≤ ‖A−1‖ ‖L‖.

Ïåðåìíîæàÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì îöåíêó

cond(U) ≤ cond(L−1
) cond(A).

Àíàëîãè÷íî L = AU−1
è L−1

= UA−1
è ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

‖L‖ ≤ ‖A‖ ‖U−1‖ è ‖L−1‖ ≤ ‖U‖ ‖A−1‖.

Ïîýòîìó cond(L−1
) ≤ cond(A) cond(U) è â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê îöåíêå

cond(L−1
)

cond(A)

≤ cond(U) ≤ cond(A) cond(L−1
).

×èñëî cond(A) çàäàíî è íå çàâèñèò îò ìåòîäà ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû. Ïîýòî-

ìó ñîãëàñíî ïîëó÷åííîé îöåíêå ïðè áîëüøîì cond(L−1
) âåëè÷èíà cond(U) òàêæå

áóäåò âåëèêà è îáðàòíûé õîä ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ îêàæåòñÿ ãîðàçäî õóæå îáó-

ñëîâëåí, ÷åì èñõîäíàÿ çàäà÷à. Íà ýòîì ýòàïå ìîæåò ïðîèçîéòè áîëüøàÿ ïîòåðÿ

òî÷íîñòè.

Ïðèìåð 1.7. �àññìîòðèì ìàòðèöó A, äëÿ êîòîðîé LU-ðàçëîæåíèå èìååò âèä

A =













1 0 0 1

−1 1 0 1

−1 −1 1 1

−1 −1 −1 1













=













1 0 0 0

−1 1 0 0

−1 −1 1 0

−1 −1 −1 1

























1 0 0 1

0 1 0 2

0 0 1 4

0 0 0 8













= LU

èëè

U =













1 0 0 1

0 1 0 2

0 0 1 4

0 0 0 8













=













1 0 0 0

1 1 0 0

2 1 1 0

4 2 1 1

























1 0 0 1

−1 1 0 1

−1 −1 1 1

−1 −1 −1 1













= L−1A.

Àíàëîãè÷íàÿ ìàòðèöà U ïîðÿäêà n × n áóäåò èìåòü â ïðàâîì íèæíåì óãëó âå-

äóùèé ýëåìåíò a
(n−1)
nn = 2

n−1
à cond1(L

−1
) = n2n−1

, ò. å. ïðÿìîé õîä ãàóññîâà

èñêëþ÷åíèÿ ðàâíîñèëåí óìíîæåíèþ íà ïëîõî îáóñëîâëåííóþ ìàòðèöó L−1
. Äëÿ

ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé òèïè÷íûé êîìïüþòåð èñïîëüçóåò 64

äâîè÷íûõ ðàçðÿäà. ×èñëî ðåøàåìûõ óðàâíåíèé ìîæåò ñîñòàâëÿòü ñîòíè è òûñÿ-

÷è. Ïîýòîìó ïîòåðÿ n ðàçðÿäîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðèåìëåìîé. Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ íåêîòîðûõ âèäîâ ìàòðèö ãàóññîâî èñêëþ÷åíèå ñ âûáîðîì âåäóùèõ

ýëåìåíòîâ ïî ñòîëáöàì ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì àëãîðèòìîì. Íóæíû àëãîðèòìû

ïîëó÷øå!
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Äëÿ óñòðàíåíèÿ âîçíèêøåãî çàòðóäíåíèÿ èñïîëüçóþò îðòîãîíàëüíûå ìàòðè-

öû. Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà Q íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè îáðàòíàÿ ìàòðèöà

ñîâïàäàåò ñ òðàíñïîíèðîâàííîé, ò. å. QQT
= QTQ = E. Ïðèìåðîì òàêèõ ìàò-

ðèö ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöû ïåðåñòàíîâîê, èñïîëüçîâàííûå â ãàóññîâîì èñêëþ÷åíèè

ñ âûáîðîì âåäóùèõ ýëåìåíòîâ. Åñëè ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå A = QR, ãäå Q � îð-

òîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà à R � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, òî ðåøåíèå èñõîäíîé

ñèñòåìû ñâåäåòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ñ âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåéRx = QTb.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè Q � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, òî

‖Qx‖2 = ‖x‖2 è ‖QA‖2 = ‖A‖2.

Äåéñòâèòåëüíî,

‖Qx‖22 = xTQTQx = xTx = ‖x‖22;
‖QA‖22 = max

‖x‖2=1
‖QAx‖22 = max

‖x‖2=1
xTATQTQAx =

= max

‖x‖2=1
‖Ax‖22 = ‖A‖22.

Â êà÷åñòâå î÷åâèäíîãî ñëåäñòâèÿ îòñþäà ïîëó÷àåì

cond2(QA) = ‖QA‖2 ‖(QA)
−1‖2 = ‖A‖2‖A−1‖2 = cond2(A),

ò. å. ïðè îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ îáóñëîâëåííîñòü ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ

è cond2(A) = cond2(R). Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì èñïîëüçîâàòü ìå-

òîäû ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì, îñíîâàííûå íà îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.

Ñóùåñòâóåò öåëîå ñåìåéñòâî ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ QR-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöûA. Íàè-

áîëåå èçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ ìåòîäû âðàùåíèé, îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà-Øìèäòà

è ìåòîä îòðàæåíèé.

� 5.9. Ìåòîä âðàùåíèé

�àññìîòðèì ìåòîä, â êîòîðîì ïîäîáíî ãàóññîâîìó èñêëþ÷åíèþ ïîñëåäîâàòåëü-

íî çàíóëÿþòñÿ ïîääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ñíà÷àëà â ïåðâîì ñòîëáöå,

ïîòîì âî âòîðîì è ò. ä. Â ðåçóëüòàòå ìàòðèöà ïðèâîäèòñÿ ê âåðõíåé òðåóãîëüíîé

�îðìå. Ïðè ýòîì, îäíàêî, îáóñëîâëåííîñòü ðåçóëüòèðóþùåé âåðõíåé òðåóãîëü-

íîé ìàòðèöû íå áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò îáóñëîâëåííîñòè èñõîäíîé ìàòðèöû. Òàêèì

îáðàçîì, ìåòîä áóäåò ñóùåñòâåííî áîëåå óñòîé÷èâ, ÷åì ãàóññîâî èñêëþ÷åíèå.

Ïóñòü a11 6= 0. Íà ïåðâîì øàãå èñõîäíàÿ ìàòðèöà A óìíîæàåòñÿ íà ìàòðèöó

Q21, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò åäèíè÷íîé ìàòðèöû òîëüêî ÷åòûðüìÿ ýëåìåíòàìè
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â âåðõíåì ëåâîì óãëó:

Q21A=













c s . . . 0

−s c . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 1

























a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

an1 an2 . . . ann













=













a
(1)
11 a

(1)
12 . . . a

(1)
1n

a
(1)
21 a

(1)
22 . . . a

(1)
2n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

an1 an2 . . . ann













ãäå

a
(1)
1j = ca1j + sa2j , a

(1)
2j = −sa1j + ca2j , j = 1, 2, . . . , n.

Åñëè òåïåðü ïîëîæèòü

c =
a11

√

a211 + a221
, s =

a21
√

a211 + a221
,

òî ïîëó÷àåì a
(1)
21 = 0. Òàê êàê s2+ c2 = 1, òî âåëè÷èíû s è c ìîæíî èíòåðïðåòèðî-

âàòü êàê s = sin θ è c = cos θ äëÿ íåêîòîðîãî óãëà ïîâîðîòà θ. Ïðè ýòîì ìàòðèöà

Q21 îêàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, è åå ïðèíÿòî íàçûâàòü ìàòðèöåé âðàùåíèÿ.

Íà i-ì øàãå óìíîæàåì íà ìàòðèöó Qi+1,1, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò åäèíè÷íîé

ìàòðèöû ýëåìåíòàìè: Qi+1,1(1, 1) = Qi+1,1(i, i) = c, Qi+1,1(1, i) = −Qi+1,1(i, 1) = s.

×òîáû ïîëó÷èòü a
(1)
i1 = 0, ïîëàãàåì

c =
a
(i−1)
11

√

(a
(i−1)
11 )

2
+ a2i1

, s =
ai1

√

(a
(i−1)
11 )

2
+ a2i1

.

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ n− 1 øàãîâ ìàòðèöà A ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

Qn,1Qn−1,1 . . .Q2,1A =















a
(n−1)
11 a

(n−1)
12 . . . a

(n−1)
1n

0 a
(1)
22 . . . a

(1)
2n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 a
(1)
n2 . . . a

(1)
nn















Îòìåòèì, ÷òî ïåðâàÿ ñòðîêà áûëà èçìåíåíà n− 1 ðàç.

Òàêèìæå îáðàçîì èñêëþ÷àþòñÿ ïîääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû âî âòîðîì è ïîñëå-

äóþùèõ ñòîëáöàõ. Âñåãî íàì íóæíî ïðîèçâåñòè óìíîæåíèå íà n−1+n−2+. . .+1 =

= (n−1)n/2 ìàòðèö âðàùåíèÿ. Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö äàåò

îïÿòü îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó, òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

Qn,n−1Qn,n−2 . . .Q21A = QTA = R èëè A = QR,

ãäå R � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Ýòî QR-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A. Òåïåðü

ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ñ âåðõíåé òðåóãîëüíîé

ìàòðèöåé Rx = QTb. Ïîñëåäíåå íå îòëè÷àåòñÿ îò îáðàòíîãî õîäà ãàóññîâà èñ-

êëþ÷åíèÿ.
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Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ îáóñëîâëåí-

íîñòü ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ, ò. å. cond2(A) = cond2(R). Ïîýòîìó ìåòîä âðàùåíèé

÷èñëåííî áîëåå óñòîé÷èâ, ÷åì ãàóññîâî èñêëþ÷åíèå. Ýòîò ìåòîä òðåáóåò, îäíàêî,

ïðîâåäåíèÿ ïðèìåðíî 2n3
àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ÷òî â òðè ðàçà áîëüøå, ÷åì

ïðè ãàóññîâîì èñêëþ÷åíèè. Òåì íå ìåíåå ñðåäè ìåòîäîâ QR-ðàçëîæåíèÿ, òðåáó-

þùèõ äëÿ ñâîåé ðåàëèçàöèè 2n3
îïåðàöèé, ìåòîä âðàùåíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê

íàèáîëåå óñòîé÷èâûé ê âû÷èñëèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè.

Ïðèìåð 1.8. �àññìîòðèì ðåøåíèå ìåòîäîì âðàùåíèé ñèñòåìû

(

1 2

1 3

)(

x1

x2

)

=

(

1

2

)

. (5.23)

Óìíîæåíèå íà ìàòðèöó âðàùåíèé çàíóëÿåò ýëåìåíò â ïîçèöèè (2,1):

Q

(

1

1

)

=

(

c s

−s c

)(

1

1

)

=

(

∗
0

)

.

Îòñþäà ïîëó÷àåì −s + c = 0 èëè s = c = 1/
√
2. Ïîýòîìó

QA =

1√
2

(

1 1

−1 1

)(

1 2

1 3

)

=

1√
2

(

2 5

0 1

)

= R,

Qb =

1√
2

(

1 1

−1 1

)(

1

2

)

=

1√
2

(

3

1

)

.

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ñ âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé

(

2 5

0 1

)(

x1

x2

)

=

(

3

1

)

,

îòêóäà îáðàòíîé ïîäñòàíîâêîé ïîëó÷àåì ðåøåíèå x2 = 1, x1 = −1.

� 5.10. Ìåòîä îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà-Øìèäòà

Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà ðàçëîæåíèè ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû Ax = b

â ïðîèçâåäåíèå îðòîãîíàëüíîé è âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèö. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà è, ñëåäîâàòåëüíî, åå ñòîëáöû ai, i = 1, 2, . . . , n ëèíåéíî

íåçàâèñèìû. Èäåÿ QR-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A â ïðîèçâåäåíèå îðòîãîíàëüíîé è

âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèö ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû Q, ò. å. îðòîíîð-

ìèðîâàííûå âåêòîðà qi, i = 1, 2, . . . , n, äîëæíû îáðàçîâûâàòü òî æå ïðîñòðàíñòâî,

÷òî è ñòîëáöû ìàòðèöû A.
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�àâåíñòâî A = QR çàïèøåì â âèäå
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r11 r12 . . . r1n

r22 . . . r2n
.

.

.

.

.

.

rnn













,

(5.24)

ãäå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû rii îòëè÷íû îò íóëÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû

a1, . . . , ai ìîãóò áûòü âûðàæåíû êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè q1, . . . ,qi è îáðàòíî

ïðè óñëîâèè îáðàòèìîñòè âåðõíèõ i× i áëîêîâ ìàòðèöû R.

�àâåíñòâî (1.24) äàåò óðàâíåíèÿ

a1 = r11q1,

a2 = r12q1 + r22q2,

. . .

an = r1nq1 + r2nq2 + . . .+ rnnqn,

êîòîðûå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

q1 =

a1

r11
,

q2 =

a2 − r12q1

r22
,

. . .

qn =

an −
∑n−1

i=1 rinqi

rnn
. (5.25)

Îñòàåòñÿ îïðåäåëèòü êîý��èöèåíòû rij . Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïî çàäàííîìó íàáî-

ðó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ a1, a2, . . . , an ñèñòåìû îðòîíîðìèðîâàííûõ âåê-

òîðîâ q1,q2, . . . ,qn èçâåñòåí êàê êëàññè÷åñêèé ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà-

Øìèäòà. Ñîãëàñíî ýòîìó àëãîðèòìó, èñõîäÿ èç òðåáîâàíèÿ

qT
i qj = 0, i 6= j, ‖qj‖2 = 1,

ïîëàãàåì

rij = qT
i aj , i 6= j, rjj = ‖aj −

j−1
∑

i=1

rijqi‖2. (5.26)

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöû Q è R ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïî ñëåäóþùåìó àëãî-

ðèòìó, ãäå íà j-ì øàãå �îðìèðóþòñÿ j-å ñòîëáöû ýòèõ ìàòðèö:

143



for j = 1 : n

vj = aj

for i = 1 : j − 1

rij = qTi aj

vj = vj − rijqi

end

rjj = ‖vj‖2
qj = vj/rjj

end

Ê ñîæàëåíèþ, â óñëîâèÿõ íàëè÷èÿ îøèáîê îêðóãëåíèÿ ýòîò àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ

÷èñëåííî íåóñòîé÷èâûì. Ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëåíèé ïî �îðìóëàì (1.25), (1.26)

âåêòîðû qi ìîãóò îêàçàòüñÿ äàëåêî íå îðòîãîíàëüíûìè, ïðè÷åì èñêàæàþùåå âëè-

ÿíèå îøèáîê îêðóãëåíèÿ áóäåò òåì áîëüøå, ÷åì áëèæå ñòîëáöû ai ê ëèíåéíî çàâè-

ñèìûì. Èçìåíåíèå ïîðÿäêà âû÷èñëåíèé, èçâåñòíîå êàê ìîäè�èöèðîâàííûé ìåòîä

îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà-Øìèäòà, ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ýòîãî çàòðóäíåíèÿ. Îòëè-

÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà j-ì øàãå ìîäè�èöèðîâàííîãî àëãîðèòìà �îðìèðóåòñÿ

j-é ñòîëáåö ìàòðèöû Q è j-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû R:

for i = 1 : n vi = ai end

for i = 1 : n

rii = ‖vi‖2
qi = vi/rii

for j = i+ 1 : n

rij = qTi vj

vj = vj − rijqi

end

end

Âíóòðåííèé öèêë òðåáóåò ïðèìåðíî 4n àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Îáùåå ÷èñ-

ëî àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé (çäåñü è â êëàññè÷åñêîì ïðîöåññå �ðàìà-Øìèäòà)

àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíî

n
∑

i=1

n
∑

j=i+1

4n =

n
∑

i=1

(i− 1)4n ≈ 2n3.

Êàæäûé âíåøíèé øàã ìîäè�èöèðîâàííîãî àëãîðèòìà �ðàìà-Øìèäòà ìîæåò

áûòü èíòåðïðåòèðîâàí êàê óìíîæåíèå ìàòðèöû A ñïðàâà íà âåðõíþþ òðåóãîëü-

íóþ ìàòðèöó, îòëè÷àþùóþñÿ îò åäèíè÷íîé òîëüêî îäíîé ñòðîêîé. Íà ïåðâîì øàãå

ñòîëáåö v1 = a1 óìíîæàåòñÿ íà 1/r11, è ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò q1 âû÷èòàåòñÿ

èç êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî ñòîëáöà vj = aj ñ ìíîæèòåëåì r1j . Ýòî ýêâèâàëåíòíî
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óìíîæåíèþ ñïðàâà íà ìàòðèöó R1:
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Íà i-ì øàãå àëãîðèòìà ïðîèñõîäèò óìíîæåíèå ñïðàâà íà ìàòðèöó

Ri =
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1
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−rii+1
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. . . −rin
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1 . . . 0
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.
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Íåòðóäíî çàìåòèòü ñõîäñòâî ìàòðèö Ri ñ ìàòðèöàìè Lj â ãàóññîâîì èñêëþ÷åíèè.

Ìàòðèöû Ri îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) îáðàòíàÿ ìàòðèöà R−1
i ïîëó÷àåòñÿ èç Ri çàìåíîé i-é ñòðîêè íà ñòðîêó

(0; . . . ; 0; rii; rii+1; . . . ; rin);

2) ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö R−1
i+1R

−1
i äàåò âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó, îòëè-

÷àþùóþñÿ îò åäèíè÷íîé ìàòðèöû íàëè÷èåì ñòðîê i è è i+ 1 ìàòðèö R−1
i è R−1

i+1

íà èõ îáû÷íûõ ìåñòàõ.

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

AR1R2 . . .Rn = Q

èëè

A = QR−1
n R−1

n−1 . . .R
−1
1 = QR.

Òåïåðü ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû

ñ âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé

Rx = QTb.

Â öåëîì ìåòîä òðåáóåò ïðèìåðíî 2n3
àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ÷òî ñðàâíèìî

ñ ìåòîäîì âðàùåíèé, íî áîëüøå, ÷åì ïðè ãàóññîâîì èñêëþ÷åíèè, ãäå èñïîëüçóåòñÿ

ïðèìåðíî 2n3/3 îïåðàöèé. Ìîäè�èöèðîâàííûé ìåòîä �ðàìà-Øìèäòà ñóùåñòâåí-

íî áîëåå óñòîé÷èâ. Îäíàêî, åñëè A ïëîõî îáóñëîâëåíà, òî ìàòðèöà Q ìîæåò ñèëü-

íî îòëè÷àòüñÿ îò îðòîãîíàëüíîé, ò. å. âåëè÷èíà ||QTQ−E||2 íå áóäåò äîñòàòî÷íî
ìàëà.
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Ïðèìåð 1.9. �àññìîòðèì ðåøåíèå ñèñòåìû (1.23) ìîäè�èöèðîâàííûì ìåòî-

äîì îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà-Øìèäòà. Ñîãëàñíî ýòîìó àëãîðèòìó çäåñü ïîëàãàåì

v1 = a1 = (1; 1)
T
, v2 = a2 = (2; 3)

T
. Ïðè i = 1 ïîëó÷àåì

r11 = ‖v1‖2 =
√
2, q1 = v1/r11 = (1/

√
2; 1/

√
2)

T ,

r12 = qT
1 v2 = 5/

√
2, v2 = v2 − r12q1 = (−1/2; 1/2)T .

Ïðè i = 2 äîïîëíèòåëüíî íàõîäèì

r22 = ‖v2‖2 = 1/
√
2, q2 = v2/r22 = (−1/

√
2; 1/

√
2)

T .

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå QR-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A èìååò âèä

A =

(

1 2

1 3

)

=

1√
2

(

1 −1

1 1

)

1√
2

(

2 5

0 1

)

= QR.

Óìíîæàÿ èñõîäíóþ ñèñòåìó (1.23) ñëåâà íà ìàòðèöó QT
, ïîëó÷àåì

Rx = QTb èëè

(

2 5

0 1

)(

x1

rx2

)

=

(

3

1

)

.

Îòñþäà x2 = 1 è x1 = −1.

� 5.11. Ìåòîä îòðàæåíèé

Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà ïîëó÷åíèè QR-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A ïóòåì ïîñëåäî-

âàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ê íåé îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Qn−1Qn−2 . . .Q1A = R.

Ïðîèçâåäåíèå îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö Q = QT
1Q

T
2 . . .QT

n−1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ îðòî-

ãîíàëüíîé ìàòðèöåé, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå A = QR. Íà j-ì øàãå

àëãîðèòìà çàíóëÿþòñÿ ïîääèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû j-ãî ñòîëáöà ñ ñîõðàíåíèåì ðà-

íåå ïîëó÷åííûõ íóëåé â ïðåäøåñòâóþùèõ ñòîëáöàõ:

A =













∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗













Q1→













∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗













Q2→













∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗













Q3→













∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗













.

Êàæäàÿ èç ìàòðèö Qj èìååò âèä Qj =

(

E 0

0 H

)

, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà

ðàçìåðà (j−1)×(j−1) àH � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà (n−j+1)×(n−j+1).

Î÷åâèäíî, ÷òî Q � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Óìíîæåíèå íà íåå ñîõðàíÿåò ïåðâûå
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j − 1 ñòðîê è ñòîëáöîâ è äîëæíî äàòü íóëè â ïîçèöèÿõ j +1, . . . , n â j-îì ñòîëáöå

ïðåîáðàçóåìîé ìàòðèöû.

Â êà÷åñòâå íóæíîé íàì ìàòðèöû H èñïîëüçóåì ìàòðèöó

H = E− 2wwT ,

ãäå âåêòîð-ñòîëáåö w èìååò åäèíè÷íóþ äëèíó, ò. å. ‖w‖22 = wTw = 1. Ìàòðèöà H

ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé è îðòîãîíàëüíîé. Äåéñòâèòåëüíî,

HT
= (E− 2wwT

)
T
= ET − 2(wwT

)
T
= E− 2wwT ,

HTH = (E− 2wwT
)(E− 2wwT

) = E− 4wwT
+ 4wwTwwT

= E.

Âåêòîð w ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû H ñ ñîáñòâåííûì çíà÷å-

íèåì −1:

Hw = (E− 2wwT
)w = −w.

Âñÿêèé âåêòîð v, îðòîãîíàëüíûé âåêòîðó w, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòî-

ðîì äëÿ H ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì +1:

Hv = (E− 2wwT
)v = v − 2wwTv = v.

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ v, îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðó w, îáîçíà÷èì ÷åðåç G. Îíî

ÿâëÿåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ, ò. å. ïîäïðîñòðàíñòâîì, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî íà åäè-

íèöó ìåíüøå ðàçìåðíîñòè îñíîâíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðåäñòàâèì âåêòîð x â âèäå ñóììû x = y + v, ãäå y = αw è vTw = 0.

Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò âçÿòü â êà÷åñòâå y ïðîåêöèþ âåêòîðà x íà âåêòîð w, ò. å.

y = (wTx)w è v = x − (wTx)w. Òàê êàê Hx = −y + v, òî Hx åñòü çåðêàëüíîå

îòðàæåíèå âåêòîðà x îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè G, îðòîãîíàëüíîé âåêòîðó w.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìàòðèöó H íàçûâàþò ìàòðèöåé îòðàæåíèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëå j-ãî øàãà ïðåîáðàçóåìàÿ ÷àñòü j-ãî ñòîëáöà åñòü

âåêòîð x ∈ IR
n−j+1

. Òàê êàê ïðè îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ äëèíû âåêòîðîâ

ñîõðàíÿþòñÿ, òî

Hx = (E− 2wwT
)x = x− 2wwTx = σ e1, σ = ±‖x‖2,

ãäå e1 = (1, 0, . . . , 0)T ∈ IR
n−j+1

. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

2(wTx)w = x− σ e1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð w îòëè÷àåòñÿ îò âåêòîðà x−σ e1 òîëüêî ìíîæèòåëåì,

è òàê êàê âåêòîð w èìååò åäèíè÷íóþ äëèíó, òî

w =

x− σ e1

‖x− σ e1‖2
.
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 +||x||e
1

 x

 −||x||e
1

 G+  G−

 −||x||e
1
−x

 +||x||e
1
−x

�èñ. 5.1. Äâà âîçìîæíûõ îòðàæåíèÿ. Äëÿ ÷èñëåííîé óñòîé÷èâîñòè âàæíî âûáðàòü òî èç

íèõ, êîòîðîé ñäâèãàåò x íà áîëüøåå ðàññòîÿíèå

Çíàê êîý��èöèåíòà σ âûáèðàåòñÿ èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé òàêèì îá-

ðàçîì, ÷òîáû íå äîïóñòèòü ìàëîñòü äëèíû âåêòîðà w è, êàê ñëåäñòâèå, îáåñïå÷èòü

á�îëüøóþ óñòîé÷èâîñòü ìåòîäà ïî îòíîøåíèþ ê îøèáêàì îêðóãëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü σ = −sign(x1)‖x‖2, ãäå x1 � ïåðâàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà x.

Òîãäà

w =

z

‖z‖2
, z = x+ sign(x1)‖x‖2 e1.

Äëÿ êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèÿ ïîëîæèì sign(x1) = 1 ïðè x1 = 0.

Èäåÿ òàêîãî âûáîðà èëëþñòðèðóåòñÿ íà ðèñ. 1.1. Ïóñòü G+
è G−

� ãèïåðïëîñ-

êîñòè (âèäèìûå ¾ñ ãðàíè¿, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ïðîâîäèòñÿ îòðàæåíèå. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî óãîë ìåæäó G+
è îñüþ e1 î÷åíü ìàë. Òîãäà âåêòîð z áóäåò ìíîãî

ìåíüøå, ÷åì x èëè ‖x‖2 e1. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âû÷èñëåíèè z áóäóò âû÷èòàòüñÿ

áëèçêèå âåëè÷èíû è ðåçóëüòàò áóäåò ïîäâåðæåí îøèáêàì îêðóãëåíèÿ. Âûáèðàÿ

çíàê òàê, êàê ýòî ñäåëàíî âûøå, ìû óñòðàíÿåì ýòîò ý��åêò, ïîñêîëüêó â ýòîì

ñëó÷àå ‖z‖2 íèêîãäà íå áóäåò ìåíüøå, ÷åì ‖x‖2. Åñëè âåêòîðû x è e1 êîëëèíå-

àðíû (â ÷àñòíîñòè, åñëè âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà x ðàâíû íóëþ), òî îòðàæåíèå

ïðîâîäèòü íå íàäî è ìû ñðàçó ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó. Ïîýòîìó äàííûé

àëãîðèòì âñåãäà ðåàëèçóåì.

Äëÿ ñèñòåìû Ax = b îáîçíà÷èì ÷åðåç A[k : n, j] è b[k : n] ýëåìåíòû j-ãî

ñòîëáöà ìàòðèöû A è âåêòîðà ïðàâîé ÷àñòè b ñ íîìåðàìè îò k äî n. Ïðèâîäèìûé

íèæå àëãîðèòì ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ìàòðèöó è ïðàâóþ ÷àñòü ëèíåéíîé ñèñòåìû

Rx = QTb. Ïðè ýòîì ìàòðèöà R ïîìåùàåòñÿ íà ìåñòî ìàòðèöû A.
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for k = 1 : n− 1

x = A[k : n, k]

vk = sign(x1)‖x‖2 e1 + x

vk = vk/‖vk‖2
b[k : n] = b[k : n]− 2vk(v

T
k b[k : n])

for j = k : n

A[k : n, j] = A[k : n, j]− 2vk(v
T
k A[k : n, j])

end

end

Äàííûé àëãîðèòì òðåáóåò äëÿ ñâîåé ðåàëèçàöèè ïðèìåðíî 4n3/3 àðè�ìåòè÷å-

ñêèõ îïåðàöèé, ÷òî ìåíüøå, ÷åì â ìåòîäàõ âðàùåíèé è îðòîãîíàëèçàöèè �ðàìà-

Øìèäòà. Çäåñü òàêæå cond(R) = cond(A), ÷òî íå óõóäøàåò ÷èñëåííóþ óñòîé÷è-

âîñòü ìåòîäà. Áîëåå òîãî, ïî îáúåìó èñïîëüçóåìîé ïàìÿòè, ÷èñëó âûïîëíÿåìûõ

îïåðàöèé è óñòîé÷èâîñòè ìåòîä îòðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ëó÷øèõ àëãîðèòìîâ

äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ïðèìåð 1.10. �àññìîòðèì ðåøåíèå ìåòîäîì îòðàæåíèé ñèñòåìû (1.23). Â íà-

øåì ñëó÷àå

z = x+ sign(x1)‖x‖2 e1 =
(

1

1

)

+

√
2

(

1

0

)

=

(

1 +

√
2

1

)

, ‖z‖22 = 4 + 2

√
2,

w =

z

‖z‖2
=

1

√

4 + 2

√
2

(

1 +

√
2,

1

)

, H = E− 2wwT
= − 1√

2

(

1 1

1 −1

)

.

Ïîñêîëüêó óìíîæåíèå íà ìàòðèöó îòðàæåíèé H äàåò

HA = − 1√
2

(

1 1

1 −1

)(

1 1

2 3

)

= − 1√
2

(

2 5

0 −1

)

, Hb = − 1√
2

(

3

−1

)

,

òî ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

(

2 5

0 −1

)(

x1

x2

)

=

(

3

−1

)

.

Îòñþäà x2 = 1 è x1 = −1.

Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöó îòðàæåíèé H ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

H = E− 2wwT
=

(

−c s

s c

)

,

ãäå c = cos(−π/4), s = sin(−π/4).
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� 5.12. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

�àññìîòðèì èñïîëüçîâàíèå îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðè ðåøåíèè çà-

äà÷ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïóñòü èìåþòñÿ äàííûå (xi, yi), i = 0, 1, . . . , N

è òðåáóåòñÿ íàéòè ìíîãî÷ëåí S(x) =
∑M

j=1 cjx
j−1

ñòåïåíè M − 1 òàêîé, ÷òî ìèíè-

ìèçèðóåòñÿ âåëè÷èíà

EM (c1, c2, . . . , cM) =

N
∑

i=0

[

yi −
M
∑

j=1

cjx
j−1
]2
.

Èñïîëüçîâàíèå ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ äàåò ñèñòåìó íîð-

ìàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðîé äîñòàâëÿåò êîý��èöèåíòû èñêîìîãî ìíîãî-

÷ëåíà. Îäíàêî ìàòðèöà ñèñòåìû íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ïëîõîîáóñëîâ-

ëåííîé è ìàëûå èçìåíåíèÿ âõîäíûõ äàííûõ ïðèâîäÿò ê ñèëüíîìó èçìåíåíèþ ðå-

øåíèÿ. Ïîýòîìó òàêîé ïóòü ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ íåæåëàòåëåí. �àññìîòðèì ïðè-

ìåíåíèå QR-�àêòîðèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ìåòîäà íàèìåíüøèõ

êâàäðàòîâ.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó ïîèñêà ìèíèìóìà

min ‖b−Ac‖22,

ãäå

A =



























2 3 1 2

0 2 4 1

0 0 1 2

0 0 0 5

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0



























, b =



























1

2

3

10

5

2

3



























.

Òàê êàê òðè ïîñëåäíèå ñòðîêè ìàòðèöûA ñîñòîÿò èç íóëåé, òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ

ê ñëåäóþùåé

min ‖b1 −Rc‖22 + ‖b2‖22,

ãäå

R =













2 3 1 2

0 2 4 1

0 0 1 2

0 0 0 5













, b1 =













1

2

3

10













, b2 =







5

2

3






.

Îòìåòèì, ÷òî âåêòîð b2 íå âëèÿåò íà c è íå ó÷àñòâóåò â ïîèñêå ìèíèìóìà.

Ñëàãàåìîå ‖b1−Rc‖22 ìîæíî çàíóëèòü, ðåøàÿ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òðåó-
ãîëüíîé ìàòðèöåé Rc = b1, ÷òî äàåò cT = (−4; 2;−1; 2).
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè â çàäà÷å ÌÍÊ ìàòðèöó A ïîðÿäêà N ×M ñèñòåìû ëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé ìîæíî ïðèâåñòè ê âåðõíåé òðåóãîëüíîé �îðìå, òî äàëåå ýòó

ñèñòåìó ëåãêî ðåøèòü, èñïîëüçóÿ îáðàòíóþ ïîäñòàíîâêó. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ýòîãî

íåëüçÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ �àóññà, òàê êàê ýëåìåíòàðíûå îïå-

ðàöèè íàä ñòðîêàìè ìàòðèöû íå ñîõðàíÿþò åå åâêëèäîâó íîðìó.

Ïðèìåð 1.11. Ïóñòü èìåþòñÿ òî÷êè (1; 1), (2; 1, 2), (3; 1, 5), (4; 1, 8) è òðåáóåò-

ñÿ íàéòè ïðÿìóþ ëèíèþ, îáåñïå÷èâàþùóþ íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ýòèõ äàííûõ

â ñìûñëå ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïîëàãàÿ

A =













1 1

1 2

1 3

1 4













, b =













1, 0

1, 2

1, 5

1, 8













,

è ðåøàÿ ñèñòåìó íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé, íàõîäèì y = 0, 70 + 0, 27x, ïðè÷åì

‖b−Ac‖22 = 0, 003. Ïðèìåíèì òåïåðü ìåòîä ãàóññîâà èñêëþ÷åíèÿ ê ðàñøèðåííîé

ìàòðèöå, êîòîðàÿ ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì













1 1

1 2

1 3

1 4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1, 0

1, 2

1, 5

1, 8













→













1 1

0 1

1 2

1 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1, 0

0, 2

0, 5

0, 8













→













1 1

0 1

0 0

0 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1, 0

0, 2

0, 1

0, 2













.

Ýòî äàåò ïðÿìóþ y = 0, 8 + 0, 2x, êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò ïîëó÷åííîé ïî ìåòîäó

íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ â õóäøóþ ñòîðîíó. Òåïåðü ‖˜b−Ac̃‖22 = 0, 05, ãäå ˜b � íîâàÿ

ïðàâàÿ ÷àñòü,

˜A � íîâàÿ ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ è c̃ � íîâûé âåêòîð ïàðàìåòðîâ.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê QR-ðàçëîæåíèþ ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû A. Âîñïîëüçó-

åìñÿ òåì �àêòîì, ÷òî äëÿ âñÿêîé îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû Q èìååò ìåñòî ðàâåí-

ñòâî

‖b−Ac‖22 = ‖Q(b−Ac)‖22 = ‖Qb− (QA)c)‖22.

Ïîýòîìó ìèíèìèçàöèÿ ‖b − Ac‖22 ìîæåò áûòü âûïîëíåíà ïóòåì ìèíèìèçàöèè

‖Qb− (QA)c‖22. Áîëåå òîãî, åñëè ðàâåíñòâî QA = R äàåò âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ

ìàòðèöó, òî çàäà÷à ÌÍÊ ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê îáðàòíîé ïîäñòàíîâêå ãàóññîâà

èñêëþ÷åíèÿ. Íàéäåííîå ðåøåíèå áóäåò òàêæå ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è. Äëÿ

ïîëó÷åíèÿ íóæíîé îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû Q èñïîëüçóåì ìàòðèöû îòðàæåíèÿ.

Ïðèìåð 1.12. �àññìîòðèì îïÿòü çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ íàèëó÷øåé â ñìûñëå

ÌÍÊ ïðÿìîé, ïðèáëèæàþùåé äàííûå (1; 1), (2; 1, 2), (3; 1, 5), (4; 1, 8). Òðåáóåòñÿ
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ïîñòðîèòü îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó Q, êîòîðàÿ ïðåîáðàçóåò ìàòðèöó

A =
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â âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó. Ñäåëàåì ýòî çà äâà øàãà. Íà ïåðâîì øàãå ïîëó-

÷èì ìàòðèöó îòðàæåíèÿ Q1, êîòîðàÿ çàíóëÿåò ýëåìåíòû íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè

â ïåðâîì ñòîëáöå ìàòðèöû A. Èìååì
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, Q1A =
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.

Òåïåðü ïîñòðîèì ìàòðèöó îòðàæåíèÿ Q2, êîòîðàÿ çàíóëÿåò ýëåìåíòû íèæå ãëàâ-

íîé äèàãîíàëè âî âòîðîì ñòîëáöå ìàòðèöû Q1A. Ïîëó÷àåì
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, ˜A = Q2Q1A =
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.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Q = Q2Q1 ïðèâîäèò ìàòðèöó A ê âåðõíåé òðåóãîëüíîé

ìàòðèöå

˜A. Îêîí÷àòåëüíî

˜b = Qb = Q2Q1b =
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.

Ïîñêîëüêó ‖b − Ac‖22 = ‖˜b − ˜Ac‖22, òî ðåøåíèå çàäà÷è ÌÍÊ ïîëó÷àåì ïóòåì

ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé

(

−2 −5

0

√
5

)(

c0

c1

)

=

(

−2, 75

0, 27
√
5

)

.

Îòñþäà c∗0 = 0, 70 è c∗1 = 0, 27. Îòìåòèì, ÷òî òîò æå ñàìûé ðåçóëüòàò ìû ïîëó÷èëè

âûøå, ðåøàÿ íîðìàëüíóþ ñèñòåìó ÌÍÊ. Âäîáàâîê êî âñåìó

‖b−Ac‖22 = ‖˜b− ˜Ac‖22 = (−0, 02− 0, 01
√
5)

2
+ (0, 01− 0, 02

√
5)

2
= 0, 003,

÷òî òàêæå ñîãëàñóåòñÿ ñ ðàíåå ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòîì.
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� 5.13. Ïðåäîáóñëàâëèâàíèå

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåõîäèòü ê èçëîæåíèþ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì

ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñïîñîáàõ ïîäãîòîâêè

òàêèõ ñèñòåì ê ïðîâåäåíèþ èòåðàöèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ðåøàåì ñèñòåìó n

óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè è íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé

Ax = b, (5.27)

Äëÿ âñÿêîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû M ïîðÿäêà n× n ñèñòåìà

M−1Ax = M−1b (5.28)

áóäåò èìåòü òî æå ðåøåíèå, ÷òî è ñèñòåìà (1.27). Îäíàêî åñëè ìû áóäåì ðåøàòü

ñèñòåìó (1.28) èòåðàöèîííî, òî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè áóäåò çàâèñåòü îò ñâîéñòâ

ìàòðèöû M−1A âìåñòî A. Åñëè ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü M âûáðàí óäà÷íî, òî ñè-

ñòåìà (1.28) ìîæåò áûòü ðåøåíà íàìíîãî áûñòðåå, ÷åì ñèñòåìà (1.28).

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ýòîé èäåè íåîáõîäèìî èìåòü âîçìîæíîñòü ý�-

�åêòèâíî ïðîâîäèòü îïåðàöèè, ñâÿçàííûå ñ ïðîèçâåäåíèåì M−1A. Íåò íåîáõî-

äèìîñòè âû÷èñëÿòü ìàòðèöó M−1
â ÿâíîì âèäå. Ýòî ìîæåò áûòü ñäåëàíî ïóòåì

ðåøåíèÿ ñèñòåìû

My = c. (5.29)

Òðèâèàëüíûå âàðèàíòû âûáîðà ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿM = A èëèM = E íå äàþò

êàêîãî-ëèáî âûèãðûøà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.27). Îäíàêî ìåæäó

ýòèìè äâóìÿ êðàéíîñòÿìè ëåæàò ïðåäîáóñëàâëèâàòåëè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïî-

ëó÷åíû ïóòåì áûñòðîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.29) è áóäóò äîñòàòî÷íî áëèçêè ê A,

÷òîáû îáåñïå÷èòü áîëåå áûñòðóþ ñõîäèìîñòü èòåðàöèé äëÿ óðàâíåíèÿ (1.28) ïî

ñðàâíåíèþ ñ óðàâíåíèåì (1.27).

Îáû÷íî ñ÷èòàþò, ÷òî ìàòðèöà M áëèçêà ê A, åñëè ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàò-

ðèöû M−1A áëèçêè ê 1 è âåëè÷èíà ‖M−1A − E‖2 äîñòàòî÷íî ìàëà. Âî ìíîãèõ

ñëó÷àÿõ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü áûñòðóþ ñõîäèìîñòü èòåðàöèé äëÿ

óðàâíåíèÿ (1.28). Îäíàêî ïðåäîáóñëàâëèâàòåëè, êîòîðûå íå óäîâëåòâîðÿþò ýòèì

óñëîâèÿì, òàêæå ÷àñòî ðàáîòàþò õîðîøî. Êàê ïðàâèëî ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü M

ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì, åñëè ìàòðèöà M−1A íå ñëèøêîì îòëè÷àåòñÿ îò íîðìàëüíîé

ìàòðèöû (ATA = AAT
) è åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñãðóïïèðîâàíû, ò. å. îòíîøå-

íèå ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë íå ñëèøêîì âåëèêî.

Óðàâíåíèå (1.28) ñîîòâåòñòâóåò ëåâîìó ïðåäîáóñëàâëèâàòåëþ. Åñëè óðàâíåíèå

(1.27) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó AM−1y = b, ãäå x = M−1y, òî èñïîëüçóåòñÿ ïðàâûé

ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî îáà ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ ïðèìåíÿþòñÿ

âìåñòå.
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Ïóñòü, íàïðèìåð, A � ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðè-

öà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ æåëàòåëüíî ñîõðàíèòü ýòî ñâîéñòâî.

Âîçüìåì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ ìàòðèöó M = CCT
. Òîãäà ðàâåíñòâî (1.28)

ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

[C−1A(C−1
)
T
]CTx = C−1b,

ãäå ìàòðèöà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ îïÿòü ñèììåòðè÷åñêàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðå-

äåëåííàÿ. Òàê êàê ýòà ìàòðèöà ïîäîáíà M−1A, òî îíè èìåþò îäíè è òå æå ñîá-

ñòâåííûå ÷èñëà.

�àññìîòðèì ñòàöèîíàðíûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ âèäà

Mx(k+1)
= Mx(k) − (Ax(k) − b), k = 0, 1, . . . .

Ìàòðèöó A ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû A = L+D+U, ãäå D � äèàãîíàëüíàÿ ìàò-

ðèöà à L è U � íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ òðåóãîëüíûå ìàòðèöû ñ íóëÿìè íà äèàãîíàëè.

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî íåòðèâèàëüíûõ âàðèàíòîâ âûáîðà ïðåäîáóñëàâëèâàòåëÿ M:

1. ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè: M = τ−1E, τ > 0,

x(k+1)
= x(k) − τ(Ax(k) − b);

2. ìåòîä ßêîáè: M = D,

x(k+1)
= x(k) −D−1

(Ax(k) − b) èëè Dx(k+1)
= b− (L+U)x(k)

;

3. ìåòîä ðåëàêñàöèè: M = L + ω−1D, 0 < ω < 2,

x(k+1)
= x(k) − ω(ωL+D)

−1
(Ax(k) − b)

èëè

(ωL+D)x(k+1)
= [(1− ω)D− ωU]x(k)

+ ωb.

Äàëåå ýòè è íåêîòîðûå äðóãèå âàæíûå íà ïðàêòèêå èòåðàöèîííûå ïðîöåññû

áóäóò ðàññìîòðåíû ïîäðîáíî. Â ïðèâåäåííûõ ñëó÷àÿõ ìàòðèöà M ÿâëÿåòñÿ äèà-

ãîíàëüíîé èëè íèæíåé òðåóãîëüíîé. Â ïðèëîæåíèÿõ âàæåí òàêæå ñëó÷àé, êî-

ãäà â êà÷åñòâå M áåðåòñÿ òðåõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, îáðàçîâàííàÿ äèàãîíàëüþ

è ïåðâûìè ïîä- è íàääèàãîíàëÿìè ìàòðèöû A. Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ ìàòðèöà M

ìîæåò áûòü ëåãêî îáðàùåíà. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäîáóñëàâëèâàòåëü ìîæåò íå çàâè-

ñåòü èëè çàâèñåòü îò íîìåðà èòåðàöèè, ò. å. ÿâëÿòüñÿ ñòàöèîíàðíûì èëè íåñòà-

öèîíàðíûì. Èñïîëüçîâàíèå ïðåäîáóñëàâëèâàòåëåé îñîáåííî âàæíî ïðè ÷èñëåííîì

ðåøåíèè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.
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� 5.14. Ìåòîä îäíîâðåìåííûõ ñìåùåíèé ßêîáè

Â ñèñòåìå (1.27) ïîëîæèì A = L + D + U, ãäå D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà,

à L è U � ñîîòâåòñòâåííî íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ òðåóãîëüíûå ìàòðèöû ñ íóëÿìè íà

ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Äîïóñòèì, ÷òî aii 6= 0, i = 1, 2, . . . , n è çàïèøåì óðàâíåíèå (1.27) â âèäå

(L +D+U)x = b. (5.30)

Ñèñòåìó (1.30) ïåðåïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Dx = b− (L +U)x.

Âîçüìåì íåêîòîðûé âåêòîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ x(0)
è îáðàçóåì èòåðàöèè

Dx(k+1)
= b− (L+U)x(k), k = 0, 1, . . . . (5.31)

Â ïîêîìïîíåíòíîé çàïèñè èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (1.31) èìååò âèä:

x
(k+1)
i =

1

aii

[

bi −
i−1
∑

j=1

aijx
(k)
j −

n
∑

j=i+1

aijx
(k)
j

]

, i = 1, 2, . . . , n, k = 0, 1, . . . .

Ïóñòü x∗
� òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.30), à w(k)

= x(k) − x∗
� ïîãðåøíîñòü

ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íà k-é èòåðàöèè. Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî (1.31) â âèäå

D(w(k+1)
+ x∗

) = b− (L+U)(w(k)
+ x∗

)

èëè, â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1.30),

Dw(k+1)
= −(L+U)w(k).

Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà

‖w(k+1)‖ ≤ ‖C‖ · ‖w(k)‖, C = −D−1
(L +U)

è ìåòîä ßêîáè ñõîäèòñÿ, åñëè äëÿ ìàòðèöû ïåðåõîäà C âûïîëíåíî óñëîâèå

‖C‖ < 1.

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà âñå x
(k+1)
i è x

(k)
i íå ñòà-

íóò äîñòàòî÷íî áëèçêè. Êðèòåðèé áëèçîñòè, íàïðèìåð, ìîæíî çàäàòü â ñëåäóþ-

ùåì âèäå:

max

i
|x(k+1)

i − x
(k)
i | < ε.
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Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñëåäóåò îñòàíîâèòü. Ìîæíî

ðàññìîòðåòü êðèòåðèé, îñíîâàííûé íà îòíîñèòåëüíîé îøèáêå

max

i

∣

∣

∣

x
(k+1)
i − x

(k)
i

x
(k)
i

∣

∣

∣
< ε.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè A � ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì, òî ìåòîä

ßêîáè ñõîäèòñÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì.

Òåîðåìà 1.3 (�åðøãîðèíà). Ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ êîìïëåêñíîé êâàäðàòíîé

ìàòðèöû A ïîðÿäêà n ëåæàò â çàìêíóòîé îáëàñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè,

ÿâëÿþùåéñÿ îáúåäèíåíèåì êðóãîâ:

|aii − λ| ≤
n
∑

j=1

j 6=i

|aij |; i = 1, 2, . . . , n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n×n ñ êîìïëåêñ-

íûìè ýëåìåíòàìè è λ � íåêîòîðîå å�å ñîáñòâåííîå ÷èñëî. Òîãäà ìàòðèöà A − λE

âûðîæäåíà è ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà x1, x2, . . . , xn ñ ìàêñèìàëüíûì |xk|, ÷òî

(akk − λ)xk +

n
∑

j=1

j 6=k

akjxj = 0.

Íî òîãäà

|akk − λ||xk| ≤
n
∑

j=1

j 6=k

|akj||xj| ≤ |xk|
n
∑

j=1

j 6=k

|akj|.

Ñîêðàùàÿ íà |xk|, ïîëó÷àåì

|akk − λ| ≤
n
∑

j=1

j 6=k

|akj|.

Àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî ìîæíî âûïèñàòü äëÿ ëþáîãî äðóãîãî ñîáñòâåííîãî

÷èñëà ìàòðèöû A. Êàæäîå èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé êðóã

â êîìïëåêñíîé λ-ïëîñêîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå aii ðàäèóñà
∑n

j=1,j 6=i |aij|. Ïîýòî-
ìó âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A ëåæàò â îáúåäèíåíèè ýòèõ êðóãîâ. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Åñëè òåïåðü A � ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì, òî ñîãëàñíî òåîðå-

ìå 1.3 äëÿ ìàòðèöû ïåðåõîäà C â ìåòîäå ßêîáè èìååì:

|λi| ≤
1

|aii|

n
∑

j=1

j 6=i

|aij | < 1, i = 1, 2, . . . , n,
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�èñ. 5.2. �åîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà ßêîáè ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû

óðàâíåíèé x+ 2y = 3, x− 4y = −3

ò. å. ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ïåðåõîäà C óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ |λi| < 1 äëÿ

âñåõ i. Ñëåäîâàòåëüíî, ‖C‖2 < 1 è ìåòîä ßêîáè ñõîäèòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.4. Åñëè A � ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì, òî ìåòîä

ßêîáè ñõîäèòñÿ.

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ ìàòðèöû A ÿâëÿþòñÿ äî-

ñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ñõîäèìîñòè. Ìàòðèöà ìîæåò íå îáëàäàòü äèàãîíàëüíûì

ïðåîáëàäàíèåì, íî ìåòîä ßêîáè âñå ðàâíî ìîæåò ñõîäèòüñÿ.

Ïðèìåð 1.13. �àññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:







x+ 2y = 3,

x− 4y = −3.

Çäåñü â ïåðâîì óðàâíåíèè íàðóøåíî óñëîâèå äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ. Âî âòî-

ðîì óðàâíåíèè ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ. Òåì íå ìåíåå, ïîëàãàÿ (x0, y0) = (0, 0)

è âûáèðàÿ ε = 0, 01, ïîëó÷àåì ñõîäèìîñòü ìåòîäà ßêîáè çà 15 èòåðàöèé ê òî÷íî-

ìó ðåøåíèþ ñèñòåìû (x∗, y∗) = (1, 1). �èñ. 1.2 èëëþñòðèðóåò ñõîäèìîñòü ìåòîäà

ßêîáè.

Â äàííîì ïðèìåðå ìàòðèöà ïåðåõîäà C èìååò âèä:

C = −D−1
(L+U) =

(

0 −2

1/4 0

)

.

Äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû C ïîëó÷àåì |λ1,2| < 1, ÷òî è îáúÿñíÿåò ñõîäè-

ìîñòü ìåòîäà ßêîáè.

� 5.15. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñìåùåíèé Çåéäåëÿ

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (1.30) â âèäå

(L +D)x = b−Ux
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è îáðàçóåì èòåðàöèè:

(L+D)x(k+1)
= b−Ux(k), k = 0, 1, . . . . (5.32)

Äëÿ ïîãðåøíîñòè ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ:

(L+D)w(k+1)
= −Uw(k), k = 0, 1, . . .

èëè

w(k+1)
= Cw(k), C = −(L +D)

−1U.

Ìåòîä Çåéäåëÿ ñõîäèòñÿ, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

‖C‖ < 1.

Â ïîêîìïîíåíòíîé çàïèñè èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (1.31) èìååò âèä:

x
(k+1)
i =

1

aii

[

bi −
i−1
∑

j=1

aijx
(k+1)
j −

n
∑

j=i+1

aijx
(k)
j

]

, i = 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . .

Êàê ñëåäóåò èç ýòîé �îðìóëû, ìåòîä Çåéäåëÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì ñâîéñòâîì,

÷òî íà î÷åðåäíîì øàãå íàéäåííûå êîìïîíåíòû âåêòîðà x(k+1)
ñðàçó æå èñïîëüçó-

þòñÿ â ïðîöåññå èòåðàöèè. Ýòî ïðèâîäèò ê óñêîðåíèþ ñõîäèìîñòè ïî ñðàâíåíèþ

ñ ìåòîäîì ßêîáè. Îòìåòèì îäíàêî, ÷òî õîòÿ ìåòîä ßêîáè ñõîäèòñÿ ìåäëåííåå, íî

îáëàñòü åãî ñõîäèìîñòè íåñêîëüêî øèðå, ÷åì ó ìåòîäà Çåéäåëÿ.

Òåîðåìà 1.5. Åñëè ìàòðèöà A èìååò äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå, òî ìåòîä

Çåéäåëÿ ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåêòîð x óäîâëåòâîðÿåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâ-

íåíèþ Cx = λx è èìååò ìàêñèìàëüíóþ ïî ìîäóëþ êîìïîíåíòó |xk|. Òîãäà k-å

óðàâíåíèå ñèñòåìû −Ux = λ(L+D)x ïðèíèìàåò âèä:

−
∑

j>k

akjxj = λ
(

akkxk +

∑

j<k

akjxj

)

.

Îòñþäà ïðè îáîçíà÷åíèè ξj = xj/|xk| ïîëó÷àåì:

|λ| ≤
∑

j>k |akj||ξj|
|akk| −

∑

j<k |akj||ξj|
≤

∑

j>k |akj|
∑

j>k |akj|+ (|akk| −
∑

j 6=k |akj|)
< 1.

Òàêèì îáðàçîì, ‖C‖2 < 1 è ìåòîä Çåéäåëÿ ñõîäèòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî êàê è â ìåòîäå ßêîáè óñëîâèå äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ ìàò-

ðèöû A ÿâëÿåòñÿ òîëüêî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè ìåòîäà Çåéäåëÿ. Îá-

ðàòèìñÿ îïÿòü ê ïðèìåðó 1.13, ãäå ìàòðèöà A íå èìååò äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëà-

äàíèÿ. Ïðè (x0, y0) = (0, 0) è ε = 0, 01 ìåòîä Çåéäåëÿ ñõîäèòñÿ çà 10 èòåðàöèé.

Îñîáåííîñòè åãî ñõîäèìîñòè ïîêàçàíû íà ðèñ. 1.3. Ñîãëàñíî ðàñ÷åòíûì �îðìóëàì:







xk+1 = 3− 2yk,

yk+1 = (3 + xk+1)/4,
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�èñ. 5.3. �åîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà Çåéäåëÿ. Ïîëó÷àåìûå ïðè-

áëèæåíèÿ ðàñïîëàãàþòñÿ íà ïðÿìîé x− 4y = −3

ïîëó÷àåìûå ïðèáëèæåíèÿ ðàñïîëàãàþòñÿ íà ïðÿìîé x− 4y = −3. Ìàòðèöà ïåðå-

õîäàC = −(L+D)
−1U èìååò ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1 = 0, λ2 = −1/2, è íåîáõîäèìûå

óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà Çåéäåëÿ âûïîëíåíû.

Â ìåòîäå Çåéäåëÿ äëÿ âåêòîðà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

x
(k+1)
i = (x

(k+1)
1 , . . . , x

(k+1)
i−1 , x

(k)
i , . . . , x(k)

n )
T

êîìïîíåíòû âåêòîðà íåâÿçêè r
(k+1)
i = b−Ax

(k+1)
i âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëå

r
(k+1)
mi = bm −

i−1
∑

j=1

amjx
(k+1)
j −

n
∑

j=i

amjx
(k)
j , m = 1, 2, . . . , n.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî èòåðàöèè ïî Çåéäåëþ õàðàêòåðèçóþòñÿ âû-

áîðîì x
(k+1)
i ïî ïðàâèëó

x
(k+1)
i = x

(k)
i +

r
(k+1)
ii

aii
, i = 1, 2, . . . , n. (5.33)

� 5.16. Ìåòîä âåðõíåé ðåëàêñàöèè

Ìîäè�èöèðóåì �îðìóëó (1.33), ïîëîæèâ

x
(k+1)
i = x

(k)
i + ω

r
(k+1)
ii

aii
, i = 1, 2, . . . , n, (5.34)

ãäå ïàðàìåòð ω óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì 0 < ω < 2. Ïðè ω = 1 ïîëó÷àåì

ìåòîä Çåéäåëÿ. Ïðè 0 < ω < 1 �îðìóëà (1.34) äàåò ìåòîä íèæíåé ðåëàêñàöèè.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáëàñòü ñõîäèìîñòè ýòîãî ìåòîäà øèðå, ÷åì ó ìåòîäà Çåé-

äåëÿ. Ïðè 1 < ω < 2 ïîëó÷àåì ìåòîä âåðõíåé ðåëàêñàöèè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

ýòîò ìåòîä ñõîäèòñÿ áûñòðåå, ÷åì ìåòîä Çåéäåëÿ. Ïðè ω ≤ 0 èëè ω ≥ 2 ìåòîä

(1.34) ðàñõîäèòñÿ.
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Ôîðìóëó (1.34) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

x
(k+1)
i = (1− ω)x

(k)
i +

ω

aii

[

bi −
i−1
∑

j=1

aijx
(k+1)
j −

n
∑

j=i+1

aijx
(k)
j

]

, i = 1, 2, . . . , n

èëè â ìàòðè÷íîé �îðìå:

(ωL+D)x(k+1)
= [(1− ω)D− ωU]x(k)

+ ωb.

Îòñþäà äëÿ ïîãðåøíîñòè w(k)
= x(k) − x∗

ïîëó÷àåì

(ωL+D)w(k+1)
= [(1− ω)D− ωU]w(k).

Ýòî ïîçâîëÿåò âûïèñàòü îöåíêó

‖w(k+1)‖ ≤ ‖C‖ ‖w(k)‖, C = (ωL+D)
−1
[(1− ω)D− ωU].

Ìåòîä âåðõíåé ðåëàêñàöèè ñõîäèòñÿ, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

‖C‖ < 1.

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1.6. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìåòîä ðåëàêñàöèè (1.34) äëÿ ñèñòåìû (1.27)

ñ âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé A, èìåþùåé ïîëîæèòåëüíûå äèà-

ãîíàëüíûå ýëåìåíòû, ñõîäèëñÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàòðèöà A

áûëà ïîëîæèòåëüíîé, ò. å. âñå åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà áûëè áû ïîëîæèòåëüíû.

Ïóñòü λmax � ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû C = −D−1
(L + U)

â ìåòîäå ßêîáè. Ñîãëàñíî òåîðèè, ðàçâèòîé ßíãîì â [4℄, â ñëó÷àå âåùåñòâåííîé

ñèììåòðè÷åñêîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû A îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå

ïàðàìåòðà âåðõíåé ðåëàêñàöèè ω âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

ω =

2

1 +

√

1− λ2
max(C)

. (5.35)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû A íåâåëèêà, òî ω áëèçêî ê åäèíèöå. Ïðè

óâåëè÷åíèè ÷èñëà óðàâíåíèé ω ðàñòåò è â ïðåäåëå ñòðåìèòñÿ ê äâóì.

Ïðèìåð 1.14. �àññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Ax = b, ãäå ìàòðèöà

A èìååò âèä:

A =

(

2 −1

−1 2

)

.

Ìàòðèöó A ðàçîáüåì íà òðè ÷àñòè, ïîëîæèâ A = L +D+U, ãäå

L =

(

0 0

−1 0

)

, D =

(

2 0

0 2

)

, U =

(

0 −1

0 0

)

.
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Äëÿ ìåòîäà ßêîáè ìàòðèöà ïåðåõîäà C = D−1
(L+U) èìååò âèä:

C =

(

1/2 0

0 1/2

)

·
(

0 −1

−1 0

)

=

(

0 −1/2

−1/2 0

)

.

�åøàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå det(C − λE) = 0, èìååì λ1,2 = ±1
2
. Òàêèì

îáðàçîì, ‖C‖2 = maxi=1,2 |λi| = 1/2 è, ñëåäîâàòåëüíî, íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîí-

íîãî ïðîöåññà ßêîáè ïîãðåøíîñòü óáûâàåò â äâà ðàçà.

Äëÿ ìåòîäà Çåéäåëÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà C = (L +D)
−1U èìååò âèä:

C =

(

1/2 0

1/4 1/2

)

·
(

0 −1

0 0

)

=

(

0 −1/2

0 1/4

)

.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå det(C − λE) = 0, èìååò êîðíè λ1 = −1/4, λ2 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ‖C‖2 = maxi=1,2 |λi| = 1/4 è, ñëåäîâàòåëüíî, íà êàæäîì øàãå

èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà Çåéäåëÿ ïîãðåøíîñòü óáûâàåò â ÷åòûðå ðàçà.

Ìàòðèöà ïåðåõîäà C = (ωL+D)
−1
[(1−ω)D−ωU] â ìåòîäå âåðõíåé ðåëàêñàöèè

èìååò âèä:

C =

(

1/2 0

ω/4 1/2

)

·
(

2(1− ω) ω

0 2(1− ω)

)

=

(

1− ω ω/2

ω(1− ω)/2 1− ω + ω2/4

)

.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå det(C− λE) = 0 äàåò íàì ðàâåíñòâî

λ2 − λ
[

2(1− ω) +
ω2

4

]

+ (1− ω)2 = 0.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Âèåòà äëÿ êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ λ1 è λ2 (ò. å. äëÿ ñëåäà è äå-

òåðìèíàíòà ìàòðèöû C− λE) èìååì:

λ1 + λ2 = 2(1− ω) +
ω2

4

,

λ1λ2 = (1− ω)2.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îïòèìàëüíîå ω, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ 1 < ω < 2,

îòâå÷àåò ñëó÷àþ êðàòíûõ êîðíåé λ1 = λ2 = ω−1, òî äëÿ íàõîæäåíèÿ ω ïîëó÷àåì

êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

ω2

4

− 4ω + 4 = 0,

îòêóäà èìååì

ω = 4(2−
√
3) ≈ 1, 0718.

Îòìåòèì, ÷òî ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí, èñïîëüçóÿ �îðìóëó (1.35).

Òàêèì îáðàçîì, ‖C‖2 = maxi=1,2 |λi| = ω − 1 ≈ 1
14
è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îïòè-

ìàëüíîì âûáîðå ïàðàìåòðà ðåëàêñàöèè ω íà êàæäîì øàãå ìåòîäà âåðõíåé ðåëàê-

ñàöèè ïîãðåøíîñòü óáûâàåò ïðèìåðíî â 14 ðàç.
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Ïðèìåð 1.15. Ïóñòü ìàòðèöà ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (1.27) èìååò âèä

A =













p 1 0 0

1 p 1 0

0 1 p 1

0 0 1 p













, |p| ≥ 2. (5.36)

Â ìåòîäå ßêîáè äëÿ ìàòðèöû ïåðåõîäà C = −D−1
(L+U) ïîëó÷àåì

−













p−1
0 0 0

0 p−1
0 0

0 0 p−1
0

0 0 0 p−1

























0 1 0 0

1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 1 0













=













0 −p−1
0 0

−p−1
0 −p−1

0

0 −p−1
0 −p−1

0 0 −p−1
0













.

Òàê êàê çäåñü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

det(C− λE) = λ4 − 3

p2
λ2

+

1

p4
= 0

èìååò êîðíè

λ2
1,2 =

3±
√
5

2p2
è λ2

max =
3 +

√
5

2p2
,

òî ïî �îðìóëå ßíãà (1.35) ìîæíî ëåãêî íàéòè ω.

Ïðè p = 2 äëÿ ìåòîäà ßêîáè ‖C‖2 = λmax ≈ 0, 8090, à äëÿ ìåòîäà âåðõíåé

ðåëàêñàöèè ‖C‖2 = ω − 1 = 0,2596, ò. å. èìååì óñêîðåíèå ïðèìåðíî â 3 ðàçà.

Ïðè p = 4 äëÿ ìåòîäà ßêîáè ‖C‖2 = λmax ≈ 0,4045 à äëÿ ìåòîäà âåðõíåé

ðåëàêñàöèè ‖C‖2 = ω − 1 = 0,0446, ò. å. èìååì óñêîðåíèå ïðèìåðíî â 9 ðàç.

� 5.17. Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè

Çäåñü äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.27) èòåðàöèè îáðàçóþòñÿ ïî ïðàâèëó

x(k+1)
= x(k) − τ(Ax(k) − b); k = 0, 1, . . . .

Ýòî óðàâíåíèå, ïåðåïèñàííîå îòíîñèòåëüíî âåêòîðà îøèáêè w(k)
= x(k) − x∗

,

ïðèíèìàåò âèä:

w(k+1)
= Cw(k), C = E− τA. (5.37)

Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà

‖w(k+1)‖ ≤ |C‖ ‖w(k)‖,

è ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè ñõîäèòñÿ, åñëè

‖C‖ < 1.
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1

 λ
n
−1  λ

1
−1 τ

opt  τ

| 1−τλ
n
|

| 1−τλ
1
|

0

�èñ. 5.4. Îïòèìèçàöèÿ èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà â ìåòîäå ïðîñòîé èòåðàöèè

Ïóñòü A � ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà îíà

èìååò ñèñòåìó ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë 0 < λ1 < λ2 < . . . < λn è ñèñòå-

ìó îðòîãîíàëüíûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ u1, . . . ,un. Âåêòîð îøèáêè ïðèáëèæåíèÿ

w(k)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ:

w(k)
=

n
∑

i=1

ciui.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå â óðàâíåíèå îøèáêè (1.37), íàõîäèì

w(k+1)
= (E− τA)

n
∑

i=1

ciui =

n
∑

i=1

(1− τλi)ciui.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó

‖w(k+1)‖ ≤ max

i
|1− τλi| · ‖w(k)‖.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λi ïîëîæèòåëüíû è ìîíîòîííî âîç-

ðàñòàþò âìåñòå ñ i. Ïîýòîìó

min

τ
max

λ1≤λ≤λn

|1− τλ| = min

τ
max[|1− τλ1|, |1− τλn|],

è îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà τ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

(ðèñ. 1.4)

1− τλ1 = −(1− τλn),

îòêóäà

τopt =
2

λ1 + λn

.

Ïðèìåð 1.16. Ñíîâà ðàññìîòðèì ìàòðèöó (1.36). Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâ-

íåíèå äëÿ ýòîé ìàòðèöû

(p− λ)4 − 3(p− λ)2 + 1 = 0
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èìååò êîðíè

λ1,4 = p±

√

3 +

√
5

2

, λ2,3 = p±

√

3−
√
5

2

.

Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå

τopt =
2

λ1 + λ4
= p−1.

Äëÿ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè áûâàåò ïîëåçíî ïðåäâà-

ðèòåëüíî ïîäãîòîâèòü ñèñòåìó (1.27), ïåðåïèñàâ åå, íàïðèìåð, â âèäå

MAx = Mb,

ãäå M � íåêîòîðàÿ ïðåäîáóñëàâëèâàþùàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî

MA áëèçêà ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå. Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ èòåðàöèîííûé

ïðîöåññ:

x(k+1)
= x(k) −M(Ax(k) − b), k = 0, 1, . . . .

Åñëè, íàïðèìåð, M = D−1
, òî ýòî äàåò íàì ìåòîä ßêîáè (ñì. � 1.12).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè è ìåòîä Çåéäåëÿ èìåþò ðàçëè÷-

íûå îáëàñòè ñõîäèìîñòè, êîòîðûå ÷àñòè÷íî ïåðåêðûâàþòñÿ [29℄.

Ïðèìåð 1.17. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b, ãäå

A =







2 0,3 0,5

0,1 3 0,4

0,1 0,1 4,8







ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè ñõîäèòñÿ ïðè 0 < τ < 0,4.

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè ñõîäèòñÿ, åñëè äëÿ ìàòðèöû

ïåðåõîäà C = E− τA âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖C‖ < 1. Â íàøåì ñëó÷àå

C =







1− 2τ −0,3τ −0,5τ

−0,1τ 1− 3τ −0,4τ

−0,1τ −0,1τ 1− 4,8τ






.

Äëÿ îöåíêè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû C âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 1.3 (�åðø-

ãîðèíà), ñîãëàñíî êîòîðîé ìîæíî çàïèñàòü:

|1− 2τ − λ| ≤ 0,8τ,

|1− 3τ − λ| ≤ 0,5τ,

|1− 4,8τ − λ| ≤ 0,2τ

èëè, ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ |λ| < 1, ïîëó÷àåì:

−1 < 1− 2,8τ ≤ λ ≤ 1− 1,2τ < 1,
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−1 < 1− 3,5τ ≤ λ ≤ 1− 2,5τ < 1,

−1 < 1− 5,0τ ≤ λ ≤ 1− 4,6τ < 1.

Îòñþäà ñëåäóþò íåðàâåíñòâà:

0 < τ <
1

1,4
≈ 0,714,

0 < τ <
2

3,5
≈ 0,571,

0 < τ <
2

5

= 0,4.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè 0 < τ < 0,4 âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ïåðåõîäà C ïî

ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû. Òàê êàê ýòà ìàòðèöà íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, òî

îòñþäà åùå íåëüçÿ ñäåëàòü âûâîä î ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè. Îäíàêî

ïðè 0 < τ < 0,4 äëÿ ñóìì ìîäóëåé ýëåìåíòîâ ïî ñòðîêàì ìàòðèöû C èìååì

|1− 2τ |+ 0,3τ + 0,5τ < 1,

0,1τ + |1− 3τ |+ 0,4τ < 1,

0,1τ + 0,1τ + |1− 4,8τ | < 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖C‖∞ < 1 è ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè ñõîäèòñÿ.

� 5.18. Ìåòîä �è÷àðäñîíà

Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè. Ïóñòü A � ñèììåò-

ðè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà è èçâåñòíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ìàòðèöû A: 0 < λ1 < λ2 < . . . < λn. �àññìîòðèì öèêëû èç l øàãîâ

x(k+1)
= x(k) − τk(Ax(k) − b); k = 0, 1, . . . , l − 1.

Â ðåçóëüòàòå íà l-ì øàãå óðàâíåíèå îøèáêè èìååò âèä:

w(l)
= w(l−1) − τl−1Aw(l−1)

= (E− τl−1A) . . . (E− τ0A)w(0).

Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà

‖w(l)‖ ≤ max

λ1≤λ≤λn

|Ql(λ)| ‖w(0)‖, Ql(λ) = (1− τl−1λ) . . . (1− τ0λ),

è çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì âûáîðå èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ τ0, . . . , τl−1 ñâîäèòñÿ

ê íàõîæäåíèþ ìèíèìóìà âåëè÷èíû

min

τ0,...,τl−1

max

λ1≤λ≤λn

|Ql(λ)|. (5.38)
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Â çàäà÷å (1.38) ñðåäè âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ l-é ñòåïåíè è òàêèõ, ÷òî Ql(0) = 1,

òðåáóåòñÿ íàéòè ìíîãî÷ëåí, íàèìåíåå óêëîíÿþùèéñÿ îò íóëÿ íà îòðåçêå [λ1, λn].

�åøåíèåì äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí À. À. Ìàðêîâà, òåñíî ñâÿçàííûé

ñ ìíîãî÷ëåíîì Ï. Ë. ×åáûøåâà 1-ãî ðîäà. Â ýòîì ñëó÷àå îïòèìàëüíûé íàáîð

èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ èìååò âèä:

τi = 2

[

λ1 + λn + (λn − λ1) cos
π

l

(

i+
1

2

)]

−1

; i = 0, 1, . . . , l − 1.

Ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè ìåòîäà �è÷àðäñîíà òðåáóåòñÿ ñïåöèàëüíîå óïî-

ðÿäî÷èâàíèå èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ τi. Ýòî âûçâàíî òåì, ÷òî ïðè ðàñ÷åòå íà

ÝÂÌ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ðàçðÿäîâ íå ëþáàÿ �èêñàöèÿ τi0 , τi1 , . . . , τil−1
ïðèâîäèò

ê ïðàâèëüíîìó ðåçóëüòàòó. Âîçìîæåí àâîñò âíóòðè öèêëà èëè ñèëüíîå èñêàæåíèå

ðåøåíèÿ [16℄.

� 5.19. Ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà

Ýòîò ìåòîä òàêæå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè. Îäíàêî

çäåñü âûáîð îïòèìàëüíûõ èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ îñíîâûâàåòñÿ íà èñïîëüçî-

âàíèè òàê íàçûâàåìîãî âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà è íå òðåáóåò çíàíèÿ íàèáîëüøåãî

è íàèìåíüøåãî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ïîíÿòèå ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà J , êîòîðûé îïðåäåëèì êàê

�óíêöèþ J : IR
n → IR òàêóþ, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x,y ∈ IR

n
è ïîñòîÿííûõ α,

β èìååì

J(αx+ βy) = αJ(x) + βJ(y).

Ïðèìåðîì ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ

â IR
n

(x,y) =

n
∑

i=1

xiyi.

Èçâåñòíî, ÷òî âñÿêèé ëèíåéíûé �óíêöèîíàë J ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (òåîðåìà �èññà-Ôèøåðà)

J(x) = (x,x0),

ãäå âåêòîð x0 ∈ IR
n
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèîíàëîì J .

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà ñèñòåìû Ax = b ñèììåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåíà. Äëÿ òàêèõ ìàòðèö óäîáíîé ìåðîé ïîãðåøíîñòè ÿâëÿåòñÿ �óíêöèîíàë

îøèáêè

J(x) = (A(x− x∗
),x− x∗

),

ãäå x∗
� òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû. Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè A âñåãäà

J(x) ≥ 0, ïðè÷åì J(x) = 0 òîëüêî ïðè x = x∗
.
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Î÷åâèäíî, ÷òî

J(x) = (Ax,x)− 2(b,x) + (b,x∗
).

Ýòîò �óíêöèîíàë îäíàêî íå ìîæåò áûòü âû÷èñëåí, åñëè íå èçâåñòíî x∗
. Ïîýòîìó

ðàçóìíî ðàññìîòðåòü �óíêöèîíàë

J0(x) = (Ax,x)− 2(b,x),

êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò J ïîñòîÿííûì ñëàãàåìûì (b,x∗
) è ïîçâîëÿåò êîíòðîëèðî-

âàòü óáûâàíèå �óíêöèîíàëà îøèáêè J .

åîðåìà 1.7. Ïóñòü ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

Âåêòîð x∗
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû Ax = b, åñëè è òîëüêî åñëè x∗

äîñòàâ-

ëÿåò ìèíèìóì �óíêöèîíàëó J0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x∗
� ðåøåíèå ñèñòåìû (1.27). �àññìîòðèì ïðîèçâîëü-

íûé âåêòîð x ∈ IR, êîòîðûé çàïèøåì â âèäå x = x∗
+ z. Òîãäà

J0(x
∗
+ z) = (A(x∗

+ z),x∗
+ z)− 2(b,x∗

+ z) =

= (Ax∗,x∗
)− 2(b,x∗

) + (Az, z) = J0(x
∗
) + (Az, z) > J0(x

∗
).

ò. å. �óíêöèîíàë J0 äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà ðåøåíèè ñèñòåìû (1.27).

Ïóñòü òåïåðü âåêòîð x∗ ∈ IR
n
äîñòàâëÿåò ìèíèìóì �óíêöèîíàëó J0. �àññìîò-

ðèì âåêòîð x∗
+ τy, ãäå τ � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, à y � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð

èç IR
n
. Óñëîâèÿ ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà J0 â òî÷êå x∗

èìåþò âèä:

d

dτ
J0(x

∗
+ τy)

∣

∣

∣

τ=0
= 0,

d2

dτ 2
J0(x

∗
+ τy)

∣

∣

∣

τ=0
> 0.

Ïîñêîëüêó

d

dτ
J0(x

∗
+ τy) = 2(Ax∗ − b,y) + 2τ(Ay,y),

d2

dτ 2
J0(x

∗
+ τy) = 2(Ay,y),

òî óñëîâèÿ ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà J0 ýêâèâàëåíòíû ñîîòíîøåíèÿì

(Ax∗ − b,y) = 0 äëÿ âñåõ y ∈ IR
n, (Ay,y) > 0.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðà y ïåðâîå èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé îçíà÷àåò îðòîãî-

íàëüíîñòü âåêòîðà Ax∗−b ëþáîìó âåêòîðó èç IR
n
è, ñëåäîâàòåëüíî, Ax∗−b = 0.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð x∗
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1.27). Âûïîëíåíèå âòî-

ðîãî ñîîòíîøåíèÿ î÷åâèäíî â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû A.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

�àñïðîñòðàíåííûì ìåòîäîì ìèíèìèçàöèè �óíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿ-

åòñÿ ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà. Ïîñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå ïîëó÷àåòñÿ â íåì

èç ïðåäûäóùåãî ñìåùåíèåì â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì ãðàäèåíòó �óíê-

öèè F , ò. å.

x(k+1)
= x(k) − αk gradF (x(k)

),
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ãäå αk � èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð.

Äëÿ �óíêöèè J0(x) = (Ax,x)−2(b,x), ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå (1.27), èìååì

gradJ0(x) = 2(Ax− b)

è ðàñ÷åòíûå �îðìóëû ìåòîäà íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà ïîëó÷àþò âèä

x(k+1)
= x(k) − τk(Ax(k) − b), k = 0, 1, . . . , (5.39)

ãäå τk = 2αk. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê �îðìóëå ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè

ñ ïåðåìåííûì ïàðàìåòðîì τk.

Îïòèìàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èòåðàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ áóäåì ñòðîèòü,

èñõîäÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè �óíêöèîíàëà J0 âäîëü âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ

ñïóñêà. Ïîñêîëüêó

J0(x
(k+1)

) = (Ax(k+1),x(k+1)
)− 2(b,x(k+1)

) =

= J(x(k)
)− 2τk(r

(k), r(k)) + τ 2k (Ar(k), r(k)), r(k) = b−Ax(k),

òî ìèíèìóì �óíêöèîíàëà J0 âäîëü íàïðàâëåíèÿ gradF (x(k)
) èìååì ïðè

τk =

(r(k), r(k))

(Ar(k), r(k))
. (5.40)

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (1.39), (1.40) ïðèíÿòî íàçûâàòü ìåòîäîì íàèñêîðåéøåãî

ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà èëè ïðîñòî ìåòîäîì íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà. Íà ðèñ. 1.5 èçîá-

ðàæåíû ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ìåòîäà íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà è ëèíèè

óðîâíÿ �óíêöèè J0.

Â öåëÿõ ýêîíîìèè âû÷èñëåíèé, ÷òîáû èçáåæàòü äâóõ òðóäîåìêèõ îïåðàöèé

óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð, öåëåñîîáðàçíî ïåðåïèñàòü �îðìóëó (1.39) â âèäå

x(k+1)
= x(k)

+ τkr
(k), k = 0, 1, . . . . (5.41)

Óìíîæàÿ òåïåðü ýòî ðàâåíñòâî íà A è âû÷èòàÿ b, ïîëó÷àåì

r(k+1)
= r(k) − τkAr(k), k = 0, 1, . . . . (5.42)

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (1.40)�(1.42) òðåáóåò íà èòåðàöèþ òîëüêî îäíîãî óìíî-

æåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð. Íà êàæäîì øàãå çàïîìèíàþòñÿ x(k)
, r(k) è âû÷èñëÿþò-

ñÿ Ar(k), τk, x
(k+1)

, r(k+1)
.

Åñëè èçâåñòíû ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñèììåòðè÷å-

ñêîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû A, òî ìîæíî ïîêàçàòü [1℄, ÷òî äëÿ

ìåòîäà íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

J0(x
(k+1)

) ≤
(λn − λ1

λn + λ1

)2

J0(x
(k)
).
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�èñ. 5.5. �åîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà

� 5.20. �åãóëÿðèçàöèÿ

Åñëè ñèñòåìà Ax = b ïëîõî îáóñëîâëåíà, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî ìàëûå ïîãðåø-

íîñòè êîý��èöèåíòîâ ìàòðèöû è ïðàâîé ÷àñòè èëè ïîãðåøíîñòè îêðóãëåíèÿ ïðè

ñ÷åòå ìîãóò ñèëüíî èñêàçèòü ðåøåíèå. Òîãäà ñèñòåìó íàäî ðåãóëÿðèçîâàòü, ò. å.

èçìåíèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìàëûå èçìåíåíèÿ âõîäíûõ äàííûõ ïðèâîäèëè ê

ìàëîìó èçìåíåíèþ ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à îá îòûñêàíèè ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà J(x) = (Ax−b,Ax−b) ðàâíî-

ñèëüíà ðåøåíèþ ñèñòåìû Ax = b. �àññìîòðèì ñâÿçàííóþ ñ íåé çàäà÷ó îá îòûñ-

êàíèè ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà

Jα(x) = J(x) + α(x− x0,x− x0), α > 0, (5.43)

ãäå x0 � çàäàííûé âåêòîð. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x−x0,x−x0) ââîäèòñÿ çäåñü

äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåãóëèðîâàòü âåëè÷èíó îòêëîíåíèÿ ðåøåíèÿ x îò âåêòîðà x0 è,

âîîáùå ãîâîðÿ, äîëæíî áûòü çäåñü ìèíèìàëüíî, ïîñêîëüêó ðåøåíèå äîëæíî êàê

ìîæíî ìåíüøå îòêëîíÿòüñÿ îò çàäàííîãî âåêòîðà x0.

ßñíî, ÷òî �óíêöèîíàë (1.43) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîé �îðìå:

Jα(x) = (x,ATAx)− 2(x,ATb) + (b,b) +

+α[(x,x)− 2(x,x0) + (x0,x0)].

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà ýòîãî �óíêöèîíàëà gradJα(x) = 0 äàåò óðàâíåíèå

(ATA+ αE)x = ATb+ αx0 (5.44)

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ýòà ñèñòåìà áóäåò õîðîøî îáóñëîâëåííîé è ê òîìó

æå èìååò ñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó, êîòîðóþ ìîæíî ñäåëàòü äàæå ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííîé çà ñ÷åò ñëàãàåìîãî αE. �åøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàéäåì ðåãóëÿðèçîâàí-

íîå ðåøåíèå xα, çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà α.
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Êàêîâ æå âñå-òàêè ìåõàíèçì ðåãóëÿðèçàöèè? Çà ñ÷åò ÷åãî ïîëó÷àþùàÿñÿ ñè-

ñòåìà áîëåå óñòîé÷èâà ê îøèáêàì ñ÷åòà? Íèæíÿÿ ãðàíèöà ñïåêòðà ìàòðèöûATA+

αE � êàê ìèíèìóì α è ïîýòîìó ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè σmax/σmin äëÿ ATA+ αE

ñèëüíî ïàäàåò â ñðàâíåíèè ñ òàêîâûì äëÿATA. Ïðè ýòîì σmax ïî÷òè íå ìåíÿåòñÿ.

Åñëè α = 0, òî ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (1.44) ïåðåõîäèò â ïëîõîîáóñëîâëåííóþ ñè-

ñòåìó ATAx = ATb. Åñëè α âåëèêî, òî ñèñòåìà (1.44) áóäåò õîðîøî îáóñëîâëåíà,

íî ðåøåíèå xα íå áóäåò áëèçêî ê èñêîìîìó ðåøåíèþ. Îïòèìàëüíûì áóäåò íàè-

ìåíüøåå çíà÷åíèå α, ïðè êîòîðîì îáóñëîâëåííîñòü ñèñòåìû (1.44) åùå óäîâëåòâî-

ðèòåëüíà.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî α âû÷èñëÿþò íåâÿçêó rα = b − Axα è ñðàâ-

íèâàþò åå ïî íîðìå ñ èçâåñòíîé ïîãðåøíîñòüþ ïðàâîé ÷àñòè ∆b è ñ âëèÿíèåì

ïîãðåøíîñòè êîý��èöèåíòîâ ìàòðèöû ∆A · x. Åñëè α ñëèøêîì âåëèêî (ìàëî),

òî íåâÿçêà áóäåò íàìíîãî áîëüøå (ìåíüøå) ýòèõ ïîãðåøíîñòåé. Ïðîâåäÿ ñåðèþ

÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, â êà÷åñòâå îïòèìàëüíîãî α âûáèðàþò òî åãî çíà÷åíèå,

ïðè êîòîðîì ‖rα‖ ≈ ‖∆b‖+ ‖∆A · x‖.
Âûáîð âåêòîðà x0 çàâèñèò îò ðåøàåìîé çàäà÷è. Åñëè ïðàêòè÷åñêèõ ñîîáðàæå-

íèé äëÿ åãî âûáîðà íåò, òî ïîëàãàþò x0 = 0.

� 5.21. Çàäà÷è

1.1. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè ïåðåñòàíîâêå ñòðîê è ñòîëáöîâ â êâàäðàòíîé ìàòðèöå

A åå îáóñëîâëåííîñòü íå ìåíÿåòñÿ.

1.2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A � ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàò-

ðèöà, òî (Ax,x)1/2 ìîæíî ïðèíÿòü çà íîðìó âåêòîðà x.

1.32. Ïîêàçàòü, ÷òî ìîäóëü ëþáîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû íå áîëüøå

ëþáîé åå íîðìû.

1.4. Äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ: ‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤ ‖x‖1.
1.5. Ïóñòü Q � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ò. å. Q−1

= QT
. Ïîêàçàòü, ÷òî òîãäà

cond2(Q) = 1.

1.6. Ïîêàçàòü, ÷òî åñëè êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = (aij) ïîðÿäêà n èìååò äèàãî-

íàëüíîå ïðåîáëàäàíèå, òî îíà íåâûðîæäåíà. Äàííîå óòâåðæäåíèå ïðèíÿòî íàçû-

âàòü êðèòåðèåì ðåãóëÿðíîñòè Àäàìàðà.

1.7. Ïóñòü A =

(

100 99

99 98

)

. Äîêàçàòü, ÷òî äàííàÿ ìàòðèöà èìååò íàèáîëüøåå

÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè cond2(A) èç âñåõ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö âòîðîãî ïîðÿäêà,

ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ öåëûå ÷èñëà, ìåíüøèå èëè ðàâíûå 100.

1.8. Ïóñòü A � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè 0 < λ1 <

< λ2 < . . . < λn. Äîêàçàòü, ÷òî cond2(A+ τE) ìîíîòîííî óáûâàåò ïî τ ïðè τ > 0.

1.9. Ñòóäåíò ðàññìàòðèâàåò âîçìîæíîñòü ïîêóïêè íîâîãî êîìïüþòåðà è âû-
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áèðàåò ìåæäó PentiumIV èëè AMD64. Îáà êîìïüþòåðà òåñòèðóþòñÿ íà ðåøåíèè

ëèíåéíîé ñèñòåìû:







100x+ 99y = 199;

99x+ 98y = 197.

Êîìïüþòåðû äàþò ðåøåíèÿ xP = (1,99; 0,00)T è xA = (1,10; 0,95)T . Ïðîâåðêà

òî÷íîñòè ðåøåíèé ïðîèçâîäèòñÿ ïîäñòàíîâêîé:

rP = b−AxP = (0,00; −0,01)T ,

rA = b−AxA = (−5,05; −5,00)T .

Êàêîé êîìïüþòåð äàåò ëó÷øèé ðåçóëüòàò? Ïî÷åìó?

1.10. Ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèÿìè (1.12) è (1.15), âû÷èñëèòü äåòåðìèíàíò 4 × 4

ìàòðèöû A â (1.11). Ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

1.11. Êàê ïðèâåñòè ìàòðèöû à) � â) ê òðåóãîëüíîé �îðìå, ñîõðàíÿÿ èõ ðàçðå-

æåííîñòü:

à)

















∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗

















, á)

















∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

















, â)

















∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

















?

1.12. �àññìîòðåòü ìàòðèöó H =

(

−c s

s c

)

, c = cosϕ, s = sinϕ:

a) ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà H ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé îòðàæåíèÿ;

á) èñïîëüçóÿ ìàòðèöó H, ðåøèòü ñèñòåìó (1.23).

1.13. �àññìîòðåòü ìàòðèöû

H =

(

−c s

s c

)

, J =

(

c s

−s c

)

,

ãäå c = cosϕ è s = sinϕ äëÿ íåêîòîðîãî óãëà ϕ. Îïèñàòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë

óìíîæåíèÿ ñëåâà íà ìàòðèöû H è J. Â êàêóþ ñòîðîíó ïðîèçâîäèòñÿ âðàùåíèå

(ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå èëè ïðîòèâ íåå)?

1.14. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà (n = 2)

ìåòîäû ßêîáè è Çåéäåëÿ ñõîäÿòñÿ è ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

1.15. Ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ñèñòåìà óðàâíåíèé òðåòüåãî ïîðÿäêà, äëÿ êî-

òîðîé ìåòîä Çåéäåëÿ (ßêîáè) ñõîäèòñÿ, à ìåòîä ßêîáè (Çåéäåëÿ) ðàñõîäèòñÿ.

1.16. Ïóñòü èçâåñòíû âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ íåâûðîæäåííîé ñèììåòðè-

÷åñêîé ìàòðèöû A ïîðÿäêà n. Ïîñòðîèòü èòåðàöèîííûé ìåòîä ñ ïåðåìåííûì ïà-

ðàìåòðîì τk, êîòîðûé íå áîëåå ÷åì çà n øàãîâ ïðèâîäèë áû ê òî÷íîìó ðåøåíèþ

ñèñòåìû Ax = b.
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1.17. Ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà 0 < ω < 2 ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì

äëÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà ðåëàêñàöèè.

1.18. Íàéòè ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ ßêîáè, Çåéäåëÿ è âåðõíåé ðåëàê-

ñàöèè ïðè ðåøåíèè ëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b, ãäå A =

(

4 1

1 4

)

. Êàêîâî îïòè-

ìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ðåëàêñàöèè ω? Ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü �îðìóëû

ßíãà ω = 2/(1+
√

1− λ2
max), ãäå λmax � ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû

ïåðåõîäà â ìåòîäå ßêîáè.

1.19. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà τ ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè

x(k+1)
= x(k) − τ(Ax(k) − b) äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ax = b ñ ìàòðèöåé

1) A =







5 0,8 4

2,5 3 0

2 0,8 4






, 2) A =







2 1 0,5

3 5 1

1 1 3






,

3) A =







1 0,5 0,3

1 3 0

0,9 1 2






, 4) A =







3 1,2 0,8

1,4 2 0,1

0,5 0,4 1







ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè?

1.20. Ïóñòü

A1 =

(

1 −3/4

−1/12 1

)

, A2 =

(

1 −1/2

−1/2 1

)

.

Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ìàòðèöû A1 ìåòîä ßêîáè ñõîäèòñÿ áûñòðåå, ÷åì äëÿ A2, ò. å.

óñèëåíèå äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ íå âëå÷åò áîëåå áûñòðóþ ñõîäèìîñòü ìå-

òîäà ßêîáè.

1.21. Ïóñòü ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Ïðè êàêèõ

α ∈ [0; 1] ìåòîä

x(k+1) − x(k)

τ
+A

(

αx(k+1)
+ (1− α)x(k)

)

= b

ñõîäèòñÿ ïðè ëþáîì τ > 0?
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�ëàâà 6

�åøåíèå çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

Â ãë. 5 ìû óæå âèäåëè, ÷òî çíàíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû î÷åíü ïî-

ëåçíî ïðè îöåíêå åå îáóñëîâëåííîñòè è îïòèìèçàöèè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðå-

øåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Çàäà÷à îòûñêàíèÿ ñîáñòâåí-

íûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû, âíåøíå âûãëÿäÿùàÿ ïðîñòîé, â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿ-

åòñÿ íåòðèâèàëüíîé. Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì îñíîâíûå èòåðàöèîííûå ìåòî-

äû íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

âåùåñòâåííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöû. Ýòè ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ íàäåæíûìè è âåñüìà

ý��åêòèâíûìè ïðè ðåàëüíûõ êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèÿõ. Îñíîâíîå âíèìàíèå

áóäåò ñîñðåäîòî÷åíî íà ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèöàõ, êîòîðûå èìåþò âåùåñòâåííûå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îáðàçóþ-

ùèõ áàçèñ â IR
n
.

� 6.1. Çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

Ïóñòü èìååòñÿ âåùåñòâåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A = {aij}, i, j = 1, 2, . . . , n.

×èñëà λ, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

Ax = λx, x 6= 0. (6.1)

èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû A,

à íåíóëåâûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.1), ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ñîáñòâåííûì çíà÷å-

íèÿì, íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè.

Çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàçäåëÿþòñÿ íà ïîëíûå è ÷àñòè÷íûå. Â ïîë-

íîé çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òðåáóåòñÿ ïî ìàòðèöå A íàéòè âñå åå ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ è îòâå÷àþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

�àçëè÷àþò ñëåäóþùèå ÷àñòè÷íûå çàäà÷è:

1. âû÷èñëåíèå ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâó-

þùåãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà;

2. åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ óïîðÿäî÷èòü |λ1| ≥ |λ2| ≥ . . . ≥ |λn|, òî ñòàâèòñÿ
çàäà÷à íàõîæäåíèÿ k ≥ 1 (k < n) ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ;

3. ïóñòü çàäàíî ÷èñëî a ∈ IR; òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàò-

ðèöû A, áëèæàéøåå ê a.
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Åñëè ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî òðåòüÿ çàäà÷à

ñâîäèòñÿ ê ïåðâîé. Â ýòîì ñëó÷àå λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn > 0 è ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåí-

íîå çíà÷åíèå ìàòðèöû Ba = (A − aE)2 ñîîòâåòñòâóåò áëèæàéøåìó ê a. Òåïåðü

ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû ‖Ba‖2E − Ba áóäåò èñ-

êîìûì.

Âñÿêèé ÷èñëåííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû íóæ-

äàåòñÿ â èí�îðìàöèè îá èõ ðàñïîëîæåíèè. Äëÿ ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ

îöåíêîé |λ| ≤ |A‖, ïðèìåíèòü òåîðåìó �åðøãîðèíà èç ãë. 1 è äð.

Èç óðàâíåíèÿ (6.1) ñëåäóåò, ÷òî íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λ ñâîäèòñÿ ê

ðåøåíèþ âåêîâîãî (èëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî) óðàâíåíèÿ

det|A− λE| = 0. (6.2)

�àñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷ó îá îòûñêàíèè íóëåé

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

a0λ
n
+ a1λ

n−1
+ . . .+ an = 0. (6.3)

Òàê êàê àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïîðÿäêà n > 4 íå èìåþò ðåøåíèÿ â ðàäèêà-

ëàõ, òî îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ n íå ñóùåñòâóåò ïðÿìûõ ìåòîäîâ

ðåøåíèÿ çàäà÷è (6.1). Áîëåå òîãî íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A,

îñíîâàííîå íà ðåøåíèè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (6.3), òðåáóåò âûïîëíåíèÿ

äâóõ ýòàïîâ:

1. âû÷èñëåíèå êîý��èöèåíòîâ a0, a1, . . . , an õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

(6.3);

2. âû÷èñëåíèå êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà (6.3).

Ïîêàæåì, ÷òî êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ î÷åíü ÷óâñòâèòåëüíû ê îøèá-

êàì îêðóãëåíèÿ íà ëþáîì èç ýòèõ ýòàïîâ.

Ïðèìåð 6.1. �àññìîòðèì ìàòðèöó Óèëêèíñîíà [28℄

Aε =
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Ïðè ε = 0 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A0 ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè λi = i,

i = 1, 2, . . . , 20. Óðàâíåíèå (6.3) äëÿ ìàòðèöû Aε èìååò âèä:

λ20
ε + a19λ

19
ε + . . .+ a1λε + a0 − 20

19ε = 0.

Òàê êàê a0 = 20!, òî âûáèðàÿ òåïåðü ε èç ðàâåíñòâà a0 = 20
19ε, ò. å. ïîëàãàÿ

ε = 20
−19 · 20! ≈ 5 · 10−7

, ïîëó÷àåì âûðîæäåííóþ ìàòðèöó, ó êîòîðîé îäíî èç åå

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ.
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Òàêèì îáðàçîì, êîý��èöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà î÷åíü ÷óâ-

ñòâèòåëüíû ê îøèáêàì â êîý��èöèåíòàõ èñõîäíîé ìàòðèöû A.

Ïðèìåð 6.2. (Óèëêèíñîí [28℄). �àññìîòðèì ìíîãî÷ëåí âèäà

p(x) = (x− 1)(x− 2) . . . (x− 20) = x20 − 210x19
+ . . . .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèÿõ ìû îøèáëèñü â êîý��èöèåíòå ïðè x19
,

ïîëó÷èâ âìåñòî −210 ÷èñëî −210 + 2
−23

. Òùàòåëüíîå âû÷èñëåíèå êîðíåé íîâîãî

óðàâíåíèÿ

p(x) + 2
−23x19

= 0

äàåò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1,00000 0000 6,00000 6994 10,09526 6145 ± 0,64350 0904i

2,00000 0000 6,99969 7234 11,79363 3881 ± 1,65232 9728i

3,00000 0000 8,00726 7603 13,99235 8137 ± 2,51883 0070i

4,00000 0000 8,91725 0249 16,73073 7466 ± 2,81262 4894i

4,99999 9928 20,84690 8101 19,50243 9400 ± 1,94033 0347i

Ïðè÷èíà òàêîãî èçìåíåíèÿ êîðíåé íå â òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé, à â ÷óâñòâèòåëü-

íîñòè ñàìîãî ìíîãî÷ëåíà. Ïðîàíàëèçèðóåì, ÷òî æå ïðîèçîøëî. Òàê êàê

p(x, ε) = x20
+ (−210 + ε)x19

+ . . . ,

òî, äè��åðåíöèðóÿ ïî ε, èìååì

∂p

∂ε
=

∂p

∂x

∂x

∂ε
+

∂p

∂ε
= 0.

Òîãäà êîý��èöèåíòû ÷óâñòâèòåëüíîñòè êîðíåé

∂x

∂ε
= −∂p

∂ε

/∂p

∂x
= x19

[

20
∑

i=1

n
∏

j=1

j 6=i

(x− j)
]

−1

,

èëè äëÿ i-ãî êîðíÿ

∂x

∂ε

∣

∣

∣

∣

x=i

= i19
[

20
∑

i=1

n
∏

j=1

j 6=i

(i− j)
]

−1

, i = 1, 2, . . . , 20.

Ïðèâåäåííûå â òàáë. 6.1 ÷èñëà äàþò ìåðó ÷óâñòâèòåëüíîñòè êîðíåé ê èçìåíå-

íèþ êîý��èöèåíòà ïðè x19
íà ε. Íàèáîëåå ÷óâñòâèòåëüíûìè îêàçûâàþòñÿ êîðíè,

íàèáîëåå ñèëüíî îòêëîíèâøèåñÿ îò âåùåñòâåííîé îñè.
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Òàáëèöà 6.1

Êîðåíü ∂x/∂ε|x=i Êîðåíü ∂x/∂ε|x=i

1 −8,2× 10
−18

11 −4,6× 10
7

2 8,2× 10
−11

12 2,0× 10
8

3 −1,6× 10
−6

13 −6,1× 10
8

4 2,2× 10
−3

14 1,3× 10
9

5 −6,1× 10
−1

15 −2,1× 10
9

6 5,8× 10
1

16 2,4× 10
9

7 −2,5× 10
3

17 −1,9× 10
9

8 6,0× 10
4

18 1,0× 10
9

9 −8,3× 10
5

19 −3,1× 10
8

10 7,6× 10
6

20 4,3× 10
7

Îñíîâíîé âûâîä èç ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè áîëüøèõ

n äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A íå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü

õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (6.3). Èç ñîîáðàæåíèé óñòîé÷èâîñòè ðàçóìíåå èñ-

êàòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A íåïîñðåäñòâåííî, ïðèìåíÿÿ îïèñûâàåìûå

äàëåå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.1). Ïîýòîìó äàëåå ìû íå áó-

äåì ðàññìàòðèâàòü ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è (6.1), îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè

óðàâíåíèÿ (6.3).

Ñîâðåìåííàÿ òî÷êà çðåíèÿ [9, 27℄ íà ðåøåíèå çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ñîñòîèò â èçó÷åíèè òàê íàçûâàåìûõ ñïåêòðàëüíûõ ïîðòðåòîâ:

S(ε) = {z ∈ C

||
: f(λ) ≡ σmin(A− zE) ≤ ε},

ãäå C

||
� ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë à σmin(A− zE) � ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå

çíà÷åíèå ìàòðèöû A− zE.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ñîäåðæàòñÿ â S(ε).

Âîçìóùåíèÿ ïîðÿäêà ε ïîçâîëÿþò ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì èçìåíÿòüñÿ â ïðåäå-

ëàõ ìíîæåñòâà S(ε). Ïîýòîìó îòâåò ê çàäà÷å î âû÷èñëåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

ïîëåçíî äàâàòü â âèäå ëèíèé óðîâíÿ �óíêöèè f(λ), ò. å. êðèâûõ, îïðåäåëåííûõ

óñëîâèåì f(λ) = ε ïðè ðàçëè÷íûõ ε > 0.

Òåì íå ìåíåå, íåîáõîäèìî èçó÷èòü ïðåæäå âñåãî êëàññè÷åñêèå ìåòîäû, äàþùèå

â êà÷åñòâå îòâåòà îòäåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ çàäà÷è íà

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðåøàþòñÿ ñ èõ ïîìîùüþ âåñüìà óñïåøíî.

� 6.2. Óñòîé÷èâîñòü çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

Ïóñòü êàêèì-òî ìåòîäîì íàéäåíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2, . . . , λn. Åñëè λi

� ïðîñòîé êîðåíü óðàâíåíèÿ (6.2), òî, ïîäñòàâëÿÿ åãî â ðàâåíñòâî (6.1), ñîîòâåò-

ñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð xi = (xi1, xi2, . . . , xin) ìîæíî íàéòè êàê ðåøåíèå
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îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (6.1). Ïîñêîëüêó òàêîå

ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, òî ïðîèçâîëüíîñòü äëèíû

ïîëó÷åííîãî âåêòîðà ìîæíî óñòðàíèòü ïóòåì íîðìèðîâêè ei = xi/‖xi‖.
Åñëè λi è λj � ïðîñòûå êîðíè óðàâíåíèÿ (6.2), òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðû xi è xj áóäóò ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîýòîìó, åñëè âñå êîðíè

óðàâíåíèÿ (6.2) ïðîñòûå, òî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ x1,x2, . . . ,xn ëèíåéíî

íåçàâèñèìà è îáðàçóåò áàçèñ â IR
n
. Êîðíþ λi êðàòíîñòè p ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü

îò îäíîãî äî p ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Ñîáñòâåííûå âåêòî-

ðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì êðàòíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λi è λj, êàê

è â ñëó÷àå ïðîñòûõ êîðíåé, òàêæå ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Îäíàêî ïîëíàÿ ñèñòåìà

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A ïðè íàëè÷èè êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé,

âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò óæå íå îáðàçîâûâàòü áàçèñ â IR
n
.

Âàæíóþ ðîëü ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (6.1) èãðàåò òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà

AT
. Òàê êàê det(A) = det(AT

), òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö A è AT
ñîâïàäà-

þò. Èõ ñîáñòâåííûå âåêòîðû îäíàêî ðàçëè÷íû è ñâÿçàíû ñâîéñòâîì áèîðòîãîíàëü-

íîñòè. Ïóñòü óðàâíåíèÿ Axi = λixi è ATyj = λjyj èìåþò íåòðèâèàëüíûå ðåøå-

íèÿ. Ïîñêîëüêó ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå xT
i A

T
= λix

T
i ,

òî, óìíîæàÿ ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâà íà yj , ïîëó÷àåì xT
i A

Tyj = λix
T
i yj. Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî

xT
i λjyj = λix

T
i yj, ò. å. (λj − λi)x

T
i yj = 0. Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå âåêòîðû

ìàòðèö A è AT
, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, âçàèìíî îðòî-

ãîíàëüíû:

xT
i yj = 0 ïðè λi 6= λj.

Åñëè òåïåðü A � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, òî A = AT
è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ìàòðèöû A âåùåñòâåííû, à åå ñîáñòâåííûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå êàê ðàçëè÷íûì

òàê è êðàòíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îðòîãîíàëüíû (ïîñêîëüêó xi = yi).

�àññìîòðèì âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è (6.1). Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ

ñëó÷àåì, êîãäà ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû îáðàçóþò áàçèñ, à äàííîå ñîáñòâåí-

íîå çíà÷åíèå � ïðîñòîå.

Ïóñòü â ìàòðèöó A ñèñòåìû (6.1) âíåñåíî âîçìóùåíèå ∆A, êîòîðîå âûçâà-

ëî èçìåíåíèå ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííîãî âåêòîðà íà âåëè÷èíû ∆λ è

∆x ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, ïðè óñëîâèè, ÷òî A +∆A � íåâûðîæäåííàÿ

ìàòðèöà, èìååì âîçìóùåííóþ ñèñòåìó

(A+∆A)(x+∆x) = (λ+∆λ)(x +∆x)

èëè, ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è îïóñêàÿ ñëàãàåìûå âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè,

A∆x+∆Ax = ∆λx+ λ∆x.
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�àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: ∆x = 0, ∆λ 6= 0 è ∆x 6= 0, ∆λ = 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå

∆Axi = ∆λixi èëè yT
i ∆Axi = ∆λiy

T
i xi.

Îòñþäà

‖∆λi‖ ≤ ωi‖∆A‖, ωi =
‖yi‖ ‖xi‖
yT
i xi

≥ 1.

Âåëè÷èíó ωi íàçûâàþò i-ì êîý��èöèåíòîì ïåðåêîñà ìàòðèöû A. Ïî îïðåäåëåíèþ

ωi = 1/ cosϕi, ãäå ϕi � óãîë ìåæäó ñîáñòâåííûì âåêòîðîì xi çàäà÷è (6.1) è ñîá-

ñòâåííûì âåêòîðîì yi ñîïðÿæåííîé çàäà÷è ATyi = λiyi. Åñëè ïîãðåøíîñòü îïðå-

äåëåíèÿ ìàòðè÷íûõ êîý��èöèåíòîâ ìàëà è ìàë i-é êîý��èöèåíò ïåðåêîñà, òî ìà-

ëà ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ i-ãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå

ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû âñå êîý��èöèåíòû ïåðåêîñà ðàâíû åäèíèöå. Ïîýòîìó

çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé.

�àññìîòðèì òåïåðü âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà

A∆xi +∆Axi = λi∆xi. (6.4)

�àçëîæèì âåêòîð ∆xi ïî ñèñòåìå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ xi

çàäà÷è (6.1)

∆xi =

n
∑

j=1

αijxi. (6.5)

Èç (6.4) è (6.5) ïîëó÷àåì

∆Axi =

∑

j 6=i

(λi − λj)αijxj

è, ñëåäîâàòåëüíî,

|αij| =
|yT

j ∆Axi|
|(λi − λj)y

T
j xj |

≤ ‖xi‖
‖xj‖

ωj

|λi − λj |
‖∆A‖.

Ïîýòîìó, åñëè ìàëà ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ ìàòðè÷íûõ êîý��èöèåíòîâ è ìàëû

âñå êîý��èöèåíòû ïåðåêîñà, òî ìàëà ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ i-ãî ñîáñòâåííîãî

âåêòîðà, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå åìó i-å ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå � ïðîñòîå. Â êà÷å-

ñòâå î÷åâèäíîãî ñëåäñòâèÿ èç ïîëó÷åííîé îöåíêè îòìåòèì, ÷òî åñëè A = AT
è

âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðîñòûå, òî çàäà÷à îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

óñòîé÷èâà.

Ïðèìåð 6.3. Íåñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà

A =

















p 1 0 . . . 0

0 p 1 . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . 0 p 1

0 . . . 0 0 p

















,
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ãäå p � âåùåñòâåííîå ÷èñëî, èìååò òîëüêî îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ = p êðàòíî-

ñòè n è åäèíñòâåííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð e1 = (1; 0; . . . ; 0)T . Ìàòðèöà AT
èìååò

åäèíñòâåííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð en. Êîý��èöèåíò ïåðåêîñà çäåñü 1/(eTne1) =

= 1/0 = ∞.

Ïðèìåð 6.4. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà

A =

















p 1 0 . . . 0

1 p 1 . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . 1 p 1

0 . . . 0 1 p

















,

ãäå p � âåùåñòâåííîå ÷èñëî, èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

λj = p− 2 cos(jθ), θ =

π

n+ 1

, j = 1, 2, . . . , n,

è ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì λj ñîáñòâåííûå âåêòîðû

xj = [sin(jθ); sin(2jθ); . . . ; sin(njθ)]T ,

êîòîðûå îáðàçóþò áàçèñ â IR
n
.

Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû çàäà÷à íàõîæäåíèÿ

ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ðåøàåòñÿ óñòîé÷èâî. Ïðîèçâîëüíóþ

âåùåñòâåííóþ ìàòðèöó A ìîæíî ñèììåòðèçîâàòü êàê ìèíèìóì äâóìÿ ñïîñîáàìè,

ðàññìîòðåâ ìàòðèöû (A + AT
)/2 èëè ATA. Ïåðâûé ñïîñîá ïðåäïî÷òèòåëüíåå,

òàê êàê ïðè âòîðîì ñïîñîáå îáóñëîâëåííîñòü ìàòðèöû �àêòè÷åñêè âîçâîäèòñÿ â

êâàäðàò. Ýòî îáúÿñíÿåò òðóäíîñòü ðåøåíèÿ òàê íàçûâàåìûõ íîðìàëüíûõ ñèñòåì

ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà ATAx = ATb.

Íàðÿäó ñ òðåáîâàíèåì ñèììåòðè÷íîñòè âåñüìà âàæíûì ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ïî-

ëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû.

Òåîðåìà 6.1. Åñëè ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà A ñ ïîëîæèòåëüíûìè äèàãî-

íàëüíûìè ýëåìåíòàìè èìååò äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå, òî îíà ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåíà (âñå åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíû).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 5.3 (�åðøãîðèíà) èìååì:

|aii − λ| ≤
n
∑

j=1

j 6=i

|aij| èëè −
n
∑

j=1

j 6=i

|aij| ≤ aii − λ ≤
n
∑

j=1

j 6=i

|aij |,

ò. å.

aii +

n
∑

j=1

j 6=i

|aij | ≥ λ ≥ aii −
n
∑

j=1

j 6=i

|aij| > 0.
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Àíàëîãè÷íóþ îöåíêó ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ìàòðèöû

A è ïîýòîìó âñå îíè ïîëîæèòåëüíû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 6.2. Ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, åñëè è òîëüêî åñëè

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ìàòðèöà (A+AT
)/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó (Ax,x) = (x,ATx) = (ATx,x), òî

(Ax,x) =
1

2

(

(Ax,x) + (ATx,x)
)

=

(A+AT

2

x,x
)

.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ìàòðèöà â ïðèìåðå 6.4 ïðè p ≥ 2 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ïîñêîëüêó

(Ax,x) = x2
1 +

n
∑

i=2

(xi−1 + xi)
2
+ x2

n + (p− 2)

n
∑

i=1

x2
i .

Ïîëó÷èì åùå îäíó îöåíêó âëèÿíèÿ èçìåíåíèÿ êîý��èöèåíòîâ ìàòðèöû íà ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ. �îâîðÿò, ÷òî n×n ìàòðèöà A äèàãîíàëèçóåìà, åñëè íàéäåòñÿ

íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà V òàêàÿ, ÷òî

V−1AV = Λ,

ãäå Λ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ λ1, λ2, . . . , λn íà äèàãîíàëè.

Òåîðåìà 6.3. (Áàóåð-Ôàéê [8℄). Ïóñòü n× n ìàòðèöà A äèàãîíàëèçóåìà è

ˆλ

� ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå âîçìóùåííîé ìàòðèöû A+∆A. Òîãäà

min

1≤i≤n
|ˆλ− λi| ≤ cond(V)‖∆A‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè

ˆλ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A, òî îöåíêà òðè-

âèàëüíà. Ïóñòü ïîýòîìó

ˆλ 6= λi, i = 1, 2, . . . , n è x � ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàò-

ðèöû A + ∆A, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ

ˆλ, ò. å. (A + ∆A)x =
ˆλx.

Òîãäà (
ˆλE − A)x = ∆Ax, è ñ ó÷åòîì äèàãîíàëèçóåìîñòè ìàòðèöû A èìååì

(
ˆλE − VΛV−1

)x = ∆Ax. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì

âèäå V(
ˆλE−Λ)(V−1x) = ∆Ax èëè

(
ˆλE−Λ)(V−1x) = V−1

∆AV(V−1x).

Ïîýòîìó

V−1x = (
ˆλE−Λ)

−1V−1
∆AV(V−1x)

è

‖V−1x‖ ≤ ‖(ˆλE−Λ)
−1‖ ‖V−1‖ ‖∆A‖ ‖V‖ ‖V−1x‖.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

1 ≤
[

max

1≤i≤n
|(ˆλ− λi)

−1|
]

‖V−1‖ ‖V‖ ‖∆A‖.
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Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 6.5. Ïóñòü

A =

(

163 72

−360 −159

)

, V =

(

4 −9

−9 20

)

, Λ =

(

1 0

0 3

)

, ∆A = ε

(

1 1

0 0

)

.

Òîãäà

ˆλ = [4 + ε ±
√
4− 796ε+ ε2]/2. Ïðè ε = 0, 001 èìååì

ˆλ = 1, 106; 2, 895.

Èçìåíåíèå íà 0,001 â äâóõ ýëåìåíòàõ ìàòðèöû A äàåò èçìåíåíèå ïðèìåðíî íà

0,105 â îáîèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ. Çäåñü ‖V‖1 = ‖V−1‖1 = 29, cond1(V) = 841

è ‖∆A‖1 = ε. Òåîðåìà Áàóåðà-Ôàéêà äàåò çàâûøåííóþ îöåíêó

|ˆλ− λ| ≤ cond1(V)‖∆A‖1 = 841ε = 0, 841.

� 6.3. Ñòåïåííîé ìåòîä

�àññìîòðèì çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ è îòâå-

÷àþùåãî åìó ñîáñòâåííîãî âåêòîðà âåùåñòâåííîé ìàòðèöû A. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ìàòðèöà A èìååò n ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è |λ1| > |λ2| > . . . > |λn|
à åå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ei, i = 1, 2, . . . , n îáðàçóþò áàçèñ â IR

n
.

Âîçüìåì íåêîòîðûé âåêòîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ x(0)
è îáðàçóåì ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü x(k+1)
= Ax(k)

. Ïîêàæåì, ÷òî ýòîò ïîäõîä, íàçûâàåìûé ñòåïåí-

íûì ìåòîäîì, ïîçâîëÿåò íàéòè ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

ìàòðèöû A è îòâå÷àþùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð.

Ïðåäñòàâèì âåêòîð x(0)
â âèäå x(0)

=

∑n
i=1 ciei. Òîãäà

x(k)
= Akx(0)

=

n
∑

i=1

ciA
kei =

n
∑

i=1

ciλ
k
i ei = c1λ

k
1e1 +O(|λ2|k).

Îòñþäà ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ:

(x(k),x(k)
) = |c1|2|λ1|2k +O(|λ1|k|λ2|k),

(x(k+1),x(k)
) = λ1|c1|2|λ1|2k +O(|λ1|k+1|λ2|k).

Ïîýòîìó ïðè c1 6= 0 ïîëó÷àåì

(x(k+1),x(k)
)

(x(k),x(k)
)

=

λ1|c1|2|λ1|2k +O(|λ1|k+1|λ2|k)
|c1|2|λ1|2k +O(|λ1|k|λ2|k)

=

= λ1

1 +O
(∣

∣

∣

λ2

λ1

∣

∣

∣

k)

1 +O
(∣

∣

∣

λ2

λ1

∣

∣

∣

k)
= λ1 +O

(∣

∣

∣

λ2

λ1

∣

∣

∣

k)

.

Êðîìå òîãî, òàê êàê ‖x(k)‖ = |c1λk
1|+O(|λ2|k), òî

e
(k)
1 =

x(k)

‖x(k)‖ =

∑n
i=1 ciλ

k
i ei

|c1λk
1|+O(|λ2|k)

=

c1λ
k
1

|c1λk
1|
e1 +O

(∣

∣

∣

λ2

λ1

∣

∣

∣

k)

,
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ò. å. â õîäå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà òàêæå ïîëó÷àåì ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåò-

ñòâóþùèé λ1.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè |λ1| > 1, òî ‖x(k)‖ → ∞ ïðè k → ∞. Ïîýòîìó ïðè êîìïüþ-

òåðíûõ âû÷èñëåíèÿõ äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî k âîçìîæíî ïåðåïîëíåíèå. Åñëè

|λ1| < 1, òî ‖x(k)‖ → 0 è ìîæåò îêàçàòüñÿ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k, ÷òî x(k)
= 0.

Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòèõ ÿâëåíèé ñëåäóåò âðåìÿ îò âðåìåíè íîðìèðîâàòü âåêòîð x(k)
,

÷òîáû ‖x(k)‖ = 1.

Ïðèìåð 6.6. �àññìîòðèì ìàòðèöó A =







2 −5 0

2 −9 0

−2 5 −5






ñ ñîáñòâåííûìè çíà-

÷åíèÿìè λ1 = −8, λ2 = −5, λ3 = 1, è ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè

x1 = (−3/8;−3/4; 1)T , x2 = (0; 0; 1)
T , x3 = (1; 1/5;−1/6)T .

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âîçüìåì âåêòîð x(0)
= (1; 1; 1)

T
è âîñïîëüçó-

åìñÿ êðèòåðèåì îñòàíîâêè èòåðàöèé ‖x(k+1)−x(k)‖∞ ≤ 10
−6
. Çäåñü |λ2/λ1| = 0, 625

è ñòåïåííîé ìåòîä äàåò íàèáîëüøåå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è îòâå÷àþ-

ùèé åìó ñîáñòâåííûé âåêòîð çà 30 èòåðàöèé.

Åñëè íà÷àòü èòåðàöèè ñ âåêòîðà x(0)
= (5; 1; 0)

T
, òî (ïðè îòñóòñòâèè îøèáîê

îêðóãëåíèÿ) áóäåò ïîëó÷åíî âòîðîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ2 = −5 è ñîáñòâåííûé

âåêòîð x2. Äëÿ îáúÿñíåíèÿ ýòîãî ÿâëåíèÿ çàìåòèì, ÷òî x(0)
= c1x1 + c2x2 + c3x3,

ãäå c1 = 0, c2 = 5/6, c3 = 5. Òàêèì îáðàçîì, x(0)
íå çàâèñèò îò x1 è ñòåïåííîé

ìåòîä äàåò âåêòîð x2 è îòâå÷àþùåå åìó ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.

Íàêîíåö, åñëè x(0)
= (9; 0; 1)

T
, òî ïîëó÷àåì λ1 = −8 è âåêòîð x1 âñåãî çà 8

èòåðàöèé. Çäåñü x(0)
= c1x1 + c2x2 + c3x3, ãäå c1 = 8/3, c2 = 0, c3 = 10. Âåêòîð x(0)

íå çàâèñèò îò x2 è îøèáêà óáûâàåò êàê |λ3/λ1| âìåñòî |λ2/λ1|.
Äëÿ îòûñêàíèÿ ìèíèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A è ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ïðèìåíÿþò îáðàòíûé ñòåïåííîé ìåòîä, êîòî-

ðûé ðàáîòàåò ñ A−1
âìåñòî A. Îäèí øàã ïðîöåññà èìååò âèä x(k+1)

= A−1x(k)
. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî íà êàæäîì øàãå ðåøàåòñÿ ñèñòåìà Ax(k+1)
= x(k)

. Òàê êàê ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ µi ìàòðèöû A−1
ñâÿçàíû ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λi ìàòðèöû

A î÷åâèäíûì ñîîòíîøåíèåì µiλi = 1, òî

|µmax| =
1

|λmin|
=

1

|λn|
.

Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå áóäåì èìåòü:

lim

k→∞

(x(k+1),x(k)
)

(x(k),x(k)
)

=

1

λn

.

Äîñòàòî÷íî õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà en áóäåò âåêòîð
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x(k+1)
, ïîñêîëüêó

x(k+1)
=

n
∑

i=1

ci

λk+1
i

ei =
cn

λk+1
n

[

n−1
∑

i=1

ci

cn

(λn

λi

)k+1

ei + en

]

≈ cn

λk+1
n

en.

Â ïðîöåññå èòåðàöèé çäåñü íàäî òàêæå ïðîèçâîäèòü íîðìèðîâêó âåêòîðà x(k+1)
âî

èçáåæàíèå ý��åêòîâ ïåðåïîëíåíèÿ è çàíóëåíèÿ. Íà ïåðâîé èòåðàöèè ñëåäóåò íàé-

òè LU-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A, ÷òî ïîçâîëèò íà ïîñëåäóþùèõ èòåðàöèÿõ îãðàíè-

÷èòüñÿ ðåøåíèåì ñèñòåì ñ òðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè Ly(k)
= x(k)

, Ux(k+1)
= y(k)

.

Òîãäà, íà÷èíàÿ ñî âòîðîé èòåðàöèè, äëÿ íàõîæäåíèÿ x(k+1)
òðåáóåòñÿ òàêîå æå

÷èñëî àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ÷òî è â ñòåïåííîì ìåòîäå.

Íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû äàåò îáðàòíûé ñòåïåííîé ìåòîä ñî ñäâèãîì. Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî ìàòðèöà A çàìåíåíà íà A − τE. Òîãäà âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λi

ñäâèãàþòñÿ íà âåëè÷èíó τ è ìíîæèòåëü, õàðàêòåðèçóþùèé ñõîäèìîñòü îáðàòíîãî

ìåòîäà ê λ1, ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì θ = |λ1 − τ |/|λ2 − τ |. Ïîýòîìó, åñëè τ âûáðàíî

òàê, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ λ1, òî θ áóäåò î÷åíü ìàëûì è

ñõîäèìîñòü âåñüìà óñêîðÿåòñÿ. Êàæäûé øàã ìåòîäà ñîñòîèò â ðåøåíèè ñèñòåìû

(A− τE)x(k+1)
= x(k)

, è ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò âåêòîð

x(k)
=

c1x1

(λ1 − τ)k
+

c2x2

(λ2 − τ)k
+ . . .+

cnxn

(λn − τ)k
.

Åñëè τ áëèçêî ê λ1, òî çíàìåíàòåëü ïåðâîãî ÷ëåíà ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ áóäåò áëè-

çîê ê íóëþ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîòðåáóåòñÿ òîëüêî íåñêîëüêî øàãîâ, ÷òîáû ñäåëàòü

ïåðâûé ÷ëåí ïîëíîñòüþ äîìèíèðóþùèì. Â ÷àñòíîñòè, åñëè λ1 óæå êàêèì-ëèáî

îáðàçîì ïðèáëèæåííî âû÷èñëåíî, òî â êà÷åñòâå τ ìîæíî âçÿòü ýòî âû÷èñëåííîå

çíà÷åíèå.

Ïðèìåð 6.7. Äëÿ ìàòðèöû A =







2 −5 0

2 −9 0

−2 5 −5






èç ïðèìåðà 6.6 ïðè x(0)

=

= (1; 1; 1)
T
îáðàòíûé ñòåïåííîé ìåòîä ñî ñäâèãîì τ = −7, 8 ñõîäèòñÿ çà 7 èòå-

ðàöèé. Çäåñü λ1 − τ = −0, 2; λ2 − τ = 2, 8; λ3 − τ = 8, 8. Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè

ïðîïîðöèîíàëüíà |λ1 − τ |/|λ2 − τ | ≈ 0, 0714. Ïðè τ = −4 îáðàòíûé ñòåïåííîé

ìåòîä ñõîäèòñÿ çà 15 èòåðàöèé ê λ2 = −5. Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî τ = −4 áëèæå

ê λ2 = −5 ÷åì ê λ1 = −8.

�àññìîòðèì ïîäðîáíåå âîïðîñ î âûáîðå ñäâèãîâ â îáðàòíîì ñòåïåííîì ìåòîäå.

Âàæíóþ ðîëü çäåñü èãðàåò îòíîøåíèå �åëåÿ R(x) = (Ax,x)/(x,x). Áóäåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî ìàòðèöàA ñèììåòðè÷íà, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è λ1 > λ2 > . . . > λn.

Òîãäà ïðè x =

∑n
i=1 ciei ïîëó÷àåì

R(x) =
(Ax,x)

(x,x)
=

λ1c
2
1 + λ2c

2
2 + . . .+ λnc

2
n

c21 + c22 + . . .+ c2n
.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî λ1 ≥ R(x) ≥ λn, ïðè÷åì ðàâåíñòâî çäåñü äîñòèãàåòñÿ íà

âåêòîðàõ e1 è en. Ïîýòîìó

λ1 = max

x 6=0

(Ax,x)

(x,x)
, λn = min

x 6=0

(Ax,x)

(x,x)
.

Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå ñäâèãîâ τ â îáðàòíîì ñòåïåííîì ìåòîäå ìîæíî èñïîëü-

çîâàòü âåëè÷èíû R(x(k)
).

� 6.4. Ìåòîä èñ÷åðïûâàíèÿ

Ïóñòü A � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ èìååò n ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé òàêèõ, ÷òî |λ1| > |λ2| > . . . > |λn|. Åå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ei, i =

= 1, 2, . . . , n îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â IR
n
.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ1 è îòâå÷àþùèé åìó

ñîáñòâåííûé âåêòîð e1 óæå íàéäåíû êàêèì-ëèáî èòåðàöèîííûì ìåòîäîì (íàïðè-

ìåð, ñòåïåííûì ìåòîäîì). Â ñèëó îðòîíîðìèðîâàííîñòè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

ìàòðèöû A ìîæíî çàïèñàòü:

eTi ej = 0 ïðè i 6= j, eTi ei = 1.

Åñëè îáðàçîâàòü íîâóþ ìàòðèöó A∗
= A−λ1e1e

T
1 , òî â ñèëó âûïèñàííûõ ðàâåíñòâ

åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû áóäóò ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè:

A∗e1 = Ae1 − λ1e1e
T
1 e1 = Ae1 − λ1e1 = 0;

A∗ei = Aei − λ1e1e
T
1 ei = λiei; i = 2, 3, . . . , n.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà A∗
èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 0, λ2, . . . , λn è òå æå ñà-

ìûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ei, i = 1, 2, . . . , n. Òàê êàê òåïåðü ìàêñèìàëüíûì ñîá-

ñòâåííûì çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ λ2, òî ê ìàòðèöå A
∗
ìîæíî îïÿòü ïðèìåíèòü èòåðà-

öèîííûé ìåòîä è íàéòè λ2 è e2. Ïîñëå ýòîãî îáðàçóåòñÿ ìàòðèöàA
∗∗

= A∗−λ2e2e
T
2 ,

êîòîðàÿ áóäåò èìåòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ 0, 0, λ3, . . . , λn è òå æå ñàìûå ñîáñòâåí-

íûå âåêòîðû, ÷òî è ìàòðèöà A, è ò. ä.

Òåîðåòè÷åñêè íà ýòîì ïóòè ìîæíî íàéòè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåí-

íûå âåêòîðû ìàòðèöû A. Îäíàêî ïðè ðåàëüíûõ êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèÿõ âû-

ïîëíåíèå êàæäîãî øàãà ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ïîãðåøíîñòåé ïðè âû÷èñëå-

íèè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, êîòîðûå áóäóò ñêàçûâàòüñÿ íà òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ

ñëåäóþùåãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà è âûçûâàòü íàêîïëåíèå îøèáîê. Ïîýòîìó îïè-

ñàííûé ìåòîä âðÿä ëè ïðèìåíèì äëÿ íàõîæäåíèÿ áîëåå ÷åì òðåõ ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé, íà÷èíàÿ ñ íàèáîëüøåãî èëè íàèìåíüøåãî.

Ñòåïåííîé ìåòîä, îáðàòíûé ñòåïåííîé ìåòîä ñî ñäâèãàìè è ìåòîä èñ÷åðïûâà-

íèÿ ïîçâîëÿþò ðåøèòü ÷àñòè÷íóþ ïðîáëåìó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, êîãäà òðåáó-

åòñÿ íàéòè òîëüêî íåêîòîðûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåí-

íûå âåêòîðû ìàòðèöû A. Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
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ïîëíîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Òàê êàê ëåã÷å âñåãî íàõîäÿòñÿ ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ äèàãîíàëüíîé, òðåõäèàãîíàëüíîé, òðåóãîëüíîé è ïî÷òè òðåóãîëüíîé

ìàòðèö, òî îäíà èç îñíîâíûõ èäåé ýòèõ ìåòîäîâ ñîñòîèò â ïðåîáðàçîâàíèè ìàòðè-

öû ê îäíîé èç ýòèõ ïðîñòûõ �îðì ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèé ïîäîáèÿ, êîòîðûå

íå ìåíÿþò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû è ïî îïðåäåëåííîìó çàêîíó ïðåîáðà-

çóþò åå ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

� 6.5. Ìåòîä âðàùåíèé ßêîáè

Ýòèì ìåòîäîì ðåøàåòñÿ ïîëíàÿ ïðîáëåìà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âåùåñòâåííîé

ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû. Ìåòîä ßêîáè ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè ìàòðèöó ê äèàãî-

íàëüíîìó âèäó ïóòåì çàíóëåíèÿ íàèáîëüøèõ ïî ìîäóëþ ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ âíå

ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ê ñîæàëåíèþ, ïðèâåäåíèå ê ñòðîãî äèàãîíàëüíîìó âèäó òðå-

áóåò áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ÷èñëà øàãîâ, òàê êàê îáðàçîâàíèå íîâîãî íóëåâîãî ýëå-

ìåíòà íà ìåñòå îäíîãî èç ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïî÷òè âñåãäà âåäåò ê ïîÿâëåíèþ

íåíóëåâîãî ýëåìåíòà òàì, ãäå ðàíåå áûë íóëü. Ýòîãî ñëåäóåò îæèäàòü, òàê êàê â

îáùåì ñëó÷àå ìû íå ìîæåì íàéòè êîðíè ìíîãî÷ëåíà çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Íà ïðàêòèêå ìåòîä ßêîáè ðàññìàòðèâàþò êàê èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó, êîòîðàÿ

â ïðèíöèïå ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî áëèçêî ïîäîéòè ê äèàãîíàëüíîé �îðìå, ÷òîáû

ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ìîæíî áûëî ñ÷èòàòü çàêîí÷åííûì.

6.5.1. Âðàùåíèå ïëîñêîñòè. Ïëîñêîå âðàùåíèå íà óãîë θ äîñòèãàåòñÿ óìíî-

æåíèåì âåêòîðîâ ñëåâà íà ìàòðèöó

R(θ) =

(

c −s

s c

)

, c = cos θ, s = sin θ.

Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû A ðàçìåð-

íîñòè äâà èìååò âèä:

RART
=

(

c −s

s c

)(

α γ

γ β

)(

c s

−s c

)

=

=

(

αc2 − 2γsc+ βs2 (c2 − s2)γ + (α− β)sc

(c2 − s2)γ + (α− β)sc αs2 + 2γsc+ βc2

)

.

Íîâàÿ ìàòðèöà áóäåò äèàãîíàëüíîé, åñëè

tg 2θ =

sin 2θ

cos 2θ
=

2sc

c2 − s2
=

2γ

β − α
.

Íåò íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü θ â ÿâíîì âèäå. Ïóñòü

δ = |β − α|/2, ν =

√

γ2
+ δ2.
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Ïîëüçóÿñü ñòàíäàðòíûìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè òîæäåñòâàìè, íàõîäèì

c2 =
1

2

(1 + δ/ν), s2 =
1

2

(1− δ/ν).

Âûðàæåíèå äëÿ s2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññè÷åñêèé ïðèìåð �îðìóëû, îïàñ-

íîé ïðè âû÷èñëåíèÿõ ñ êîíå÷íîé òî÷íîñòüþ. Åñëè θ ìàëî, òî δ/ν áëèçêî ê 1, è

�îðìóëà áûëà áû õîðîøà, åñëè áû ëåãêî áûëî âû÷èñëèòü δ/ν ñ çàïàñîì òî÷íî-

ñòè. Èìååòñÿ íåñêîëüêî óñòîé÷èâûõ ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ cos θ è sin θ ïî äàííîé

èí�îðìàöèè.

à) Ñïîñîá �óòèñõàóçåðà [22℄. Ïîñðåäñòâîì òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ òîæäåñòâ tg 2θ

ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç t = tg θ:

1− t2

2t
= ctg 2θ =

β − α

2γ
≡ ζ.

Òàêèì îáðàçîì, t � íàèìåíüøèé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå êîðåíü óðàâíåíèÿ

t2 + 2ζt− 1 = 0

è, ñëåäîâàòåëüíî,

t = sign(ζ)/(|ζ |+
√

1 + ζ2).

Òîãäà

c = 1/
√
1 + t2; s = ct.

Íàâÿçûâàÿ âåëè÷èíå c ïîëîæèòåëüíûé çíàê, ïîëó÷àåì âðàùåíèå ñ óãëîì |θ| ≤
π/4. Åñòü è äðóãîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ctg 2θ = ζ . Ýòî � óãîë π/2 + θ, êîòîðûé

íàì îäíàêî íå ïîòðåáóåòñÿ. Ïðèìåíåíèå òðèãîíîìåòðèè ïîêàçûâàåò òàêæå, ÷òî

íîâàÿ ìàòðèöà èìååò âèä:

(

α− γt 0

0 β + γt

)

.

á) Ñïîñîá Óèëêèíñîíà-Âîåâîäèíà [28℄. Ïðè α = β áåðåì c = s =

√
2/2 èíà÷å

ïîëàãàåì z = max(|γ|, |α− β|/2), x1 = γ/z, y1 = (α− β)/(2z) è òîãäà

c =

(

1

2

(

1 +

|y1|
√

x2
1 + y21

)

)1/2

; s =
sign(x1y1)|x1|
2c
√

x2
1 + y21

.

6.5.2. Âðàùåíèÿ ßêîáè. Ïóñòü A � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè

n. Ïðèìåíèì èçëîæåííóþ âûøå òåõíèêó ê ýòîé ìàòðèöå. Ñòðàòåãèÿ ìåòîäà ßêîáè

ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà m-ì øàãå îòûñêèâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ïî ìîäóëþ âíåäèàãî-

íàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû A(m−1)
(A(0)

= A), êîòîðûé äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì

ñ÷èòàòü ëåæàùèì íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè:

|a(m−1)
kl | = max

i,j
|a(m−1)

ij |, k > l, 1 ≤ j ≤ i− 1, i = 2, 3, . . . , n,
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è ñ ïîìîùüþ ïëîñêèõ âðàùåíèé Rm(k, l, θ) ýòîò ýëåìåíò çàíóëÿåòñÿ. Åñëè ïîëî-

æèòü α = a
(m−1)
kk , β = a

(m−1)
ll , γ = a

(m−1)
kl , òî ïðèâåäåííàÿ �îðìóëà äëÿ âûáîðà ζ

è �îðìóëû äëÿ c è s íåÿâíî îïðåäåëÿþò óãîë θ òàêîé, ÷òî ýëåìåíòû a
(m)
kl è a

(m)
lk

ìàòðèöû A(m)
= Rm(k, l, θ)A

(m−1)Rm(k, l, θ)
T
ñóòü íóëè; èìåííî

tg 2θ = 2a
(m−1)
kl /(a

(m−1)
ll − a

(m−1)
kk ).

Ïðè òàêîì âûáîðå θ ìàòðèöà Rm(k, l, θ) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ÿêîáèåâà âðàùå-

íèÿ, à ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäîáíîå ïðåîáðàçîâàíèå � ÿêîáèåâûì âðàùåíèåì. Îíî

çàíóëÿåò ýëåìåíò a
(m)
kl è, ïîñêîëüêó θ �èêñèðîâàíî çàäàíèåì ζ , ìû ìîæåì ïèñàòü

Rm(k, l) âìåñòî Rm(k, l, θ), íå âïàäàÿ â äâóñìûñëåííîñòü.

Íîâûì ïðè n > 2 áóäåò òî, ÷òî â ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ ñ íîìåðàìè k è l ìàòðèöû

A(m)
èìåþòñÿ äðóãèå âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû, êîòîðûå ïîäâåðãàþòñÿ ïðåîá-

ðàçîâàíèþ. Òàê ïðè i 6= k, l

a
(m)
ki = c · a(m−1)

ki − s · a(m−1)
li = a

(m)
ik ,

a
(m)
li = s · a(m−1)

ki + c · a(m−1)
li = a

(m)
il .

Îñòàëüíûå ýëåìåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì:

a
(m)
kk = c2 · a(m−1)

kk − 2cs · a(m−1)
kl + s2 · a(m−1)

ll ;

a
(m)
ll = s2 · a(m−1)

kk + 2cs · a(m−1)
kl + c2 · a(m−1)

ll ;

a
(m)
kl = (c2 − s2)a

(m−1)
kl + cs · (a(m−1)

kk − a
(m−1)
ll ) = a

(m)
lk .

Îòìåòèì åùå, ÷òî ïðè i 6= k, l

(a
(m)
ki )

2
+ (a

(m)
li )

2
= (a

(m−1)
ki )

2
+ (a

(m−1)
li )

2.

Äîêàæåì ñõîäèìîñòü ìåòîäà ßêîáè. Ïóñòü ω(A(m)
) =

∑

i 6=j a
2
ij . Òîãäà â ñè-

ëó ñîîòíîøåíèé ìåæäó ýëåìåíòàìè ìàòðèö A(m)
è A(m−1)

ïîëó÷àåì ω(A(m)
) =

ω(A(m−1)
)−2(a

(m−1)
kl )

2
. Ïîñêîëüêó a

(m−1)
kl � ìàêñèìàëüíûé ïî ìîäóëþ âíåäèàãîíàëüíûé

ýëåìåíò ìàòðèöû A(m−1)
, òî

ω(A(m−1)
) ≤ n(n− 1)(a

(m−1)
kl )

2

è, ñëåäîâàòåëüíî,

(a
(m−1)
kl )

2 ≥ 1

n(n− 1)

ω(A(m−1)
).

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

ω(A(m)
) = ω(A(m−1)

)− 2(a
(m−1)
kl )

2 ≤ ω(A(m−1)
)− 2

n(n− 1)

ω(A(m−1)
) =
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= qω(A(m−1)
), q = 1− 2

n(n− 1)

,

ãäå 0 ≤ q < 1 ïðè n ≥ 2.

Òàêèì îáðàçîì,

ω(A(m)
) ≤ qω(A(m−1)

) ≤ . . . ≤ qmω(A(0)
) = qmω(A),

÷òî îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ìåòîäà ßêîáè ñî ñêîðîñòüþ, íå ìåíüøåé ñêîðîñòè ñõî-

äèìîñòè ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì q.

Êîíòðîëü òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðîñòûå

ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ âîçðàñòàåò

îò èòåðàöèè ê èòåðàöèè, ò. å. åñëè Tm =

∑n
i=1(a

(m)
ii )

2
, òî Tm = Tm−1 + 2(a

(m−1)
kl )

2
.

Ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà êàê (Tm/n)
1/2
.

Èòåðàöèè îêàí÷èâàþòñÿ, êîãäà âñå âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A(m)
ñòà-

íîâÿòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëû |a(m)
kl | = maxi,j |a(m)

ij | < ε(Tm/n)
1/2
, ãäå ε > 0 � ïîðîã ìà-

ëîñòè. Òîãäà ýëåìåíòû a
(m)
ii ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåíèÿìè ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì

λs ìàòðèöû A è ìîæíî ïîêàçàòü [3℄, ÷òî

|a(m)
ii − λs|2 ≤ ω(A(m)

).

Ñ ðàáî÷åé òî÷íîñòüþ ìîæíî òàêæå çàïèñàòü

Rm . . .R2R1ART
1R

T
2 . . .RT

m = Λ,

ãäå Λ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöûA. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî

AV = VΛ, V = RT
1R

T
2 . . .RT

m,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

Avi = λivi, i = 1, 2, . . . , n,

ãäå vi � i-é ñòîëáåö ìàòðèöû V. Òàêèì îáðàçîì, ñòîëáöû ìàòðèöû V ÿâëÿþòñÿ

ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû A, îòâå÷àþùèìè ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λi.

Ïðèìåð 6.8. Ïðèìåíÿÿ âðàùåíèÿ ßêîáè ê ìàòðèöå













1 1 1 1

1 2 3 4

1 3 6 10

1 4 10 20













, èìååì

m 0 1 2 3 4

ω(A(m)
) 10

2
10

1
10

−2
10

−11
10

−17

�àññìîòðåííûé ìåòîä ïîäîáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöåé

òðåáóåò âûáîðà ñðåäè âíåäèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ íàèáîëüøåãî ïî ìîäóëþ, äëÿ
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÷åãî íåîáõîäèìî âûïîëíèòü ïðèáëèçèòåëüíî n2
îïåðàöèé. Ìîæíî óêàçàòü ìíîãî

äðóãèõ ñïîñîáîâ âûáîðà ìàêñèìàëüíîãî ïî ìîäóëþ âíåäèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà.

Íàïðèìåð, ìîæíî âû÷èñëèòü âåëè÷èíû

Si(A) =

∑

j 6=i

a2ij , i = 1, 2, . . . , n

è åñëè Si(A) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé, òî â êà÷åñòâå èñêîìîãî ýëåìåíòà áåðåòñÿ

íàèáîëüøèé ïî ìîäóëþ ýëåìåíò ñòðîêè i. Ïðè òàêîì ïðàâèëå âûáîðà ìàêñèìàëü-

íîãî âíåäèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà íåîáõîäèìî áóäåò âûïîëíèòü ïðèáëèçèòåëüíî 2n

îïåðàöèé. Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà ßêîáè ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ.

Ìåòîä âðàùåíèé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ óäîáíûõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ

äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñèììåòðè÷åñêèõ

ìàòðèö. Îí ïðîñò ïî âû÷èñëèòåëüíîé ñõåìå, áûñòðî ñõîäèòñÿ, êðàòíûå è áëèçêèå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íå âûçûâàþò íèêàêèõ çàòðóäíåíèé.

� 6.6. Ìåòîä âðàùåíèé �èâåíñà

Ìåòîä âðàùåíèé �èâåíñà îñíîâàí íà ïðåîáðàçîâàíèè ïîäîáèÿ, àíàëîãè÷íîì

ïðèìåíÿåìîìó â ìåòîäå ßêîáè. Îäíàêî â îòëè÷èå îò ìåòîäà ßêîáè ïîëó÷åííûå

íóëåâûå ýëåìåíòû îñòàþòñÿ íóëÿìè è äàëüøå. Ïîýòîìó ìåòîä �èâåíñà òðåáóåò êî-

íå÷íîãî ÷èñëà ïðåîáðàçîâàíèé è ñâÿçàí ñ ìåíüøèìè çàòðàòàìè ìàøèííîãî âðåìå-

íè ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì ßêîáè. Îäíàêî â ýòîì ìåòîäå ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåí-

íàÿ n× n ìàòðèöà A = (aij) ïðèâîäèòñÿ ê ìàòðèöå â âåðõíåé �îðìå Õåññåíáåðãà,

êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû íàëè÷èåì îäíîé íåíóëåâîé

ïîääèàãîíàëè, ò. å. aij = 0 äëÿ âñåõ i > j + 1. Cèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà ïðèâî-

äèòñÿ íå ê äèàãîíàëüíîìó, à ê òðåõäèàãîíàëüíîìó âèäó.

Ïðåîáðàçîâàíèå áóäåì ïðîâîäèòü çà (n−2) öèêëà. Êàæäûé öèêë âêëþ÷àåò n−
j−1 ïðåîáðàçîâàíèé ïîäîáèÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðèö âðàùåíèÿ. �àññìîòðèì 1-é öèêë.

Îí çàêëþ÷àåòñÿ â çàíóëåíèè ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ â ïîçèöèÿõ (3, 1), (4, 1), . . . , (n, 1),

çà ñ÷åò ýëåìåíòà â ïîçèöèè (2, 1). Ïóñòü A(2,1) ≡ A. Ôîðìèðóåì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ïîäîáíûõ ìàòðèö

A(k,1)
= R(2, k)A(k−1,1)R(2, k)T , 3 ≤ k ≤ n.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû âðàùåíèÿ R(2, k) â ïîçèöèÿõ (i, j), i, j = 2, k îáðàçóþòñÿ èç

óñëîâèÿ çàíóëåíèÿ ýëåìåíòà

a
(k,1)
k,1 = −sa

(k−1,1)
21 + ca

(k−1,1)
k1 = 0

â íîâîé ìàòðèöå A(k,1)
, ÷òî ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà s2 + c2 = 1 äàåò

c = a
(k−1,1)
21 /p, s = a

(k−1,1)
k1 /p, p = ((a

(k−1,1)
21 )

2
+ (a

(k−1,1)
k1 )

2
)
1/2 6= 0
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è c = 1, s = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Îòìåòèì, ÷òî óìíîæåíèå íà ìàòðèöó âðàùåíèÿ

R(2, k)T ñïðàâà ìåíÿåò 2-é è k-é ñòîëáöû, íî íå ìåíÿåò 1-é ñòîëáåö. Ïîñëå n−2+

n− 3 + . . .+ 1 = (n− 1)(n− 2)/2 òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìàòðèöà A ïðèâîäèòñÿ ê

ìàòðèöå â âåðõíåé �îðìå Õåññåíáåðãà

A(n,n−2)
= QAQT , Q = R(n− 1, n) . . .R(2, 3).

Ìàòðèöà A(n,n−2)
èìååò òå æå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ÷òî è ìàòðèöà A, à èõ ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì ui = Qvi, i = 1, 2, . . . , n.

Åñëè ìàòðèöà A � ñèììåòðè÷åñêàÿ, òî ìàòðèöà â âåðõíåé �îðìå Õåññåíáåðãà

òàêæå áóäåò ñèììåòðè÷åñêîé

(A(n,n−2)
)
T
= (QAQT

)
T
= QAQT

= A(n,n−2),

è ïîýòîìó òðåõäèàãîíàëüíîé. Äëÿ ñëó÷àÿ n = 5 è ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû A

ïðîöåññ �èâåíñà èëëþñòðèðóåòñÿ ïðèâîäèìîé ñõåìîé:

















∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

















→

















∗ ∗ 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗

















→

















∗ ∗ 0 0 0

∗ ∗ ∗ 0 0

0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗

















→

















∗ ∗ 0 0 0

∗ ∗ ∗ 0 0

0 ∗ ∗ ∗ 0

0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗

















.

Ïðè óñëîâèè, ÷òî ìû ìîæåì íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òðåõäèàãîíàëüíîé

ìàòðèöû ñðàâíèòåëüíî áûñòðî, ìåòîä �èâåíñà áóäåò ðàáîòàòü íàìíîãî áûñòðåå

ìåòîäà ßêîáè.

� 6.7. Ìåòîä îòðàæåíèé Õàóñõîëäåðà

Â ìåòîäå âðàùåíèé �èâåíñà íà êàæäîì øàãå ïîëó÷àåì îäèí íóëü. �àññìîò-

ðèì òåïåðü ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò íà êàæäîì øàãå ïîëó÷àòü öåëûé ñòîëáåö

(ñòðîêó) íóëåé. Âîñïîëüçóåìñÿ ìàòðèöàìè îòðàæåíèÿ èç ãë. 5, ïðèìåíÿâøèìèñÿ

äëÿ ïîëó÷åíèÿ QR-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû A.

Ïóñòü A � âåùåñòâåííàÿ n × n ìàòðèöà. Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ,

îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö:

A(k)
= H−1

k A(k−1)Hk; k = 1, 2, . . . , n− 2; A(0)
= A; A(k)

= (a
(k)
ij ).

Çäåñü ìàòðèöà ïîäîáèÿ Hk îáðàçóåòñÿ èç åäèíè÷íîé ìàòðèöû ïî ïðàâèëó

Hk = E− 2wkw
T
k , wk =

1

c
(0; . . . ; 0; a

(k−1)
k+1,k + σ; a

(k−1)
k+2,k; . . . ; a

(k−1)
n,k )

T ,

c2 = 2σ(a
(k−1)
k+1,k + σ), σ2

=

n
∑

i=k+1

(a
(k−1)
ik )

2.
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Óìíîæåíèå íà ìàòðèöó H−1
k ïîçâîëÿåò çàíóëèòü ýëåìåíòû k-ãî ñòîëáöà ìàòðè-

öû A(k−1)
, ñòîÿùèå â ïîçèöèÿõ (k + 1, k), . . . , (n, k). Ïîñëåäóþùåå óìíîæåíèå íà

ìàòðèöó Hk ñïðàâà íå ìåíÿåò ýëåìåíòû ïåðâûõ k ñòîëáöîâ. Ïîýòîìó ïîñëå âû-

ïîëíåíèÿ (n−2)-õ øàãîâ ïðîöåññà Õàóñõîëäåðà ìàòðèöà A ïðèâîäèòñÿ ê ìàòðèöå

â âåðõíåé �îðìå Õåññåíáåðãà

A(n−2)
= H−1

n−2 . . .H
−1
1 AH1 . . .Hn−2 = Q−1AQ.

Çäåñü Q � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà êàê ïðîèçâåäåíèå îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö Hk.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè A � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, òî

(A(n−2)
)
T
= (Q−1AQ)

T
= Q−1AQ = A(n−2)

è, ñëåäîâàòåëüíî, A(n−2)
� òðåõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.

Ïóñòü vi � ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû A(n−2)
, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó

çíà÷åíèþ λi, ò. å.

A(n−2)vi = Q−1AQvi = λivi.

Òîãäà

A(Qvi) = λi(Qvi)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïîäîáíûõ ìàòðèö A è A(n−2)
ñîâïàäàþò,

à èõ ñîáñòâåííûå âåêòîðû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì ui = Qvi.

Ïðèìåð 6.9. Ïóñòü ìàòðèöó

A =







1 0 1

0 1 1

1 1 0







òðåáóåòñÿ ïðèâåñòè ê âåðõíåé �îðìå Õåññåíáåðãà.

Çäåñü σ2
= a221 + a231 = 1, c2 = 2σ(a221 + σ) = 2 è w1 =

1
√

2
(0; 1; 1)

T
. Ïîýòîìó

H1 = E− 2w1w
T
1 =







1 0 0

0 0 −1

0 −1 0






.

Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ, ïîëó÷àåì

A(1)
= H−1

1 AH1 =







1 −1 0

−1 0 1

0 1 1






.

Òàê êàê èñõîäíàÿ ìàòðèöà A áûëà ñèììåòðè÷åñêîé, òî ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà â

âåðõíåé �îðìå Õåññåíáåðãà A(1)
îêàçûâàåòñÿ òðåõäèàãîíàëüíîé.
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� 6.8. QR-àëãîðèòì

Ýòîò àëãîðèòì ïîçâîëÿåò íàéòè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííîé ìàò-

ðèöû A ðàçìåðíîñòè n × n è îñíîâûâàåòñÿ íà ïðåäñòàâëåíèè ïîñëåäíåé â âèäå

ïðîèçâåäåíèÿ A = QR, ãäå Q � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, à R � âåðõíÿÿ òðåóãîëü-

íàÿ ìàòðèöà.

6.8.1. �àçëîæåíèå A = QR. Â îáùåì ñëó÷àå, ïðèìåíÿÿ öåïî÷êó ïðåîáðàçî-

âàíèé Õàóñõîëäåðà ñ ìàòðèöàìè îòðàæåíèÿ:

Hk = E− 2wkw
T
k , wk =

1

c
(0; . . . ; 0; a

(k−1)
k,k + σ; a

(k−1)
k+1,k; . . . ; a

(k−1)
n,k )

T ,

c2 = 2σ(a
(k−1)
k,k + σ), σ2

=

n
∑

i=k

(a
(k−1)
ik )

2,

ìàòðèöó A ïðèâîäèì ê âåðõíåé òðåóãîëüíîé �îðìå:

R = H−1
n−1 . . .H

−1
2 H−1

1 A = Q−1A.

Çäåñü óæå íå äîïóñêàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå íåíóëåâîé ïîääèàãîíàëè, òàê êàê ó íàñ

òåïåðü íåò ìíîæèòåëåé Hk ñïðàâà, ¾ïîðòÿùèõ¿ óæå èìåþùèåñÿ íóëè. Â ðåçóëü-

òàòå ïîëó÷àåì:

A = QR, Q = H1H2 . . .Hn−1.

Òàêîå ðàçëîæåíèå òðåáóåò O(n3
) àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Åñëè ìàòðèöà A çàðàíåå áûëà ïðèâåäåíà ê âåðõíåé �îðìå Õåññåíáåðãà, òî, èñ-

ïîëüçóÿ ïëîñêèå âðàùåíèÿ, ïî ìåòîäó �èâåíñà ìîæíî èñêëþ÷èòü ýëåìåíòû íåíó-

ëåâîé ïîääèàãîíàëè ak+1,k, k = 1, 2, . . . , n − 1, è ïîëó÷èòü îïÿòü ïðåäñòàâëåíèå

ìàòðèöû A â âèäå A = QR. Ïåðâîå èç òàêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðè n = 5 èìååò

âèä:

Q21A =

















c −s 0 0 0

s c 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

































a11 ∗ ∗ ∗ ∗
a21 ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗

















.

Ýëåìåíò â ïîçèöèè (2, 1) ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ sa11+ ca21 çàíóëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþ-

ùèì çàäàíèåì s è c. Çàòåì Q32 âûáèðàåòñÿ òàêèì æå îáðàçîì, ÷òîáû çàíóëèòü

ýëåìåíò ìàòðèöû Q32Q21A â ïîçèöèè (3, 2) è ò. ä. Ïîñëå n − 1 ýëåìåíòàðíûõ

âðàùåíèé ïîëó÷àåì âåðõíþþ òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó

R = Qnn−1 . . .Q32Q21A → A = QR.

Òàêîå ðàçëîæåíèå òðåáóåò O(n2
) àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.
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6.8.2. QR-àëãîðèòì. Ïóñòü A(0)
= A = QR = Q0R0. Îáðàçóåì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ìàòðèö:

A(k)
= QkRk, A(k+1)

= RkQk; k = 0, 1, . . .

Çäåñü ìàòðèöà A(k+1)
ïîëó÷àåòñÿ èç A(k)

ïåðåñòàíîâêîé ìåñòàìè ñîìíîæèòåëåé

Qk èRk. Ýòà îïåðàöèÿ, â äåéñòâèòåëüíîñòè, îçíà÷àåò ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

ïîäîáèÿ

A(k+1)
= RkQk = Q−1

k QkRkQk = Q−1
k A(k)Qk.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö A(k)
, k = 0, 1, . . . , çàäàåò QR-àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïîë-

íîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïðåäëîæåííûé Â. Í. Êóáëàíîâñêîé è Ä. Ôðåí-

ñèñîì [28℄. Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [8℄.

Òåîðåìà 6.4. Ïóñòü ìàòðèöà A ðàçìåðíîñòè n×n èìååò ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ λ1, λ2, . . . , λn, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

|λ1| > |λ2| > . . . > |λn| > 0.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö {A(k)} â QR-àëãîðèòìå ñõîäèòñÿ ê âåðõíåé

òðåóãîëüíîé ìàòðèöå T, äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåí-

íûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû A. Åñëè A � ñèììåòðè÷åñêàÿ, òî T � äèàãîíàëüíàÿ

ìàòðèöà. Èìååò ìåñòî îöåíêà

‖T−A(k)‖ ≤ cmax

i

∣

∣

∣

λi+1

λi

∣

∣

∣
.

Ïðèíöèïèàëüíûì ìîìåíòîì â QR-àëãîðèòìå ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî åñëè ìàòðè-

öà A áûëà çàðàíåå ïðèâåäåíà ê ìàòðèöå â âåðõíåé �îðìå Õåññåíáåðãà, òî ýòà ïî-

÷òè òðåóãîëüíàÿ �îðìà ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ QR-àëãîðèòìà. Êàê

ñëåäñòâèå êàæäûé øàã QR-àëãîðèòìà áóäåò òðåáîâàòü òîëüêî O(n2
) àðè�ìå-

òè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî ñâîéñòâî íà ïðèìåðå ìàòðèöû 5 × 5.

Ïóñòü

A = A0 =

















∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗

















= Q0R0 = Q0

















∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 0 ∗

















,

ãäå òî÷êàìè îáîçíà÷åíû íåíóëåâûå ýëåìåíòû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà R−1
0

òàêæå áóäåò âåðõíåé òðåóãîëüíîé. Ïîýòîìó

Q0 = AR−1
0 =

















∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗

































∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 0 ∗

















=

















∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗

















,
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ò. å. Q0 ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè òðåóãîëüíîé. Òîãäà

A(1)
= R0Q0=

















∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 0 ∗

































∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗

















=

















∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗

















.

Ïðèìåð 6.10. Äëÿ ìàòðèöû A =

(

3 −1

−1 3

)

QR-ìåòîä íà ïåðâûõ ÷åòûðåõ

èòåðàöèÿõ äàåò ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö

(

3, 600 0, 800

0, 800 2, 400

)

,

(

3, 882 −0, 471

−0, 471 2, 118

)

,

(

3, 969 0, 246

0, 246 2, 031

)

,

(

3, 992 −0, 125

−0, 125 2, 008

)

.

Âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû óáûâàþò êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñî çíàìåíà-

òåëåì ≈ 0, 5 è ïîñëå 15 èòåðàöèé ñòàíîâÿòñÿ ìåíüøå, ÷åì 3 × 10
−5
. Ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ìàòðèö {A(k)} ñõîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå ñ ýëåìåíòàìè 4 è 2 íà
äèàãîíàëè.

Ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé ìàòðèöû A

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö A(k)
â QR-àëãîðèòìå ñõîäèòñÿ ê âåðõíåé òðåóãîëüíîé

èëè âåðõíåé áëî÷íî-òðåóãîëüíîé (ñ áëîêàìè 2×2) ìàòðèöå. Îäíàêî ýòà ñõîäèìîñòü

äîâîëüíî ìåäëåííàÿ. QR-àëãîðèòì ìîæåò íå ñõîäèòüñÿ ñîâñåì, åñëè íàðóøåíû

óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4.

Ïðèìåð 6.11. Äëÿ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû A =

(

0 1

1 0

)

èìååì A = QR, ãäå

Q = A èR = E. Ñëåäîâàòåëüíî, QR-àëãîðèòì äàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A(k)
= A

è íåò ñõîäèìîñòè ê òðåóãîëüíîé èëè äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå. Òàê êàê ìàòðèöà A

èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1,2 = ±1, òî çäåñü íàðóøåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2.4.

Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ òàêèõ çàòðóäíåíèé è óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè QR-àëãîðèòìà

ñëåäóåò ïðèìåíèòü ñäâèãè. Èñïîëüçóþòñÿ ñäâèãè äâóõ âèäîâ. Ïóñòü ïîñëåmøàãîâ

QR-àëãîðèòìà ìàòðèöà A(m)
â ïîçèöèè (n, n) èìååò ÷èñëî αm. Òîãäà â êà÷åñòâå

ñäâèãà σm áåðåì 1) σm = αm; èëè 2) σm � áëèæàéøåå ê αm ñîáñòâåííîå çíà÷å-

íèå 2× 2 ìàòðèöû, îêàéìëÿþùåé ýëåìåíò αm, ò. å. çàíèìàþùåé ïðàâûé íèæíèé

óãîë ìàòðèöû A(m)
. Âòîðîé âàðèàíò, íàçûâàåìûé íåÿâíûì QR-ìåòîäîì, îáû÷íî

ïðåäïî÷òèòåëüíåå.

�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàòðèö:

A(k) − σmE = QkRk, A(k+1)
= RkQk + σmE, k = m,m+ 1, . . .

çàäàþùèõ QR-àëãîðèòì ñî ñäâèãîì. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö A(k)
è A(k+1)

ñîâïàäàþò, ïîñêîëüêó çäåñü, êàê è â îáû÷íîì QR-àëãîðèòìå, ýòè ìàòðèöû ïîäîá-

íû

A(k+1)
= RkQk + σmE = Q−1

k (QkRk + σmE)Qk = Q−1
k A(k)Qk.
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Ìîæíî óòâåðæäàòü [16℄, ÷òî ÷åðåç m1 øàãîâ QR-àëãîðèòìà ñî ñäâèãîì â ïîçè-

öèè (n, n) áóäåò íàõîäèòüñÿ äîñòàòî÷íî õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ê íàèìåíüøåìó ïî

ìîäóëþ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ìàòðèöû A. Çàòåì îáû÷íûé QR-àëãîðèòì ïðè-

ìåíÿåòñÿ ê ìàòðèöå ïîðÿäêà n−1, ïîëó÷àþùåéñÿ èç A(m+m1)
âû÷åðêèâàíèåì n-é

ñòðîêè è n-ãî ñòîëáöà è ò. ä.

Â ïðèìåðå 6.11 αm = 0, è ìàòðèöà èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ = ±1. Â êà÷å-

ñòâå ñäâèãà äëÿ ýòîé ìàòðèöû ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, σm = 1. Óñëîâèÿ òåîðåìû

6.4 áóäóò âûïîëíåíû, è QR-àëãîðèòì áûñòðî ñõîäèòñÿ.

Ïóñòü A(∞)
� ïðåäåëüíàÿ ìàòðèöà QR-àëãîðèòìà. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, òàêàÿ

ìàòðèöà áóäåò âåðõíåé òðåóãîëüíîé èëè âåðõíåé áëî÷íî-òðåóãîëüíîé. Åñëè âñå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ðàçëè÷íû ïî ìîäóëþ, òî A(∞)
� âåðõíÿÿ òðå-

óãîëüíàÿ. Êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì ìàòðèöû A â A(∞)

ñîîòâåòñòâóþò äèàãîíàëüíûå áëîêè 2 × 2. Åñëè, íàêîíåö, ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

ìàòðèöû A èìååò êðàòíîñòü p, òî åìó â A(∞)
ñîîòâåòñòâóåò äèàãîíàëüíûé áëîê

ïîðÿäêà p. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìàòðèöà íå èìååò êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèé, òî QR-àëãîðèòì ñâîäèò ðåøåíèå ïîëíîé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ê

íàõîæäåíèþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ ðàçìåðíîñòè íå âûøå

äâóõ.

Ïðèìåð 6.12. �àññìîòðèì ìàòðèöó A =







5 1 0

1 5 2

0 2 5






ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷å-

íèÿìè: λ1 = 5; λ2 = (7 +

√
29)/2 ≈ 6, 1926; λ3 = (7−

√
29)/2 ≈ 0, 8074.

Ïðèìåíèì íåÿâíûé QR-ìåòîä ñî ñäâèãàìè. Ïðîâåäåì òðè èòåðàöèè ñî ñäâèãà-

ìè σ0 = 6, σ1 = 0, 1861, σ2 = 0, 0065. Ìàòðèöû A(k) − σkE, k = 0, 1, 2, ïîñëåäîâà-

òåëüíî ïðåîáðàçóåì â ïîäîáíûå ìàòðèöû

A(1)
=







−3, 5000 2, 0616 0, 0000

2, 0616 −2, 6765 0, 1664

0, 0000 0, 1664 0, 1765






,

A(2)
=







−5, 2464 0, 7329 0, 0000

0, 7329 −1, 3184 0, 0072

0, 0000 0, 0072 0, 0064






,

A(3)
=







−5, 3785 0, 1673 0, 0000

0, 1673 −1, 1993 0, 0000

0, 0000 0, 0000 0, 0000






.

Íàéäåíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ2 = σ0 + σ1 + σ2 = 6, 1926. Ïðèìåíÿÿ òåïåðü QR-

ìåòîä ê 2× 2 ìàòðèöå (B(3) − σ3E) ñî ñäâèãîì σ3 = −1, 1926, ïîëó÷àåì

B(3)
=

(

−5, 3785 0, 1673

0, 1673 −1, 1993

)

→ B(4)
=

(

−4, 1926 0, 0000

0, 0000 0, 0000

)

.
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Îòñþäà λ1 = λ2 + σ3 = 5, λ3 = λ1 − 4, 1926 = 0, 8074.

� 6.9. Ìåòîä Ëàíöîøà

Ïðèâåäåíèå ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ê òðåõäèàãîíàëüíîé �îðìå äàåò ñóùå-

ñòâåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ïðåèìóùåñòâà ïðè äàëüíåéøåì ïîèñêå åå ñîáñòâåííûõ

çíà÷åíèé. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ïóòåì ìíîãîêðàòíîãî ïðè-

ìåíåíèÿ ìàòðèö âðàùåíèÿ èëè îòðàæåíèÿ. Ýòî òðåáóåò îäíàêî áîëüøîãî îáúåìà

âû÷èñëåíèé. �îðàçäî áîëåå ý��åêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ÿâíûõ �îðìóë

äëÿ íóæíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òàêîé ïîäõîä èçâåñòåí êàê ìåòîä òðåõäèàãîíàëè-

çàöèè Ëàíöîøà.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïðåîáðàçîâàòü ñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó A ê òðåõäèàãîíàëü-

íîé ìàòðèöå T, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ QTAQ = T, ãäå Q � îðòîãî-

íàëüíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà

AQ = QT. (6.6)

Îáîçíà÷èì i-é ñòîëáåö ìàòðèöû Q ÷åðåç qi è ïóñòü T èìååò âèä

T =























a1 b2 0 . . . . . . 0

b2 a2 b3 . . . . . . 0

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. 0

0 . . . . . . bn−1 an−1 bn

0 . . . . . . 0 bn an























.

�àâåíñòâî (6.6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Aqi = biqi−1 + aiqi + bi+1qi+1, i = 1, 2, . . . , n, (6.7)

ãäå q0 = qn+1 = 0 è b1 = bn+1 = 0. Ïîñêîëüêó Q � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, òî

ïîëó÷àåì

qT
i qi−1 = qT

i qi+1 = 0 è qT
i qi = 1.

Óìíîæàÿ ðàâåíñòâî (6.7) íà qT
i , íàõîäèì

ai = qT
i Aqi. (6.8)

�àâåíñòâî (6.7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

bi+1qi+1 = Aqi − biqi−1 − aiqi = ri, (6.9)

îòêóäà

bi+1 = ±‖ri‖2. (6.10)
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Çàäàâàÿ êàêèì-ëèáî îáðàçîì q1 è èñïîëüçóÿ (6.8) � (6.10), çàäàííóþ ñèììåòðè-

÷åñêóþ ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê òðåõäèàãîíàëüíîé �îðìå.

Ïðèìåð 6.13. �àññìîòðèì òðåõäèàãîíàëèçàöèþ ìàòðèöû

A =







2 3 4

3 1 −1

4 −1 2






.

Ïîëîæèì q1 = (1; 0; 0)
T
è, ïîëüçóÿñü �îðìóëàìè

ai = qT
i Aqi, ri = (A− aiE)qi − biqi−1, bi+1 = ‖ri‖2, qi+1 =

1

bi+1

ri,

ïðîâåäåì âû÷èñëåíèÿ ïî ìåòîäó Ëàíöîøà:

a1 = qT
1Aq1 = 2; r1 = (A− a1E)q1 = (0; 3; 4)

T
;

b2 = ‖r1‖2 = 5; q2 =
1

b2
r1 = (0; 0, 6; 0, 8)T ;

a2 = qT
2Aq2 = 0, 68; r2 = (A− a2E)q2 − b2q1 =

1

5

(0;−3, 04; 2, 28)T ;

b3 = ‖r2‖2 = 0, 76; q3 =
1

b3
r2 = (0;−0, 8; 0, 6)T ; a3 = qT

3Aq3 = 2, 32.

Òàêèì îáðàçîì,

Q = (q1,q2,q3) =







1, 0 0, 0 0, 0

0, 0 0, 6 −0, 8

0, 0 0, 8 0, 6






,

T =







a1 b2 0

b2 a2 b3

0 b3 a3






=







2, 00 5, 00 0, 00

5, 00 0, 68 0, 76

0, 00 0, 76 2, 32






.

Çäåñü T = QTAQ è ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òó æå ñàìóþ ìàòðèöó ïîëó÷èì, ïðèìå-

íÿÿ ìàòðèöû îòðàæåíèÿ.

Ìåòîä Ëàíöîøà ïðåäïî÷òèòåëåí ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðèìåíåíèåì ìàòðèö îòðàæå-

íèÿ. Ýòî îñîáåííî ñóùåñòâåííî ïðè ðàáîòå ñ ðàçðåæåííûìè ìàòðèöàìè, òàê êàê

ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Ëàíöîøà íå íóæíî �îðìèðîâàòü ïðîèçâåäåíèÿ âèäà

HAH, ãäå H � ìàòðèöà îòðàæåíèÿ. Ïîñëå òðåõäèàãîíàëèçàöèè äëÿ îïðåäåëå-

íèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí QR-àëãîðèòì èëè, íàïðèìåð,

ìåòîä áèñåêöèé [16℄. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìîæíî çàòåì ïîëó÷èòü ïðèìåíåíèåì

îáðàòíîãî ñòåïåííîãî ìåòîäà.

Îòìåòèì, ÷òî ìåòîä Ëàíöîøà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìåòîäà Àðíîëüäè

ïðèâåäåíèÿ íåñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ê âåðõíåé �îðìå Õåññåíáåðãà, êîòîðûé

òàêæå áàçèðóåòñÿ íà ïðåîáðàçîâàíèè ïîäîáèÿ H = QTAQ, ãäå Q � îðòîãîíàëüíàÿ

ìàòðèöà. Ìåòîä Àðíîëüäè ðåàëèçóåòñÿ ïî ÿâíûì �îðìóëàì è ý��åêòèâíåå èñ-

ïîëüçîâàíèÿ ìàòðèö îòðàæåíèÿ. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ýòîãî ìåòîäà ìîæíî íàéòè,

íàïðèìåð, â [10℄.
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� 6.10. Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå

Ïðè ðåøåíèè ïåðåîïðåäåëåííûõ ëèíåéíûõ ñèñòåì, êîãäà ÷èñëî óðàâíåíèé m

ìîæåò ïðåâûøàòü ÷èñëî íåèçâåñòíûõ n (m ≥ n) âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñèíãóëÿðíîå

ðàçëîæåíèå ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö.

Òåîðåìà 6.5. Ïóñòü m × n ìàòðèöà A èìååò ðàíã r. Òîãäà ñóùåñòâóþò

m × m îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà U, n × n îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà V è m × n

¾äèàãîíàëüíàÿ¿ ìàòðèöà Σ òàêèå, ÷òî

UTAV = Σ =





























σ1 0 . . . 0 . . . 0

0 σ2 . . . 0 . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . σr . . . 0

0 0 . . . 0 . . . 0

.

.

.

.

.

. . . .
.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 0 . . . 0





























.

×èñëà σ1, σ2, . . . , σr íàçûâàþòñÿ ñèíãóëÿðíûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû A. Âñå îíè

âåùåñòâåííû è ïîëîæèòåëüíû è ìîãóò áûòü óïîðÿäî÷åíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî

σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr > 0.

Ñòîëáöû ìàòðèö U è V íàçûâàþòñÿ ëåâûìè è ïðàâûìè ñèíãóëÿðíûìè âåêòî-

ðàìè. Ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû A â âèäå A = UΣVT
íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì

ðàçëîæåíèåì ìàòðèöû A.

Îòìåòèì, ÷òî íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö AAT
è ATA îäíè è

òå æå, à ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà A � êâàäðàòíûå êîðíè èç ýòèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèé. Êðîìå òîãî, ëåâûå è ïðàâûå ñèíãóëÿðíûå âåêòîðû ñóòü ÷àñòíûå âûáîðû

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äëÿ AAT
è ATA.

Ïóñòü ðåøàåòñÿ ñèñòåìà

Ax = b,

ãäå A � çàäàííàÿ m × n ìàòðèöà (m ≥ n), à âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè b èìååò äëèíó

m. Îòìåòèì, ÷òî ñþäà ïîïàäàåò âàæíûé íà ïðàêòèêå ñëó÷àé, êîãäà A � êâàä-

ðàòíàÿ âûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Èñïîëüçóÿ ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A,

íàøó ëèíåéíóþ ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

UΣVTx = b èëè Σz = d,

ãäå z = VTx è d = UTb. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëü-

íîé è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü ëåãêî ðåøåíà. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ìåòîäà

ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [8℄.
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� 6.11. Çàäà÷è

6.1. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé �åðøãîðèíà, ëîêàëèçîâàòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñëå-

äóþùèõ ìàòðèö:

a) A =







1 0 −2

0 0 3

1 0 3






; á) A =







−1 2 0

4 4 0

0 0 1






; â) A =







−6 1 1

−1 0 1

0 0 3






.

6.2. Ïóñòü çàäàíà âåùåñòâåííàÿ òðåõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà

A =























b1 c1 0 . . . 0 0

a2 b2 c2 . . . 0 0

0 a3 b3 . . . 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 . . . bn−1 cn−1

0 0 0 . . . an bn























.

Äîêàçàòü, ÷òî:

à) âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A âåùåñòâåííû, åñëè ai+1ci > 0 äëÿ

i = 1, 2, . . . , n− 1;

á) |λk(A)| < 1 äëÿ âñåõ k, åñëè |ai| + |bi| + |ci| ≤ 1 äëÿ âñåõ i ïðè a1 = cn = 0

è åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ èíäåêñà i íåðàâåíñòâî ñòðîãîå, à ai+1ci 6= 0,

i = 1, 2, . . . , n− 1.

6.3. Äîêàçàòü ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû

A =













12 −6 3 −2

−6 18 −6 6

3 −6 24 15

−2 6 15 30













.

6.4. Ïóñòü n × n ìàòðèöà A èìååò äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå, ïðè÷åì aii >
∑

j 6=i |aij | è aij < 0 äëÿ j 6= i. Äîêàçàòü, ÷òî èç Ax ≥ 0 ñëåäóåò x ≥ 0 è èç Ax ≤ 0

ñëåäóåò x ≤ 0 (çíàêè ≤ è ≥ îçíà÷àþò, ÷òî ýòè íåðàâåíñòâà èìåþò ìåñòî äëÿ âñåõ

êîìïîíåíò). Ïîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû A−1
íåîòðèöàòåëüíû.

6.5. Ìàòðèöà A =

(

101 −90

110 −98

)

èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1 = 1, λ2 = 2.

Âîçìóùåííàÿ ìàòðèöàA+∆A =

(

101− ε −90− ε

110 −98

)

. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Áàóåðà-

Ôàéêà è íîðìó ‖·‖1, îöåíèòü èçìåíåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Íàéòè ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A+∆A äëÿ ε = 0, 001 è ñðàâíèòü èõ ñ ïîëó÷åííîé îöåíêîé.

6.6. Ìàòðèöà A =







−5, 2 1, 0 0, 0

4, 0 1, 1 −4, 0

−10, 2 0, 9 5, 0






èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1 = 1,

λ2 = 5, 1, λ3 = −5, 2. Ñòåïåííîé ìåòîä ñ íåêîòîðûì íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì

199



x(0)
íå ñõîäèòñÿ äàæå ïîñëå 500 èòåðàöèé. Òîò æå ìåòîä äëÿ ìàòðèöû B = A−4E

ñõîäèòñÿ î÷åíü áûñòðî. Îáúÿñíèòå ýòî ÿâëåíèå.

6.7. Èñïîëüçîâàòü ñòåïåííîé ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî ïî ìîäóëþ

ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ñèììåòðè÷åñêîé

ìàòðèöû A =













5 −1 −1 −1

−1 5 −1 −1

−1 −1 5 −1

−1 −1 −1 5













. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âçÿòü:

à) x(0)
= (1; 1; 1; 1)

T
; á) x(0)

= (0; 0; 0; 1)
T
. Ïî÷åìó ýòî ïðèâîäèò ê ðàçíûì ðåçóëü-

òàòàì?

6.8. Ïðèìåíÿÿ îáðàòíûé ñòåïåííîé ìåòîä, íàéòè íàèìåíüøåå ñîáñòâåííîå çíà-

÷åíèå ìàòðèöû èç çàäà÷è 6.7.

6.9. Äëÿ ìàòðèöû A =

(

2 −1

−1 2

)

, èñïîëüçóÿ ñòåïåííîé ìåòîä ñ íà÷àëüíûìè

âåêòîðàìè u
(1)
0 = (2; 0)

T
; u

(2)
0 = (1; 1)

T
; u

(3)
0 = (1 + ε, 1)T íàéòè A5u

(i)
0 , i = 1, 2, 3.

Îáúÿñíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

6.10. Ìàòðèöà A =

(

4 −1

−1 4

)

èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1 = 3 è λ2 = 5.

Âçÿâ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âåêòîð u0 = (1; 0)
T
, ïðîäåëàòü òðè èòå-

ðàöèè:

à) ñòåïåííîãî ìåòîäà uk+1 = Auk;

á) îáðàòíîãî ñòåïåííîãî ìåòîäà Auk+1 = uk;

â) îáðàòíîãî ñòåïåííîãî ìåòîäà ñî ñäâèãîì (A − αE)uk+1 = uk, ãäå âåëè÷èíà

ñäâèãà α = (u0,Au0)/‖u0‖2. Ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû.
6.11. Ìåòîäîì èñ÷åðïûâàíèÿ ïðè p = 4 íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A =













p 1 0 0

1 p 1 0

0 1 p 1

0 0 1 p













.

6.12. Ìåòîäîì âðàùåíèé ßêîáè íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå

âåêòîðû ìàòðèöû A =







1 1 3

1 5 1

3 1 1






.

6.13. Ìåòîäîì âðàùåíèé ßêîáè ïðè p = 4 íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîá-

ñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A =













p 1 1 1

1 p 1 1

1 1 p 1

1 1 1 1













.
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6.14. Ìåòîäîì âðàùåíèé �èâåíñà ïîëó÷èòü QR-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû

A =







180 24 190

240 157 45

225 230 425






.

6.15. Ïóñòü Q1 è Q2 � îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû. Ïîêàçàòü, ÷òî Q1Q2 � îðòîãî-

íàëüíàÿ ìàòðèöà.

6.16. Èñïîëüçóÿ ìåòîä îòðàæåíèé, íàéòè QR-ðàçëîæåíèÿ ìàòðèö:

à) A =







2 −4 0

2 1 0

1 3 15






; á) A =







1 1 2

2 −1 −1

2 −4 5






.

6.17. Ïîêàçàòü, ÷òî â ìàòðèöå A =

(

α γ

γ β

)

áëèæàéøåå ê ýëåìåíòó β ñîáñòâåí-

íîå çíà÷åíèå íàõîäèòñÿ ïî �îðìóëå

λ = β − γ2

δ + sign(δ)
√

δ2 + γ2
, δ =

α− β

2

.

6.18. Íà÷àâ ñ âåêòîðà q1 = (0, 1, 0), ìåòîäîì Ëàíöîøà ïðèâåñòè ê òðåõäèàãî-

íàëüíîé �îðìå ìàòðèöó A =







2 3 4

3 1 −1

4 −1 2






.

6.19. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû A = (aij) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

λmin(A) ≤ min

1≤i≤n
aii; λmax(A) ≥ max

1≤i≤n
aii.

6.20. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A � ñèììåòðè÷åñêàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ

ìàòðèöà, à B � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, òî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàò-

ðèöû AB ïîëíà.

6.21. Ïóñòü A � ñèììåòðèçóåìàÿ ìàòðèöà, ò. å. ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ

ìàòðèöà Q òàêàÿ, ÷òî QAQ−1
� ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà. Äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A ïîëíà.

6.22. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A,B � ñèììåòðè÷åñêèå, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå

è êîììóòèðóþùèå ìàòðèöû, òî ìàòðèöà AB ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

6.23. Ïóñòü äàíà âåùåñòâåííàÿ n× n ìàòðèöà

A(a, b) =























a b 0 0 . . . 0

b a b 0 . . . 0

0 b a b . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . b a b

0 0 . . . 0 b a























.
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a) äëÿ ìàòðèöû A(a, b) íàéòè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòî-

ðû;

á) äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà A(a, b) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà a− 2|b|cos π

n + 1

> 0.
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Îòâåòû, óêàçàíèÿ, ðåøåíèÿ

�ëàâà 1

1.1. Ïîëàãàÿ

ϕ(x) = x− f(x)
x− a

f(x)− f(a)
,

ìåòîä õîðä ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè xk+1 = ϕ(xk). Âáëèçè

êîðíÿ x∗
óðàâíåíèÿ f(x) = 0 ìîæíî çàïèñàòü

ϕ(x) = ϕ(x∗
) + ϕ′

(x∗
)(x− x∗

) + ϕ′′
(x∗

+ θ(x− x∗
))

(x− x∗
)
2

2

, 0 < θ < 1,

îòêóäà, ïîëàãàÿ x = xk, íàõîäèì

xk+1 = x∗
+ ϕ′

(x∗
)(xk − x∗

) + ϕ′′
(x∗

+ θ(xk − x∗
))(xk − x∗

)
2/2.

Òàê êàê

ϕ′
(x∗

) = 1 +

f ′
(x∗

)

f(a)
(x∗ − a) =

1

f(a)

[

f(x∗
) + f ′

(x∗
)(a− x∗

) +

+f ′′
(ξ)

(a− x∗
)
2

2

+ f ′
(x∗

)(x∗ − a)
]

=

f ′′
(ξ)

f(a)

(a− x∗
)
2

2

, ξ ∈ [a, x∗
],

òî, âûáèðàÿ xk äîñòàòî÷íî áëèçêèì ê x∗
, ìîæíî îáåñïå÷èòü |ϕ′

(x∗
)| < 1 è ïîëó÷èòü

ëèíåéíóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà õîðä.

1.2. Ìåòîä èìååò ëèíåéíóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.

1.3. Ïóñòü ϕ(x) = x− f(x)/f ′
(x). Òîãäà â îêðåñòíîñòè êîðíÿ x∗

èìååì

ϕ(x) = ϕ(x∗
) + ϕ′

(x∗
)(x− x∗

) + ϕ′′
(ξ)(x− x∗

)
2/2.

Ïîëàãàÿ çäåñü x = xk, ïîëó÷àåì

xk+1 = x∗
+ ϕ′

(x∗
)(xk − x∗

) + ϕ′′
(ξ)(xk − x∗

)
2/2.

Âáëèçè êîðíÿ x∗
èìååì f(x) ≈ C(x− x∗

)
m
, ãäå C = const, è

ϕ′
(x) =

f(x)f ′′
(x)

[f ′
(x)]2

≈ C(x− x∗
)
mCm(m− 1)(x− x∗

)
m−2

C2m2
(x− x∗

)
2m−2

=

m− 1

m
.
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Ïîýòîìó

|xk+1 − x∗|
|xk − x∗| ≈ m− 1

m
.

Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷åì âûøå êðàòíîñòü êîðíÿ x∗
, òåì ìåäëåííåå

áóäåò ñõîäèìîñòü.

1.4. Çàïèøåì èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â �îðìå Íüþòîíà (ñì. ãë. 2)

L2(x) = f(xk) + (x− xk)f [xk, xk−1] + (x− xk)(x− xk−1)f [xk, xk−1, xk−2].

Ïðèðàâíèâàÿ åãî íóëþ, ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå aw2
+ bw + c = 0, ãäå

w = x−xk, a = f [xk, xk−1, xk−2], b = a(xk−xk−1)+f [xk, xk−1], c = f(xk). Òîò èç äâóõ

êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûé ìåíüøå ïî ìîäóëþ, îïðåäåëÿåò íîâîå

ïðèáëèæåíèå xk+1 = xk + w. Äëÿ íà÷àëà ñ÷åòà âûáèðàþò êàêèå-òî òðè ïåðâûõ

ïðèáëèæåíèÿ x0, x1, x2. �àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü â ìåòîäå

ñåêóùèõ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âáëèçè ïðîñòîãî êîðíÿ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

|xk+1 − x∗| ≈
∣

∣

∣

f ′′′
(x∗

)

6f ′
(x∗

)

∣

∣

∣

0,42

|xk − x∗|1,84.

Äëÿ êðàòíûõ êîðíåé ýòîò ìåòîä èìååò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè p = 1, 23.

1.5. à) |ϕ′
(x)| = cos

−2
(x) ≥ 1 � ìåòîä ðàñõîäèòñÿ.

á) |ϕ′
(x)| = [1 + (1 + x)2]−1 ≤ 1 � ìåòîä ñõîäèòñÿ.

Ñëåäóåò âûáðàòü âòîðîå âûðàæåíèå.

1.6. Ïóñòü x∗
� òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ f(x) = 0. Òîãäà

wk+1 = xk+1 − x∗
= xk −

f(xk)

f ′
(xk)

− x∗
=

wkf
′
(xk)− f(xk)

f ′
(xk)

,

0 = f(x∗
) = f(xk − wk) = f(xk)− wkf

′
(xk) +

1

2

f ′′
(ξk)w

2
k.

Îòñþäà

wk+1 =
1

2

f ′′
(ξk)

f ′
(xk)

w2
k.

Òàê êàê f ′
(x)f ′′

(x) > 0, òî èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïîñòðîåííàÿ ïî

ìåòîäó Íüþòîíà, ìîíîòîííî óáûâàåò è ñõîäèòñÿ ê êîðíþ x∗
.

1.7. xk+1 =
1

2

(

xk +
9

xk

)

, k = 0, 1, . . . ,. Ìåòîä ñõîäèòñÿ, åñëè x0 6= 0.

1.8. Ïîëàãàÿ ϕ(x) = x− τf(x), èìååì

xk+1 − x∗
= ϕ′

(x∗
)(xk − x∗

) + ϕ′′
(ξ)(xk − x∗

)/2, ξ ∈ [xk, x
∗
].

Òàê êàê minτ |ϕ′
(x∗

)| äîñòèãàåòññÿ ïðè 1− τm = −(1 − τM), òî îòñþäà ïîëó÷àåì

τopt = 2/(m+M). Â ýòîì ñëó÷àå |ϕ′
(x∗

)| < 1 è ìåòîä ðåëàêñàöèè èìååò ëèíåéíóþ

ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè.
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1.9. x = 16, 21.

1.10. a) Ïîëîæèì f1(x, y) = sin(x+1)−y, f2(x, y) = x2
+y2−1. Òîãäà ðàñ÷åòíûå

�îðìóëû ìåòîäà Íüþòîíà ïðèíèìàþò âèä:

xk+1 = xk − J−1
k [2ykf1(xk, yk) + f2(xk, yk)],

yk+1 = yk − J−1
k [cos(xk + 1)f2(xk, yk)− 2xkf1(xk, yk)],

Jk = 2[xk + yk + yk cos(xk + 1)].

á) Ïîëàãàÿ f1(x, y) = (x− 0, 5)2 + 0, 5− y, f2(x, y) = x2
+ y2 − 1, ïîëó÷àåì

xk+1 = xk − J−1
k [2ykf1(xk, yk) + f2(xk, yk)],

yk+1 = yk − J−1
k [(xk − 0, 5)f2(xk, yk)− 2xkf1(xk, yk)],

Jk = 2(xk − yk + 2xkyk).

1.11. Ïóñòü (x∗, y∗) � òî÷íîå ðåøåíèå íàøåé ñèñòåìû. Òîãäà ïî �îðìóëå Òåé-

ëîðà äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåì

x∗ − xk+1 =
∂ϕ1(ξ1,k, η1,k)

∂x
(x∗ − xk) +

∂ϕ1(ξ1,k, η1,k)

∂y
(y∗ − yk),

y∗ − yk+1 =
∂ϕ2(ξ2,k, η2,k)

∂x
(x∗ − xk) +

∂ϕ2(ξ2,k, η2,k)

∂y
(y∗ − yk),

ãäå òî÷êè (ξ1,k, η1,k) è (ξ2,k, η2,k) ëåæàò íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì òî÷êè (x∗, y∗) è

(xk, yk).

Â ìàòðè÷íîé �îðìå ýòè óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä

(

x∗ − xk+1

y∗ − yk+1

)

=







∂ϕ1(ξ1,k, η1,k)

∂x

∂ϕ1(ξ1,k, η1,k)

∂y
∂ϕ2(ξ2,k, η2,k)

∂x

∂ϕ2(ξ2,k, η2,k)

∂y







(

x∗ − xk

y∗ − yk

)

.

Îòñþäà

|x∗ − xk+1|+ |y∗ − yk+1| ≤
[∣

∣

∣

∂ϕ1

∂x

∣

∣

∣
+

∣

∣

∣

∂ϕ2

∂x

∣

∣

∣

]

|x∗ − xk|+
[∣

∣

∣

∂ϕ1

∂y

∣

∣

∣
+

∣

∣

∣

∂ϕ2

∂y

∣

∣

∣

]

|y∗ − yk|.

Åñëè òåïåðü

∣

∣

∣

∂ϕ1

∂x

∣

∣

∣
+

∣

∣

∣

∂ϕ2

∂x

∣

∣

∣
< 1 è

∣

∣

∣

∂ϕ1

∂y

∣

∣

∣
+

∣

∣

∣

∂ϕ2

∂y

∣

∣

∣
< 1,

òî

|x∗ − xk+1|+ |y∗ − yk+1| < |x∗ − xk|+ |y∗ − yk|.
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�ëàâà 2

2.1. Ïî îïðåäåëåíèþ ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé ïîëó÷àåì

f [xi, xi+1, . . . , xi+n+1] =

f [xi+1, . . . , xi+n+1]− f [xi, . . . , xi+n]

xi+n+1 − xi
=

=

0− 0

xi+n+1 − xi
= 0.

2.2. Çàïèøåì äâà ñîñåäíèõ ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà â �îðìå Íüþòîíà

Li,n+1(x) = fi+1 + f [xi+1, xi+2] + . . .+

+f [xi+1, . . . , xi+n, xi+n+1](x− xi+1) . . . (x− xi+n),

Li,n+1(x) = fi+1 + f [xi+1, xi+2] + . . .+

+f [xi+1, . . . , xi+n, xi](x− xi+1) . . . (x− xi+n),

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ñèììåòðèè ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé, ïîëó÷àåì

Li+1,n+1(x) − Li,n+1(x) =

= (f [xi+1, . . . , xi+n+1]− f [xi, . . . , xi+n])(x− xi+1) . . . (x− xi+n) =

= (xi+n+1 − xi)f [xi, . . . , xi+n+1](x− xi+1) . . . (x− xi+n).

2.3. Òàê êàê ïî óñëîâèþ çàäà÷è ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè ïîðÿäêà n + 1 ðàâíû

íóëþ, òî èç çàäà÷è 2.2 ñëåäóåò, ÷òî

Li+1,n+1(x) ≡ Li,n+1(x), i = 0, 1, . . . , N − n− 1.

Ïîýòîìó Li,n+1(xj) = fj, j = 0, 1, . . . , N .

2.4. Ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà, èíòåðïîëèðóþùèé äàííûå (xi, fi), i = 0, 1, . . . , N ,

ïðèíÿòî çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

LN (x) =

N
∑

i=0

fili(x), li(x) =
ωN(x)

(x− xi)ω
′

N(xi)
, ωN(x) =

N
∏

i=0

(x− xi).

Òàê êàê

∑N
i=0 li(x) ≡ 1, ýòó �îðìóëó ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

LN (x) =

∑N
i=0 fili(x)
∑N

i=0 li(x)
=

∑N
i=0 fi[(x− xi)ω

′

N(xi)]
−1

∑N
i=0[(x− xi)ω

′

N(xi)]
−1

=

∑N
i=0wifi/(x− xi)
∑N

i=0wi/(x− xi)
,

ãäå wi = 1/ω′

N(xi).

2.5. à) Òàáëèöà ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé:
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xi fi f [xi, xi+1] f [xi, xi+1, xi+2] f [xi, . . . , xi+3]

0 1

1 0 −1
2 −1 −1 0

3 0 1 1 1/3

á) L3(x) = 1− x+ x(x− 1)(x− 2)/3.

â) L3(1, 5) = −5/8, L′

3(1, 5) = −13/12.

ã) f(1, 5)− L3(1, 5) ≈ −0, 082, f ′
(1, 5)− L′

3(1, 5) ≈ −0, 027.

2.6. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà P4(x) = a0 + a1x+ a2x
2
+ a3x

3
+ a4x

4
èìååì

∆
2P4(x) = 2a2 + 6(1 + x)a3 + (14 + 24x+ 12x2

)a4,

∆
3P4(x) = 6a3 + (36 + 24x)a4, ∆

4P5(x) = 24a4.

Òàê êàê ∆
2P4(0) = 0, ∆

3P4(0) = 6, ∆
4P4(0) = 24, òî a4 = 1, a3 = −5 è a2 = 8.

Ïîýòîìó

∆
2P4(x) = −6x+ 12x2

è ∆
2P4(10) = 1140.

2.7. Ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.6.

2.8. Ñîãëàñíî îöåíêå

E = |f(x)− L1(x)| ≤
h2

8

‖f ′′‖C =

1

8N2
‖f ′′‖C ≤ ε, 0 ≤ x ≤ 1

ïîëó÷àåì à) E ≤ π2/200; á) N ≥ π/
√
8ε.

2.9. Ñîãëàñíî îöåíêå

|f ′
(x)− L′

1(x)| ≤
h

2

M +

2ε

h
= ϕ(h, ε), M = ‖f ′′‖C , 0 ≤ x ≤ π

ïîëó÷àåì h = π/N = (ε/M)
1/2 ≈ 0, 0707 è N = 45.

2.10. Ôóíêöèþ BL
3 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

BL
3 (x) =























ωk,3(x)

xω′

k,3(0)
, k ≤ x ≤ k + 1,

k = −2,−1, 0, 1,

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

ωk,3(x) =

k+2
∏

j=k−1

(x− j).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî �óíêöèÿ BL
3 îáðàçîâàíà ÷åòûðüìÿ êóáè÷åñêèìè �óí-

äàìåíòàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè Ëàãðàíæà è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì
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BL
3 (±2) = BL

3 (±1) = 0, BL
3 (0) = 1. Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííóþ �îðìóëó, ïîëó÷àåì

1
∑

k=−2

BL
3 (x+ k + j) =

1
∑

k=−2

ωk,3(x+ k + j)

(x+ k + j)ω′

k,3(k + j)
≡ 1, j ≤ x ≤ j + 1.

Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèè BL
3 îáðàçóþò ðàçáèåíèå åäèíèöû íà âñåé îñè. Äîêàçà-

òåëüñòâî ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè �óíêöèé BL
3 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðå-

ìû 2.6.

2.11. Ñîãëàñíî îöåíêå

E = |f(x)− L3,i(x)| ≤
9h4

384

‖f (4)‖C ≤ 9

384

(

3

N

)4

≤ ε = 10
−6

ïîëó÷àåì N ≥ 38. Ïðè N = 5 èìååì E < 0, 0031.

2.12. Ñâîéñòâà �óíêöèè B3 ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

2.13. S(0, 5) = 5/8.

2.14. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óñëîâèÿ ñòûêîâêè ñîñåäíèõ ìíîãî÷ëåíîâ:

p
(r)
i−1(xi − 0) = p

(r)
i (xi + 0), r = 0, 1, 2.

2.15. Íåò, íåëüçÿ.

2.16. Äà, ñîâïàäàåò.

2.17. Ôóíêöèÿ S äâàæäû íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà è íà êàæäîì ïîäîò-

ðåçêå [xi, xi+1] ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì, ò. å. îíà ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêèì

ñïëàéíîì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèè xα
,

α = 0, 1, 2, 3, (x− xi)
3
+, i = 1, 2, . . . , N − 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû è îáðàçóþò áàçèñ â

ïðîñòðàíñòâå êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ èç C2
ñ óçëàìè xi, i = 1, 2, . . . , N − 1.

2.18. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 2.2.

2.19. Òàê êàê ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ðàâíû íóëþ, òî èç

çàäà÷è 2.18 ñëåäóåò, ÷òî Pi,3(x) ≡ Pi+1,3(x), i = 0, 1, . . . , N−4. Ïîýòîìó Pi,3(xj) = fj

äëÿ âñåõ j.

2.20. Ïàðàìåòðè÷åñêèé êóáè÷åñêèé ñïëàéí S(t) = (Sx(t), Sy(t)) èíâàðèàíòåí

îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé ñäâèãà è ðàñòÿæåíèÿ/ñæàòèÿ. Ïîëàãàÿ

˜t = t
√
3/9,

èñõîäíûå äàííûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

i 0 1 2 3

˜ti 0 1/3 2/3 1

xi 1 −1/2 −1/2 1

yi 0

√
3/2 −

√
3/2 0
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Òàê êàê òî÷êè Pi ÿâëÿþòñÿ ðàâíîîòñòîÿùèìè, òî ðàâíîìåðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ

ñîâïàäàåò ñ ïàðàìåòðèçàöèåé ïî ñóììàðíîé äëèíå õîðä.

Ñ ó÷åòîì óñëîâèé ïåðèîäè÷íîñòè Mi+3 = Mi, fi+3 = fi, i = 0, 1 óñëîâèÿ ñòû-

êîâêè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ñïëàéíà äàþò ëèíåéíóþ ñèñòåìó

A ˜M =







4 1 1

1 4 1

1 1 4













˜M1

˜M2

˜M3






=







−2f1 + f2 + f3

f1 − 2f2 + f3

f1 + f2 − 2f3






= f , ˜M =

h2

6

M.

Çàïèñûâàÿ ýòó ñèñòåìó îòäåëüíî äëÿ äàííûõ ïî x è y, ïîëó÷àåì

A ˜Mx = fx è A ˜My = fy,

ãäå fx =
3
2
(1, 1,−1)

T
è fy =

3
√

3
2
(−1, 1, 0)T . �åøàÿ ýòè ñèñòåìû, ïîñëåäîâàòåëüíî

íàõîäèì

˜Mx =
1
12
(5, 5,−7)

T
è

˜My =

√

3
24
(−11, 7, 1)T .

Ïðèâëåêàÿ òåïåðü �îðìóëû äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ ñïëàéí êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëå-

íîâ, äëÿ

˜t ∈ [
˜ti, ˜ti+1] ïîëó÷àåì

Sx(˜t) = xi(1− u) + xi+1u− u(1− u)
[

(2− u) ˜Mx,i + (1 + u) ˜Mx,i+1

]

,

Sy(
˜t) = yi(1− u) + yi+1u− u(1− u)

[

(2− u) ˜My,i + (1 + u) ˜My,i+1

]

,

ãäå u = (
˜t − ˜ti)/h. Ýòî ïîçâîëÿåò âûïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêèé êóáè÷åñêèé ñïëàéí

â ÿâíîì âèäå. Â ÷àñòíîñòè, íàõîäèì Sx(0, 5) = −13/16.

2.21. Ôóíêöèÿ Bj,3 íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà. ßâíàÿ �îðìóëà äëÿ êâàä-

ðàòè÷åñêîãî B-ñïëàéíà èìååò âèä:

Bj,2(x) =























































x− xj

xj+2 − xj

x− xj

xj+1 − xj
ïðè xj ≤ x ≤ xj+1,

x− xj

xj+2 − xj

xj+2 − x

xj+2 − xj+1
+

xj+3 − x

xj+3 − xj+1

x− xj+1

xj+2 − xj+1

ïðè xj+1 ≤ x ≤ xj+2,
xj+3 − x

xj+3 − xj+1

xj+3 − x

xj+3 − xj+2
ïðè xj+2 ≤ x ≤ xj+3,

0 ïðè x ≤ xj èëè x ≥ xj+3.

�ëàâà 3

3.1. I(y) =

N
∑

i=0

(a− yi)
2
,

dI

da
= 2

N
∑

i=0

(a− yi) = 0, a =

1

N + 1

N
∑

i=0

yi.

3.2. y(x) = a + bx, a =

x1y0 − x0y1

x1 − x0

, b =
y1 − y0

x1 − x0

.

3.3. a ≈ 2, 5929, b ≈ −0, 32583, c ≈ 0, 022738.

209



3.4. à) y = 48, 49− 2, 9275x; á) 19 ìàøèí.

3.5. à) η = a+ bξ, ξ = x−1, η = y−1
; á) η = a+ bξ + cξ2, ξ = x−1, η = y.

3.6. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ëîìàíîé óçëû ñãóùàþò â îáëàñòè

¾áîëüøîãî ãðàäèåíòà¿. Ìîæíî ïîëîæèòü, íàïðèìåð, x0 = 0, x1 = 5, x2 = 10,

x3 = 13, x4 = 15.

3.8. x = −1, y =

20

13

.

�ëàâà 4

4.1. f ′′
(
1
2
) = 0, f ′′

(xi) =
1

h2
[f(xi−1)−2f(xi)+f(xi+1)]−

h2

12

f (4)
(ξ), xi−1 ≤ ξ ≤ xi+1,

h2

12

∣

∣f (4)
(ξ)
∣

∣ ≤ π4
√
2

384

≈ 0, 3587.

4.2. s′(ti) = λi
s(ti)− s(ti−1)

hi−1

+ µi
s(ti+1)− s(ti)

hi

, i = 1, 2, . . . , N − 1,

s′(t0) = (1 + µ1)
s(t1)− s(t0)

h0
− µ1

s(t2)− s(t1)

h1
,

s′(tN) = −λN−1
s(tN−1)− s(tN−2)

hN−2
+ (1 + λN−1)

s(tN)− s(tN−1)

hN−1
,

µi = hi−1(hi−1 + hi)
−1, λi = 1− µi, hi = ti+1 − ti;

Âðåìÿ â ñåêóíäàõ 0 3 5 8 10 13

Ñêîðîñòü 79 82,4 74,2 76,8 69,4 71,2

4.3. f ′′′
(xi) =

1

h4

[

f(xi)− 3f(xi + h) + 3f(xi + 2h)− f(xi + 3h)
]

= f ′′′
(xi + 3h).

4.4. h =
3

√

24ε/M , M = max

xi−1≤x≤xi+1

|f (4)
(x)|, ε = max(|εi−1|, |εi|, |εi+1|).

4.5. a) Ñîñòàâíîå ïðàâèëî ïðÿìîóãîëüíèêîâ òðåáóåò h < 0, 03098 è N ≥ 64.

Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå 0,405460.

á) Ñîñòàâíîå ïðàâèëî òðàïåöèé òðåáóåò h < 0, 04382 è N ≥ 46. Ïðèáëèæåííîå

çíà÷åíèå 0,405471.

â) Ñîñòàâíîå ïðàâèëî Ñèìïñîíà òðåáóåò h ≤ 0, 44267 è N ≥ 6. Ïðèáëèæåííîå

çíà÷åíèå 0,405466.

4.6. Â ñëó÷àå ïðàâèëà òðàïåöèé ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ: à) 0,265625;

á)−0,2678571; â) 0,2280741; ã) 0,1839397; ä)−0,8666667; å)−0,6166667; æ) 0,2180895;
ç) 4,1432597.

Ïðàâèëî Ñèìïñîíà äàåò: à) 0,1940104; á)−0,2670635; â) 0,1922453; ã) 0,16240168;
ä) −0,7391053; å) −0,5518759; æ) 0,1513826; ç) 2,5836964.

4.7. |R3,i(f)| ≤
h5

6480

max

xi≤x≤xi+1

|f (4)
(x)|.
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4.8. Äàííàÿ êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòóðíîé �îðìóëîé �àóññà,

òî÷íîé íà êóáè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ.

4.9. c0 =
1
4
, c1 =

3
4
, x1 =

2
3
. Ôîðìóëà òî÷íà íà ìíîãî÷ëåíàõ âòîðîé ñòåïåíè.

4.10. c1 =
1
2
, x0 =

1
2
−

√

3
6
, x1 =

1
2
+

√

3
6
. Ôîðìóëà òî÷íà íà êóáè÷åñêèõ ìíîãî-

÷ëåíàõ.

4.11. Äàííàÿ �îðìóëà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòóðíîé �îðìóëîé �àóññà-×åáûøåâà ñ óç-

ëàìè xi = cos(2i − 1)π/6, i = 1, 2, 3 è êîý��èöèåíòàìè ci = π/3. Åå îñòàòî÷íûé

÷ëåí èìååò âèä R3(f) =
π

6!2
5
f (6)

(ξ), ξ ∈ [−1, 1]. Ïîýòîìó �îðìóëà òî÷íà íà ìíî-

ãî÷ëåíàõ ïÿòîé ñòåïåíè.

4.12.

4

3

[2f(−1)− f(0) + 2f(1)].

4.13. 3,28968.

4.14. Àäàïòèâíûå êâàäðàòóðíûå �îðìóëû äàþò:

∫ 2

0,1

sin

1

x
dx = 1, 1454 è

∫ 2

0,1

cos

1

x
dx = 0, 67378.

�ëàâà 5

5.1. Ïåðåñòàíîâêà ñòðîê (ñòîëáöîâ) êâàäðàòíîé ìàòðèöû A äîñòèãàåòñÿ óìíî-

æåíèåì åå íà ìàòðèöó ïåðåñòàíîâîê ñëåâà (ñïðàâà). Íîðìà ïîñëåäíåé ðàâíà 1.

5.2. Îáîçíà÷èì ‖x‖A = (Ax,x). Ïîêàæåì âûïîëíåíèå àêñèîì:

1. ‖x‖A ≥ 0 è ‖x‖A = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = 0;

2. ‖λx‖A = |λ| ‖x‖A;
3. ‖x+ y‖A ≤ ‖x‖A + ‖y‖A.

Ïåðâàÿ àêñèîìà âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó óñëîâèÿ A > 0. Âòîðàÿ àêñèîìà ñëåäóåò

èç ëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Äîêàæåì òðåòüþ àêñèîìó.

Ïîñêîëüêó A = AT > 0, òî ìàòðèöà A èìååò ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ

u1,u2, . . . ,un , îáðàçóþùèõ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â IR
n
è îòâå÷àþùèõ ñîá-

ñòâåííûì çíà÷åíèÿì 0 < λ1 < λ2 < . . . < λn. Òîãäà, ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì

Áóíÿêîâñêîãî, èìååì

(Ax,y) =

(

A

n
∑

i=1

αiui,

n
∑

i=1

βiui

)

=

n
∑

i=1

λiαiβi ≤
(

n
∑

i=1

λiα
2
i

)1/2( n
∑

i=1

λiβ
2
i

)1/2

=

=

(

n
∑

i=1

λi(αiui, αiui)

)1/2( n
∑

i=1

λi(βiui, βiui)

)1/2

= (Ax,x)1/2(Ay,y)1/2,

è ïîýòîìó

(A(x + y),x+ y) = (Ax,x) + (Ax,y) + (Ay,x) + (Ay,y) ≤
≤ (Ax,x) + 2(Ax,x)1/2(Ay,y)1/2 + (Ay,y) =

(

(Ax,x)1/2 + (Ay,y)1/2
)2
.
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Îòñþäà ñëåäóåò âûïîëíåíèå òðåòüåé àêñèîìû.

5.3. Ïóñòü λ � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A. Åñëè λ � âåùåñòâåííîå ÷èñëî,

òî åìó ñîîòâåòñòâóåò âåùåñòâåííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð v. Òîãäà

‖A‖ = sup

u∈IRn, u6=0

‖Au‖
‖u‖ ≥ ‖Av‖

‖v‖ =

‖λv‖
‖v‖ = |λ|, ò. å. |λ| ≤ ‖A‖.

Ïóñòü òåïåðü èìååì êîìïëåêñíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ = α+ iβ è åìó ñîîò-

âåòñòâóåò êîìïëåêñíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð u = w+ iv, ãäå w è v � âåùåñòâåííûå

âåêòîðà. Òîãäà

Au = Aw + iAv = (α+ iβ)(w + iv) = αw− βv + i(βw + αv),

ò. å. Aw = αw − βv, Av = βw + αv. Äîìíîæàÿ ïåðâîå èç ýòèõ ðàâåíñòâ íà α

à âòîðîå íà β è ñêëàäûâàÿ èõ, ïîëó÷àåì A(αw + βv) = (α2
+ β2

)w. Àíàëîãè÷íî

íàõîäèì A(αv− βw) = (α2
+ β2

)v.

Îáîçíà÷èì ρ2 = α2
+ β2

. Òîãäà

ρ2‖w‖ = ‖A(αw+ βv)‖ ≤ ‖A‖ ‖αw+ βv‖ ≤
≤ ‖A‖(|α| ‖w‖+ |β| ‖v‖) ≤ ρ‖A‖(‖w‖+ ‖v‖).

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì ρ2‖v‖ ≤ ρ‖A‖(‖w‖+ ‖v‖). Òîãäà

ρ2(‖w‖+ ‖v‖) ≤ 2ρ‖A‖(‖w‖+ ‖v‖)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ρ ≤ 2‖A‖, ãäå ρ = |λ| =
√

α2
+ β2

. Ïîñêîëüêó λk
� ñîáñòâåííîå

çíà÷åíèå ìàòðèöû Ak
, k ≥ 1, òî ‖Ak‖ ≥ |λ|k/2 è ‖Ak‖1/k ≥ |λ|/21/k. Ïî ñâîéñòâó

íîðìû ‖Ak‖ ≤ ‖A‖k è, ñëåäîâàòåëüíî, ‖A‖ ≥ |λ|/21/k. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïî

k → ∞, èìååì ‖A‖ ≥ |λ|.
5.4. maxi x

2
i ≤

∑n
i=1 x

2
i ≤

(
∑n

i=1 |xi|
)2
.

5.5. ‖Q‖2 = sup

x 6=0

‖Qx‖2
‖x‖2

= sup

x 6=0

(xTQTQx)1/2

‖x‖ = 1. Àíàëîãè÷íî èìååì ‖QT‖2 = 1.

Ïîýòîìó cond2(Q) = ‖Q‖2 ‖QT‖2 = 1.

5.6. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìàòðèöà âûðîæäåíà, ò. å. det(A) = 0, òî îäíîðîä-

íàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ax = 0 èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå x = (x1, x2, . . . , xn)
T

è

∑

j aijxj = 0, i = 1, 2, . . . , n. Ïóñòü |xk| ≥ |xi| äëÿ âñåõ i. Òîãäà èç k-ãî óðàâíåíèÿ

ñëåäóåò

|akk| |xk| ≤
∑

j 6=k

|akj| |xj| ≤ |xk|
∑

j 6=k

|akj|,

ò. å. |akk| ≤
∑

j 6=k |akj|, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.
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5.7. Ñëåäóÿ [2℄, áóäåì èñêàòü èíòåðåñóþùóþ íàñ ìàòðèöó â âèäå

A =

(

a b

c d

)

, cond2(A) =

√

max1≤i≤n σi

min1≤i≤n σi

,

ãäå σi � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû

B = ATA =

(

a2 + c2 ab+ cd

ab+ cd b2 + d2

)

.

Ïóñòü tr(B) � ñëåä ìàòðèöû B, ò. å. ñóììà åå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, à det(B)

� îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû B. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû B

σ2 − tr(B)σ + det(B) = 0

èìååò êîðíè

σ1,2 =
1

2

[

tr(B)±
√

tr
2
(B)− 4det(B)

]

.

Òàê êàê tr(B) > 0, òî

cond2(A) =

√

tr(B) +

√

tr
2
(B)− 4det(B)

tr(B)−
√

tr
2
(B)− 4det(B)

=

tr(B) +

√

tr
2
(B)− 4det(B)

√

4det(B)

=

=

tr(B)

2

√

det(B)

+

√

tr
2
(B)

4det(B)

− 1.

Òàêèì îáðàçîì, cond2(A) → max, åñëè tr
2
(B)/det(B) → max. Ïîñêîëüêó

tr
2
(B) = (a2 + b2 + c2 + d2)2, det(B) = (a2 + c2)(b2 + d2)− (ab+ cd)2 =

= a2d2 + b2c2 − 2abcd = (ad− bc)2 =

∣

∣

∣

∣

∣

a b

c d

∣

∣

∣

∣

∣

2

,

òî íàì íàäî ìàêñèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó

(a2 + b2 + c2 + d2)

∣

∣

∣

∣

∣

a b

c d

∣

∣

∣

∣

∣

−1

.

Èòàê, ðåøàåì çàäà÷ó

∣

∣

∣

∣

∣

a b

c d

∣

∣

∣

∣

∣

= ±1, a2 + b2 + c2 + d2 → max .

Â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ëþáîé èç ìàòðèö

A1 =

(

n+ 2 n+ 1

n+ 1 n

)

, A2 =

(

n+ 1 n+ 2

n n+ 1

)

,
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A3 =

(

n+ 1 n

n+ 2 n+ 1

)

, A4 =

(

n n+ 1

n+ 1 n+ 2

)

.

5.8. cond2(A+ τE) = (λn + τ)/(λ1 + τ) = 1 + (λn − λ1)/(λ1 + τ).

5.9. Ìàòðèöà ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïëîõîîáóñëîâëåííîé ñ cond(A) ≈ 198
2
. Ïî-

ýòîìó èç ìàëîñòè íåâÿçêè íå ñëåäóåò ìàëîñòü îøèáêè. Òàê êàê òî÷íîå ðåøåíèå

x∗
= (1; 1)

T
, òî ëó÷øèé ðåçóëüòàò äàåò êîìïüþòåð AMD64.

5.10. Çíà÷åíèÿ äåòåðìèíàíòà det(A), ïîëó÷àåìûå ïî �îðìóëàì (1.12) è (1.15),

îòëè÷àþòñÿ çíàêîì, ÷òî âûçâàíî ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê ïðè ãàóññîâîì èñêëþ÷åíèè

ñ âûáîðîì âåäóùåãî ýëåìåíòà ïî ñòîëáöó.

5.11. à) Êîý��èöèåíòû â ïåðâîé ñòðîêå ¾ñòðåëîâèäíîé¿ ìàòðèöû çàíóëÿåì,

èñïîëüçóÿ ñòðîêè ñ ïîñëåäíåé ïî âòîðóþ; â ðåçóëüòàòå ìàòðèöà ïðèâîäèòñÿ ê íèæ-

íåé òðåóãîëüíîé �îðìå;

á) èñïîëüçóÿ ñòðîêè ñî âòîðîé ïî ïðåäïîñëåäíþþ, èñêëþ÷àåì ¾ïðîìåæóòî÷-

íûå¿ êîý��èöèåíòû â ïåðâîé è ïîñëåäíåé ñòðîêàõ; óíè÷òîæàÿ çàòåì êîý��èöè-

åíòû ïîñëåäíåãî ñòîëáöà, ïðèâîäèì ìàòðèöó ê íèæíåé òðåóãîëüíîé �îðìå;

â) íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé ñòðîêè, çàíóëÿåì ýëåìåíòû ïîääèàãîíàëè; âîçâðàùàÿñü,

èñêëþ÷àåì ýëåìåíòû ïåðâîãî ñòîëáöà; ïîëó÷àåì ìàòðèöó â âåðõíåé òðåóãîëüíîé

�îðìå.

5.12. a) Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöåé îòðàæåíèÿ íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà ñëåäóþ-

ùåãî âèäà H = E − 2wwT/‖w‖22; âîçüìåì âåêòîð w = (c̄, s̄), c̄ = cos(−ϕ/2),

s̄ = sin(−ϕ/2); òîãäà ‖w‖22 = 1 è

H = E− 2wwT
=

(

1 0

0 1

)

− 2

(

c̄2 −s̄ c̄

−s̄ c̄ s̄2

)

=

(

s̄2 − c̄2 2s̄ c̄

2s̄ c̄ c̄2 − s̄2

)

=

(

−c s

s c

)

,

ãäå s = sinϕ, c = cosϕ;

á) Óìíîæàÿ íà ìàòðèöó îòðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì íóëü â ïîçèöèè (2,1)

H

(

1

1

)

=

(

−c s

s c

)(

1

1

)

=

(

∗
0

)

,

ò. å. s+ c = 0 èëè c = −s = 1/
√
2. Òîãäà

HA = − 1√
2

(

1 1

1 −1

)(

1 2

1 3

)

= − 1√
2

(

2 5

0 −1

)

,

Hb = − 1√
2

(

1 1

1 −1

)(

1

2

)

= − 1√
2

(

3

−1

)

.
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Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

(

2 5

0 −1

)(

x1

x2

)

=

(

3

−1

)

, èìåþùåé ðåøåíèå

x2 = 1 è x1 = −1.

5.13. Òàê êàê

ē2 = He2 =

(

−c s

s c

)(

0

1

)

=

(

s

c

)

, ē1 = He1 =

(

−c s

s c

)(

1

0

)

=

(

−c

s

)

,

òî âåêòîðû e1 è e2 çåðêàëüíî îòðàæàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷å-

ðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è îáðàçóþùåé óãîë ϕ/2 ñ âåêòîðîì e2, è ïåðåõîäÿò â îð-

òîãîíàëüíûå âåêòîðà ē1 è ē2. Òàê êàê äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà x = (x1; x2)
T

èìååì x̄ = Hx = H(x1e1 + x2e2) = x1ē1 + x2ē2, òî âåêòîð x̄ ÿâëÿåòñÿ çåðêàëüíûì

îòðàæåíèåì âåêòîðà x îòíîñèòåëüíî òîé æå ïðÿìîé.

Ïîñêîëüêó

ē1 = Je1 =

(

c s

−s c

)(

1

0

)

=

(

c

−s

)

, ē2 = Je2 =

(

c s

−s c

)(

0

1

)

=

(

s

c

)

,

òî âåêòîðû e1 è e2 ïîâîðà÷èâàþòñÿ íà óãîë ϕ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Ïîýòîìó âåêòîð

x̄ = Jx ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ïîâîðîòà âåêòîðà x íà óãîë ϕ.

5.14. Äëÿ ìàòðèö ïåðåõîäà â ìåòîäàõ ßêîáè è Çåéäåëÿ èìååì:

C
ß

= −D−1
(L+U) =





0 −a12

a11
−a21

a22
0



 , λß1,2 = ±
√

a12a21

a11a22
;

C
Ç

= −(D+ L)−1U =







0 −a12

a11

0

a12a21

a11a22






, λÇ1 = 0, λÇ2 =

a12a21

a11a22
.

5.15. �àññìîòðèì ìàòðèöó A =







2 4 −4

3 3 3

10 10 5






. Òîãäà äëÿ ìàòðèö ïåðåõîäà

â ìåòîäàõ ßêîáè è Çåéäåëÿ ñîîòâåòñòâåííî èìååì:

C
ß

= −







2 0 0

0 3 0

0 0 5







−1





0 4 −4

3 0 3

10 10 0






=







0 −2 2

−1 0 −1

−2 −2 0






,

C
Ç

= −







2 0 0

3 3 0

10 10 5







−1





0 4 −4

0 0 3

0 0 0






=







0 2 −2

0 −2 3

0 0 −2






.
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Òàê êàê det(C
ß

−λE) = −λ3
, det(C

Ç

−λE) = −λ(2+λ)2, òî ìåòîä ßêîáè ñõîäèòñÿ,

à ìåòîä Çåéäåëÿ ðàñõîäèòñÿ.

5.16. �àññìîòðèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

x(k+1)
= x(k) − τk(Ax(k) − b), k = 0, 1, . . . .

Ïóñòü x∗
� òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû Ax = b. Äëÿ ïîãðåøíîñòè w(k)

= x(k) − x∗

ïîëó÷àåì

w(k+1)
= (E− τkA)w(k)

= (E− τkA) . . . (E− τ0A)w(0).

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû u1,u2, . . . ,un ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöûA, ñîîòâåòñòâóþùèå

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1, λ2, . . . , λn, îáðàçóþò áàçèñ â IR
n
. Ïðèw(0)

=

∑n
i=1 c

(0)
i ui

è τk = 1/λk+1, k = 0, 1, . . . , n− 1, íàõîäèì

w(k+1)
=

n
∑

i=1

(1− τkλi) . . . (1− τ0λi)c
(0)
i ui =

n
∑

i=k+2

(

1− λi

λk+1

)

. . .
(

1− λi

λ1

)

c
(0)
i ui.

Òàêèì îáðàçîì, w(n)
= 0, ò. å. ÷åðåç n øàãîâ áóäåò ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå

ñèñòåìû Ax = b.

5.17. Çàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè â ìåòîäå ðåëàêñàöèè

(ωL+D)w(k+1)
=

(

(1− ω)D− ωU
)

w(k).

Óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî íà ìàòðèöó D−1
. Òîãäà ìàòðèöà ïåðåõîäà ïðèíèìàåò âèä

C = (E+ ωD−1L)−1
(

(1− ω)E− ωD−1U
)

.

�àññìîòðèì åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí d(λ) = det(C − λE). Ïî òåîðåìå

Âèåòà èìååì (−1)
nd(0) =

∏n
i=1 λi(C). Òàê êàê òðåóãîëüíûå ìàòðèöûD−1L èD−1U

èìåþò íà äèàãîíàëè íóëè, òî

d(0) = det(C) = (1− ω)n.

Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà ñõîäèìîñòè

1 > max

i
|λi(C)| ≥

∣

∣

n
∏

i=1

λi(C)

∣

∣

1/n
= |det(C)|1/n = |1− ω|.

5.18. Ìàòðèöû ïåðåõîäà â ìåòîäàõ ßêîáè, Çåéäåëÿ è ðåëàêñàöèè:

C
ß

= −D−1
(L+U) =

(

0 −1/4

−1/4 0

)

, λß1,2 = ±1/4;
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C
Ç

= −(D + L)−1U =

(

0 −1/4

0 1/16

)

, λÇ1 = 0, λÇ2 = 1/16;

C
�

= (ωL+D)
−1
[(1− ω)D− ωU] =

(

1− ω −ω/4

−ω(1− ω)/4 ω2/4 + 1− ω

)

,

ω
îïò

= 8(4−
√
15), λ� = ω

îïò

− 1 = 31− 8

√
15 ≈ 0, 0161 ≈ 1/62.

5.19. 1) 0 < τ < 1/4, 9; 2) 0 < τ < 2/9; 3) 0 < τ < 0, 5; 4) 0 < τ < 0, 4.

5.20. Ìàòðèöà ïåðåõîäà â ìåòîäå ßêîáè C = D−1
(L+U) äëÿ ìàòðèö A1 è A2

èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: λ1,2(C1) = ±1/4, λ1,2(C2) = ±1/2, ò. å. ìåòîä ßêîáè

ñõîäèòñÿ áûñòðåå äëÿ ìàòðèöû ñ ìåíüøèì äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì.

5.21. Ïåðåïèøåì ìåòîä îòíîñèòåëüíî ïîãðåøíîñòè w(k)
= x(k) − x∗

â âèäå

(E+ ατA)w(k+1)
=

(

E− (1− α)τA
)

w(k).

Èñïîëüçóÿ ñîâïàäåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèö ñëåâà è ñïðàâà, âûðàçèì ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ïåðåõîäà C ÷åðåç ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A:

λ(C) =

1− (1− α)τλ

1 + ατλ
.

Òîãäà èç óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà |λ(C)| < 1 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

1− 2

τλ
< 2α èëè α ≥ 1/2.

�ëàâà 6

6.1. â) âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ: 3, [−2; 2], [−7;−5].

6.2. a) ÌàòðèöàA ïîäîáíà âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöå:A = DBD−1
,

ãäå D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè

d11 = 1, dii =

√

a2a3 . . . ai

c1c1 . . . ci−1
, i = 2, 3, . . . , n,

à B � òðåõäèàãîíàëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè:

bii = bi, i = 1, 2, . . . , n, bi,i+1 = bi+1,i =
√
ai+1ci, i = 1, 2, . . . , n− 1.

á) Èç òåîðåìû �åðøãîðèíà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû

A âåðíî íåðàâåíñòâî |λ(A)| ≤ 1. Ñëó÷àé |λ(A)| = 1 ðàññìîòðåí â [12℄.

6.3. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òàê êàê îíà èìå-

åò äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå è åå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ïîëîæèòåëüíû (ñì.

òåîðåìó 6.1).
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6.4. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü Ax ≥ 0, íî ñðåäè êîìïîíåíò âåêòîðà x

åñòü îòðèöàòåëüíûå è |xk| = max1≤i≤n |xi|. Âîçüìåì âåêòîð y = (|xk|; |xk|; . . . ; |xk|)T .
Òàê êàê

n
∑

j=1

aijyj = |xk|
n
∑

j=1

aij > 0, i = 1, 2, . . . , n,

òî Ay > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, A(x+ y) = Ax+Ay > 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû

n
∑

j=1

akj(xj + yj) =

n
∑

j=1

akj(xj + |xk|) ≤ 0.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Ïóñòü òåïåðü Ax = ei, i = 1, 2, . . . , n. Òîãäà x = A−1ei ≥ 0, ò. å. i-é ñòîëáåö

ìàòðèöû A−1
ñîäåðæèò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå êîìïîíåíòû.

6.5. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A + ∆A:

ˆλ = [3 − ε ±
√
1− 838ε+ ε2]/2. Çäåñü

V =

(

9 10

10 11

)

, V−1
=

(

−11 10

10 −9

)

, ‖V‖1 = ‖V−1‖1 = 21, cond1(V) = 441,

‖∆A‖1 = ε. Ïðè ε = 0, 001 èìååì ˆλ ≈ 1, 701; 1, 298. Èçìåíåíèå íà 0, 001 â äâóõ ýëå-

ìåíòàõ ìàòðèöû A äàåò èçìåíåíèå ïðèìåðíî íà 0,3 â îáîèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíè-

ÿõ. Ñîãëàñíî òåîðåìå Áàóåðà-Ôàéêà ïîëó÷àåì îöåíêó |ˆλ−λ| ≤ cond1(V)‖∆A‖1 =
= 441ε = 0, 441.

6.6. Çäåñü |λ2/λ3| = 5, 1/5, 2 ≈ 0, 981 è îøèáêà óáûâàåò î÷åíü ìåäëåííî. Ìàò-

ðèöà B = A − 4E èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

ˆλ1 = −3,
ˆλ2 = 1, 1, ˆλ3 = −3 è

|ˆλ1/ˆλ3| ≈ 0, 325.

6.7. à) λ = 9, 701562; x1 = (−0, 35078; 1, 00000;−0, 35078; 1, 00000)T; á) λ = 11;

x1 = (0;−1; 0; 1)
T
.

6.8. 3,298431.

6.9. Íàõîäèì A5u
(1)
0 =

(

244

−242

)

, A5u
(2)
0 =

(

1

1

)

, A5u
(3)
0 = A5u

(2)
0 +

ε

2

A5u
(1)
0 =

=

(

1

1

)

+

ε

2

(

244

−242

)

. Ìàòðèöà A èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1 = 1, λ2 = 3 è

ñîáñòâåííûå âåêòîðû x1 = (1, 1)T/
√
2, x1 = (1,−1)

T/
√
2. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñ òî÷-

íîñòüþ äî íîðìèðîâêè ïîëó÷åí ñîáñòâåííûé âåêòîð x2, îòâå÷àþùèé ìàêñèìàëü-

íîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ. �îñò âåëè÷èíû ‖A5u
(1)
0 ‖2 îçíà÷àåò íåîáõîäèìîñòü

íîðìèðîâêè ýòîãî âåêòîðà. Âî âòîðîì ñëó÷àå íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì ÿâëÿåò-

ñÿ âåêòîð

√
2x1. Ïîýòîìó A5u

(2)
0 =

√
2u

(2)
0 . Â òðåòüåì ñëó÷àå èìååì ¾ïëîõîå¿

íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, ÷òî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà èòåðàöèé. Ïîëó÷åí-

íîå ïðèáëèæåíèå óæå ¾äîñòàòî÷íî äàëåêî¿ îò ñîáñòâåííîãî âåêòîðà x1, íî åùå

¾íåäîñòàòî÷íî áëèçêî¿ ê ñîáñòâåííîìó âåêòîðó x2.
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6.10. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A: x1 =
1
√

2
(1; 1), x2 =

1
√

2
(1;−1). Ïîëó-

÷àåì a) A3u0 = (76;−49)
T
, èòåðàöèè ñõîäÿòñÿ ê ñîáñòâåííîìó âåêòîðó x2, îò-

âå÷àþùåìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ = 5. á) (A−1
)
3u0 = 15

−3
(76; 49)

T
, A−1

=

=

1

15

(

4 1

1 4

)

, èòåðàöèè ñõîäÿòñÿ ê ñîáñòâåííîìó âåêòîðó x1, îòâå÷àþùåìó ñîá-

ñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ = 3. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ à) è á) íóæíà íîðìèðîâêà. â) α = 4,

B = B−1
= A− 4E =

(

0 −1

−1 0

)

, ìåòîä öèêëèò.

6.11. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû (p − λ)4 − 3(p − λ)2 + 1 = 0.

Ìàòðèöà A èìååò ïðîñòûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

λ1,4 = p±

√

3 +

√
5

2

; λ2,3 = p±

√

3−
√
5

2

.

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A:

e1,4 =
1

√

5 +

√
5

(

1;±1 +

√
5

2

;

1 +

√
5

2

;±1

)

;

e2,3 =
1

√

5 +

√
5

(

1 +

√
5

2

;±1;−1;∓1 +

√
5

2

)

;

(ei, ej) = 0 ïðè i 6= j; è (ei, ei) = 1.

6.12. Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ìàòðèöû A ê äèàãîíàëüíîìó âèäó òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü

òîëüêî äâà øàãà ìåòîäà âðàùåíèé ßêîáè. Ìàòðèöû âðàùåíèé:

R1 =













1√
2

0

1√
2

0 1 0

− 1√
2

0

1√
2













, R2 =













1 0 0

0

2√
6

− 1√
3

0

1√
3

2√
6













, λ1 = −2, λ2 = 6, λ3 = 3.

6.13. Ìàòðèöà A èìååò êðàòíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1 = λ2 = λ3 = p − 1;

λ4 = p + 3. Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû è îáðàçóþò

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â IR
4
:

e1 =

1√
2

(

1;−1; 0; 0

)

; e2 =
1√
6

(

− 1;−1; 2; 0

)

;

e3 =

1√
12

(

− 1;−1;−1; 3

)

; e4 =
1

2

(

1; 1; 1; 1

)

.

6.14. R1 =
1

5







3 4 0

−4 3 0

0 0 5






, R2 =

1

5







4 0 3

0 5 0

−3 0 4






, R3 =

1

5







5 0 0

0 3 4

0 −4 3






,
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Q = RT
1R

T
2R

T
3 =

1

125







60 −96 53

80 −3 −96

75 80 60






, R = 125







3 2 3

0 1 1

0 0 2






.

6.15. Q1Q2Q
T
2Q

T
1 = E, ò. å. (Q1Q2)

−1
= QT

2Q
T
1 = (Q1Q2)

T
.

6.16. à) H1 =
1

15







−10 −10 −5

−10 11 −2

−5 −2 14






, H2 =

1

5







5 0 0

0 −3 −4

0 −4 3






,

Q = H1H2 =
1

3







−2 2 1

−2 −1 −2

−1 −2 2






, R = H2H1A =







−3 1 −5

0 −5 −10

0 0 10






.

á) Q =

1

3







−1 2 2

−2 1 −2

−2 −2 1






, R = 3







−1 1 −1

0 1 −1

0 0 1






.

6.17. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

det(A− λE) = λ2 − 2(β + δ)λ+ αβ − γ2
= 0

èìååò êîðíè λ1,2 = β+ δ±
√

δ2 + γ2
. Áëèæàéøåå ê β ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå âû÷èñ-

ëÿåòñÿ ïî �îðìóëå λ = β + δ − sign(δ)
√

δ2 + γ2
.

6.18. T =







1

√
10 0√

10 −0, 4 3, 2

0 3, 2 4, 4






, Q =

1√
10







1 3 0√
10 0 0

0 −1 3






.

6.19. λmin = min

x 6=0

(Ax,x)

(x,x)
≤ min

1≤i≤n

(Aei, ei)

(ei, ei)
= min

1≤i≤n
(aii),

λmax = max

x 6=0

(Ax,x)

(x,x)
≥ max

1≤i≤n

(Aei, ei)

(ei, ei)
= max

1≤i≤n
(aii),

6.20. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà B èìååò ïîëíóþ ñèñòåìó ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ {ui}. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà x ∈ IR
n
çäåñü èìååì

ABx = AB(

∑

i ciui) = A(

∑

i ciλiui) =

∑

i diAui, ãäå ciλi = di. Òàê êàê ñèììåò-

ðè÷åñêàÿ ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî âåêòîðû Aui áóäóò ëèíåéíî

íåçàâèñèìû è îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû AB.

6.21. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà B = QAQ−1
èìååò ïîëíóþ ñèñòåìó ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ u1,u2, . . . ,un, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííûì çíà-

÷åíèÿì λi, i = 1, 2, . . . , n. Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð x ðàçëîæèì ïî ýòîé ñèñòåìå.

Òîãäà Bx = QAQ−1x = B(

∑n
i=1 ciui) =

∑n
i=1 ciλiui è äëÿ âåêòîðà y = Q−1x ïî-

ëó÷àåì Ay =

∑n
i=1 ciλiQ

−1ui =
∑n

i=1 ciλivi. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ {vi} ìàòðèöû A ïîëíà.
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6.23. à) A = bΛ+ (a + 2b)E, Λ =

















−2 1 0 . . . 0

1 −2 1 . . . 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . 1 −2 1

0 . . . 0 1 −2

















.

Ìàòðèöà Λ èìååò ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:

uk =

(

sin

kπ

n + 1

, . . . , sin
nkπ

n + 1

)T

, λk(Λ) = −4 sin
2 kπ

2(n+ 1)

, k = 1, 2, . . . , n.

Ìàòðèöà A èìååò òå æå, ÷òî è Λ, ñîáñòâåííûå âåêòîðû uk è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

λk(A) = bλk(Λ) + a+ 2b = a+ 2b cos kπ
n+1

.

á) λk(A) = a+ 2b cos kπ
n+1

≥ a− 2|b| cos π
n+1

.
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Ïðèëîæåíèå À

Êðàòêîå ââåäåíèå â Ìàòëàá

Ìàòëàá � ýòî îäíîâðåìåííî ñîâðåìåííûé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ âûñîêîãî

óðîâíÿ, ïàêåò ïðîãðàìì è ñðåäà äëÿ ðåøåíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ

çàäà÷. Íàçâàíèå Ìàòëàá ÿâëÿåòñÿ ñîêðàùåíèåì îò Matrix Laboratory è óêàçûâàåò

íà ñïåöèàëüíóþ îðèåíòèðîâàííîñòü ýòîãî ÿçûêà íà äåéñòâèÿ ñ âåêòîðàìè è ìàòðè-

öàìè. ßâëÿÿñü èíòåðàêòèâíîé ñèñòåìîé êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé, Ìàòëàá äàåò

ïðåêðàñíûå ñðåäñòâà äëÿ îáó÷åíèÿ, íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé è ðåøåíèÿ ïðàêòè÷å-

ñêèõ çàäà÷. Ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè âû÷èñëèòåëüíûìè ñðåäñòâàìè (Ôîðòðàí, Ñ

è äð.) Ìàòëàá èìååò ðÿä ïðåèìóùåñòâ:

• ïðîñòîòà íàïèñàíèÿ ïðîãðàìì íà ÿçûêå âûñîêîãî óðîâíÿ;

• ëåãêîñòü ðàáîòû ñî ñòðóêòóðàìè äàííûõ, â ÷àñòíîñòè, íåò íóæäû îïèñûâàòü

ìàññèâû ïåðåä èõ èñïîëüçîâàíèåì;

• èíòåðàêòèâíûé èíòåð�åéñ, îáåñïå÷èâàþùèé ïðîñòîòó ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðè-

ìåíòîâ è áûñòðóþ îòëàäêó ïðîãðàìì;

• íàëè÷èå âûñîêîêà÷åñòâåííîé ãðà�èêè è ñðåäñòâ âèçóàëèçàöèè;

• Ì-�àéëû (ïðîãðàììû íà Ìàòëàáå) ïîëíîñòüþ ïîðòàáåëüíû äëÿ áîëüøîãî

÷èñëà ïëàò�îðì;

• èíñòðóìåíòàëüíûå ñðåäñòâà Ìàòëàáà äîïóñêàþò ðàñøèðåíèå äëÿ âêëþ÷åíèÿ,

íàïðèìåð, ïðîãðàìì îáðàáîòêè ñèãíàëîâ, ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé è ò. ä.;

• íàëè÷èå â èíòåðíåòå áîëüøîãî ÷èñëà Ì-�àéëîâ, íàïèñàííûõ ðàçëè÷íûìè

ïîëüçîâàòåëÿìè Ìàòëàáà;

• âîçìîæíîñòü äèàëîãà ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè ñèñòåìàìè Maple, Mathad, MS

Exel è äð. ðàñøèðÿåò ñðåäñòâà Ìàòëàáà.

Â ðåçóëüòàòå óêàçàííûõ (è ìíîãèõ äðóãèõ) ïðåèìóùåñòâ Ìàòëàá ÿâëÿåòñÿ îä-

íîé èç íàèáîëåå ìîùíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîëüçóþùåéñÿ áîëüøîé ïîïó-

ëÿðíîñòüþ ó ïîëüçîâàòåëåé.

Ñëåäóåò îäíàêî îòìåòèòü, ÷òî â Ìàòëàáå ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî äâóìåð-

íûå ìàññèâû. Ìàòëàá ðàáîòàåò êàê èíòåðïðåòàòîð à íå òðàíñëÿòîð è, ñëåäîâà-

òåëüíî, ïðîãðàììû íà Ìàòëàáå âûïîëíÿþòñÿ ñóùåñòâåííî ìåäëåííåå, ÷åì ïðî-

ãðàììû íà C, Ôîðòðàíå, Ïàñêàëå è äðóãèõ ÿçûêàõ, èìåþùèõ òðàíñëÿòîðû. Ïî

ýòîé ïðè÷èíå Ìàòëàá î÷åíü óäîáåí äëÿ òåñòîâûõ ðàñ÷åòîâ íî ¾áîëüøèå çàäà÷è

ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè¿ íå ïðîãðàììèðóþò íà Ìàòëàáå.

222



� À.1. Íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ

Íàèëó÷øèé ñïîñîá íàó÷èòüñÿ ðàáîòàòü íà Ìàòëàáå � ïûòàòüñÿ ýêñïåðèìåíòèðîâàòü.

Ïðè ýòîì ñëåäóåò èìåòü â âèäó ñëåäóþùåå:

• âîéäÿ â Ìàòëàá, âû ìîæåòå ïå÷àòàòü íóæíûå âàì êîìàíäû ñðàçó ïîñëå óêà-

çàòåëÿ >> â êîìàíäíîì îêíå;

• çàãëàâíûå è ñòðî÷íûå áóêâû â Ìàòëàáå ðàçëè÷àþòñÿ;

• ïå÷àòü èìåíè ïåðåìåííîé ïðèâîäèò ê âûâîäó íà ýêðàí åå òåêóùåãî çíà÷åíèÿ;
• èñïîëüçîâàíèå òî÷êè ñ çàïÿòîé ¾;¿ â êîíöå êîìàíäû ïîäàâëÿåò âûâîä ðå-

çóëüòàòà íà ýêðàí;

• Ìàòëàá èñïîëüçóåò îáà âèäà ñêîáîê ( ) è [ ], êîòîðûå îäíàêî íå ÿâëÿþòñÿ

âçàèìîçàìåíÿåìûìè;

• èñïîëüçîâàíèå êëàâèø ↑ (ñòðåëî÷êà ââåðõ) è ↓ (ñòðåëî÷êà âíèç) ïîçâîëÿåò

ïðîêðó÷èâàòü ïðåäûäóùèå êîìàíäû;

• íàïå÷àòàâ ¾help¿, âû ïîëó÷àåòå äîñòóï ê îïèñàíèþ êîìàíä, �óíêöèé èëè

ñèìâîëîâ;

• äëÿ âûõîäà èç Ìàòëàáà èñïîëüçóþòñÿ êîìàíäû ¾exit¿ èëè ¾quit¿.

� À.2. Îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè

Ìàòëàá òðàêòóåò âñå ïåðåìåííûå êàê ìàòðèöû. Ïðè ýòîì âåêòîðû ðàññìàòðè-

âàþòñÿ êàê îäíîìåðíûå ìàòðèöû. Äëÿ çàäàíèÿ âåêòîð-ñòðîêè äîñòàòî÷íî, íàïðè-

ìåð, íàïå÷àòàòü:

>> a = [1 2 3℄

Â îòâåò âû ïîëó÷èòå íà ýêðàíå

a =

1 2 3

Âåêòîð-ñòðîêó ëåãêî ïðåâðàòèòü â âåêòîð-ñòîëáåö ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè òðàíñ-

ïîíèðîâàíèÿ, èñïîëüçóÿ çíàê àïîñòðî�à,

>> a'

ans =

1

2

3

Âåêòîð-ñòîëáåö ìîæåò áûòü çàäàí òàêæå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

>>  = [4; 5; 6℄

 =
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4

5

6

Çäåñü òî÷êà ñ çàïÿòîé óêàçûâàåò íà ïåðåõîä ê íîâîé ñòðîêå. Òåïåðü ìîæíî ïåðå-

ìíîæèòü äâà âåêòîðà a è c:

>> a∗
ans =

32

Äðóãîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ a è c:

>> dot(a,)

ans =

32

Ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ c è a äàåò óæå ìàòðèöó

>> A= ∗a
A=

4 8 12

5 10 15

6 12 18

Ïðîèçâåäåíèå a ∗ a íå îïðåäåëåíî, òàê êàê ðàçìåðíîñòè íå ñîâìåñòèìû äëÿ

ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ.

� À.3. Äâà âèäà àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé

Â Ìàòëàáå èìååòñÿ äâà âèäà àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä âåêòîðàìè è ìàò-

ðèöàìè. Ìàòðè÷íûå îïåðàöèè ïðîèçâîäÿòñÿ ïî îáû÷íûì ïðàâèëàì ëèíåéíîé àë-

ãåáðû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìâîëîâ +, −, ∗, / è ∧
. Ïîýëåìåíòíûå îïåðàöèè âûïîë-

íÿþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî ñ äîáàâëåíèåì òî÷êè ïåðåä çíàêîì òàêîé îïåðàöèè. Òàêèì

îáðàçîì, åñëè ìû õîòèì âîçâåñòè â êâàäðàò êàæäûé ýëåìåíò âåêòîðà a, òî ìîæíî

íàïå÷àòàòü

>> b = a.∧2

b =

1 4 9

Òàê êàê âåêòîðû a è b èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó, òî ìîæíî íàéòè èõ ïîýëåìåíòíîå

ïðîèçâåäåíèå

>> a.∗b
ans =

1 8 27
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Â Ìàòëàáå èìååòñÿ ìíîãî ìàòåìàòè÷åñêèõ �óíêöèé, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ â

ïîýëåìåíòíîì ñìûñëå, êîãäà èõ àðãóìåíò ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì èëè ìàòðèöåé. Íà-

ïðèìåð,

>> exp(a)

ans =

2,7183 7,3891 20,0855

>> log(ans)

ans =

1 2 3

>> sqrt(a)

ans =

1,0000 1,4142 1,7321

Ïî óìîë÷àíèþ Ìàòëàá âûâîäèò íà ýêðàí ÷èñëà ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé ñ ÷åòûðü-

ìÿ äåñÿòè÷íûìè ðàçðÿäàìè, íî ïðè ýòîì ñàìè àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ïðî-

èçâîäÿòñÿ ñ 14 äåñÿòè÷íûìè ðàçðÿäàìè. Äëÿ èçìåíåíèÿ �îðìàòà âûâîäà ìîæíî

âîñïîëüçîâàòüñÿ êîìàíäîé

>> format long

>> sqrt(a)

ans =

1,00000000000000 1,41421356237310 1,73205080756888

>> format

Ïîñëåäíÿÿ êîìàíäà âîññòàíàâëèâàåò èñïîëüçóåìûé ïî óìîë÷àíèþ �îðìàò âûâîäà

íà ýêðàí äåñÿòè÷íûõ ÷èñåë. Áîëüøèå è ìàëûå ÷èñëà âûâîäÿòñÿ â ýêñïîíåíöèàëü-

íîé �îðìå, ãäå e ïðåäøåñòâóåò ñòåïåíè äåñÿòè:

>> 2
∧
(−24)

ans =

5,9605e−008
Èìåþòñÿ òàêæå ðàçëè÷íûå �óíêöèè äëÿ îïåðàöèé íàä äàííûìè. Íàïðèìåð,

âû÷èñëåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ è ñóììû ýëåìåíòîâ âûïîëíÿåòñÿ

ñ ïîìîùüþ �óíêöèé ¾mean¿ è ¾sum¿:

>> mean(b), sum()

ans =

5

ans =

14

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñòðîêó ìîæåò áûòü âêëþ÷åíî íåñêîëüêî êîìàíä,

êîòîðûå îòäåëÿþòñÿ çàïÿòûìè. Ïåðåìåííàÿ pi çàêðåïëåíà çà ÷èñëîì π.
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>> pi

ans =

3,1416

Åñëè ïîñëå êîìàíäû ñòîèò òî÷êà ñ çàïÿòîé, òî âûâîä ðåçóëüòàòà íà ýêðàí íå

ïðîèçâîäèòñÿ:

>> y=tan(pi/6);

� À.4. Îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè

Çàäàíèå ìàòðèöû (äâóìåðíîãî ìàññèâà) ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

>> B = [−3 0 1; 2 5− 7;−1 4 8]

B =

−3 0 1

2 5 −7

−1 4 8

ßäðîì Ìàòëàáà ÿâëÿþòñÿ ìîùíûå ñðåäñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû.

Íàïðèìåð, äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé B ∗ x = c

äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó:

>> x = B\c
x =

−1,3717
1,3874

−0,1152
Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæíî ïðîâåðèòü, âû÷èñëèâ åâêëèäîâó íîðìó íåâÿçêè,

>> norm(B∗x−)
ans =

0

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà ìîæåò áûòü íàéäåíà ñ ïîìîùüþ �óíêöèè ¾inv¿:

>> inv(B)

ans =

−0,3560 −0,0209 0,0262

0,0471 0,1204 0,0995

−0,0681 −0,0628 0,0785

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû B ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ �óíêöèþ ¾eig¿:

>> e=eig(B)

e =

−2,8601
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6,4300 + 5,0434i

6,4300 − 5,0434i

Çäåñü i � ìíèìàÿ åäèíèöà, ò. å. i =

√
−1. �åçóëüòàò ðàáîòû �óíêöèè ¾eig¿ ìîæíî

òàêæå îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

>> [V,D℄ = eig(B)

V =

0,9823 −0,0400 − 0,0404i −0,0400 + 0,0404i

−0,1275 0,7922 0,7922

0,1374 −0,1733 − 0,5823i −0,1733 + 0,5823i

D =

−2,8601 0 0

0 6,4300 + 5,0434i 0

0 0 6,4300 − 5,0434i

Çäåñü ñòîëáöû ìàòðèöû V ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû B,

à äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû D � ñîîòâåòñòâóþùèìè èì ñîáñòâåííûìè çíà-

÷åíèÿìè.

Âåêòîðû ñ ðàâíîîòñòîÿùèìè çíà÷åíèÿìè óäîáíî ñòðîèòü, èñïîëüçóÿ äâîåòî-

÷èå:

>> v = 1:6

v =

1 2 3 4 5 6

Â îáùåì ñëó÷àå m : n ãåíåðèðóåò âåêòîð ñ ýëåìåíòàìè m,m+ 1, . . . , n. Îòëè÷íûé

îò åäèíèöû øàã ìîæåò îïðåäåëèòü, èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ m : s : n, ÷òî äàåò

ýëåìåíòû m,m+ s, . . . , n. Íàïðèìåð,

>> w=2:3:10, y=1:−0,25:0
w =

2 5 8

y =

1,0000 0,7500 0,5000 0,2500 0

Ìàòðèöû ìîæíî ðàñøèðÿòü ïóòåì äîáàâëåíèÿ ñòîëáöîâ è ñòðîê. Íàïðèìåð,

èñïîëüçóÿ êâàäðàòíûå ñêîáêè, ïîëó÷àåì

>> C = [A,[8; 9; 10℄ ℄, D = [B; a℄

C =

4 8 12 8

5 10 15 9

6 12 18 10

D =
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−3 0 1

2 5 −7

11 4 8

1 2 3

Ýëåìåíò â ñòðîêå i è ñòîëáöå j ìàòðèöû C, ãäå ñ÷åò ïî i è j âñåãäà íà÷èíàåòñÿ

ñ 1, ìîæåò áûòü ïîëó÷åí êàê C(i, j):

>> C(2, 3)

ans =

15

Êîíñòðóêöèÿ C(i1 : i2, j1 : j2) ïîçâîëÿåò âû÷ëåíèòü ïîäìàòðèöó, ñòîÿùóþ íà

ïåðåñå÷åíèè ñòðîê ñ i1 ïî i2 è ñòîëáöîâ ñ j1 ïî j2:

>> C(2:3,1:2)

ans =

5 10

6 12

Íåêîòîðûå ìàòðèöû ñòðîÿòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Ýòî îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, ê åäè-

íè÷íîé ìàòðèöå è ìàòðèöàì, ñîñòîÿùèì òîëüêî èç íóëåé èëè åäèíèö:

>> I3 = eye(3,3), Y = zeros(3,5), Z = ones(2)

I3 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

Y =

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

Z =

1 1

1 1

Îòìåòèì, ÷òî ó ïðèâåäåííûõ �óíêöèé ïåðâûé àðãóìåíò îïðåäåëÿåò ÷èñëî ñòðîê

ìàòðèöû à âòîðîé ÷èñëî åå ñòîëáöîâ. Åñëè ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé, òî äî-

ñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü îäèí àðãóìåíò.

� À.5. Íåêîòîðûå ïîëåçíûå �óíêöèè è öèêëû

Ôóíêöèè ¾rand¿ è ¾randn¿ ãåíåðèðóþò ñëó÷àéíûå ÷èñëà èç ðàâíîìåðíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [0, 1] è ñîîòâåòñòâåííî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà

(0, 1). Åñëè òðåáóåòñÿ ïîâòîðåíèå ýêñïåðèìåíòà, òî íóæíî çàäàâàòü ñîñòîÿíèå ýòèõ

äâóõ ãåíåðàòîðîâ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Íèæå ýòè ñîñòîÿíèÿ �èêñèðîâàíû êàê 20:
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>> rand('state',20), randn('state',20)

>> F = rand(3), G = randn(1,5)

F =

0,7062 0,3586 0,8468

0,5260 0,8488 0,3270

0,2157 0,0426 0,5541

G =

1,4051 1,1780 −1,1142 0,2474 −0,8168
Çäåñü îäèíàðíûå êàâû÷êè äåéñòâóþò êàê îãðàíè÷èòåëè ñòðîêè, ò. å. 'state' � ýòî

ñòðîêà. Ìíîãèå èç �óíêöèé Ìàòëàáà èñïîëüçóþò ñòðî÷íûå àðãóìåíòû.

Â íàñòîÿùèé ìîìåíò â íàøåì ðàáî÷åì ïîëå óæå èìååòñÿ äîñòàòî÷íî ìíîãî ïå-

ðåìåííûõ. Ñïèñîê ýòèõ ïåðåìåííûõ ìîæíî ïîëó÷èòü, âîñïîëüçîâàâøèñü êîìàí-

äîé ¾who¿:

>> who

Ýòî äàåò ñëåäóþùèé ñïèñîê ïåðåìåííûõ:

A F Y b w

B G Z c x

C I3 a e y

D V ans v

Àëüòåðíàòèâíàÿ êîìàíäà ¾whos¿ äàåò áîëåå äåòàëüíûé ñïèñîê ïåðåìåííûõ ñ óêà-

çàíèåì èõ ðàçìåðà è êëàññà.

Êàê è áîëüøèíñòâî ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ìàòëàá èìååò öèêëû. Íàïðè-

ìåð,

>> S = 0;

>> for i = 1:100, S = S + 1; end

>> S

S =

100

Åùå îäèí âèä öèêëîâ îñíîâûâàåòñÿ íà îïåðàòîðå ¾while¿, êîãäà íåêîòîðàÿ

ãðóïïà îïåðàòîðîâ âûïîëíÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà óñëîâèå îñòàåòñÿ âåðíûì.

>> S = 0;

>> while S < 100, S = S + 1; end

>> S

S =

100

� À.6. �ðà�èêà

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äâóìåðíûõ ãðà�èêîâ èñïîëüçóåòñÿ �óíêöèÿ ¾plot¿:
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>> x = 0:0.005:1; y = exp(10∗x.∗(x−1)).∗sin(12∗pi∗x);
>> plot(x,y)

Çäåñü plot(x, y) ïî óìîë÷àíèþ ñîåäèíÿåò òî÷êè x(i), y(i) ñïëîøíîé ëèíèåé. Ìàò-

ëàá îòêðûâàåò ñïåöèàëüíîå îêíî, â êîòîðîå âûâîäèòñÿ ïîëó÷àåìàÿ êàðòèíêà. Â íà-

øåì ñëó÷àå ýòî ðèñ. À.1. ×òîáû íàëîæèòü íà ýòó êàðòèíêó êàêîé-ëèáî äîïîëíè-

òåëüíûé ãðà�èê, èñïîëüçóåòñÿ èíñòðóêöèÿ ¾hold on¿, îòìåíà êîòîðîé ïðîèçâîäèò-

ñÿ îïåðàòîðîì ¾hold o�¿. Ïîëó÷åííóþ êàðòèíêó ìîæíî ïîäâåðãíóòü ðàçëè÷íûì

ïðåîáðàçîâàíèÿì, çàïîìíèòü, èñïîëüçóÿ îäèí èç óïîòðåáèòåëüíûõ �îðìàòîâ .jpg,

.eps è äð., à çàòåì âêëþ÷èòü â äîêëàä, îò÷åò, ñòàòüþ è ò. ä.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíñòðóêöèé, íàïèñàííûõ íà Ìàòëàáå, ïîëåçíî çàïîìíèòü

â íåêîòîðì �àéëå äëÿ èõ ïîñëåäóþùåãî èñïîëüçîâàíèÿ. Òàêîé �àéë íàçûâàåòñÿ

Ì-�àéëîì. Äîïóñòèì íàì íóæíî îòðèñîâàòü ãðà�èê óæå ðàññìîòðåííîé �óíêöèè

f(x) = e−10x(x−1)
sin(12πx) äëÿ x ∈ [0, 1]. Îáðàçóåì Ì-�àéë, íàïðèìåð, ñ èìåíåì

¾pit.m¿, ïîìåùàåìûé â òåêóùóþ äèðåêòîðèþ.

Ëèñòèíã Ì-�àéëà pit.m

funtion pit(f,a,b)

x = a : 0.01 : b;

y = f1(x);

plot(x,y);

grid on;

hold on;

xlabel('x'); ylabel('f(x)');

title('Funtion graph');

funtion g = f(x)

g = exp(-10*x.*(x-1)).*sin(12*pi*x);

Òåïåðü äëÿ îòðèñîâêè ãðà�èêà �óíêöèè f íà îòðåçêå [0, 1] äîñòàòî÷íî íàïå÷àòàòü

â êîìàíäíîé ñòðîêå:

>> pit('f',0,1)

Îòðèñîâêà ïîâåðõíîñòåé ïðîèçâîäèòñÿ â Ìàòëàáå ñ ïîìîùüþ �óíêöèé ¾mesh¿,

¾plot3¿ è ¾surf¿. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü ïîâåðõíîñòü, îïèñûâàåìóþ �óíêöèåé

z = e−x2
−y2

íà êâàäðàòå [−4, 4]× [−4, 4]. Èñïîëüçóÿ èíñòðóêöèè

>> [x,y℄ = meshgrid(−4,0 : 0,2 : 4,0,−4,0 : 0.2 : 4,0);
>> z=exp(−x.∧2− y.∧2);

>> mesh(x, y, z)

ïîëó÷àåì ïîâåðõíîñòü, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. À.2.
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�èñ. À.1. �ðà�èê �óíêöèè y = e10x(x−1) sin(12πx), x ∈ [0, 1]

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ëèñòèíã Ì-�àéëà ¾sweep.m¿, ïîçâîëÿþùåãî ñòðîèòü

ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ ñ ïîìîùüþ �óíêöèè ¾surf¿. Çäåñü êîìàíäà surf(X, Y, Z)

ñîçäàåò òðåõìåðíóþ ïîâåðõíîñòü, ãäå âûñîòà Z(i, j) çàäàåòñÿ â òî÷êå (X(i, j),Y(i,

j)) ïëîñêîñòè xy. Ñèìâîë ïðîöåíòà % â ëèñòèíãå îçíà÷àåò, ÷òî ñîäåðæàíèå ñòðîêè,

ñëåäóþùåå çà ýòèì ñèìâîëîì, ÿâëÿåòñÿ êîììåíòàðèåì. �åçóëüòèðóþùàÿ ïîâåðõ-

íîñòü èçîáðàæåíà íà ðèñ. À.3.

Ëèñòèíã Ì-�àéëà ¾sweep.m¿

% sweep ãåíåðèðóåò òðåõìåðíûé îáúåêò âðàùåíèÿ

N = 10; % ÷èñëî ðàçáèåíèé

z = linspae(-5,5,N);

radius = sqrt(1 + z.^2);

theta = 2*pi*linspae(0,1,N);

X = radius*os(theta);

Y = radius*sin(theta);

Z = z(:,ones(1,N));

surf(X,Y,Z);

axis equal

Äàëüíåéøèå ñâåäåíèÿ î Ìàòëàáå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ìíîãî÷èñëåííûõ ðó-

êîâîäñòâ ïî ýòîé ñèñòåìå è Èíòåðíåòà. Â ÷àñòíîñòè, ïðè íàïèñàíèè ýòîãî êðàòêîãî

ââåäåíèÿ àâòîð èñïîëüçîâàë ðóêîâîäñòâî [?℄.
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�èñ. À.2. Òðåõìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ �óíêöèè ¾mesh¿

−4
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0
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4

−5

0

5
−5

0

5

�èñ. À.3. Ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ, ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ Ì-�àéëà ¾sweep.m¿
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Ïðèëîæåíèå Á

Ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû

Ëàáîðàòîðíûé ïðàêòèêóì â êîìïüþòåðíîì êëàññå ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìîé ÷àñ-

òüþ êóðñà ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèé. Äëÿ ïðèâîäèìûõ íèæå ëàáîðàòîð-

íûõ ðàáîò ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòóäåíò äîëæåí íàïèñàòü ñâîè ñîáñòâåííûå ïðî-

ãðàììû íà Ìàòëàáå, ðåçóëüòàòû ðàáîòû êîòîðûõ åìó áûëî áû ïîëåçíî ñðàâíèòü

ñ ïîëó÷àåìûìè ïî ñòàíäàðòíûì êîäàì Ìàòëàáà. Ïðè ñîñòàâëåíèè âàðèàíòîâ çà-

äàíèé ïî êîìïüþòåðíîìó ïðàêòèêóìó èñïîëüçîâàíî ó÷åáíîå ïîñîáèå [7℄.

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà � 1

�åøåíèå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Òðåáóåòñÿ íàéòè êîðíè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

f(x) = 0 äëÿ x ∈ [a, b],

ãäå f � íåïðåðûâíàÿ èëè áîëåå ãëàäêàÿ �óíêöèÿ.

Îïèñàíèå ìåòîäà. �åøåíèå çàäà÷è ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ:

a) îòäåëåíèå êîðíåé;

á) óòî÷íåíèå êîðíåé.

Ïåðâûé ýòàï ïðåäëàãàåòñÿ âûïîëíèòü àíàëèòè÷åñêè è/èëè ãðà�è÷åñêè, èñ-

ïîëüçóÿ êîìïüþòåð. Íà âòîðîì ýòàïå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f(a)f(b) < 0 è �óíê-

öèÿ f èìååò íà [a, b] åäèíñòâåííûé êîðåíü. Äëÿ åãî óòî÷íåíèÿ ñ íóæíûì ÷èñëîì

ïðàâèëüíûõ çíàêîâ èñïîëüçóþòñÿ äâà èòåðàöèîííûõ ìåòîäà. Ýòî ìîãóò áûòü, íà-

ïðèìåð, ìåòîä ïðîá è ìåòîä Íüþòîíà, êîòîðûå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñðàâíèòü. Â îáîèõ

ñëó÷àÿõ èòåðàöèè ïðåêðàùàþòñÿ, êîãäà äëÿ ïðèáëèæåíèé ê êîðíþ {xk} èìååì

|xk+1 − xk| ≤ ε, ãäå ε > 0 � çàäàííîå ìàëîå ÷èñëî.

Çàäàíèå. Âûïîëíåíèå çàäàíèÿ ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ÷àñòåé:

1. îòäåëèòü êîðíè àíàëèòè÷åñêè;

2. îòäåëèòü êîðíè àíàëèòè÷åñêè è óòî÷íèòü îäèí èç íèõ äî 0,01 ìåòîäîì ïðîá;

3. îòäåëèòü êîðíè è óòî÷íèòü îäèí èç íèõ äî 0,01 ãðà�è÷åñêè;

4. îòäåëèòü êîðíè ãðà�è÷åñêè è óòî÷íèòü îäèí èç íèõ äî 0,01 äâóìÿ èòåðàöè-

îííûìè ìåòîäàìè, ñðàâíèòü èñïîëüçîâàííûå ìåòîäû.
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Âàðèàíòû.

� 1. 1) 2
x
+ 5x− 3 = 0;

2) 3x4
+ 4x3 − 12x2 − 5 = 0;

3) 0,5x + 1− (x− 2)
2
= 0;

4) (x− 3) cosx− 1 = 0; |x| ≤ 2π.

� 2. 1) arctg(x)− 1
3x3 = 0;

2) 2x3 − 9x2 − 60x+ 1 = 0;

3) [log2(−x)] · (x+ 2) = −1;

4) sin

(

x+
π
3

)

− 0,5x = 0.

� 3. 1) 5
x
+ 3x = 0;

2) x4 − x− 1 = 0;

3) x2 − 2 + 0,5x = 0;

4) (x− 1)
2 · lg(x+ 11) = 1.

� 4. 1) 2ex = 5x+ 2;

2) 2x4 − x2 − 10 = 0;

3) x · log3(x+ 1) = 1;

4) cos(x+ 0,5) = x3
.

� 5. 1) 3
x−1 − 2− x = 0;

2) 3x4
+ 8x3

+ 6x2 − 10 = 0;

3) (x− 4)
2 · log0,5(x− 3) = −1;

4) 5 sin x = x.

� 6. 1) 2arctg(x)− 1
2x3 = 0;

2) x4 − 18x2
+ 6 = 0;

3) x2 · 2x = 1;

4) tg(x) = x+ 1, |x| ≤ π/2.

� 7. 1) e−2x − 2x+ 1 = 0;

2) x4
+ 4x3 − 8x2 − 17 = 0;

3) 0,5x − 1 = (x+ 2)
2
;

4) x2
cos 2x = −1.

� 8. 1) 5
x − 6x− 3 = 0;

2) x4 − x3 − 2x2
+ 3x− 3 = 0;

3) 2x2 − 0,5x − 3 = 0;

4) xlg(x+ 1) = 1.

� 9. 1) arctg(x− 1) + 2x = 0;

2) 3x4
+ 4x3 − 12x2

+ 1 = 0;

3) (x− 2)
2
2
x
= 1;

4) x2 − 20 sin x = 0.

� 10. 1) 2arctg(x)− x+ 3 = 0;

2) 3x4 − 8x3 − 18x2
+ 2 = 0;

3) 2 sin

(

x+
π
3

)

= 0,5x2 − 1;

4) 2lgx− x
2
+ 1 = 0.

� 11. 1) 3
x
+ 2x− 2 = 0;

2) 2x4 − 8x3
+ 8x2 − 1 = 0;

3) [(x− 2)
2 − 1]2

x
= 1;

4) (x− 2) cosx = 1, |x| ≤ 2π.

� 12. 1) 2arctg(x)− 3x+ 2 = 0;

2) 2x4
+ 8x3

+ 8x2 − 1 = 0;

3) [log2(x+ 2)](x− 1) = 1;

4) sin(x− 0,5)− x+ 0,8 = 0.

� 13. 1) 3
x
+ 2x− 5 = 0;

2) x4 − 4x3 − 8x2
+ 1 = 0;

3) x2 − 3 + 0,5x = 0;

4) (x− 2)
2
lg(x+ 11) = 1.

� 14. 1) 2ex + 3x+ 1 = 0;

2) 3x4
+ 4x3 − 12x2 − 5 = 0;

3) xlog3(x+ 1) = 2;

4) cos(x+ 0,3) = x2
.

� 15. 1) 3
x−1 − 4− x = 0;

2) 2x3 − 9x2 − 60x+ 1 = 0;

3) (x− 3)
2
log0,5(x− 2) = −1;

4) 5 sin x = x− 1.

� 16. 1) arctg(x)− 1
3x3 = 0;

2) x4 − x− 1 = 0;

3) (x− 1)
2
2
x
= 1;

4) tg
3x = x− 1, |x| ≤ π/2.
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�åøåíèå âàðèàíòà � 1.

1. �àññìîòðèì óðàâíåíèå f(x) = 2
x
+ 5x − 3 = 0. Äëÿ âûÿñíåíèÿ õàðàêòåðà

ïîâåäåíèÿ �óíêöèè f ïðîäè��åðåíöèðóåì åå è ïðèðàâíÿåì ïðîèçâîäíóþ íóëþ.

Çäåñü f ′
(x) = 2

x
ln 2+5 = 0, ò. å. 2

x
= −5/ ln 2. Ïîñêîëüêó ln 2 > 0, òî ýòî óðàâíåíèå

íå èìååò ðåøåíèÿ è f ′
(x) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ f ìîíîòîííî âîçðàñòàåò.

Òàê êàê f(−∞) < 0 è f(∞) > 0, òî �óíêöèÿ f èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü.

�àññìîòðèì íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ òî÷åê. Ïðåäñòàâèì èõ â âèäå òàáëèöû:

x −∞ −1 0 1 2 +∞
sign(f(x)) − − − + + +

Îòâåò. Ôóíêöèÿ f ìåíÿåò çíàê íà îòðåçêå [0, 1] è èìååò çäåñü îäèí êîðåíü.

2. �àññìîòðèì óðàâíåíèå f(x) = 3x4
+ 4x3 − 12x2 − 5 = 0. Äè��åðåíöèðóÿ,

íàõîäèì, ÷òî f ′
(x) = 12x3

+ 12x2 − 24x = 12(x + 2)x(x − 1). Òàêèì îáðàçîì,

ïðîèçâîäíàÿ f ′
(x) = 0 â òðåõ òî÷êàõ x = −2, x = 0 è x = 1. Òàê êàê f(−∞) > 0

è f(∞) > 0, òî �óíêöèÿ f èìååò â òî÷êå x = −2 ìèíèìóì, â x = 0 � ìàêñèìóì

è â x = 1 � ìèíèìóì. Íà îòðåçêàõ [−∞,−2], [−2, 0], [0, 1] è [1,∞] �óíêöèÿ f

ìîíîòîííà è èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ. ×òîáû óòî÷íèòü ïîëîæåíèå êîðíåé,

ðàññìîòðèì íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ òî÷åê, âêëþ÷àÿ òî÷êè ýêñòðåìóìà. Òàê êàê

f(−3) = 22, f(−2) = −37, f(0) = −5, f(1) = −10 è f(2) = 27, òî �óíêöèÿ f èìååò

äâà êîðíÿ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íà îòðåçêàõ [−3,−2] è [1, 2].

Óòî÷íèì òåïåðü ïîëîæåíèå êîðíÿ íà îòðåçêå [1, 2] ñ òî÷íîñòüþ äî 0,01. Èñïîëü-

çóåì ìåòîä ïðîá. Ñ ýòîé öåëüþ ñîñòàâèì òàáëèöó:

iter a b  f(c) |b− a|/2
0 1,0000 2,0000 1,5000 −3,3125 0,5000

1 1,5000 2,0000 1,7500 7,8242 0,2500

2 1,5000 1,7500 1,6250 1,3952 0,1250

3 1,5000 1,6250 1,5625 −1,1567 0,0625

4 1,5625 1,6250 1,5937 0,0677 0,0312

5 1,5625 1,5938 1,5781 −0,5571 0,0156

6 1,5781 1,5938 1,5859 −0,2479 0,0078

Îòâåò. Ôóíêöèÿ f íà îòðåçêå [1, 2] èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü x ≈ 1,58.

3. Äëÿ îòðèñîâêè ãðà�èêà �óíêöèè f(x) = 0,5x + 1 − (x − 2)
2
âîñïîëüçó-

åìñÿ M-�àéëîì ¾pit.m¿. Ýòî äàåò íàì ãðà�èê íà ðèñ. Ë1.1. Íåòðóäíî âèäåòü,

÷òî �óíêöèÿ f èìååò êîðåíü âáëèçè òî÷êè x = −6 è âîçìîæíî íà îòðåçêå [0, 4].

Ïîâòîðíûì ïðèìåíåíèåì �óíêöèè ¾pit¿ óòî÷íèì íàëè÷èå êîðíåé íà îòðåçêå

[0, 4]. Íà ðèñ. Ë1.2 à) âèäíî, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè çäåñü èìååòñÿ äâà êîðíÿ,

ïðè÷åì ñîãëàñíî ðèñ. Ë1.2 á) âòîðîé èç íèõ ñ òî÷íîñòüþ äî 0,01 ðàâåí 3,058.
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�èñ. Ë1.1. Îòäåëåíèå êîðíåé �óíêöèè f(x) = (x− 3) cos x− 1 ãðà�è÷åñêè
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�èñ. Ë1.2. Îòäåëåíèå êîðíåé �óíêöèè f(x) = (x− 3) cos x− 1 ãðà�è÷åñêè: a) íà îòðåçêå

[0; 4]; á) íà îòðåçêå [3, 05; 3, 06]
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�èñ. Ë1.3. Îòäåëåíèå êîðíåé �óíêöèè f(x) = (x− 3) cos x− 1 ãðà�è÷åñêè
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�èñ. Ë1.4. Óòî÷íåíèå êîðíÿ �óíêöèè f(x) = (x− 3) cos x− 1 ìåòîäîì ïðîá

Îòâåò. Çíà÷åíèÿ êîðíåé: x1 ≈ −5,965, x2 ≈ 0,735 è x3 ≈ 3,058.

4. Äëÿ îòûñêàíèÿ êîðíåé �óíêöèè f(x) = (x−3) cos x−1, −2π ≤ x ≤ 2π ïðåä-

âàðèòåëüíî ëîêàëèçóåì èõ, èñïîëüçóÿ îïÿòü M-�àéë ¾pit.m¿. Ñîãëàñíî ðèñ. Ë1.3

íà îòðåçêå [−2π, 2π] ýòà �óíêöèÿ èìååò òðè êîðíÿ. Óòî÷íèì êîðåíü, íàõîäÿùèéñÿ

íà îòðåçêå [4, 6]. Âíà÷àëå èñïîëüçóåì ìåòîä ïðîá. Íà ðèñ. Ë1.4 ïóíêòèðîì ïîêà-

çàíà ñõîäèìîñòü èòåðàöèé ïî ýòîìó ìåòîäó.

Ìåòîä ïðîá äàåò ñëåäóþùóþ òàáëèöó: >> biset('f', 4, 6, 0.01, 15)

iter a b  f(c) |b− a|/2
0 4,0000 6,0000 5,0000 −0,4327 1,0000

1 5,0000 6,0000 5,5000 0,7717 0,5000

2 5,0000 5,5000 5,2500 0,1522 0,2500

3 5,0000 5,2500 5,1250 −0,1479 0,1250

4 5,1250 5,2500 5,1875 0,0006 0,0625

5 5,1250 5,1875 5,1562 −0,0740 0,0312

6 5,1563 5,1875 5,1719 −0,0368 0,0156

7 5,1719 5,1875 5,1797 −0,0181 0,0078

Ïî ìåòîäó Íüþòîíà ïîëó÷àåì: >> newton('f', 'df', 6, 0.01, 15)

iter xn f(xn) f ′
(xn) |xn+1 − xn|

0 6,0000 1,8805 1,7984

1 4,9543 −0,5317 2,1370 1,0456

2 5,2032 0,0384 2,4144 0,2488

3 5,1873 0,0001 2,4025 0,0159

4 5,1872 0,0000 2,4024 0,0000
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Ëèñòèíã Ì-�àéëà ¾biset.m¿

funtion biset(f,a,b,tol,n)

% Ìåòîä ïðîá äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

% f(x)=0, a <= x <= b.

% tol - òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü, n - äîïóñòèìîå ÷èñëî èòåðàöèé.

h=(b-a)/100;

x=a:h:b;

y=feval(f,x);

plot(x,y,'-k','LineWidth',2);

hold on;

grid on;

iter=0;

u=feval(f,a); v=feval(f,b); =(a+b)*0.5;

err=abs(b-a)*0.5; xx(1)=b; xx(2)=; yy(1)=feval(f,b); yy(2)=0;

plot(xx,yy,'-ok','Linewidth',2,'MarkerSize',5,'MarkerFaeColor','k');

disp('________________________________________________________')

disp(' iter a b  f() |b-a|/2')

disp('________________________________________________________')

fprintf('\n')

if(u*v<=0)

while (err>tol) & (iter<=n)

w=feval(f,); p=;

fprintf('%2.0f%10.4f%10.4f%10.4f%10.4f%10.4f\n',iter,a,b,,w,err)

if(w*u<0) b=; v=w; end;

if(w*u>0) a=; u=w; end;

iter=iter+1; =(a+b)*0.5; err=abs(b-a)*0.5;

if(p<) p=a; else p=b; end

xx(1)=p; xx(2)=p; xx(3)=; yy(1)=0; yy(2)=feval(f,p); yy(3)=0;

plot(xx,yy,'-ok','Linewidth',2,'MarkerSize',5,'MarkerFaeColor','k');

end; w=feval(f,);

fprintf('%2.0f%10.4f%10.4f%10.4f%10.4f%10.4f\n',iter,a,b,,w,err)

if(iter>n)

disp('Ìåòîä íå ñõîäèòñÿ'); end;

else disp('Ìåòîä íå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí: f(a)f(b)>0'); end;

disp('__________________________________________________');

funtion g=f(x)

g=(x-3).*os(x)-1;
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Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà � 2

Èíòåðïîëÿöèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü èìåþòñÿ íåêîòîðûå äàííûå (xi, fi); i = 0, 1, . . . , N ,

ãäå a = x0 < x1 < . . . < xN = b. Òðåáóåòñÿ èíòåðïîëèðîâàòü ýòè äàííûå, èñïîëü-

çóÿ èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà è êóáè÷åñêèé ñïëàéí.

Îïèñàíèå ìåòîäà. Äëÿ èíòåðïîëÿöèè èñïîëüçóåòñÿ ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà

â �îðìå Íüþòîíà

LN+1(x) = c0 + c1(x− x0) + . . .+ cN(x− x0) . . . (x− xN−1),

ãäå

c0 = f [x0] ≡ f0,

ck =

f [x1, . . . , xk]− f [x0, . . . , xk−1]

xk − x0
, k = 1, 2, . . . , N.

Âíà÷àëå âû÷èñëÿþòñÿ ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè ck à çàòåì çíà÷åíèÿ èíòåðïîëÿöèîí-

íîãî ìíîãî÷ëåíà LN+1 íàõîäÿòñÿ ïî ñõåìå �îðíåðà

LN+1(x) = c0 + (x− x0)(c1 + . . .+ (x− xN−2)(cN−1 + (x− xN−1)cN) . . .).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà S ðåøàåòñÿ ñèñòåìà

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé

2M0 +M1 =

6

h0
(f [x0, x1]− f ′

0),

hi−1

hi−1 + hi
Mi−1 + 2Mi +

hi

hi−1 + hi
Mi+1 = 6f [xi−1, xi, xi+1],

i = 1, 2, . . . , N − 1,

MN−1 + 2MN =

6

hN−1

(f ′

N − f [xN−1, xN ]),

ãäå Mi = S ′′
(xi). Çíà÷åíèÿ ñïëàéíà íà [xi, xi+1] âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëå

S(x) = fi(1− t) + fi+1t− t(1− t)
h2
i

6

[(2− t)Mi + (1 + t)Mi+1],

ãäå t = (x− xi)/hi.

Çàäàíèå.

1. Èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ �óíêöèè fi = f(xi) íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå xi = a + ih,

h = (b− a)/N , îáðàçîâàòü òàáëèöó èñõîäíûõ äàííûõ (xi, fi), i = 0, 1, . . . , N .

2. Íàïèñàòü ïðîãðàììû íà Ìàòëàáå, ðåàëèçóþùèå èíòåðïîëÿöèþ ìíîãî÷ëåíîì

Ëàãðàíæà è êóáè÷åñêèì ñïëàéíîì.

3. Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ïðîãðàìì â êà÷åñòâå �óíêöèè f èñïîëüçîâàòü êóáè÷åñêèé

ìíîãî÷ëåí.
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4. Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííûå êðèâûå ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà è êóáè÷åñêîãî

ñïëàéíà è ñðàâíèòü èõ ñ ãðà�èêîì èñõîäíîé �óíêöèè.

5. �àññìîòðåòü ïîâåäåíèå ìíîãî÷ëåíà Ëàãðàíæà è êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà ïðè

óâåëè÷åíèè ÷èñëà óçëîâ èíòåðïîëÿöèè.

Âàðèàíòû.

� 1. f(x) = ex + x+ 1;

� 2. f(x) = 2x4 − x2 − 10;

� 3. f(x) = 0,5x − 3− (x+ 2)
2
;

� 4. f(x) = x2
cos(2x) + 1;

� 5. f(x) = 3
x − 2x+ 5;

� 6. f(x) = 3x4
+ 8x3

+ 6x2 − 10;

� 7. f(x) = 2x2 − 0,5x − 2;

� 8. f(x) = xlg(x+ 1)− 1;

� 9. f(x) = arctg(x− 1) + 3x− 2;

� 10. f(x) = x4 − 18x3
+ 6;

� 11. f(x) = (x− 2)
2
2
x − 1;

� 12. f(x) = x2 − 20 sin x;

� 13. f(x) = 2arctg(x)− x+ 3;

� 14. f(x) = x4
+ 4x4

3− 8x2 − 17;

� 15. f(x) = 2 sin(x+ π/3)− x2
+ 0,5;

� 16. f(x) = 2lg(x)− x/2 + 1.

Îáðàçåö.

1. Ïðàâèëüíîñòü ðàáîòû ïðîãðàìì èíòåðïîëÿöèè òåñòèðîâàëàñü íà êóáè÷åñêîì

ìíîãî÷ëåíå f(x) = 4x3 − 12x2 − 5.

2. Èíòåðïîëèðóåìàÿ �óíêöèÿ: f(x) = 1/(1 + 25x2
), |x| ≤ 1.

�åøåíèå. Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ �óíêöèè f äëÿ xi = ih; h = 1/N , i = 0, 1, . . . , N

ïðè N = 4 èN = 8 è èíòåðïîëèðóåì ýòè äàííûå ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà è êóáè÷å-

ñêèì ñïëàéíîì. Íà ðèñ. Ë2.1 è Ë2.2 ñïëîøíîé, ïóíêòèðíîé è øòðèõ-ïóíêòèðíîé

ëèíèÿìè ïîêàçàíû ñîîòâåòñòâåííî ãðà�èêè �óíêöèè f è èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíî-

ãî÷ëåíîâ Ëàãðàíæà è êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ ïðè ïÿòè è äåâÿòè óçëàõ èíòåðïî-

ëÿöèè. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óâåëè÷åíèå ÷èñëà óçëîâ èíòåðïîëÿöèè óõóäøàåò

êà÷åñòâî ïðèáëèæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà. Äëÿ êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà íàïðî-

òèâ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü åãî ê èíòåðïîëèðóåìîé �óíêöèè. Òàêèì îáðàçîì,

êóáè÷åñêèå ñïëàéíû ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî ëó÷øèì àïïàðàòîì ïðèáëèæåíèÿ ïî

ñðàâíåíèþ ñ ìíîãî÷ëåíàìè Ëàãðàíæà.
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�èñ. Ë2.1. Èíòåðïîëÿöèÿ ìíîãî÷ëåíàìè Ëàãðàíæà. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ãðà�èê èí-

òåðïîëèðóåìîé �óíêöèè ñ îòìå÷åííûìè íà íåì òî÷êàìè èñõîäíûõ äàííûõ. Ïóíêòèð-

íîé è øòðèõ-ïóíêòèðíîé ëèíèÿìè ïîêàçàíû ãðà�èêè èíòåðïîëÿöèîííûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Ëàãðàíæà 4-é è 8-é ñòåïåíè

�èñ. Ë2.2. Èíòåðïîëÿöèÿ êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ãðà�èê èíòåð-

ïîëèðóåìîé �óíêöèè ñ îòìå÷åííûìè íà íåì òî÷êàìè èñõîäíûõ äàííûõ. Ïóíêòèðíîé

è øòðèõ-ïóíêòèðíîé ëèíèÿìè ïîêàçàíû ãðà�èêè èíòåðïîëÿöèîí- íîãî êóáè÷åñêîãî

ñïëàéíà ïðè ïÿòè è äåâÿòè óçëàõ èíòåðïîëÿöèè
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Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà � 3

Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü èìåþòñÿ ¾ýêñïåðèìåíòàëüíûå¿ äàííûå (xi, yi);

i = 0, 1, . . . , N , ãäå a = x0 < x1 < . . . < xN = b, è çàäàíà ñèñòåìà ëèíåéíî

íåçàâèñèìûõ íà [a, b] ëåãêî âû÷èñëèìûõ �óíêöèé ϕj, j = 1, 2, . . . ,M . Òðåáóåòñÿ

íàéòè �óíêöèþ S(x) =
∑M

j=1 cjϕj(x) òàêóþ, ÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå óêëîíåíèå

I(c1, . . . , cM) =

N
∑

i=0

(S(xi)− yi)
2
=

N
∑

i=0

(

M
∑

j=1

cjϕj(xi)− yi

)2

äîñòèãàåò ìèíèìóìà.

Îïèñàíèå ìåòîäà. Èñïîëüçóÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ∂I/∂ck = 0;

k = 1, 2, . . . ,M , ïîëó÷àåì ñèñòåìó M ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ

íàõîæäåíèÿ M íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ cj:

M
∑

j=1

(

N
∑

i=0

ϕj(xi)ϕk(xi)

)

cj =

N
∑

i=0

yiϕk(xi), k = 1, 2, . . . ,M,

íàçûâàåìóþ íîðìàëüíîé ñèñòåìîé ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ). Òàê

êàê �óíêöèè ϕj, j = 1, 2, . . . ,M ïî óñëîâèþ ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà [a, b], òî

îïðåäåëèòåëü íîðìàëüíîé ñèñòåìû áóäåò îòëè÷åí îò íóëÿ è åå ðåøåíèå ìîæåò

áûòü ïîëó÷åíî, íàïðèìåð, ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ �àóññà.

Çàäàíèå.

1. Èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ �óíêöèè yi = f(xi) íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå xi = a + ih,

h = (b− a)/N , îáðàçîâàòü òàáëèöó èñõîäíûõ äàííûõ (xi, yi), i = 0, 1, . . . , N .

2. Íàïèñàòü ïðîãðàììó íà Ìàòëàáå, ðåàëèçóþùóþ ÌÍÊ.

3. Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ �óíêöèé ϕj, j = 1, 2, . . . ,M ðàññìîòðåòü:

à) ìîíîìû xj−1
;

á) áàçèñíûå ñïëàéíû Bk,j, k = 2, 4 (ñì. ãë. 3).

4. Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ïðîãðàììû â êà÷åñòâå �óíêöèè f èñïîëüçîâàòü ìíîãî-

÷ëåí ñòåïåíè k − 1 ≤ 3.

5. Àïïðîêñèìèðîâàòü äàííûå (xi, yi), i = 0, 1, . . . , N ïî ÌÍÊ è ñðàâíèòü ãðà-

�èêè �óíêöèé f è S.

Âàðèàíòû.

� 1. f(x) = x− sin(x)− 0,25.

� 2. f(x) = tg(0,58x+ 0,1)− x2
.

� 3. f(x) =
√
x− cos(0,387x).

� 4. f(x) = tg(0,4x+ 0,4)− x2
.

� 5. f(x) = lg(x)− 7/(2x+ 6).
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� 6. f(x) = tg(0,5x+ 0,2)− x2
.

� 7. f(x) = 3x− cos(x)− 1.

� 8. f(x) = x+ lg(x)− 0,5.

� 9. f(x) = tg(0,5x+ 0,1)− x2
.

� 10. f(x) = x2
+ 4 sin(x).

� 11. f(x) = ctg(1,05x)− x2
.

� 12. f(x) = tg(0,4x+ 0,3)− x2
.

� 13. f(x) = xlg(x)− 1,2.

� 14. f(x) = 1,8x2 − sin(10x).

� 15. f(x) = ctg(x)− x/4.

� 16. f(x) = tg(0,3x+ 0,4)− x2
.

Îáðàçåö.

1. Êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äëÿ òåñòèðîâêè ïðàâèëüíîñòè ðàáîòû ïðîãðàììû

ÌÍÊ: f(x) = 4x3 − 12x2 − 5.

2. Ôóíêöèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ:

f(x) = [0,1 + (x− 0,2)2]−1
+ [0,15 + (x− 0,8)2]−1

; 0 ≤ x ≤ 1.

�åøåíèå. Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ �óíêöèè f äëÿ xi = ih; h = 1/N , i = 0, 1, . . . , N

ïðè N = 10 è àïïðîêñèìèðóåì ýòè äàííûå ïî ÌÍÊ, èñïîëüçóÿ òðè âèäà áàçèñíûõ

�óíêöèé: ìîíîìû, Â-ñïëàéíû ïåðâîé è òðåòüåé ñòåïåíè. Íà ðèñ. Ë3.1 è Ë3.2 ïóíê-

òèðíîé, øòðèõ-ïóíêòèðíîé è òî÷å÷íîé ëèíèÿìè ïîêàçàíû ñîîòâåòñòâåííî ãðà�è-

êè ïîëó÷åííûõ ïî ÌÍÊ àïïðîêñèìèðóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ, ëîìàíûõ è êóáè÷åñêèõ

ñïëàéíîâ ñòåïåíè (ñ ÷èñëîì çâåíüåâ) M = 1, 3, 10. Íà âñåõ ðèñóíêàõ ñïëîøíîé ëè-

íèåé ïîêàçàí ãðà�èê àïïðîêñèìèðóåìîé �óíêöèè f  îòìå÷åííûìè íà íåì ÷åð-

íûìè êðóæêàìè èñõîäíûìè äàííûìè. Î÷åâèäíà ñõîäèìîñòü ÌÍÊ ïðèáëèæåíèé

ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà áàçèñíûõ �óíêöèé ê èñõîäíîé �óíêöèè f .

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ïîëåçíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûìè ñðåäñòâà-

ìè Ìàòëàáà. Ôóíêöèÿ p = polyfit(x, y,m) íàõîäèò êîý��èöèåíòû ÌÍÊ ìíîãî-

÷ëåíà p ñòåïåíè m äëÿ äàííûõ x, y. Ôóíêöèÿ y = polyval(p, x) âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå

ìíîãî÷ëåíà p ñòåïåíè m â òî÷êå x. Àïïðîêñèìàöèþ ÷åðåç Â-ñïëàéíû ìîæíî ïîëó-

÷èòü ñ ïîìîùüþ �óíêöèè spap2(knots, k, x, y), ãäå knots � ìàññèâ óçëîâ ñïëàéíà,

k � ïîðÿäîê ñïëàéíà à x, y � èñõîäíûå äàííûå.

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà � 4

Ñãëàæèâàíèå êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü èìåþòñÿ ¾ýêñïåðèìåíòàëüíûå¿ äàííûå (xi, zi),

i = 0, 1, . . . , N , ãäå a = x0 < x1 < . . . < xN = b. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ãëàäêóþ
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�èñ. Ë3.1. �ðà�èêè, ïîëó÷åííûå ïî ÌÍÊ: à) ìíîãî÷ëåíû è á) ëîìàíûå ñòåïåíè (ñ ÷èñëîì

çâåíüåâ) M = 1, 3, 10. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ãðà�èê àïïðîêñèìèðóåìîé �óíêöèè ñ îòìå-

÷åííûìè íà íåì ÷åðíûìè òî÷êàìè èñõîäíûìè äàííûìè

�èñ. Ë3.2. �ðà�èêè ïîëó÷åííûõ ïî ÌÍÊ êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ ñ ðàçíûì ÷èñëîì çâåíüåâ

M = 1, 3, 10. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ � ãðà�èê àïïðîêñèìèðóåìîé �óíêöèè ñ îòìå÷åííûìè íà

íåì ÷åðíûìè òî÷êàìè èñõîäíûìè äàííûìè

êðèâóþ, êîòîðàÿ ¾ñãëàæèâàëà¿ áû ýòè äàííûå, ò. å. ýòà êðèâàÿ áûëà áû ïëàâíîé

è ïðîõîäèëà áû äîñòàòî÷íî áëèçêî ê äàííûì.

Îïèñàíèå ìåòîäà. Èñêîìóþ êðèâóþ èùåì â âèäå êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà S,

êîòîðûé äîñòàâëÿåò ìèíèìóì êâàäðàòè÷åñêîìó �óíêöèîíàëó

Jα(S) =

N
∑

i=0

pi[S(xi)− zi]
2
+ α

∫ b

a

[S ′′
(x)]2dx.

Ïðè α = 0 èìååì èíòåðïîëÿöèîííûé êóáè÷åñêèé ñïëàéí. Äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé

α ñïëàéí ñòðåìèòñÿ ê ïðÿìîé ëèíèè. Ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ α äàþò ñãëàæè-

âàíèå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà ìåòîäîì ïÿòèòî÷å÷íîé ïðîãîíêè ðå-

øàåòñÿ ñèñòåìà (3.23) è èñïîëüçóþòñÿ �îðìóëû (3.27)�(3.28). Åñëè íåò äðóãèõ

ñîîáðàæåíèé, òî ïîëàãàåì âåñà pi = 1 äëÿ âñåõ i.
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Çàäàíèå.

1. Èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ �óíêöèè yi = f(xi) íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå xi = a + ih,

h = (b− a)/N , îáðàçîâàòü òàáëèöó èñõîäíûõ äàííûõ (xi, yi), i = 0, 1, . . . , N .

2. Ïîëó÷èòü çàøóìëåííûå íà 20% äàííûå (xi, zi), i = 0, 1, . . . , N , èñïîëüçóÿ

äàò÷èê ñëó÷àéíûõ ÷èñåë.

3. Íàïèñàòü ïðîãðàììó íà Ìàòëàáå, ðåàëèçóþùóþ ñãëàæèâàíèå êóáè÷åñêèìè

ñïëàéíàìè.

4. Çàäàòü α. Âûáðàòü âåñîâûå ìíîæèòåëè pi = 1, i = 0, 1, . . . , N , à çàòåì óòî÷-

íèòü èõ ïî �îðìóëàì (3.37)�(3.38).

5. Ïàðàìåòð ñãëàæèâàíèÿ α ïîäîáðàòü ýêñïåðèìåíòàëüíî, ðàññìîòðåâ ñëó÷àè

ïåðåãëàæèâàíèÿ, îïòèìàëüíîãî âûáîðà ïàðàìåòðà ñãëàæèâàíèÿ è èíòåðïîëÿöèè

êóáè÷åñêèì ñïëàéíîì.

Âàðèàíòû.

� 1. f(x) = sin
2 πx, 0 ≤ x ≤ 1.

� 2. f(x) = (e1−x2 − 1)/(e− 1), |x| ≤ 1.

� 3. f(x) = cos(πx), 0 ≤ x ≤ 1.

� 4. f(x) = sin(2πx), 0 ≤ x ≤ 1.

� 5. f(x) = 1− (e2x − 1)/(e2 − 1), 0 ≤ x ≤ 1.

� 6. f(x) = cos
2
(πx), |x| ≤ 1/2.

� 7. f(x) = cos(πx), 0 ≤ x ≤ 1.

� 8. f(x) = sin(2πx), |x| ≤ 1/2.

� 9. f(x) = x(1− x), 0 ≤ x ≤ 1.

� 10. f(x) = x2
(1− x)2, 0 ≤ x ≤ 1.

� 11. f(x) =



















2/3− x2
+ |x|3/2, |x| ≤ 1,

(2− |x|)3/6, 1 ≤ |x| ≤ 2,

0, 2 ≤ |x|.
� 12. f(x) =

√
x, 0 ≤ x ≤ 1.

� 13. f(x) = ex, 0 ≤ x ≤ 1.

� 14. f(x) = ln x, 1 ≤ x ≤ 2.

� 15. f(x) = 1/x, 1 ≤ x ≤ 2.

� 16. f(x) = 1− x4, |x| ≤ 1.

�åøåíèå âàðèàíòà � 1.

Â êà÷åñòâå �óíêöèè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ âîçüìåì �óíê-

öèþ f(x) = sin
2
(πx), 0 ≤ x ≤ 1. Ïîëó÷åíèå íóæíûõ çàøóìëåííûõ äàííûõ îñóùå-

ñòâèì èñïîëüçîâàíèåì ãåíåðàòîðà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Èñïîëüçîâàíèå ãåíåðàòîðà

ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñ �èêñèðîâàííûì ñîñòîÿíèåì ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü ïîâòîðÿå-

ìîñòü çàøóìëåííûõ çíà÷åíèé.
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�èñ. Ë4.1. Ñãëàæèâàíèå êóáè÷åñêèì ñïëàéíîì âûáîðêè çíà÷åíèé �óíêöèè-øàïî÷êè

f(x) = sin2(πx), 0 ≤ x ≤ 1, íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ N = 30 ïðè 20% øóìå

Ëèñòèíã Ì-�àéëà ïîëó÷åíèÿ çàøóìëåííûõ äàííûõ

funtion data(n,alpha);

rand('state',10);

for i=1:n

x(i)=(i-1)/(n-1);

y(i)=sin(pi*x(i)).^2;

z(i)=y(i)+0.2*(rand-0.5)

end

�åçóëüòàòû ðàáîòû ïðîãðàììû smoothing(x,y,z,n,alpha), ðåàëèçóþùåé ïîñòðî-

åíèå ñãëàæèâàþùåãî êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà äàíû íà ðèñ. Ë4.1. �ðà�èê èñõîäíîé

�óíêöèè f(x) = sin
2
(πx) ïîêàçàí ñïëîøíîé ëèíèåé. ×åðíûìè òî÷êàìè îòìå÷å-

íû ¾ýêñïåðèìåíòàëüíûå¿ äàííûå. Øòðèõ-ïóíêòèðíîé, ïóíêòèðíîé è òî÷å÷íîé

ëèíèÿìè îáîçíà÷åíû ãðà�èêè ñãëàæèâàþùåãî ñïëàéíà ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò-

ðà ñãëàæèâàíèÿ α = 10
−k
; k = 1, 4, 8. Ñëó÷àé α = 0, 1 ñîîòâåòñòâóåò òèïè÷íîìó

¾ïåðåãëàæèâàíèþ¿. Ïðè ¾îïòèìàëüíîì¿ α = 0, 0001 ñïëàéíîâàÿ êðèâàÿ áëèçêà

ê ãðà�èêó �óíêöèè f íî ïðè ýòîì îíà ñòðîèòñÿ, èñõîäÿ èç çàøóìëåííûõ çíà÷å-

íèé. Ïîýòîìó ìû íå ìîæåì ïîëó÷èòü òî÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ èñõîäíîé �óíêöèè.

Íàêîíåö, ïðè α = 10
−8

ñïëàéí �àêòè÷åñêè èíòåðïîëèðóåò çàøóìëåííûå äàííûå

è ïîýòîìó äàåò ¾îñöèëëèðóþùóþ¿ êðèâóþ.

246



Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà � 5

×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Òðåáóåòñÿ ïðèáëèæåííî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå îïðåäå-

ëåííîãî èíòåãðàëà

I(f) =

∫ b

a

f(x)d x,

ãäå �óíêöèÿ f íå èìååò îñîáåííîñòåé íà êîíå÷íîì îòðåçêå [a, b].

Îïèñàíèå ìåòîäà. Îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ [a, b] ðàçîáüåì íà N ðàâíûõ ÷à-

ñòåé òî÷êàìè xi = a + ih, i = 0, 1, . . . , N , ãäå h = (b − a)/N . Äëÿ ïðèáëèæåííîãî

âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà I(f) âîñïîëüçóåìñÿ ñîñòàâíûìè �îðìóëàìè òðàïåöèé

I(f) ≈ h

2

N−1
∑

i=0

[f(xi) + f(xi+1)]

è Ñèìïñîíà

I(f) ≈ h

6

N−1
∑

i=0

[f(xi) + 4f
(xi + xi+1

2

)

+ f(xi+1)]

è ïðèìåíèì ïðàâèëî �óíãå äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Çàäàíèå.

1. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ïîäèíòåãðàëüíîé �óíêöèè fi = f(xi) íà ðàâíîìåðíîé

ñåòêå xi = a + ih, h = (b − a)/N , i = 0, 1, . . . , N , è íàéòè ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå

èíòåãðàëà I(f) ïî ñîñòàâíîé �îðìóëå òðàïåöèé.

2. Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà I(f) ïî ñîñòàâíîé �îðìóëå

Ñèìïñîíà.

3. Ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ïðèìåíèâ ïðàâèëî �óíãå.

Âàðèàíòû.

� 1.

∫ 1,6

0,8

dx√
2x2

+ 1

.

� 3.

∫ 2,7

1,2

dx
√

x2
+ 3,2

.

� 5.

∫ 2

1

dx
√

2x2
+ 1,3

.

� 2.

∫ 2

1,2

lg(x+ 2)

x
dx.

� 4.

∫ 2,4

1,6

(x+ 1) sin(x)dx.

� 6.

∫ 1

0,2

tg(x2
)

x2
+ 1

dx.
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� 7.

∫ 1,2

0,2

dx√
x2

+ 1

.

� 9.

∫ 1,4

0,8

dx√
2x2

+ 3

.

� 11.

∫ 1,2

0,4

dx
√

2 + 0,5x2
.

� 13.

∫ 2,1

1,4

dx√
3x2 − 1

.

� 15.

∫ 2,4

1,2

dx
√

0,5 + x2
.

� 8.

∫ 1,4

0,6

cos(x)

x+ 1

dx.

� 10.

∫ 1,2

0,4

√
x cos(x2

)dx.

� 12.

∫ 1,2

0,8

sin(2x)

x2
dx.

� 14.

∫ 1,6

0,8

lg(x2
+ 1)

x
dx.

� 16.

∫ 1,2

0,4

cos(x)

x+ 2

dx.

Îáðàçåö.

Â êà÷åñòâå ïîäèíòåãðàëüíîé �óíêöèè âîçüìåì

f(x) =
1

(x− 0,3)2 + 0,01
+

1

(x− 0,9)2 + 0,04
− 6, 0 ≤ x ≤ 1.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà I(f) ïî ñîñòàâíîé �îðìóëå òðàïå-

öèé âîñïîëüçóåìñÿ ïðîãðàììîé Ìàòëàáà trap(x,f), êîòîðàÿ òðåáóåò çàäàíèÿ ìàñ-

ñèâîâ xi è f(xi).

Ëèñòèíã Ì-�àéëà ¾trap.m¿

funtion trap;

% Ñîñòàâíîé ìåòîä òðàïåöèé äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ

% îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ

x=0:0.001:1;

f=((x-0.3).^2+0.01).^(-1)+((x-0.9).^2+0.04).^(-1)-6;

trap(x,f)

Ïðîãðàììà trap äàåò ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà 29,8571.

Ôóíêöèÿ Ìàòëàáà quad ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü òîò æå èíòåãðàë I(f) ïî ñîñòàâ-

íîé �îðìóëå Ñèìïñîíà. Ñòàíäàðòíîå îáðàùåíèå ê ýòîé ïðîãðàììå èìååò âèä

q=quad(�fun,a,b). Çäåñü òðåáóåòñÿ ÿâíîå çàäàíèå ïîäèíòåãðàëüíîé �óíêöèè fun

â âèäå Ì-�àéëà.

Ëèñòèíã Ì-�àéëà ¾humps.m¿

funtion f=humps(x);

f=((x-0.3).^2+0.01).^(-1)+((x-0.9).^2+0.04).^(-1)-6;

×òîáû ïðîèíòåãðèðîâàòü íà îòðåçêå [0, 1]�óíêöèþ, îïðåäåëåííóþ êàê humps.m,

îáðàùàåìñÿ ê ïðîãðàììå quad â âèäå quad(�humps,0,1). Ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííîå

çíà÷åíèå èíòåãðàëà 29,8583. Òàêèì îáðàçîì, îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî ðåçóëüòàòà
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ñîñòàâëÿåò 0,0012. �åçóëüòàò ïî �îðìóëå Ñèìïñîíà òàêæå ïîëó÷èì, ïðèìåíèâ ê

�îðìóëå òðàïåöèé ïðàâèëî �óíãå.

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà � 6

�åøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ax = b,

è èññëåäîâàòü ñâîéñòâà ìàòðèöû A.

Çàäàíèå.

1. �åøèòü ñèñòåìó Ax = b ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ �àóññà ñ âûáîðîì âåäóùèõ

ýëåìåíòîâ ïî ñòîëáöàì.

2. Âû÷èñëèòü det(A) è ||A||k äëÿ k = 1, 2,∞.

3. Íàéòè A−1
è condk(A), k = 1, 2,∞.

4. Âûïîëíèòü LU-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A.

5. Ïîëó÷èòü QR-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A.

Âàðèàíòû.

� 1. A =













4,4 −2,5 19,2 −10,8

5,5 −9,3 −14,2 13,2

7,1 −11,5 5,3 −6,7

14,2 23,4 −8,8 5,3













, b =













4,3

6,8

−1,8

7,2













.

� 2. A =













8,2 −3,2 14,2 14,8

5,6 −12 15 −6,4

5,7 3,6 −12,4 −2,3

6,8 13,2 −6,3 −8,7













, b =













−8,4

4,5

3,3

14,3













.

� 3. A =













5,7 −7,8 −5,6 −8,3

6,6 13,1 −6,3 4,3

14,7 −2,8 5,6 −12,1

8,5 12,7 −23,7 5,7













, b =













2,7

−5,5

8,6

14,7













.

� 4. A =













3,8 14,2 6,3 −15,5

8,3 −6,6 5,8 12,2

6,4 −8,5 −4,3 8,8

17,1 −8,3 14,4 −7,2













, b =













2,8

−4,7

7,7

13,5













.

� 5. A =













15,7 6,6 −5,7 11,5

8,8 −6,7 5,5 −4,5

6,3 −5,7 −23,4 6,6

14,3 8,7 −15,7 −5,8













, b =













−2,4

5,6

7,7

23,4













.
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� 6. A =













4,3 −12,1 23,2 −14,1

2,4 −4,4 3,5 5,5

5,4 8,3 −7,4 −12,7

6,3 −7,6 1,34 3,7













, b =













15,5

2,5

8,6

12,1













.

� 7. A =













14,4 −5,3 14,3 −12,7

23,4 −14,2 −5,4 2,1

6,3 −13,2 −6,5 14,3

5,6 8,8 −6,7 −23,8













, b =













−14,4

6,6

9,4

7,3













.

� 8. A =













1,7 10 −1,3 2,1

3,1 1,7 −2,1 5,4

3,3 −7,7 4,4 −5,1

10 −20,1 20,4 1,7













, b =













3,1

2,1

1,9

1,8













.

� 9. A =













1,7 −1,8 1,9 −57,4

1,1 −4,3 1,5 −1,7

1,2 1,4 1,6 1,8

7,1 −1,3 −4,1 5,2













, b =













10

19

20

10













.

� 10. A =













6,1 6,2 −6,3 6,4

1,1 −1,5 2,2 −3,8

5,1 −5,0 4,9 −4,8

1,8 1,9 2,0 −2,1













, b =













6,5

4,2

4,7

2,2













.

� 11. A =













2,2 −3,1 4,2 −5,1

1,3 2,2 −1,4 1,5

6,2 −7,4 8,5 −9,6

1,2 1,3 1,4 4,5













, b =













6,01

10

1,1

1,6













.

� 12. A =













35,8 2,1 −34,5 −11,8

27,1 −7,5 11,7 −23,5

11,7 1,8 −6,5 7,1

6,3 10 7,1 3,4













, b =













0,5

12,8

1,7

20,8













.

� 13. A =













35,1 1,7 37,5 −2,8

45,2 21,1 −1,1 −1,2

−21,1 31,7 1,2 −1,5

31,7 18,1 −31,7 2,2













, b =













7,5

11,1

2,1

0,5













.

� 14. A =













1,1 11,2 11,1 −13,1

−3,3 1,1 30,1 −20,1

7,5 1,3 1,1 10

1,7 7,5 −1,8 2,1













, b =













1,3

1,1

20

1,1













.
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� 15. A =













7,5 1,8 −2,1 −7,7

−10 1,3 −20 −1,4

2,8 −1,7 3,9 4,8

10 31,4 −2,1 −10













, b =













1,1

1,5

1,2

−1,1













.

� 16. A =













30,1 −1,4 10 −1,5

−17,5 11,1 1,3 −7,5

1,7 −21,1 7,1 −17,1

2,1 2,1 3,5 3,3













, b =













10

1,3

10

1,7













.

Îáðàçåö.

�àññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó Ax = b, ãäå

A =













14 −8 −21 12

10 −6 −15 9

35 −20 −56 32

25 −15 −40 24













, b =













19

14

53

39













.

1. �åøåíèå ýòîé ñèñòåìû ïî ìåòîäó �àóññà ñ âûáîðîì âåäóùèõ ýëåìåíòîâ ïî

ñòîëáöàì â Ìàòëàáå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîìàíäû x = A\b. Â íàøåì ñëó-

÷àå ýòî äàåò ðåøåíèå x = (−97;−160;−61;−99)
T
.

2. Èñïîëüçóÿ êîìàíäó det(A), ïîëó÷àåì det(A) = 1. Àíàëîãè÷íî íàõîäèì îñ-

íîâíûå íîðìû ìàòðèöûA: norm(A,1)=132, norm(A,2)=100,4788, norm(A,inf)=143.

3. Ïðèìåíÿÿ êîìàíäó inv(A), ïîëó÷àåì A−1
=













24 −32 −9 12

40 −56 −15 21

15 −20 −6 8

25 −35 −10 14













. Äëÿ ÷è-

ñåë îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèöû A èìååì ond(A,2)=1,0096 · 10
4
, ond(A,1)=

=ond(A,inf)=1,8870 · 104.
4. LU-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A ïîëó÷àåì ïî êîìàíäå [L,U℄=lu(A):

L =













0,4000 0,0000 1,0000 0

0,2857 0,4000 0,7143 1,0000

1,0000 0 0 0

0,7143 1,0000 0 0













,

U =













35,0000 −20,0000 −56,0000 32,0000

0 −0,7143 9 1,1429

0 0 1,4000 −0,8000

0 0 0 −0,0286













.

Çäåñü ìàòðèöà L íå ÿâëÿåòñÿ íèæíåé òðåóãîëüíîé, òàê êàê ïðè ðàáîòå àëãîðèòìà

èñêëþ÷åíèÿ �àóññà áûëè èñïîëüçîâàíû ïåðåñòàíîâêè ñòðîê. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæ-

íåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû L ïîëüçóåìñÿ êîìàíäîé [L, U, P℄=lu(A); L, P. Ïðè ýòîì
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ìàòðèöà U åñòåñòâåííî îñòàåòñÿ òîé æå ñàìîé è ïîýòîìó ïîâòîðíî íå ïå÷àòàåòñÿ.

Òàê êàê èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî LU = PA, ãäå P � ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê ñòðîê,

òî ïîëó÷àåì

L =













1,0000 0 0 0

0,7143 1,0000 0 0

0,4000 0 1,0000 0

0,2857 0,4000 0,7143 1,0000













, P =













0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0













.

5. QR-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A íàõîäèì ïî êîìàíäå [Q,R℄=qr(A):

Q =













−0,3022 0,2159 0,7555 0,5397

−0,2159 −0,3022 0,5397 −0,7555

−0,7555 0,5397 −0,3022 −0,2159

−0,5397 −0,7555 −0,2159 0,3022













,

R =













−46,3249 26,9185 73,4809 −42,6984

0 0,6260 −0,0000 −0,9930

0 0 1,5974 −0,9282

0 0 0 0,0216













.

Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà � 7

�åøåíèå çàäà÷ íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû

âåùåñòâåííîé ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû A.

Çàäàíèå.

1. Íàéòè íàèáîëüøåå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó

ñîáñòâåííûé âåêòîð ñòåïåííûì ìåòîäîì. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ èñ-

ïîëüçîâàòü âåêòîð (1; 1; 1; 1)
T
.

2. Íàéòè íàèìåíüøåå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó

ñîáñòâåííûé âåêòîð îáðàòíûì ñòåïåííûì ìåòîäîì.

3. �åøèòü ïîëíóþ ïðîáëåìó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìåòîäîì âðàùåíèé ßêîáè.

Òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé â åâêëèäîâîé íîðìå ε = 10
−6
.

4. Ïîëó÷èòü ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A.

Âàðèàíòû.

� 1. A =













1 1,5 2,5 3,5

1,5 1 2 1,6

2,5 2 1 1,7

3,5 1,6 1,7 1













. � 2. A =













1 1,2 2 0,5

1,2 1 0,4 1,2

2 0,4 2 1,5

0,5 1,2 1,5 1













.
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� 3. A =













1 1,2 2 0,5

1,2 1 0,5 1

2 0,5 2 1,5

0,5 1 1,5 0,5













. � 4. A =













2,5 1 −0,5 2

1 2 1,2 0,4

−0,5 1,2 −1 1,5

2 0,4 1,5 1













.

� 5. A =













2 1 1,4 0,5

1 1 0,5 1

1,4 0,5 2 1,2

0,5 1 1,2 0,5













. � 6. A =













2 1,2 −1 1

1,2 0,5 2 −1

−1 2 −1,5 0,2

1 −1 0,2 1,5













.

� 7. A =













2 1,5 3,5 4,5

1,5 2 2 1,6

3,5 2 2 1,7

4,5 1,6 1,7 2













. � 8. A =













1 0,5 1,2 −1

0,5 2 −0,5 0

1,2 −0,5 −1 1,4

−1 0 1,4 1













.

� 9. A =













1,2 0,5 2 1

0,5 1 0,8 2

2 0,8 1 1

1 2 1 2













. � 10. A =













0,5 1,2 1 0,9

1,2 2 0,5 1,2

1 0,5 1 1

0,5 1,2 1 2,2













.

� 11. A =













1,2 0,5 2 1

0, 5 1 0,6 2

2 0,6 1 1

1 2 1 1,3













. � 12. A =













2 1,5 4,5 5,5

1,5 3 2 1,6

4,5 2 3 1,7

5,5 1,6 1,7 3













.

� 13. A =













1,6 1 1,4 1

1 1 0,5 2

1,4 0,5 2 1,2

1 2 1,2 0,5













. � 14. A =













2,4 0,5 2 1

0,5 1 0,8 2

2 0,8 1 0,5

1 2 0,5 1,2













.

� 15. A =













0,5 1,2 2 1

1,2 2 0,5 1,2

2 0,5 1 0,5

1 1,2 0,5 1,6













. � 16. A =













1,8 1,6 1,7 1,8

1,6 2,8 1,5 1,3

1,7 1,5 3,8 1,4

1,8 1,3 1,4 4,8













.

Óêàçàíèÿ.

�àññìîòðèì ìàòðèöó

A =













4 −30 60 −35

−30 300 −675 420

60 −675 1620 −1050

−35 420 −1050 700













.
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Íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A â Ìàò-

ëàáå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîìàíäû [V,D℄=eig(A). Â íàøåì ñëó÷àå ýòî äàåò

ðåøåíèå

V =













0,7926 0,5821 0,1792 −0,0292

0,4519 −0,3705 −0,7419 0,3287

0,3224 −0,5036 0,1002 −0,7914

0,2522 −0,5140 0,6383 0,5146













,

D = 10
3 ·













0,0002 0 0 0

0 0,0015 0 0

0 0 0,0371 0

0 0 0 2,5853













.

Åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè òîëüêî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ

êîìàíäîé lambda=eig(A), ÷òî äàåò

λ = 10
3 · (0,0002; 0,0015; 0,0371; 2,5853).

Ïîñëå 19 èòåðàöèé ïî ìåòîäó âðàùåíèé ßêîáè ïîëó÷àåì:

λ1 = 2585,2538, e1 = (0,0292;−0,3287; 0,7914;−0,5146)T ,

λ2 = 37,1015, e2 = (−0,1792; 0,7419;−0,1002;−0,6383)T ,

λ3 = 1,4781, e3 = (−0,5821; 0,3705; 0,5096; 0,5140)T ,

λ4 = 0,1666, e4 = (0,7926; 0,4519; 0,3224; 0,2522)T .

Èñïîëüçóÿ êîìàíäó Ìàòëàáà [U,S,V℄=svd(A), íàõîäèì ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæå-

íèå ìàòðèöû A = USV, ãäå

U = V =













−0,0292 0,1792 0,5821 0,7926

0,3287 −0,7419 −0,3705 0,4519

−0,7914 0,1002 −0,5096 0,3224

0,5146 0,6383 −0,5140 0,2522













,

S = 10
3 ·













2,5853 0 0 0

0 0,0371 0 0

0 0 0,0015 0

0 0 0 0,0002













.
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Ïðèëîæåíèå Â

Òåñòû äëÿ ïèñüìåííîãî ýêçàìåíà

1. Íàéòè çíà÷åíèå ïåðåìåííîé x ïîñëå âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî ïñåâäîêîäà?

x=0;

for i= 1:5

if i <= 3 x=x+1

else x=2*x end

(1) 3 ; (2) 5 ; (3) 7 ; (4) 12 ; (5) 16.

2. �àññìîòðåòü óðàâíåíèå

x2
= e−x.

Èñïîëüçóÿ ãðà�èê, îïðåäåëèòü ÷èñëî êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ.

(1) êîðíåé íåò;

(2) îäèí ïðîñòîé ;

(3) îäèí êðàòíûé êîðåíü;

(4) îäèí ïðîñòîé êîðåíü è îäèí êðàòíûé êîðåíü;

(5) äâà ïðîñòûõ êîðíÿ.

3. Óðàâíåíèå 1 − 3x + sin x = 0 èìååò êîðåíü íà îòðåçêå [0, 1]. Ñêîëüêî èòåðàöèé

ìåòîäà ïðîá òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü ýòîò êîðåíü ñ òî÷íîñòüþ

1
2
10

−5
?

(1) 3 ; (2) 5 ; (3) 8 ; (4) 17 ; (5) 24.

4. Íàéòè ìèíèìàëüíîå ÷èñëî èòåðàöèé ìåòîäà ïðîá, òðåáóåìîå äëÿ óìåíüøåíèÿ

äëèíû îòðåçêà, ñîäåðæàùåãî êîðåíü, äî 1/50 åãî èñõîäíîé äëèíû?

(1) 5 ; (2) 6 ; (3) 12 ; (4) 25 ; (5) 50.

5. Óêàæèòå ïðàâèëüíóþ �îðìóëó äëÿ ìåòîäà õîðä (ëîæíîãî ïîëîæåíèÿ).

(1) cn = bn −
f(an)(bn − an)

f(bn)− f(an)
;

(2) cn = bn −
f(bn)(bn − an)

f(bn)− f(an))
;

(3) cn = bn −
f(bn)− f(an)

f(bn)(bn − an)
;

(4) cn = an −
f(bn)(f(bn)− f(an))

bn − an
;

(5) cn = an −
f(bn)− f(an)

f(bn)(bn − an)
.
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6. Ìåòîä õîðä, ïðèìåíåííûé ê óðàâíåíèþ f(x) = 2x2 − 1 = 0 íà îòðåçêå [0, 1],

ïîñëå äâóõ èòåðàöèé äàåò ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå êîðíÿ:

(1) 0 ; (2)

1
8
; (3)

1
4
; (4)

1
2
; (5)

2
3
.

7. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ

√
2 äàåò èòåðàöèîííóþ

�îðìóëó:

(1) xi+1 =
x2
i + 2

2xi
; (2) xi+1 =

3x2
i − 2

2xi
; (3) xi+1 = xi −

√
2xi;

(4) xi+1 =
x3
i + 2

√
2

3x2
i

; (5) âñå íåâåðíû.

8. Óêàçàòü ïðàâèëüíóþ �îðìóëó äëÿ ìåòîäà ñåêóùèõ:

(1) xn+1 = xn−1 −
f(xn)(xn − xn−1)

f(xn)− f(xn−1)
;

(2) xn+1 = xn −
f(xn)(xn − xn−1)

f(xn)− f(xn−1)
;

(3) xn+1 = xn −
f(xn−1)(xn − xn−1)

f(xn)− f(xn−1)
;

(4) xn+1 = xn −
f(xn)− f(xn−1)

(xn − xn−1)f(xn−1)
;

(5) xn+1 = xn−1 −
f(xn−1)(xn − xn−1)

f(xn)− f(xn−1)
.

9. �àññìîòðåòü ïðèìåíåíèå ìåòîäà ñåêóùèõ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ âèäà x3 −
3x+ 2 = 0. Èñïîëüçóÿ x0 = 0, x1 =

1
2
, ïîñëå äâóõ èòåðàöèé ïîëó÷àåì:

(1)

5
9
; (2)

8
11

; (3)

3
4
; (4)

4
5
; (5) 1.

10. ×òî âû äóìàåòå î ñõîäèìîñòè (ðàñõîäèìîñòè) ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè xn+1 =

g(xn), n = 0, 1, . . ., ãäå g(x) = e−x
è x0 = 1.

(a) ìîíîòîííàÿ ñõîäèìîñòü;

(b) ìîíîòîííàÿ ðàñõîäèìîñòü;

() îñöèëëèðóþùàÿ ñõîäèìîñòü;

(d) îñöèëëèðóþùàÿ ðàñõîäèìîñòü;

(e) ïîâåäåíèå íåîïðåäåëåíî.

11. Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x(x − 2) = 3.

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå x = g(x) = 2 +
3
x
è x0 = 1, ïîñëå äâóõ èòåðàöèé ïîëó÷àåì:

(1) 5 ; (2) 3
1
5
; (3) 3 ; (4) 2

3
5
; (5) 2

6
7
.

12. Êàêîâî ìèíèìàëüíîå ÷èñëî àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, íóæíîå äëÿ âû÷èñëå-

íèÿ çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà

p(x) = x5 − 5x4
+ 5x3

+ 5x2 − 6x+ 1

ïðè x = α.

(a) 6; (b) 9; () 12; (d) 15; (e) 19.
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13. Ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ �àóññà ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (a � ïîñòî-

ÿííàÿ)

x1 + 6x2 − 2x3 = 5a

2x1 + x2 − 2x3 = 1

2x1 + 2x2 + 6x3 = 10.

Óêàçàòü ïðàâèëüíîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû:

(1) (1, 1, a)T ;

(2)

1
9
(14− 5a, 1 + 8a, 11− a)T ;

(3)

1
9
(10a− 1, 2a+ 7, 11a− 2)

T
;

(4)

1
9
(10a+ 1, 2a− 7, 11a+ 2)

T
;

(5) âñå íåâåðíû.

14. Êàêîâî îáùåå ÷èñëî àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé â ìåòîäå èñêëþ÷åíèÿ �àóññà?

(1)

1
6
(4n3

+ 3n2 − 7n) ;

(2) n2
;

(3)

1
6
(4n3

+ 9n2 − 7n) ;

(4)

2
3
n3

;

(5)

1
6
(5n3 − 3n2 − 7n).

15. �àññìîòðåòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå







10 2 11

10 1 1

−1 10 1













x

y

z






=







−1

9

−1






.

Êàêîå èç ïðèâîäèìûõ óòâåðæäåíèé ÿâëÿåòñÿ âåðíûì?

(1) Óðàâíåíèÿ ìîæíî ïåðåóïîðÿäî÷èòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî ìàòðèöà áóäåò

èìåòü äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå.

(2) Äèàãîíàëüíîå ïðåîáëàäàíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðîèçâîäÿ âû÷èòàíèå îäíîé

ñòðîêè è ïåðåñòàíîâêó äðóãèõ ñòðîê.

(3) �åøåíèå íåëüçÿ ïîëó÷èòü áåç èñïîëüçîâàíèÿ âûáîðà âåäóùåãî ýëåìåíòà.

(4) �åøåíèå èìååò âèä (1, 0,−1)
T
.

(5) Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ìåòîäîì �àóññà òðåáóåòñÿ < 28 îïåðàöèé.

16. �àññìîòðåòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå













4 1 0 0

1 4 1 0

0 1 4 1

0 0 1 4

























x

y

z

w













=













5

6

6

5













.

Ñêîëüêî àðè�ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé òðåáóåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé òðåõäèàãîíàëü-

íîé ñèñòåìû ìåòîäîì ïðîãîíêè?
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(1) 18 ; (2) 25 ; (3) 36 ; (4) 62 ; (5) 90.

17. Êàêîâî ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè cond(A) ìàòðèöû

A =

(

2 1

1 2

)

?

(1) 1 ; (2) 2 ; (3) 3 ; (4) 4 ; (5) 10.

18. Äâå èòåðàöèè ìåòîäà ßêîáè äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû

óðàâíåíèé

(

2 1

1 3

)(

x

y

)

=

(

5

5

)

ñ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè x(0)
= y(0) = 0 äàþò:

(1) x(2)
= 5/2, y(2) = 5/3;

(2) x(2)
= 5/3, y(2) = 5/6;

(3) x(2)
= 5/6, y(2) = 5/3;

(4) x(2)
= 5/3, y(2) = 5/2;

(5) âñå íåâåðíû.

19. Êàêàÿ èç ïðèâîäèìûõ ìàòðèö ïîäõîäèò ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Çåéäåëÿ

äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû Ax = b?

(1)

(

1 1

2 0

)

; (2)

(

1 2

2 1

)

; (3)

(

3 −1

1 −2

)

; (4)

(

1 4

1 4

)

; (5) âñå íå ïîäõîäÿò.
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