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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû.Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êîìïîçèòíûõ êîíñòðóê-
öèé (ÊÊ) ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ïðîáëåìîé, àêòóàëüíîñòü êîòîðîé îáóñëîâëåíà óíè-
êàëüíûìè ñâîéñòâàìè êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ (ÊÌ) è èõ øèðîêèì ïðèìå-
íåíèåì â ðàçëè÷íûõ îòðàñëÿõ ïðîìûøëåííîñòè1. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïîâåäå-
íèÿ ÊÊ âîçíèêàþò îñîáåííîñòè èç-çà èõ íåîäíîðîäíîñòè è àíèçîòðîïíîñòè, ÷òî
ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíîìó âèäó íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî
ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) ïî ñðàâíåíèþ ñ êîíñòðóêöèÿìè èç òðàäèöèîííûõ îäíîðîä-
íûõ èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ. Ñòðåìëåíèå íàèáîëåå ïîëíî îïèñàòü ïîâåäåíèå
ÊÊ, ïðèâîäèò ê óñëîæíåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, è êàê ñëåäñòâèå, ê ïî-
âûøåííûì òðåáîâàíèÿì ê ÷èñëåííûì ìåòîäàì.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ÍÄÑ òîíêîñòåííûõ ìíîãîñëîéíûõ àíèçî-
òðîïíûõ êîíñòðóêöèé ñîïðÿæåíî ñ âûñîêèìè âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè. Ìà-
ëûå îòíîñèòåëüíûå òîëùèíû ñëîåâ è âûðàæåííàÿ àíèçîòðîïèÿ ÊÌ ïðè ÷èñëåí-
íîì ðåøåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðèâîäÿò ê ïëîõî îáóñëîâëåííûì çàäà÷àì
ëèíåéíîé àëãåáðû áîëüøîãî ðàçìåðà. Ïîýòîìó èññëåäîâàòåëè âûíóæäåíû èñ-
ïîëüçîâàòü áîëåå ýêîíîìè÷íûå ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ïëàñòèí
è îáîëî÷åê, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîíèçèòü ðàçìåðíîñòü èñõîäíûõ çàäà÷, èñêëþ-
÷èâ èç ðàññìîòðåíèÿ íàïðàâëåíèå âäîëü òîëùèíû. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïå-
ðåõîä îò èñïîëüçîâàíèÿ òðàäèöèîííûõ òåîðèé ïëàñòèí è îáîëî÷åê ê òåì èëè
èíûì óòî÷í¼ííûì òåîðèÿì ñîïðîâîæäàåòñÿ êà÷åñòâåííûì èçìåíåíèåì ñòðóê-
òóðû ðåøåíèé, ïîÿâëåíèåì áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ, èìåþùèõ ÿðêî âûðàæåííûé
õàðàêòåð ïîãðàíè÷íûõ ñëî¼â, ÷òî ïîâûøàåò òðåáîâàíèÿ ê èñïîëüçóåìûì ÷èñ-
ëåííûì ìåòîäàì.

Öåëü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçðàáîòêå ýôôåêòèâíîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðå-
øåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé â
âèäå áàëîê è ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí, â ðàçðàáîòêå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
ðàñ÷åòà êîìïîçèòíûõ áàëîê, ó÷èòûâàþùåé ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîå ïîâåäåíèå è
ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòü êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ.

Îáúåêòàìè èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä êîëëîêàöèé è íàè-
ìåíüøèõ íåâÿçîê è íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ìíîãîñëîéíûõ àíè-
çîòðîïíûõ áàëîê è ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí.

Ïðåäìåòàìè èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðèìåíåíèå ïîëèíîìîâ âûñîêèõ ñòå-
ïåíåé â ÷èñëåííîì ìåòîäå êîëëîêàöèé è íàèìåíüøèõ íåâÿçîê è ýôôåêò ðàçíî-
ñîïðîòèâëÿåìîñòè ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ è êîí-
ñòðóêöèé èç íèõ.

1Òåõíîëîãèè ñîçäàíèÿ ðàêåòíî-êîñìè÷åñêîé è òðàíñïîðòíîé òåõíèêè íîâîãî ïîêîëåíèÿ
âêëþ÷åíû â ïåðå÷åíü êðèòè÷åñêèõ òåõíîëîãèé Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè. Îá óòâåðæäåíèè ïðè-
îðèòåòíûõ íàïðàâëåíèé ðàçâèòèÿ íàóêè, òåõíîëîãèé è òåõíèêè â Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè è
ïåðå÷íÿ êðèòè÷åñêèõ òåõíîëîãèé Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè: Óêàç Ïðåçèäåíòà Ðîñ. Ôåäåðàöèè
îò 7 èþëÿ 2011 ã. � 899 // Ñîáð. çàêîíîäàòåëüñòâà Ðîñ. Ôåäåðàöèè. � 2011. � � 28. Ñò. 4168.
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Çàäà÷è, ðåøåííûå â õîäå äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè.

1. Äëÿ çàäà÷ èçãèáà ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí ïî-
ëó÷åíû ðàçðåøàþùèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â êèíåìàòè-
÷åñêèõ ïåðåìåííûõ äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè è òðåõ òåî-
ðèé ïëàñòèí: Êèðõãîôà-Ëÿâà, Òèìîøåíêî è Ãðèãîëþêà-×óëêîâà. Ïðîâåäåí
ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç èõ îñîáåííîñòåé, âëèÿþùèõ íà âû÷èñëèòåëüíûå çà-
òðàòû.

2. Ðàçðàáîòàí ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä êîëëîêàöèé è íàèìåíüøèõ íåâÿçîê
(ÊÍÍ), îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ïîëèíîìîâ âûñîêèõ ñòåïåíåé. Ìåòîä ðå-
àëèçîâàí â îäíîìåðíîì, äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ. Ïðîâåäåíà âåðè-
ôèêàöèÿ ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà íà ðÿäå òåñòîâûõ çàäà÷ ñ îñîáåííîñòÿìè.
Íà ïðèìåðå çàäà÷è èçãèáà ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëà-
ñòèí èññëåäîâàíî âëèÿíèå îòíîñèòåëüíûõ òîëùèí è ÷èñëà ñëîåâ íà ïîãðåø-
íîñòü èñïîëüçóåìûõ òåîðèé ïëàñòèí. Ðåàëèçîâàí ñïîñîá óòî÷íåíèÿ çíà÷åíèé
ïîïåðå÷íûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé.

3. Ïðîâåäåí àíàëèç íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïëàñòèí íà óïðó-
ãîì îñíîâàíèè, ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ðåàêöèè óïðóãîãî îñ-
íîâàíèÿ: Âèíêëåðà, Âëàñîâà è Ïàñòåðíàêà.

4. Ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñ÷åòà òðåõòî÷å÷íîãî èçãèáà ïîëè-
ìåðíûõ è êîìïîçèòíûõ áàëîê, ó÷èòûâàþùàÿ ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîå ïîâåäå-
íèå ìàòåðèàëîâ è èõ ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòü ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ. Ðàçðà-
áîòàí è ðåàëèçîâàí àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé äëÿ ðàçíûõ âèäîâ àïïðîêñèìàöèè ôèçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé. Ïðîâåäå-
íà âàëèäàöèÿ ðàçðàáîòàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ, ïîëó÷åííûõ â ÔÃÓÏ �ÂÈÀÌ� ÃÍÖ ÐÔ.

5. Ðàçðàáîòàí è çàðåãèñòðèðîâàí êîìïëåêñ, ñîñòîÿùèé èç òðåõ ïðîãðàìì äëÿ
ÝÂÌ, äëÿ ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ èçîòðîïíûõ è
ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí è òðåõòî÷å÷íîãî èç-
ãèáà êîìïîçèòíûõ áàëîê ñ ó÷åòîì ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîãî ïîâåäåíèÿ ìàòå-
ðèàëà è åãî ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ðåçóëüòàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷åòûðåì îáëàñòÿì èñ-
ñëåäîâàíèÿ ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè 05.13.18 � ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâà-
íèå, ÷èñëåííûå ìåòîäû è êîìïëåêñû ïðîãðàìì¿ ïî ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèì
íàóêàì.

Îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ 1:

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è àëãîðèòì ðàñ÷åòà òðåõòî÷å÷íîãî èçãèáà ïîëèìåð-
íûõ è êîìïîçèòíûõ áàëîê, ó÷èòûâàþùàÿ ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîå ïîâåäåíèå
ìàòåðèàëîâ è èõ ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòü ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ.

Îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ 3:

2. Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä êîëëîêàöèé è íàèìåíüøèõ íåâÿçîê (ÊÍÍ), îñ-
íîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ïîëèíîìîâ âûñîêèõ ñòåïåíåé, äëÿ ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ â êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòÿõ â îäíîìåðíîì, äâóìåðíîì è

4



òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ. Âåðèôèêàöèÿ ìåòîäà íà ðÿäå òåñòîâûõ çàäà÷ ñ îñîáåí-
íîñòÿìè è ðåçóëüòàòàõ ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûõ äðóãèìè àâòîðàìè.

Îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ 4:

3. Êîìïëåêñ ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ äëÿ ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî
ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) èçîòðîïíûõ è ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëü-
íûõ ïëàñòèí è òðåõòî÷å÷íîãî èçãèáà ïîëèìåðíûõ è êîìïîçèòíûõ áàëîê, ðàç-
íîñîïðîòèâëÿþùèõñÿ ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ ñ ó÷åòîì èõ ôèçè÷åñêè íåëè-
íåéíîãî ïîâåäåíèÿ.

Îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ 5:

4. Ïðèìåíåíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà ÊÍÍ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èçãèáà
ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí â ðàìêàõ êëàññè÷å-
ñêîé òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà, óòî÷íåííûõ òåîðèé Òèìîøåíêî è Ãðèãîëþêà-
×óëêîâà. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ÍÄÑ ïëàñòèí â ðàì-
êàõ ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè è òðåõ ðàçëè÷íûõ òåîðèé ïëàñòèí.
Ïðîöåäóðà âîññòàíîâëåíèÿ ïîïåðå÷íûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé äëÿ òåî-
ðèè Ãðèãîëþêà-×óëêîâà íà îñíîâå óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé
òåîðèè óïðóãîñòè. Âàëèäàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òðåõòî÷å÷íîãî èçãèáà
ïîëèìåðíûõ êîìïîçèòíûõ áàëîê.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà èçëîæåííûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ çàêëþ-
÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:
1. Âïåðâûå ïðåäëîæåí è ðåàëèçîâàí ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä êîëëîêàöèé è

íàèìåíüøèõ íåâÿçîê, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ïîëèíîìîâ âûñîêèõ ñòå-
ïåíåé, äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ â êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòÿõ â
îäíîìåðíîì, äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ. Êîîðäèíàòû òî÷åê êîëëîêà-
öèé îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ×åáûø¼âà è èñïîëü-
çóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå
óìåíüøèòü íàêîïëåíèå îøèáîê îêðóãëåíèÿ. Íà áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ ðåøåíè-
ÿõ ïîëó÷åí ýêñïîíåíöèàëüíûé ïîðÿäîê óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòè ñ âîçðàñ-
òàíèåì ñòåïåíè ïîëèíîìîâ.

2. Ðàçðàáîòàííûé ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä êîëëîêàöèé è íàèìåíüøèõ íåâÿ-
çîê èñïîëüçîâàí äëÿ ðàñ÷åòà ÍÄÑ ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëü-
íûõ ïëàñòèí â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà è óòî÷íåííûõ
òåîðèé Òèìîøåíêî è Ãðèãîëþêà-×óëêîâà. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç
ïðèìåíèìîñòè ïåðå÷èñëåííûõ òåîðèé íà çàäà÷àõ èçãèáà ìíîãîñëîéíûõ àíè-
çîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí.

3. Ðàçðàáîòàíà íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñ÷åòà òðåõòî÷å÷íîãî èçãèáà
ïîëèìåðíûõ è êîìïîçèòíûõ áàëîê, ó÷èòûâàþùàÿ ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîå
ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà è åãî ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòü ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ.
Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ïðîâå-
äåíà âàëèäàöèÿ ðàçðàáîòàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

4. Ñîçäàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ äëÿ ðàñ÷åòà ÍÄÑ èçîòðîïíûõ è ìíî-
ãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí è òðåõòî÷å÷íîãî èçãèáà
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ïîëèìåðíûõ è êîìïîçèòíûõ áàëîê, ðàçíîñîïðîòèâëÿþùèõñÿ ðàñòÿæåíèþ è
ñæàòèþ ñ ó÷åòîì ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîãî ïîâåäåíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî
ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå äåôîðìèðîâàíèÿ áàëîê è ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâà-
íèÿ ïðåäëîæåííûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ è êîìïëåêñà ïðîãðàìì ïðè ïðîåêòè-
ðîâàíèè è àíàëèçå äåôîðìèðîâàíèÿ êîìïîçèòíûõ êîíñòðóêöèé â ñòðîèòåëüíîé,
àâèàöèîííîé è ðàêåòíî-êîñìè÷åñêîé îòðàñëÿõ. Ó÷åò ýôôåêòà ðàçíîñîïðîòèâëÿ-
åìîñòè ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ ïðè ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîì ïîâåäåíèè óãëåïëà-
ñòèêîâ èññëåäîâàí â ðàìêàõ ñîâìåñòíîãî ïðîåêòà ñ Âñåðîññèéñêèì èíñòèòóòîì
àâèàöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ÔÃÓÏ �ÂÈÀÌ� ÃÍÖ ÐÔ ¾Ðàçðàáîòêà è ñîâåðøåí-
ñòâîâàíèå òåõíîëîãèé ïðîåêòèðîâàíèÿ è ñîçäàíèÿ íîâûõ ïåðñïåêòèâíûõ êîì-
ïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ (óãëåïëàñòèêîâ) è êîíñòðóêöèé èç íèõ äëÿ àâèàöè-
îííîé è äðóãèõ îòðàñëåé ïðîìûøëåííîñòè¿, ïîääåðæàííîãî ãðàíòîì ÐÔÔÈ
� 13-01-12032-îôè_ì.

Îáîñíîâàííîñòü è äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöè-
îííîé ðàáîòå îáåñïå÷åíà èñïîëüçîâàíèåì ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ ìåõàíèêè
äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ïîäòâåð-
æäàåòñÿ ñîïîñòàâëåíèåì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðàñ÷åòàìè äðóãèõ èññëå-
äîâàòåëåé è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ïîëó÷åííûìè â ÔÃÓÏ �ÂÈÀÌ�
ÃÍÖ ÐÔ.

Ïðåäñòàâëåíèå ðàáîòû. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ è ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîí-
íîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ è ñå-
ìèíàðàõ: Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè,
ìåõàíèêè, èíôîðìàòèêè¿ (Åêàòåðèíáóðã, 2009); Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ïî
âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå (Íîâîñèáèðñê, 2009); Âñåðîññèéñêèõ êîíôåðåíöè-
ÿõ ìîëîäûõ ó÷åíûõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ è èíôîðìàöèîííûì
òåõíîëîãèÿì (Íîâîñèáèðñê, 2011; Òîìñê, 2013; Òþìåíü, 2014); Ìåæäóíàðîä-
íîé êîíôåðåíöèè ECCOMAS (Àâñòðèÿ, Âåíà, 2012); Ìåæäóíàðîäíîé êîíôå-
ðåíöèè ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè¿, (Ñåðáèÿ, Âðíÿ÷êà
Áàíÿ; ×åðíîãîðèÿ, Áóäâà, 2013) ; Âñåðîññèéñêèõ êîíôåðåíöèÿõ ïî ÷èñëåííûì
ìåòîäàì ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè (Áàðíàóë, 2013; Îìñê,
2015); Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Óñïåõè ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä¿, ïðè-
óðî÷åííîé ê 75-ëåòèþ àêàäåìèêà Â.À. Ëåâèíà (Âëàäèâîñòîê, 2014); Âñåðîññèé-
ñêîé êîíôåðåíöèè, ïðèóðî÷åííîé ê 95-ëåòèþ àêàäåìèêà Ë.Â. Îâñÿííèêîâà ¾Íî-
âûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä: ïîñòðîåíèå è èçó÷å-
íèå¿ (Íîâîñèáèðñê, 2014); Ìåæäóíàðîäíîé Àçèàòñêîé øêîëå-ñåìèíàðå ¾Ïðî-
áëåìû îïòèìèçàöèè ñëîæíûõ ñèñòåì¿ (Êûðãûçñêàÿ Ðåñïóáëèêà, îç. Èññûê-
Êóëü, Áóëàí-Ñîãîòòó, 2014); Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷à-
ñòèåì ¾Èíäóñòðèàëüíûå èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû¿ (Íîâîñèáèðñê, 2015); Ìåæ-
äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû âû÷èñëèòåëüíîé è ïðèêëàä-
íîé ìàòåìàòèêè 2015¿, ïîñâÿùåííîé 90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà
Ã.È. Ìàð÷óêà, (Íîâîñèáèðñê, 2015); VIII Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ëàâ-
ðåíòüåâñêèå ÷òåíèÿ ïî ìàòåìàòèêå, ìåõàíèêå è ôèçèêå¿, ïîñâÿùåííîé 115-ëåòèþ
ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà Ì. À. Ëàâðåíòüåâà. (Íîâîñèáèðñê, 2015); Âñåðîñ-
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ñèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Áåçîïàñíîñòü è æèâó÷åñòü òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì¿ (Êðàñ-
íîÿðñê, 2015).

Â ïîëíîì îáúåìå ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà
Îáúåäèíåííîì ñåìèíàðå ¾Èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè (÷èñ-
ëåííûå ìåòîäû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû)¿ Èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíûõ òåõ-
íîëîãèé ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà è Íîâîñèáèð-
ñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà (ðóêîâîäèòåëè � àêàäåìèê
Þ.È. Øîêèí è ïðîô. Â.Ì. Êîâåíÿ), Îáúåäèíåííîì ñåìèíàðå ¾×èñëåííûé àíà-
ëèç¿ Èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêè ÑÎ
ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà (ðóêîâîäèòåëü � ïðîô.
Â.Ï. Èëüèí), ñåìèíàðå ¾Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìåõàíèêà äåôîðìèðóåìûõ ñðåä¿ Èí-
ñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ ÐÀÍ (ðóêîâîäèòåëü � ïðîô. Â.Ì.
Ñàäîâñêèé).

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 29 ïå÷àòíûõ ðàáîò, â òîì
÷èñëå 7 ñòàòåé â ïåðèîäè÷åñêèõ èçäàíèÿõ ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ, 6 ïóáëèêàöèé
â òðóäàõ ìåæäóíàðîäíûõ è âñåðîññèéñêèõ êîíôåðåíöèé, 13 òåçèñîâ äîêëàäîâ
ìåæäóíàðîäíûõ è âñåðîññèéñêèõ êîíôåðåíöèé è 3 ñâèäåòåëüñòâà î ãîñóäàð-
ñòâåííîé ðåãèñòðàöèè ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Âî âñåõ îïóáëèêîâàííûõ ðàáîòàõ àâòîð ïðèíèìàë
íåïîñðåäñòâåííîå ó÷àñòèå â ïîñòàíîâêå çàäà÷, ðàçðàáîòêå è ðåàëèçàöèè âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ, îáñóæäåíèè è êðèòè÷åñêîì àíàëèçå ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-
òàòîâ, â ïîäãîòîâêå è ïðåäñòàâëåíèè ñòàòåé è äîêëàäîâ ïî òåìå èññëåäîâàíèé.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷åòû-
ðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû è ïðèëîæåíèÿ. Îáú¼ì ðàáîòû ñîñòàâ-
ëÿåò 179 ñòðàíèö. Â äèññåðòàöèè ñîäåðæàòñÿ 27 ðèñóíêîâ è 27 òàáëèö. Ñïèñîê
ëèòåðàòóðû ñîñòîèò èç 122 èñòî÷íèêîâ.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü è ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íàó÷-
íîìó ðóêîâîäèòåëþ ä.ô.-ì.í. Ñ.Ê. Ãîëóøêî çà âñåñòîðîííþþ ïîääåðæêó è ïî-
ñòîÿííîå âíèìàíèå â õîäå âûïîëíåíèÿ ðàáîòû. Àâòîð áëàãîäàðèò çà ïëîäîòâîð-
íûå îáñóæäåíèÿ ä.ô.-ì.í., ïðîô. Â.Ï. Øàïååâà è ê.ô.-ì.í. Á.Â. Ñåìèñàëîâà.
Óñïåøíîìó âûïîëíåíèþ ðàáîòû ñïîñîáñòâîâàëè öåííûå êðèòè÷åñêèå çàìå÷à-
íèÿ ä.ô.-ì.í., ïðîô. Þ.Â. Íåìèðîâñêîãî, ê.ô.-ì.í. Å.Â. Àìåëèíîé, ê.ô.-ì.í.
À.Â. Þð÷åíêî.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü âûáðàííîé òåìû èññëåäîâàíèé, ïðè-
âåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è ïîëîæåíèÿ âûíîñèìûå íà çàùèòó. Ïðèâåäåí îá-
çîð ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷ ìåõàíèêè ìíîãîñëîéíûõ
àíèçîòðîïíûõ êîíñòðóêöèé, ìåòîäó êîëëîêàöèé è íàèìåíüøèõ íåâÿçîê, à òàê-
æå îòìå÷åíû ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå ïðèìåíåíèþ ïîëèíîìîâ âûñîêèõ ñòåïåíåé â
ðàçëè÷íûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ. Èçëîæåíî êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè ïî
ãëàâàì.
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Ðèñóíîê 1 � Ñëîèñòàÿ ïðÿìî-
óãîëüíàÿ ïëàñòèíà ïîä äåéñòâèåì
ïîïåðå÷íîé íàãðóçêè.

Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà âûâîäó è àíàëèçó
ðàçðåøàþùèõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (ÄÓ) äëÿ çàäà÷è èçãèáà ìíî-
ãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ
ïëàñòèí äëÿ ðàçíûõ òåîðèé. Â ðàçäåëå 1.1
äàíà ôèçè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è èçãèáà
ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû (ðèñóíîê 1), ñî-
ñòîÿùåé èç N òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ
ñëîåâ ïîñòîÿííîé òîëùèíû c ãëàâíûìè íà-
ïðàâëåíèÿìè óïðóãîñòè â ïëîñêîñòè ïëà-
ñòèíû. Âåðõíÿÿ ãðàíü ïëàñòèíû íàõîäèò-
ñÿ ïîä äåéñòâèåì ðàñïðåäåëåííîé ïîïåðå÷-
íîé íàãðóçêè q(x, y), íèæíÿÿ ãðàíü ñâîáîä-
íà, ñëîè æ¼ñòêî ñêðåïëåíû ìåæäó ñîáîé, à
íà òîðöàõ ïëàñòèíû çàäàíû ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå óñëîâèÿ çàêðåïëåíèÿ. Íåîáõîäèìî ðàñ-
ñ÷èòàòü íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå (ÍÄÑ) ïëàñòèíû.

Â ðàçäåëå 1.2 äëÿ ñëîÿ ïëàñòèíû âûïèñàíû èñõîäíûå óðàâíåíèÿ ïðîñòðàí-
ñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè (3D ÒÓ). Íà èõ îñíîâå ïîëó÷åíû ðàçðåøàþùèå óðàâ-
íåíèÿ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé ïåðåìåùåíèé. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ÄÓ èìååò ðÿä
îñîáåííîñòåé, çàòðóäíÿþùèõ åå ðåøåíèå ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Äëÿ ðàññìàò-
ðèâàåìûõ êîìïîçèòíûõ êîíñòðóêöèé õàðàêòåðíû âûðàæåííàÿ àíèçîòðîïèÿ è
ìàëîñòü òîëùèí ñëîåâ ïî îòíîøåíèþ ê äðóãèì ãåîìåòðè÷åñêèì ðàçìåðàì. Ïî
ýòîé ïðè÷èíå ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ âîçíèêàþò ìàëûå ïàðàìåòðû, êîòîðûå
ìîãóò ñòàòü ïðè÷èíîé ïîÿâëåíèÿ áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ ðåøåíèÿ è ïîãðàíè÷íûõ
ñëîåâ. Ïîðÿäîê ñèñòåìû ÄÓ äëÿ 3D ÒÓ çàâèñèò îò ÷èñëà ñëîåâ, êîòîðûõ â êîì-
ïîçèòíûõ êîíñòðóêöèÿõ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî äåñÿòêîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè
÷èñëåííîì ðåøåíèè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è â ðàìêàõ 3D ÒÓ ìîãóò âîçíèêàòü ïëî-
õî îáóñëîâëåííûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) áîëü-
øîãî ðàçìåðà.

Èíîé ïîäõîä ê ðàñ÷åòó ÍÄÑ ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ïëàñòèí èñïîëü-
çóåòñÿ â òåîðèÿõ ïëàñòèí, êîòîðûì ïîñâÿùåí ðàçäåë 1.3. Ìàëàÿ îòíîñèòåëü-
íàÿ òîëùèíà ïëàñòèíû ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ãèïîòåçû î õàðàêòåðå ÍÄÑ
è ïîíèçèòü ðàçìåðíîñòü èñõîäíîé çàäà÷è, èñêëþ÷èâ èç ðàññìîòðåíèÿ íàïðàâ-
ëåíèå âäîëü òîëùèíû ïëàñòèíû. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû òðè òåîðèè ïëàñòèí,
â êîòîðûõ ïî-ðàçíîìó ìîäåëèðóåòñÿ ïîïåðå÷íûé ñäâèã: êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ
Êèðõãîôà-Ëÿâà2, òåîðèÿ Òèìîøåíêî3 è òåîðèÿ Ãðèãîëþêà-×óëêîâà4. Â òåîðèè
Êèðõãîôà-Ëÿâà ïîïåðå÷íûå ñäâèãè íå ó÷èòûâàþòñÿ, à â òåîðèÿõ Òèìîøåíêî
è Ãðèãîëþêà-×óëêîâà àïïðîêñèìèðóþòñÿ êîíñòàíòîé è êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé

2Ëåõíèöêèé, Ñ.Ã. Àíèçîòðîïíûå ïëàñòèíêè. 2-å èçä. / Ñ.Ã. Ëåõíèöêèé Ãîñòåõèçäàò. �
1957. � Ñ. 463.

3Âàñèëåíêî, À.Ò. Îïðåäåëåíèå íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ìíîãîñëîéíûõ îðòîòðîïíûõ îáî-
ëî÷åê ïåðåìåííîé æåñòêîñòè â óòî÷íåííîé ïîñòàíîâêå / À.Ò. Âàñèëåíêî, Ã.Ï. Ãîëóá, ß.Ì.
Ãðèãîðåíêî // Ïðèêëàäíàÿ ìåõàíèêà. � 1976. � T. 12, � 2. � Ñ. 40�47.

4Ãðèãîëþê, Ý.È. Ìíîãîñëîéíûå àðìèðîâàííûå îáîëî÷êè / Ý.È. Ãðèãîëþê, Ã.Ì. Êóëèêîâ
Ìàøèíîñòðîåíèå. � 1988. � Ñ. 288.
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ôóíêöèÿìè ïî òîëùèíå ñîîòâåòñòâåííî. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå äëÿ êàæ-
äîé òåîðèè ïëàñòèí ïðèâåäåíû èñõîäíûå óðàâíåíèÿ è ïîëó÷åíû ðàçðåøàþùèå
óðàâíåíèÿ â êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Ïîëó÷åíà îöåíêà ìàëûõ ïàðàìåòðîâ
ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ ðàññìîòðåííûõ òåîðèé ïëàñòèí (òàáëèöà 1).

Òàáëèöà 1 � Ñðàâíåíèå îñîáåííîñòåé ñèñòåì ÄÓ ðàçëè÷íûõ òåîðèé íà ïðè-
ìåðå çàäà÷è èçãèáà. Ìàëûå ïàðàìåòðû ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ ðàçðåøà-
þùèõ ñèñòåì: ε = h/a è εk = hk/a � îòíîøåíèå îáùåé òîëùèíû ïëàñòèíû
è òîëùèíû îòäåëüíîãî ñëîÿ ê õàðàêòåðíîìó ðàçìåðó â ïëîñêîñòè ïëàñòèíû;
εm � îòíîøåíèå ìîäóëåé óïðóãîñòè òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà.

Òåîðèÿ Ïîðÿäîê ÄÓ Ìàëûé ïàðàìåòð
Òåîðèÿ Êèðõãîôà-Ëÿâà 2D 8 O(1)
Òåîðèÿ Òèìîøåíêî 2D 10 O(ε2)

Òåîðèÿ Ãðèãîëþêà-×óëêîâà 2D 6 + 4N O
(
(εk)2εm

)
3D ÒÓ 3D 6N O

(
(εk)2εm

)
Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè ïëàñòèí ÿâëÿþòñÿ óäà÷íîé àëüòåð-

íàòèâîé èñõîäíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è â ðàìêàõ 3D ÒÓ ïî äâóì îñíîâíûì ïðè-
÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, ñèñòåìû ÄÓ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ òåîðèé ïëàñòèí
çàâèñÿò òîëüêî îò äâóõ ïåðåìåííûõ è â ñëó÷àå ìíîãîñëîéíûõ ïëàñòèí èìå-
þò ìåíüøèé ïîðÿäîê. Âî-âòîðûõ, êàê ïðàâèëî, â óðàâíåíèÿõ òåîðèé ïëàñòèí
ìàëûå ïàðàìåòðû ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ ïðîÿâëÿþòñÿ â ìåíüøåé ñòåïåíè,
à èíîãäà ñîâñåì îòñóòñòâóþò (òàáëèöà 1). Ñðåäè ðàññìîòðåííûõ òåîðèé ïëà-
ñòèí áîëåå ýêîíîìè÷íûìè ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òåîðèÿ
Êèðõãîôà-Ëÿâà è òåîðèÿ Òèìîøåíêî, îäíàêî, îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ýòèõ òåî-
ðèé ñóùåñòâåííî îãðàíè÷åíà â ñëó÷àå ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ïëàñòèí.
Ïîýòîìó â ðÿäå ñëó÷àåâ íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü áîëåå òðóäîçàòðàòíûå óòî÷í¼í-
íûå òåîðèè, òàêèå êàê òåîðèÿ Ãðèãîëþêà-×óëêîâà. Â íåé ïîðÿäîê ñèñòåìû ÄÓ
çàâèñèò îò ÷èñëà ñëîåâ è ðàâåí 6 + 4N . Ìàëûå ïàðàìåòðû ïðè ýòîì èìåþò
âåëè÷èíû õàðàêòåðíûå äëÿ 3D ÒÓ, îäíàêî, ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à îñòàåòñÿ
äâóìåðíîé, ÷òî ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì ïåðåä 3D ÒÓ.

Óñëîæíåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïîâûøàåò òðåáîâàíèÿ ê ÷èñëåííûì
ìåòîäàì. Ïåðåõîä îò òðàäèöèîííûõ òåîðèé ïëàñòèí ê óòî÷í¼ííûì òåîðèÿì ñî-
ïðîâîæäàåòñÿ ðîñòîì ïîðÿäêà ðàçðåøàþùèõ ñèñòåì ÄÓ è ïîÿâëåíèåì áîëüøèõ
ãðàäèåíòîâ ðåøåíèÿ, èìåþùèõ ÿðêî âûðàæåííûé õàðàêòåð ïîãðàíè÷íûõ ñëî¼â.
Òðàäèöèîííûå ñõåìû è àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ êðàåâûõ çàäà÷
â òàêèõ êëàññàõ æåñòêèõ ñèñòåì ÄÓ îêàçûâàþòñÿ ìàëîýôôåêòèâíûìè. Äëÿ
ðåøåíèÿ îïèñàííîãî êëàññà çàäà÷ â ðàáîòå ðàçðàáîòàí è ïðèìåíåí ìîäèôèöè-
ðîâàííûé ìåòîä êîëëîêàöèé è íàèìåíüøèõ íåâÿçîê.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó ìåòîäó ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé � ìåòîäó êîëëîêàöèé è íàèìåíüøèõ íåâÿçîê (ÊÍÍ) è
åãî ìîäèôèêàöèè, îñíîâàííîé íà ïðèìåíåíèè ïîëèíîìîâ âûñîêèõ ñòåïåíåé.

Â ðàçäåëå 2.1 èçëîæåíû èäåè ìåòîäà êîëëîêàöèé, ëåæàùèå â îñíîâå ìåòîäà
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ÊÍÍ. Â ðàçäåëå 2.2 ïðèâåäåíî îïèñàíèå ìåòîäà ÊÍÍ, ñóòü êîòîðîãî çàêëþ-
÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ðàñ÷¼òíàÿ îáëàñòü ïîêðûâàåòñÿ ñåòêîé, â êàæäîé ÿ÷åé-
êå ñåòêè èñêîìîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áàçèñ-
íûõ ôóíêöèé íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (îáû÷íî ïðî-
ñòðàíñòâà ïîëèíîìîâ) è çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ
ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ âíóòðè êàæäîé ÿ÷åéêè âûïèñûâà-
þòñÿ óðàâíåíèÿ êîëëîêàöèé � òðåáîâàíèå óäîâëåòâîðåíèÿ óðàâíåíèÿì çàäà÷è â
òî÷êàõ êîëëîêàöèé; ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ � òðåáîâàíèå âûïîëíåíèÿ êðàåâûõ óñëî-
âèé â òî÷êàõ íà ãðàíèöå îáëàñòè; óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ � óñëîâèÿ ñêëåéêè ðå-
øåíèÿ â òî÷êàõ íà ãðàíèöå ìåæäó ÿ÷åéêàìè ñåòêè. Ïðè çàïèñè ýòèõ óðàâíåíèé
â êîíêðåòíûõ òî÷êàõ (ðèñóíîê 2) ôîðìèðóåòñÿ ÑËÀÓ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ. Îñîáåííîñòüþ ìåòîäà ÊÍÍ ÿâëÿåòñÿ ïåðåîïðåäåë¼ííîñòü
ïîëó÷åííîé ÑËÀÓ (÷èñëî óðàâíåíèé áîëüøå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ). Åå ðåøåíèåì
ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Ðèñóíîê 2 � Ïðèìåð ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê çàïèñè óðàâíåíèé â ìåòîäå ÊÍÍ.

Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ïåðåîïðåäåëåííîé ÑËÀÓ èñïîëüçóåòñÿ QR-ðàçëîæå-
íèå åå ìàòðèöû ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà Õàóñõîëäåðà, êîòîðîå äàåò òî æå ñàìîå
ðåøåíèå, ÷òî è ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, íî íå óõóäøàåò îáóñëîâëåííîñòü
ñèñòåìû â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ. Äëÿ ïîäðîáíûõ ñåòîê ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä äå-
êîìïîçèöèè îáëàñòè � ìåòîä èòåðàöèé ïî ïîäîáëàñòÿì. Îí ïîçâîëÿåò ñâåñòè
ðåøåíèå çàäà÷è âî âñåé îáëàñòè ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷ â ïîä-
îáëàñòÿõ, âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü êîòîðûõ ìíîãî ìåíüøå çàäà÷è â èñõîä-
íîé îáëàñòè. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ â ïîäîáëàñòè òàêæå ïðèìåíÿåòñÿ
QR-ðàçëîæåíèå. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ýêîíîìèòü ïàìÿòü âû÷èñëèòåëüíîãî
óñòðîéñòâà è ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñèñòåìàõ.

Â ðàçäåëå 2.3 îïèñàí ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ÊÍÍ. Â íåì èñïîëüçóåò-
ñÿ p � ïîäõîä ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ äëÿ ïîëèíîìèàëüíî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ. Îí çàêëþ÷àåòñÿ â óâåëè÷åíèè ñòåïåíè ïîëèíîìà, àïïðîêñè-
ìèðóþùåãî ðåøåíèå â ÿ÷åéêå. Â ïðåäûäóùèõ âàðèàíòàõ ìåòîäà ÊÍÍ ïîðÿ-
äîê àïïðîêñèìàöèè ìåòîäà áûë ôèêñèðîâàí è íàáëþäàëñÿ ñòåïåííîé õàðàêòåð
óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòè ñ óìåíüøåíèåì ðàçìåðà ÿ÷åéêè (h � ïîäõîä). Â ñëó-
÷àå p � ïîäõîäà ñ óâåëè÷åíèåì ñòåïåíè ïîëèíîìà âîçíèêàåò ýêñïîíåíöèàëüíûé
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õàðàêòåð óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòè, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü âûñîêóþ òî÷íîñòü
ïðè ìàëûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàòàõ è èñïîëüçîâàòü ìåíüøåå ÷èñëî ÿ÷ååê èëè
âîâñå îòêàçàòüñÿ îò ðàçáèåíèÿ îáëàñòè.

Ðèñóíîê 3 � Ïðèìåð ðàñïîëîæå-
íèÿ òî÷åê êîëëîêàöèé (2D).

Ïðè ðåàëèçàöèè p � ïîäõîäà âîçíèêàåò
ðÿä îñîáåííîñòåé, êîòîðûå íå õàðàêòåð-
íû äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïîëèíîìàìè íèç-
êèõ ñòåïåíåé. Âî-ïåðâûõ, òðåáóåòñÿ ñïåöè-
àëüíûé âûáîð òî÷åê êîëëîêàöèé, îáåñïå÷è-
âàþùèé ñõîäèìîñòü ïîëèíîìèàëüíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ íà äîñòàòî÷íî øèðîêîì êëàññå
ôóíêöèé. Â ñëó÷àå êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé
(îòðåçîê, êâàäðàò è êóá) è èõ êîíôîðì-
íûõ îòîáðàæåíèé â ìîäèôèöèðîâàííîì ìå-
òîäå ÊÍÍ òî÷êè êîëëîêàöèé âûáèðàþòñÿ ñ
ïðèìåíåíèåì êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûø¼-
âà ïåðâîãî ðîäà. Â êàæäîé ÿ÷åéêå ââîäèòñÿ
ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, òàêàÿ ÷òî ëî-
êàëüíûå ïåðåìåííûå ìåíÿþòñÿ îò �1 äî 1,
è òî÷êè êîëëîêàöèé âûáèðàþòñÿ êàê

1D: (αi), 2D: (αi, αj), 3D: (αi, αj , αk),

ãäå αi � êîðíè ìíîãî÷ëåíà ×åáûø¼âà òðåáóåìîé ñòåïåíè (ðèñóíîê 3).
Âî-âòîðûõ, ïðè ðàáîòå ñ ïîëèíîìàìè âûñîêèõ ñòåïåíåé òðåáóþòñÿ ñïåöèàëü-

íûå ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî áàçèñà, ïîçâîëÿþùèå óìåíüøàòü
îøèáêè îêðóãëåíèÿ. Â ìîäèôèöèðîâàííîì ìåòîäå ÊÍÍ èñïîëüçóþòñÿ ðàçëî-
æåíèÿ â ðÿäû ïî ìíîãî÷ëåíàì ×åáûø¼âà Ti è èõ ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ

1D: u(y1) =

N1−1∑
i=0

ciTi(y1), 2D: u(y1, y2) =

N1−1∑
i=0

N2−1∑
j=0

cijTi(y1)Tj(y2),

3D: u(y1, y2, y3) =

N1−1∑
i=0

N2−1∑
j=0

N3−1∑
k=0

cijkTi(y1)Tj(y2)Tk(y3).

(1)

Â ðàçäåëå 2.4 íà ðÿäå òåñòîâûõ çàäà÷ ïðîâåäåíà âåðèôèêàöèÿ ìîäèôèöè-
ðîâàííîãî ìåòîäà ÊÍÍ. Ðàññìîòðåíû îäíî-, äâóõ- è òðåõìåðíûå òåñòîâûå çà-
äà÷è, îáëàäàþùèå îñîáåííîñòÿìè: áîëüøèìè ãðàäèåíòàìè, îãðàíè÷åííîé ãëàä-
êîñòüþ ðåøåíèÿ, âûñîêèì ïîðÿäêîì ÄÓ, íåëèíåéíîñòüþ. Íà ïðèìåðå òåñòîâûõ
çàäà÷ ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå òðàäèöèîííîãî (h � ïîäõîä) è ìîäèôèöèðîâàííîãî
(p � ïîäõîä) ìåòîäîâ ÊÍÍ. Â òåñòîâûõ çàäà÷àõ ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ
ñòåïåíÿõ ïîëèíîìîâ ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû ñ òî÷íîñòüþ áëèçêîé ê ìà-
øèííîé (òàáëèöà 2).

Ïîêàçàíî, ÷òî p � ïîäõîä ìîæíî óñïåøíî ñîâìåùàòü ñ h � ïîäõîäîì, íàïðè-
ìåð, äëÿ ïîèñêà ðåøåíèé, îáëàäàþùèõ áîëüøèìè ãðàäèåíòàìè èëè îãðàíè÷åí-
íîé ãëàäêîñòüþ.

Âîçìîæíîñòè ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà ÊÍÍ ïîçâîëÿþò ïðèìåíÿòü åãî
íå òîëüêî äëÿ êëàññè÷åñêèõ òåîðèé ïëàñòèí, íî è äëÿ áîëåå ñëîæíûõ óòî÷-
íåííûõ òåîðèé. Â ìîäèôèöèðîâàííîì ìåòîäå ÊÍÍ íå òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàíèÿ

11



Òàáëèöà 2 � Ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ìîäèôèöèðîâàí-
íûì ìåòîäîì ÊÍÍ, ïðè óâåëè÷åíèè ñòåïåíè ïîëèíîìîâ N1 × N2 (ñì. ôîðìó-
ëó (1)), äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â êâàäðàòíîé îáëàñòè ñ
òî÷íûì ðåøåíèåì sin(10x1x2), x1, x2 ∈ [0; 1] × [0; 1]. Çäåñü Er, Erx, Erxx � îò-
íîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ â ðàâíîìåðíîé íîðìå äëÿ ñàìîãî ðåøåíèÿ,
åãî ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî x1 ñîîòâåòñòâåííî.

N1 ×N2 Er(u) Erx(u) Erxx(u)

10 × 10 5.95e�2 1.62e�1 4.06e�1
15 × 15 2.15e�5 8.65e�5 6.06e�4
20 × 20 2.04e�9 8.90e�9 4.55e�8
25 × 25 3.10e�14 1.52e�13 1.93e�12

ñïåöèàëüíûõ ïðèåìîâ äëÿ ðåøåíèÿ ÄÓ âûñîêîãî ïîðÿäêà. Îòíîñèòåëüíî ïðî-
ñòî ðåàëèçóþòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ â âèäå ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ïðîèçâîäíûõ
âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, õàðàêòåðíûõ äëÿ ïîñòàíîâîê çàäà÷ â ðàìêàõ òåîðèé ïëàñòèí
â êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.

Íà îñíîâå îïèñàííûõ àëãîðèòìîâ áûëè ñîçäàíû ïðîãðàììû äëÿ ðàñ÷åòà
ÍÄÑ ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí.

Ãëàâà 3 ïîñâÿùåíà ðàñ÷åòó è àíàëèçó ÍÄÑ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí. Â ðàç-
äåëå 3.1 ïðîâåäåíà âåðèôèêàöèÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà íà çàäà÷àõ èçãèáà ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ ïëàñòèí: èçîòðîïíîé ïëàñòèíû â ðàìêàõ òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà è
îðòîòðîïíîé ïëàñòèíû â ðàìêàõ òåîðèè Òèìîøåíêî. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ðåøå-
íèè ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì ÊÍÍ ïîëó÷åíî õîðîøåå
ñîãëàñîâàíèå ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ è íàáëþäàåòñÿ ýêñïî-
íåíöèàëüíàÿ ñêîðîñòü óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Â ðàç-
äåëå 3.2 èññëåäîâàíà çàäà÷à èçãèáà ïëàñòèí, ëåæàùèõ íà óïðóãîì îñíîâàíèè.
Ðàññìîòðåíû òðè ìîäåëè óïðóãîãî îñíîâàíèÿ: Âèíêëåðà (p1) è äâóõïàðàìåòðè-
÷åñêèå ìîäåëè Âëàñîâà è Ïàñòåðíàêà (p2):

p1 = kw, p2 = C1w − C2∆w, (2)

ãäå p1, p2 � ðåàêöèè îñíîâàíèÿ; w � ïðîãèá ïëàñòèíû; k, C1, C2 � ïàðàìåòðû
îñíîâàíèÿ. Äâå ïîñëåäíèå ìîäåëè îòëè÷àþòñÿ ñïîñîáîì îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ îñíîâàíèÿ C1, C2. Äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû ñî ñëîæíûì çàêðåïëåíèåì
ïðîâåäåíî êà÷åñòâåííîå ñðàâíåíèå òðåõ ìîäåëåé óïðóãîãî îñíîâàíèÿ.

Â ðàçäåëå 3.3 ðàññìîòðåíû ÷àñòíûå ñëó÷àè îïèñàííîé â ïåðâîé ãëàâå çàäà-
÷è èçãèáà òðåõ-, ïÿòè- è ñåìèñëîéíûõ øàðíèðíî-çàêðåïëåííûõ ïëàñòèí ðàçíîé
îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû (ðèñóíîê 1). Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ïîñòàíîâîê ðàññìàòðèâàåìûõ òåîðèé ïëàñòèí ðåàëèçîâàí ìîäèôèöèðîâàí-
íûé ìåòîä ÊÍÍ. Íà ïðèìåðå çàäà÷è ñ èçâåñòíûì ðåøåíèåì â ðàìêàõ 3D ÒÓ
ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ òåîðèé
ïëàñòèí. Ðàññìîòðåíû ïëàñòèíû ðàçíîé îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû: îò î÷åíü òîí-
êèõ S = 100 äî òîëñòûõ S = 2, ãäå S = a/h (ðèñóíîê 1). Â ðàáîòå ïðîâåäåíû
ðàñ÷åòû (ðèñóíîê 4) è ïðèâåäåíû òàáëèöû ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé
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ïðîãèáà è êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé σxx, σyy, σxy äëÿ 3D ÒÓ è ðàçëè÷-
íûõ òåîðèé ïëàñòèí. Ïðåäñòàâëåííûå òàáëèöû ïîçâîëÿþò ïðîàíàëèçèðîâàòü
òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ òåîðèé ïëàñòèí îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé ïîñòàíîâêè 3D
ÒÓ äëÿ ðàññìîòðåííîé çàäà÷è.

Ðèñóíîê 4 � Ðàñïðåäåëåíèÿ êîì-
ïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σxx

â ñåìèñëîéíîé ïëàñòèíå (S = 10).

Íàèáîëüøèå îòëè÷èÿ äåìîíñòðèðóåò òåî-
ðèÿ Êèðõãîôà-Ëÿâà. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ 5%
îòêëîíåíèåì îò 3D ÒÓ, òî îáëàñòü ïðèìå-
íåíèÿ ýòîé òåîðèè äëÿ ïîñòàâëåííîé çàäà-
÷è ìîæíî îöåíèòü êàê S ≥ 50. Áîëåå òî÷-
íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ â ðàìêàõ òåî-
ðèè ïëàñòèí Òèìîøåíêî. Åå ìîæíî ïðè-
ìåíÿòü äëÿ ïëàñòèí S ≥ 20. Èíòåðåñíî,
÷òî ïðè S ≥ 50 ðåçóëüòàòû â ðàìêàõ òåî-
ðèè Òèìîøåíêî íå îòëè÷àþòñÿ ïðèíöèïè-
àëüíî îò àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè
Êèðõãîôà-Ëÿâà. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò,
÷òî äëÿ ðàñ÷åòà ÍÄÑ ïëàñòèí ïðè S ≥ 50
ñðåäè ýòèõ òåîðèé ïðåäïî÷òåíèå ñëåäóåò îò-
äàòü òîé, êîòîðàÿ ïðèâîäèò â ìåíüøèì âû-
÷èñëèòåëüíûì çàòðàòàì. Íàèáîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàìêàõ òåî-
ðèè Ãðèãîëþêà-×óëêîâà. Åå ìîæíî ïðèìåíÿòü è äëÿ òîëñòûõ ïëàñòèí S > 4.
Ïðè ýòîì äëÿ S ≥ 20 ðåçóëüòàòû òåîðèè ëîìàíîé ëèíèè íà ïîðÿäîê òî÷íåå
ðåçóëüòàòîâ òåîðèé Êèðõãîôà-Ëÿâà è Òèìîøåíêî. Òåîðèÿ ëîìàíîé ëèíèè êîí-
ñòðóêòèâíî ó÷èòûâàåò ìíîãîñëîéíóþ ñòðóêòóðó ïëàñòèíû, ÷òî îáåñïå÷èâàåò
òàêóþ øèðîêóþ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè è âûñîêóþ òî÷íîñòü.

Äëÿ ðàññìîòðåííûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ òåîðèé ïëàñòèí ïðîâåäåí àíàëèç ñîîò-
âåòñòâóþùèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò (òàáëèöà 3). Äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-

Òàáëèöà 3 � ×èñëî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ (1) â
ìîäèôèöèðîâàííîì ìåòîäå ÊÍÍ, òðåáóåìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåõ ïåðâûõ çíà-
÷àùèõ öèôð â çíà÷åíèè ìàêñèìàëüíîãî ïðîãèáà äëÿ ðàçíûõ òåîðèé.

×èñëî Òåîðèÿ Òåîðèÿ Òåîðèÿ
ñëîåâ Êèðõãîôà - Ëÿâà Òèìîøåíêî Ãðèãîëþêà-×óëêîâà

3 432 720 1296
5 432 720 1872
7 432 720 2448

þùèõ ÑËÀÓ ïðèìåíÿåòñÿ ïðÿìîé ìåòîä, òðåáóþùèé O(n3) îïåðàöèé (n � ÷èñ-
ëî íåèçâåñòíûõ). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîíêèõ ïëàñòèí (S > 50) öåëåñîîáðàçíî
èñïîëüçîâàòü áîëåå ýêîíîìè÷íûå òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà èëè Òèìîøåíêî. Íà-
ïðèìåð, äëÿ òîíêèõ ñåìèñëîéíûõ ïëàñòèí ïîòðåáóåòñÿ íà äâà ïîðÿäêà ìåíüøå
îïåðàöèé ïðè îáðàùåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû.

Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî îñîáåííîñòè â âèäå áîëüøèõ ãðàäèåí-
òîâ, ëîêàëèçîâàííûõ â ìàëûõ îáëàñòÿõ, â ðàìêàõ êëàññè÷åñêèõ òåîðèé ïëàñòèí
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Ðèñóíîê 5 � Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè òåîðèé â çàâèñèìîñòè îò îòíîñèòåëüíîé òîë-
ùèíû ïëàñòèí äëÿ ðàññìîòðåííîé ïîñòàíîâêè. Ðåêîìåíäîâàííàÿ îáëàñòü âûäå-
ëåíà ñèíèì öâåòîì.

îïèñûâàþòñÿ ãðóáî, â îòëè÷èè îò óòî÷íåííûõ òåîðèé. Ýòî íåîáõîäèìî èìåòü
â âèäó ïðè âûáîðå òåîðèè ïëàñòèí, òàê êàê îíè ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåíèÿìè è
èìåþò ñâîè îãðàíè÷åíèÿ (ðèñóíîê 5).

Ïðè ïîìîùè òåîðèé ïëàñòèí ìîæíî ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ ðàññ÷èòàòü
íàïðÿæåíèÿ σxx, σyy è σxy, íî ïîïåðå÷íûå êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ σxz è σyz

â íèõ îïðåäåëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ãðóáî. Çíà÷åíèå ýòèõ êîìïîíåíò âàæíî, íàïðè-
ìåð, ïðè èçó÷åíèè ìåõàíèçìîâ ðàçðóøåíèÿ ÊÌ. Â ðàáîòå îïèñàíà ïðîöåäóðà
óòî÷íåíèÿ ïîïåðå÷íûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ ÇD
ÒÓ, ãäå â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé σxx, σyy è σxy áå-
ðóòñÿ óæå ðàññ÷èòàííûå â ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè ïëàñòèí âåëè÷èíû. Ýòîò
ïîäõîä îñîáåííî ýôôåêòèâåí ïðè ðàñ÷åòå â ðàìêàõ òåîðèé ïëàñòèí Êèðõãîôà-
Ëÿâà è Òèìîøåíêî äëÿ îòíîñèòåëüíî òîíêèõ ïëàñòèí (S ≥ 10) (ðèñóíîê 6).

Ðèñóíîê 6 � Ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé σxz(0, a/2, z̄) äî è
ïîñëå óòî÷íåíèÿ (+3D) â òðåõñëîéíîé ïëàñòèíå ïî òîëùèíå.
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Ãëàâà 4 ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå íîâîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàñ÷åòà òðåõ-
òî÷å÷íîãî èçãèáà êîìïîçèòíûõ è ïîëèìåðíûõ áàëîê, ó÷èòûâàþùåé ôèçè÷åñêóþ
íåëèíåéíîñòü ìàòåðèàëà è ýôôåêò ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè ðàñòÿæåíèþ è ñæà-
òèþ. Â ðàçäåëå 4.1. îïèñàíû îñîáåííîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìà-
òåðèàëîâ, ïî-ðàçíîìó ñîïðîòèâëÿþùèõñÿ ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ. Òàêèìè ñâîé-
ñòâàìè îáëàäàþò óãëåïëàñòèêè íà ïîëèìåðíîé îñíîâå. Â ðàáîòå ïðîâåäåí àíà-
ëèç äåôîðìèðîâàíèÿ áàëîê, âûïîëíåííûõ èç âûñîêîäåôîðìàòèâíîé ýïîêñèäíîé
ñìîëû ÂÑÝ-1212 è ñîçäàííîãî íà åå îñíîâå ïåðñïåêòèâíîãî êîíñòðóêöèîííîãî
óãëåïëàñòèêà ÂÊÓ-28, ðàçðàáîòàííûõ â ÔÃÓÏ �ÂÈÀÌ� ÃÍÖ ÐÔ.

Ìîäåëü îïèñàíà â ðàçäåëå 4.2. Â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è òðåáóåòñÿ îïðåäåëÿòü
ãðàíèöû îáëàñòåé, ãäå êîíñòðóêöèÿ èñïûòûâàåò ñæèìàþùèå èëè ðàñòÿãèâàþ-
ùèå íàïðÿæåíèÿ è èñïîëüçîâàòü â ýòèõ îáëàñòÿõ ñîîòâåòñòâóþùèå ôèçè÷åñêèå
ñîîòíîøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî â ìîäåëè èçãèáà áàëîê ââîäèòñÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ
� ïîëîæåíèå íåéòðàëüíîé ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé äåôîðìàöèè îáðàùàþòñÿ â
íóëü. Òîãäà äëÿ òðåõòî÷å÷íîãî èçãèáà áàëêè (ðèñóíîê 7) èíòåãðàëüíûå óñèëèÿ
è ìîìåíòû, îïðåäåëåííûå â êëàññè÷åñêîé òåîðèè áàëîê, ïðèìóò áîëåå ñëîæíûé
âèä

N = b

 z1∫
−h

σ−dz +

h∫
z1

σ+dz

 , M = b

 z1∫
−h

σ−zdz +

h∫
z1

σ+zdz

 , (3)

ãäå b è 2h � øèðèíà è òîëùèíà áàëêè, z1 � ïîëîæåíèå íåéòðàëüíîé ïîâåðõíîñòè,
σ+=σ+(ε) è σ−=σ−(ε) � íåëèíåéíûå ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ïðè ðàñòÿæåíèè
è ñæàòèè ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è êèíåìàòè-
÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè èçãèáà áàëîê, âûïèñûâàåòñÿ ñèñòåìà
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ åå ÷èñëåííîãî ðåøåíèå ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà, èñ-
ïîëüçóþùàÿ ëèíåàðèçàöèþ ìåòîäîì Íüþòîíà. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëè-
æåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ðåøåíèå äëÿ ëèíåéíûé ôèçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé ñ ó÷åòîì
ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè ìàòåðèàëà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîãèáà è ïðîäîëüíîãî
ïåðåìåùåíèÿ áàëêè èñïîëüçîâàí ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ÊÍÍ.

Ðèñóíîê 7 � Ñõåìà ìîäåëè òðåõòî÷å÷íîãî èçãèáà áàëêè ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ.
Çäåñü l � äëèíà áàëêè; a � ðàññòîÿíèå äî òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñîñðåäîòî÷åííîé
íàãðóçêè P ; RA, RB � ðåàêöèè îïîð.

Îïèñàííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå âèäû àïïðîêñèìà-
öèè ôèçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé. Â ðàçäåëå 4.3 ðàññìîòðåíû ÷åòûðå âèäà àïïðîê-
ñèìàöèé äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ: ëèíåéíàÿ (A1), êâàäðàòè÷íàÿ (A2), êóáè-
÷åñêàÿ (A3) è ëèíåéíî-ñòåïåííàÿ (A4). Ðàññìîòðåíû áàëêè òðåõ âèäîâ: èç ïîëè-
ìåðà ÂÑÝ-1212 è óãëåïëàñòèêà ÂÊÓ-28, âûðåçàííûå âäîëü è ïîïåðåê íàïðàâ-
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ëåíèÿ óêëàäêè àðìèðóþùåãî íàïîëíèòåëÿ. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ
ðàñ÷åòîâ â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîé ìîäåëè è ðåçóëüòàòîâ ìåõàíè÷åñêèõ èñïûòà-
íèé.

ÂÑÝ-1212 ÂÊÓ-28 (âäîëü) ÂÊÓ-28 (ïîïåðåê)

Ðèñóíîê 8 � Ýêñïåðèìåíòàëüíûå (ñïëîøíûå êðèâûå) è ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè
ïðîãèáà â öåíòðå áàëêè îò íàãðóçêè äëÿ ðàçíûõ âèäîâ àïïðîêñèìàöèé ôèçè÷å-
ñêèõ ñîîòíîøåíèé.

Ñðåäè ðàññìîòðåííûõ âàðèàíòîâ àïïðîêñèìàöèè äèàãðàìì äåôîðìèðîâà-
íèÿ êâàäðàòè÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ êà÷åñòâåííî è êîëè÷åñòâåííî ëó÷øå âñåãî
îïèñûâàåò íåëèíåéíûé õàðàêòåð èçãèáà îáðàçöîâ ïîëèìåðíîé ìàòðèöû ÂÑÝ-
1212 è ïðîäîëüíî âûðåçàííîãî óãëåïëàñòèêà ÂÊÓ-28. Ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìà-
öèÿ ïîêàçàëà õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ëèøü íà ïîïåðå÷íî âûðåçàííîì îáðàçöå
óãëåïëàñòèêà ÂÊÓ-28, ãäå âñå âàðèàíòû àïïðîêñèìàöèé äàþò áëèçêèå ê ýêñ-
ïåðèìåíòó ðåçóëüòàòû. Áîëåå ñëîæíûå âèäû àïïðîêñèìàöèé äàþò áëèçêèé ê
êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè ðåçóëüòàò, íî òðåáóþò ñóùåñòâåííî áîëüøèõ âû-
÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò è îáëàäàþò ïëîõèìè ñâîéñòâàìè ýêñòðàïîëÿöèè êðèâûõ
äåôîðìèðîâàíèÿ çà ïðåäåëû ïîëó÷åííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

Ïîêàçàíî, ÷òî íåó÷åò ýôôåêòà ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè ìàòåðèàëà ðàñòÿæå-
íèþ è ñæàòèþ ìîæåò ïðèâåñòè ê îòêëîíåíèþ îò ðåçóëüòàòîâ ìåõàíè÷åñêèõ èñ-
ïûòàíèé áîëåå ÷åì íà 15%.

Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.
1. Ðàçðàáîòàí ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä êîëëîêàöèé è íàèìåíüøèõ íåâÿçîê

(ÊÍÍ), îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ïîëèíîìîâ âûñîêèõ ñòåïåíåé â îäíîìåð-
íîì, äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ. Íà ðÿäå òåñòîâûõ çàäà÷ ïîêàçàíû
ïðåèìóùåñòâà ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà, â ò.÷. ïåðåä ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì
ÊÍÍ. Ïîêàçàíî, ÷òî íà áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ ñ ðîñòîì ñòåïåíè ïî-
ëèíîìîâ íàáëþäàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé ïîðÿäîê óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòè,
ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.

2. Äëÿ çàäà÷ èçãèáà ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí ïî-
ëó÷åíû ðàçðåøàþùèå ñèñòåìû óðàâíåíèé â êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ
äëÿ ðàçëè÷íûõ òåîðèé ïëàñòèí: êëàññè÷åñêîé òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà è óòî÷-
íåííûõ òåîðèé Òèìîøåíêî è Ãðèãîëþêà-×óëêîâà. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé
àíàëèç îñîáåííîñòåé ðàçðåøàþùèõ ñèñòåì ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãî-
ñòè è ðàññìîòðåííûõ òåîðèé ïëàñòèí. Ïîêàçàíî, ÷òî âûáîð è èñïîëüçîâàíèå

16



òîé èëè èíîé òåîðèè ïëàñòèí ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî (íà 2 ïîðÿäêà) óìåíü-
øèòü âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû.

3. Äëÿ ðàññìîòðåííûõ òåîðèé ïëàñòèí ðåàëèçîâàí ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä
ÊÍÍ. Ïðîâåäåí ðàñ÷åò ÍÄÑ ïëàñòèí íà óïðóãîì îñíîâàíèè ñ èñïîëüçîâàíè-
åì òðåõ ìîäåëåé ðåàêöèè îñíîâàíèÿ: Âèíêëåðà, Âëàñîâà è Ïàñòåðíàêà. Ïðî-
âåäåíî èññëåäîâàíèå ïðèìåíèìîñòè òåîðèé ïëàñòèí äëÿ ðàçíûõ îòíîñèòåëü-
íûõ òîëùèí è ÷èñëà ñëîåâ íà ïðèìåðå çàäà÷è èçãèáà ñ èçâåñòíûì ðåøåíèåì
â ðàìêàõ ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî òåîðèÿ ïëàñòèí
Ãðèãîëþêà-×óëêîâà îáåñïå÷èâàåò ïîëó÷åíèå äîñòàòî÷íî õîðîøåãî ïðèáëè-
æåíèÿ ê ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè êàê äëÿ ìàëûõ, òàê è áîëüøèõ
(a/h > 4) îòíîñèòåëüíûõ òîëùèí. Äëÿ òîíêèõ ïëàñòèí (a/h > 50) öåëåñî-
îáðàçíî ïðèìåíÿòü òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà èëè Òèìîøåíêî, êîòîðûå òðåáó-
þò ìåíüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðèåé Ãðèãîëþêà-
×óëêîâà.

4. Ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñ÷åòà òðåõòî÷å÷íîãî èçãèáà ïîëè-
ìåðíûõ è êîìïîçèòíûõ áàëîê, ðàçíîñîïðîòèâëÿþùèõñÿ ðàñòÿæåíèþ è ñæà-
òèþ ñ ó÷åòîì ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîãî ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà. Ðàçðàáîòàí àë-
ãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, äëÿ ðàçíûõ âèäîâ àï-
ïðîêñèìàöèè ôèçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé. Ïðîâåäåíà âàëèäàöèÿ ðàçðàáîòàí-
íîé ìîäåëè è ïîëó÷åíî õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ðàñ÷åòîâ ýêñïåðèìåíòàëüíûì
äàííûì äëÿ êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè.

5. Ðàçðàáîòàíû è çàðåãèñòðèðîâàíû ïðîãðàììû äëÿ ÝÂÌ äëÿ ðàñ÷åòà íàï-
ðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ èçîòðîïíûõ è ìíîãîñëîéíûõ àíèçî-
òðîïíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí è òðåõòî÷å÷íîãî èçãèáà êîìïîçèòíûõ áà-
ëîê ðàçíîñîïðîòèâëÿþùèõñÿ ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ ñ ó÷åòîì ôèçè÷åñêè
íåëèíåéíîãî ïîâåäåíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå äå-
ôîðìèðîâàíèÿ áàëîê è ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí.
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