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Введение

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçâèòèå íàóêè ñòèìóëèðóåò âñå áîëåå øèðîêîå ïðè�

ìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè ðåøåíèè ñàìûõ ðàçëè÷íûõ çà�

äà÷. Ñòðåìëåíèå äîáèòüñÿ íàèáîëåå ïîëíîãî è òî÷íîãî îïèñàíèÿ èíòåðåñóþ�

ùèõ íàñ ÿâëåíèé ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ñëîæíûõ ìàòåìà�

òè÷åñêèõ ìîäåëåé, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ïðåäúÿâëÿåò ïîâûøåííûå òðåáîâàíèÿ

ê ÷èñëåííûì ìåòîäàì.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïîçâîëÿåò èññëåäî�

âàòü ÿâëåíèå, íå ïðèáåãàÿ ê êîìïëåêñó ñëîæíûõ è äîðîãîñòîÿùèõ íàòóðíûõ

ýêñïåðèìåíòîâ. Èìåííî òàêèì îáðàçîì îáñòîèò äåëî ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïî�

âåäåíèÿ êîìïîçèòíûõ êîíñòðóêöèé, îñîáåííîñòü êîòîðûõ çàêëþ÷àåòñÿ â íà�

ëè÷èè áîëüøîãî ÷èñëà óïðàâëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ, âëèÿþùèõ íà íàïðÿæåííî�

äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå. Ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ òðåáóåìûì ñâîéñòâàì êîíñòðóêöèè ñ ó÷åòîì òåõíîëîãè÷å�

ñêèõ îãðàíè÷åíèé ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè�

ðîâàíèÿ è ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé.

Ïðè àíàëèçå ïîâåäåíèÿ êîìïîçèòíûõ êîíñòðóêöèé âîçíèêàåò íåîáõîäè�

ìîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÄÓ) â ÷àñòíûõ ïðî�

èçâîäíûõ. Â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àåâ ïîëó÷èòü ðåøåíèå

ÄÓ â êîíå÷íîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå íåâîçìîæíî, ïîýòîìó èññëåäîâàòåëè

ïðèáåãàþò ê ïîèñêó ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé. Î÷åâèäíî, ÷òî â îòëè÷èå îò

âïîëíå îïðåäåëåííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîãî ÄÓ, ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ òà�

êîé îäíîçíà÷íîñòüþ íå îáëàäàþò è äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü

ðàçëè÷íûå ïîäõîäû. Ïðàêòè÷åñêè âñå ñîâðåìåííûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ïðè�
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áëèæåííûõ ðåøåíèé ðåàëèçóþòñÿ íà âû÷èñëèòåëüíûõ óñòðîéñòâàõ, ïîýòîìó

ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü ÷èñëåííûìè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ

íå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîãî ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÄÓ. Ýòî ñâÿçàííî ñ ìíîãèìè ôàêòîðàìè, èìåþùèìè êàê

òåîðåòè÷åñêèé òàê è ïðàêòè÷åñêèé õàðàêòåð [10]. Îòñóòñòâèå óíèâåðñàëüíî�

ãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ÄÓ íå ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì íåñîâåðøåíñòâà òåîðèé, à

ñêîðåå ïîä÷åðêèâàåò ìíîãîãðàííîñòü è ñëîæíîñòü ðåàëüíûõ ÿâëåíèé, êîòî�

ðûå íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü. Ïîýòîìó â îáùåì ìíîæåñòâå ÄÓ âûäåëÿþòñÿ

îòäåëüíûå êëàññû çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ðàçðàáàòûâàþòñÿ êîíêðåòíûå ñïîñî�

áû îïðåäåëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò äîñòàòî÷�

íî îáùèå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé, êîòîðûå íàøëè

øèðîêîå ïðèìåíåíèå íà ïðàêòèêå. Ïðèìåðîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿþòñÿ ïðî�

åêöèîííûå ìåòîäû. Â ïðîåêöèîííîì ìåòîäå îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîå áåñêî�

íå÷íîìåðíîå ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî (íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâî ïîëè�

íîìîâ), â êîòîðîì ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðåøåíèå èñõîäíîãî ÄÓ. Ñóòü ïðîåê�

öèîííûõ ìåòîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå êîíå÷íîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà,

â êîòîðîì ñòðîèòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå. Âûáîð ïîäïðîñòðàíñòâà è ñïî�

ñîá ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåíèé â íåì îïðåäåëÿþò êîíêðåòíûé ïðîåêöèîííûé

ìåòîä. Ê ïðîåêöèîííûì ìåòîäàì îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëå�

ìåíòîâ [40,76], êîòîðûé â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåí�

íûì è ðàçâèâàåìûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì. Øèðîêóþ èçâåñòíîñòü ïîëó÷èëè

òàêæå ìåòîä ãðàíè÷íûõ [13,17] è ñïåêòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ [88,90]. Åùå îäíèì

èç ýôôåêòèâíûõ ïðîåêöèîííûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä êîëëîêàöèé [36,112],

êîòîðûé èç-çà ñâîåé ïðîñòîòû è õîðîøî ðàçâèòîé òåîðåòè÷åñêîé áàçû íà�

øåë øèðîêîå ïðèìåíåíèå ïðè èññëåäîâàíèè àêòóàëüíûõ ïðîáëåì ìåõàíèêè

ñïëîøíîé ñðåäû.

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ è ðàçâèòèþ

ìåòîäà êîëëîêàöèé è íàèìåíüøèõ íåâÿçîê (ÊÍÍ) � ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà,

îñíîâàííîãî íà ìåòîäå êîëëîêàöèé. Â îòëè÷èè îò ìåòîäà êîëëîêàöèé, â ìå�
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òîäå ÊÍÍ ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå îáùèé ïîäõîä ê ìèíèìèçàöèè ôóíêöèî�

íàëà íåâÿçêè ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

(ÑËÀÓ). Â ìåòîäå ÊÍÍ ðàçðåøàþùàÿ ÑËÀÓ ÿâëÿåòñÿ ïåðåîïðåäåëåííîé,

à åå ðåøåíèå ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ìåæäó ìåòîäîì

êîëëîêàöèé è ìåòîäîì ÊÍÍ ñóùåñòâóåò ñâÿçü, àíàëîãè÷íàÿ ñâÿçè ìåæäó

çàäà÷åé èíòåðïîëÿöèè è çàäà÷åé àïïðîêñèìàöèè ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàä�

ðàòîâ (ÌÍÊ). Êàê èçâåñòíî, âîçíèêàþùàÿ ïðè èíòåðïîëèðîâàíèè çàäà÷à

ëèíåéíîé àëãåáðû ìîæåò áûòü ïëîõî îáóñëîâëåíà, à â ïðèáëèæåííîì ðåøå�

íèè ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ íåôèçè÷íûå îñöèëëÿöèè. Åñëè òðåáîâàíèå òî÷íîãî

âûïîëíåíèÿ óñëîâèé èíòåðïîëÿöèè íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì, íàïðèìåð

èñõîäíûå äàííûå ñîäåðæàò îøèáêè êàêîãî-ëèáî ïðîèñõîæäåíèÿ, ïðåäïî÷òè�

òåëüíåå ïåðåéòè ê áîëåå îáùåé çàäà÷å àïïðîêñèìàöèè, êîòîðàÿ çà÷àñòóþ

ëó÷øå îáóñëîâëåíà è äàåò ðåøåíèå ëó÷øåãî êà÷åñòâà. Àíàëîãè÷íî èñïîëüçî�

âàíèå áîëåå îáùåãî ïîäõîäà ê ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà íåâÿçêè óëó÷øàåò

ñâîéñòâà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ è ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ìåòîäîì êîëëîêàöèé.

Èäåè è ïðèíöèïû ìåòîäà ÊÍÍ áåðóò íà÷àëî â ðàáîòàõ äå Áîðà (de Boor),

Àøåðà (Ascher), Ðàññåëà (Russell), Êðèñòèàíñåíà (Christiansen) [84, 96, 112,

113], ïîñâÿùåííûõ ìåòîäó êîëëîêàöèè. Ìåòîä ÊÍÍ áûë âïåðâûå ïðåäëîæåí

è èññëåäîâàí À.Ã. Ñëåïöîâûì, Þ.È. Øîêèíûì, À.Â. Ïëÿñóíîâîé ñíà÷àëà

äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [71], à çàòåì è äëÿ óðàâ�

íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [72,73, 109], â òîì ÷èñëå ñ ïðèìåíåíèåì àäàï�

òèâíûõ ñåòîê [119]. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ìåòîä ÊÍÍ ïîëó÷èë â ðàáîòàõ Øà�

ïååâà Â.Ï., Ñåìèíà Ë.Ã., Áåëÿåâà Â.Â, Èñàåâà Â.È. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ãèä�

ðîäèíàìèêè: óðàâíåíèÿõ Ñòîêñà [69], Íàâüå-Ñòîêñà â äâóìåðíûõ [42,44,68] è

òðåõìåðíûõ ïîñòàíîâêàõ [81,118]. Ìåòîä ÊÍÍ ïðèìåíÿëñÿ ïðè ìîäåëèðîâà�

íèè ëàçåðíîé ñâàðêè ìåòàëëè÷åñêèõ èçäåëèé [49,93]. Â ðàáîòàõ [12,47] áûëè

ðåàëèçîâàíû âàðèàíòû ìåòîäà ñ àäàïòèâíûìè ñåòêàìè â îáëàñòÿõ ñ êðèâî�

ëèíåéíîé ãðàíèöåé. Àëãîðèòìû, èñïîëüçóåìûå â ìåòîäå ÊÍÍ ïðîäîëæàþò
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ðàçâèâàòüñÿ è îïòèìèçèðîâàòüñÿ [43,45,48,115].

Òàê êàê â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ çàäà÷ íå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü

àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, òî åñòåñòâåííûì òðåáîâàíèåì ê ÷èñëåííîìó ìåòî�

äó ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ñ çàäàííîé

òî÷íîñòüþ. Èç-çà òîãî, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îíà äîëæíà áûòü äîñòàòî÷�

íî âûñîêîé âîçíèêàåò çàäà÷à ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.

Ìíîãèå ïðîåêöèîííûå ìåòîäû îñíîâàíû íà ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè,

ò.å. ïðåäñòàâëåíèè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â âèäå ïîëèíîìà èëè êóñî÷íî�

ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèè, ÷òî è îïðåäåëÿåò äâà îñíîâíûõ ïîäõîäà ïîâû�

øåíèÿ òî÷íîñòè. Ïåðâûé ïîäõîä îñíîâàí íà ðàçáèåíèè èñõîäíîé îáëàñòè íà

áîëåå ìåëêèå ïîäîáëàñòè, â êîòîðûõ ðåøåíèå àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïîëèíîìàìè

íåâûñîêèõ ñòåïåíåé. Ïîâûøåíèå òî÷íîñòè ðåàëèçóåòñÿ çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ

êîëè÷åñòâà ïîäîáëàñòåé ñ íåçíà÷èòåëüíûì ïîâûøåíèåì ñòåïåíè àïïðîêñèìè�

ðóþùèõ ïîëèíîìîâ â ïîäîáëàñòÿõ. Âòîðîé ïîõîä çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèìåíåíèè

ïîëèíîìîâ âûñîêèõ ñòåïåíåé. Â ýòîì ñëó÷àå ïîâûøåíèå òî÷íîñòè äîñòèãà�

åòñÿ çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ ñòåïåíè ïîëèíîìà, àïïðîêñèìèðóþùåãî ðåøåíèå â

ïîäîáëàñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ìàëîå ÷èñëî ïîäîáëàñòåé èëè âîâñå

îòêàçàòüñÿ îò ðàçáèåíèÿ îáëàñòè.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïåðâîãî ïîäõîäà â ëèòåðàòóðå [88] âñòðå÷àåòñÿ òåðìèí

h – refinement, êîòîðûé óêàçûâàåò íà òî, ÷òî óâåëè÷åíèå òî÷íîñòè ïðîèñõî�

äèò çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà ïîäîáëàñòåé, êîòîðîå ÷àñòî

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç h. Íà òàêîì ïîäõîäå îñíîâàí êëàññè÷åñêèé ìåòîä êî�

íå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçîâàííûé â ðàçëè÷íûõ èíæåíåðíûõ âû÷èñëèòåëü�

íûõ ïàêåòàõ. Âòîðîå íàïðàâëåíèå îáîçíà÷àåòñÿ p – refinement, ãäå ïîä p ïî�

íèìàåòñÿ ñòåïåíü àïïðîêñèìèðóþùåãî ïîëèíîìà. Èçâåñòíûìè ïðèìåðàìè

÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà ýòîì ïîäõîäå, ÿâëÿþòñÿ ñïåêòðàëüíûé

ìåòîä è p �ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèíû

h – подход, p – подход. Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ýòèõ ïîäõîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, êàêèì îáðàçîì óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ â ïðåäñòàâ�
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ëåíèè ðåøåíèÿ îòðàæàåòñÿ íà óìåíüøåíèè ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ. Â

ìåòîäå êîëëîêàöèé, êàê è â ìåòîäå ÊÍÍ, ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 𝑚-ãî ïîðÿäêà ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêèì ðåøå�

íèåì îöåíèâàåòñÿ êàê Î(ℎ𝑝−𝑚+1) [112]. Òàêèì îáðàçîì, ïðè èñïîëüçîâàíèè

h�ïîäõîäà ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ìåòîäà ôèêñèðîâàí è íàáëþäàåòñÿ ñòå�

ïåííîé çàêîí óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòè ñ ðîñòîì ÷èñëà ðàçáèåíèé. À â ñëó÷àå

p�ïîäõîäà ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ñòåïåíè àïïðîê�

ñèìèðóþùåãî ïîëèíîìà è âîçíèêàåò ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð óìåíüøå�

íèÿ ïîãðåøíîñòè, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü âûñîêóþ òî÷íîñòü ïðè ìàëûõ âû�

÷èñëèòåëüíûõ çàòðàòàõ. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äâà îïèñàííûõ ñïîñîáà ïîâû�

øåíèÿ òî÷íîñòè íå ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó è ìîãóò áûòü óñïåøíî èñïîëü�

çîâàíû ñîâìåñòíî (hp – подход ), êàê ýòî, íàïðèìåð, ðåàëèçîâàíî â ìåòîäå

ñïåêòðàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Áîëåå òîãî hp – подход ÿâëÿåòñÿ áîëåå óíèâåðñàëü�

íûì è ïðè ïðàâèëüíîì èñïîëüçîâàíèè áîëåå ýêîíîìè÷íûì ñ òî÷êè çðåíèÿ

âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò [88,114].

Ìåòîäû, îðèåíòèðîâàííûå íà ïðèìåíåíèå p � ïîäõîäà, ÿâëÿþòñÿ áîëåå

ñëîæíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåàëèçàöèè, è âîçìîæíî ïîýòîìó îíè íå ñðàçó íà�

øëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå íà ïðàêòèêå. Ìåòîä Ôóðüå [39,87], â êîòîðîì ðåøå�

íèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà Ôóðüå, îòíîñèòñÿ ê ìåòîäàì, èñïîëüçóþùèì

ïîëèíîìû âûñîêîé ñòåïåíè, íî íå àëãåáðàè÷åñêèå, à òðèãîíîìåòðè÷åñêèå.

Øèðîêóþ èçâåñòíîñòü ïîëó÷èëè ïñåâäîñïåêòðàëüíûé ìåòîä [99, 102] (â îòå�

÷åñòâåííîé ëèòåðàòóðå èçâåñòåí êàê ìåòîä îðòîãîíàëüíîé êîëëîêàöèé [18])

è ñïåêòðàëüíûé ìåòîä [88, 91] äëÿ âàðèàöèîííûõ ïîñòàíîâîê. Àíàëîãè÷íûé

ïîäõîä áûë ðåàëèçîâàí è â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ), ñîîòâåòñòâó�

þùàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîëó÷èëà íàçâàíèå p �ÌÊÝ [114]. Íî â îòëè÷èè îò ïå�

ðå÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ðåàëèçàöèÿ êîòîðûõ ïîçâîëÿåò îòíîñèòåëüíî ïðîñòî

óâåëè÷èâàòü ñòåïåíü ïîëèíîìîâ â ïðåäñòàâëåíèè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ,

â p �ÌÊÝ ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé. Ñàìîé èçâåñòíîé è íàèáîëåå

óíèâåðñàëüíîé ðåàëèçàöèåé hp � ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ñïåêòðàëüíûõ ýëå�
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ìåíòîâ [100,108], ãäå â êàæäîì ýëåìåíòå èñïîëüçóþòñÿ ïîëèíîìû äîñòàòî÷íî

âûñîêèõ ñòåïåíåé è ïðîñòðàíñòâåííûå ñåòêè ñëîæíîé ãåîìåòðèè.

Ïðèìåíåíèå ïîëèíîìîâ âûñîêèõ ñòåïåé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñò�

íûé ñëó÷àé òåîðèè ìåòîäîâ áåç íàñûùåíèÿ (íåíàñûùåíèÿ), êîòîðàÿ èçó÷àåò

ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèé, îáëàäàþùèå àñèìïòîòèêîé íàèëó÷øèõ ïðèáëèæå�

íèé. Ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé ðåàëèçàöèè p � ïîäõîäà ìåòîä îáëàäàåò ñâîéñòâîì

íåíàñûùàåìîñòè. Èäåéíûå è òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ìåòîäîâ áåç íàñûùåíèÿ

áûëè çàëîæåíû Ê.È. Áàáåíêî [10]. Â Íîâîñèáèðñêîì íàó÷íîì öåíòðå ýòè

ïîäõîäû àêòèâíî ðàçðàáàòûâàþò Â.Í. Áåëûõ [11], À.Ì. Áëîõèí, Á.Â. Ñåìè�

ñàëîâ [14,70].

Â ìåòîäå êîëëîêàöèé è íàèìåíüøèõ íåâÿçîê òðàäèöèîííî èñïîëüçîâàëñÿ

h � ïîäõîä, â êîòîðîì ðåøåíèå èìååò êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

ñ ïîëèíîìàìè íåâûñîêèõ ñòåïåíåé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ìåòîäà ÊÍÍ

ðàçðàáîòàíû è ðåàëèçîâàíû p � è hp � ïîäõîäû.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå ïîëèíîìîâ âûñîêèõ ñòåïåíåé íå ìîæåò áûòü

ðåàëèçîâàíî ïðîñòûì óâåëè÷åíèåì ñòåïåíè. Ýòîò ïîäõîä òðåáóåò ñïåöèàëü�

íûõ ïðèåìîâ è ââîäèò ðÿä îãðàíè÷åíèé íà êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷.

Íàïðèìåð, ïðè òàêîì ïîäõîäå íåïðèìåíèìî ðàâíîìåðíîå ðàñïîëîæåíèå òî�

÷åê êîëëîêàöèé, ò.ê. â ýòîì ñëó÷àå òåîðèÿ ïîëèíîìèàëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ

íå ãàðàíòèðóåò ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó. Äîñòàòî÷íî

âñïîìíèòü èçâåñòíûé ïðèìåð Ðóíãå [92], â êîòîðîì ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿ�

öèè íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà óçëîâ. Â îáëàñòÿõ

ïðîèçâîëüíîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû ïðîáëåìà âûáîðà òî÷åê êîëëîêàöèé,

îáåñïå÷èâàþùèõ ñõîäèìîñòü, íå ðåøåíà äàæå â ñëó÷àå èíòåðïîëÿöèè. Îäíà�

êî, äëÿ êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé è èõ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé òàêèå ñïîñî�

áû ñóùåñòâóþò. Íàïðèìåð, âûáîð òî÷åê êîëëîêàöèé ñ ïðèìåíåíèåì êîðíåé

ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåíèÿ íà äîñòàòî÷íî

øèðîêîì êëàññå ôóíêöèé [60]. Ïðè ðàáîòå ñ ïîëèíîìàìè âûñîêèõ ñòåïåíåé

òðåáóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëèíîìîâ, ïîçâîëÿþùèå ìè�
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íèìèçèðîâàòü îøèáêè îêðóãëåíèÿ. Íàïðèìåð, â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóþò�

ñÿ ðÿäû ïî ïîëèíîìàì ×åáûø¼âà è èõ ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ. È êîíå÷íî

î÷åíü âàæíûì óñëîâèåì ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ðåøåíèÿ, ò.ê. îöåí�

êà Î(ℎ𝑝−𝑚+1) âåðíà òîëüêî äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ ðåøåíèé. Ñòîèò îòìå�

òèòü, ÷òî îñîáåííîñòè, ñâÿçàííûå ñ îãðàíè÷åííîé ãëàäêîñòüþ ðåøåíèÿ íå

âñåãäà ÿâëÿþòñÿ íåïðåîäîëèìûìè äëÿ ìåòîäîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà àïïðîêñè�

ìàöèè. Åñëè óäàåòñÿ ëîêàëèçîâàòü îñîáåííîñòü è ïîìåñòèòü åå íà ãðàíèöó

äâóõ ïîäîáëàñòåé, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â êàæäîé ïîäîáëàñòè ðåøåíèå íå

èìåëî îñîáåííîñòåé, òî p � ïîäõîä ìîæåò áûòü óñïåøíî ïðèìåíåí.

Íåñìîòðÿ íà ïåðå÷èñëåííûå îãðàíè÷åíèÿ, p � ïîäõîä ÿâëÿåòñÿ âåñüìà àê�

òóàëüíûì. Ìíîãèå ðàñ÷åòíûå îáëàñòè ìîãóò áûòü êîíôîðìíî îòîáðàæåíû â

êàíîíè÷åñêèå, à ðàñ÷åòíûå ñåòêè ìîæíî ñòðîèòü ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé ðå�

øåíèÿ, ïîýòîìó p � ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî

êëàññà çàäà÷.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå íîâûå âàðèàíòû ìåòîäà ÊÍÍ áûëè ðàçðàáî�

òàíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâ¼ðäîãî òåëà. À èìåí�

íî äëÿ ðàñ÷åòà íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) ìíîãîñëîé�

íûõ àíèçîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí è áàëîê [24,25,29�31,101].

Ìíîãèå êîíñòðóêòèâíûå ýëåìåíòû ìàøèí è àïïàðàòîâ ñîâðåìåííîé òåõ�

íèêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïëàñòèíû è îáîëî÷êè ðàçëè÷íîé ôîðìû è ñëîè�

ñòîé ñòðóêòóðû ñ ïåðåìåííûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè è ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè

ïàðàìåòðàìè. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðî÷íîñòè, æ¼ñòêîñòè è íåñóùåé ñïîñîáíî�

ñòè ýòèõ êîíñòðóêöèé òðåáóåòñÿ îöåíèòü èõ ÍÄÑ. Àíèçîòðîïèÿ è ñëîèñòàÿ

(íåîäíîðîäíàÿ) ñòðóêòóðà òàêèõ êîíñòðóêöèé ïðèâîäÿò ê ñëîæíîìó ðàñïðå�

äåëåíèþ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé. Ðàñ÷¼ò ÍÄÑ ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîï�

íûõ ïëàñòèí ìîæíî ïîïûòàòüñÿ îñóùåñòâèòü, îïèðàÿñü íà ïðîñòðàíñòâåí�

íóþ òåîðèþ óïðóãîñòè. Íî ïðè òàêîì ïîäõîäå ïðè ïîñòðîåíèè âû÷èñëèòåëü�

íûõ ìîäåëåé âîçíèêàåò ðÿä òðóäíîñòåé. Ìàëàÿ òîëùèíà ñëîåâ ïî ñðàâíå�

íèþ ñ äðóãèìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ðàçìåðàìè ïëàñòèí è àíèçîòðîïèÿ ìàòå�
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ðèàëîâ ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêàìè ìàëûõ ïàðàìåòðîâ ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîä�

íûõ, ÷òî ïðèâîäèò ê ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷. Èç-çà

íåçàâèñèìîé àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ â êàæäîì ñëîå ðàñ÷åòíûå ñåòêè ñòà�

íîâÿòñÿ î÷åíü ïîäðîáíûìè. Ïðè ðåøåíèè ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ ìåõàíè�

êè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà íàèáîëåå âîñòðåáîâàíû êîíå÷íî-ýëåìåíò�

íûé [65, 97, 122] è ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíûé [17, 83, 98] ïîäõîäû è äðóãèå ïîäõî�

äû [66,67]. Íî äëÿ çàäà÷ ðàñ÷åòà ÍÄÑ ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ïëàñòèí

ïðèìåíåíèå ýòèõ ìåòîäîâ ïðèâîäèò ê îïèñàííûì âû÷èñëèòåëüíûì ñëîæíî�

ñòÿì. Âûñîêàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü è ïëîõàÿ îáóñëîâëåííîñòü çàäà÷

ëèíåéíîé àëãåáðû ñòèìóëèðîâàëè ðàçðàáîòêó àëüòåðíàòèâíûõ ïîäõîäîâ.

Íàëè÷èå ìàëûõ ïàðàìåòðîâ â ñèñòåìàõ ÄÓ ìíîãîñëîéíûõ êîíñòðóêöèé

ïîçâîëÿåò â ðÿäå ñëó÷àåâ çàðàíåå ñôîðìóëèðîâàòü íåêîòîðûå äîïóùåíèÿ

î õàðàêòåðå ÍÄÑ êîíñòðóêöèè è ïîíèçèòü ðàçìåðíîñòü èñõîäíîé çàäà÷è,

èñêëþ÷èâ èç ðàññìîòðåíèÿ íàïðàâëåíèå âäîëü òîëùèíû ïëàñòèíû. Íà ýòîì

ïîäõîäå îñíîâàíûтеории пластин. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòàíî áîëü�

øîå êîëè÷åñòâî òåîðèé ïëàñòèí, èñïîëüçóþùèõ ðàçëè÷íûå ãèïîòåçû î õàðàê�

òåðå ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé, äåôîðìàöèé è ïåðåìåùåíèé ïî òîëùèíå

ïëàñòèí [28]. Íî ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ òåî�

ðèé ïëàñòèí, ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåíèÿìè ê ðåøåíèÿì, ïîëó÷åííûì â ðàìêàõ

ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè. Ïîýòîìó âîïðîñ î âåëè÷èíå ïîãðåøíî�

ñòè òîé èëè èíîé òåîðèè ïëàñòèí, î åå ïðèìåíèìîñòè, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì.

Ïåðâûå òåîðèè ïëàñòèí ðàçðàáàòûâàëèñü äëÿ ñëó÷àåâ èçîòðîïíûõ è îä�

íîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ. Íàèáîëåå èçâåñòíûìè è øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûìè

ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ Êèðõãîôà�Ëÿâà [56,62,111] è òåîðèÿ Òèìî�

øåíêî [21,106]. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð, äëÿ î÷åíü òîíêèõ ïëàñòèí,

ýòè òåîðèè ïðèìåíÿþò è äëÿ ðàñ÷åòà ìíîãîñëîéíûõ ïëàñòèí. Ýòîò ôàêò ÿâ�

ëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì òàê êàê óêàçàííûå òåîðèè ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ïðî�

ñòûìè ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, íî è äëÿ íèõ â çàìêíóòîé àíàëè�

òè÷åñêîé ôîðìå ðåøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü ëèøü â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ. Îïðåäå�
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ë¼ííûå êëàññû çàäà÷ òåîðèè ïëàñòèí è îáîëî÷åê ìîæíî ñâåñòè ê ðåøåíèþ

ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âîñïîëüçîâàòüñÿ, íà�

ïðèìåð, ìåòîäàìè äèñêðåòíîé îðòîãîíàëèçàöèè Ãîäóíîâà [23,26,27], èíâàðè�

àíòíîãî ïîãðóæåíèÿ [9] èëè ñïëàéí-êîëëîêàöèè [36]. Îäíàêî ìíîãèå ïðàê�

òè÷åñêè âàæíûå çàäà÷è ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâ¼ðäîãî òåëà ïðèâîäÿò

ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ. Âûñîêàÿ ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü çàäà÷ ïðèâåëà ê òîìó, ÷òî

äëÿ ðàñ÷åòà òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé ïðèìåíÿëèñü ñàìûå ðàçíûå ÷èñëåí�

íûå ìåòîäû. Íàïðèìåð, ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (ÌÊÐ) äëÿ ðåøåíèÿ çà�

äà÷ ìåõàíèêè òîíêîñòåííûõ ïëàñòèí è îáîëî÷åê [1,59]. Îñîáåííîñòÿìè ÌÊÐ

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîòà ðåàëèçàöèè è âîçìîæíîñòü ðàññìîòðåíèÿ ñëîæíûõ âèäîâ

íàãðóæåíèÿ, îäíàêî ïðè ýòîì âîçíèêàþò òðóäíîñòè ñ ðåàëèçàöèåé êðàåâûõ

óñëîâèé, êîòîðûå ñîäåðæàò ïðîèçâîäíûå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Ìåòîä ãðàíè÷�

íûõ ýëåìåíòîâ [17, 83, 98] ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû äëÿ êîíñòðóêöèé ñî

ñëîæíîé ãåîìåòðèé, íî â ðÿäå âàæíûõ ñëó÷àåâ ïðèâîäèò ê ñëîæíûì ñ âû�

÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷àì [50]. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî êëàññà çàäà÷

òàêæå èñïîëüçîâàí ìåòîä êîëëîêàöèé [18]. Íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì è óíèâåð�

ñàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) [65,97,122].

Äëÿ ìíîãîñëîéíûõ êîíñòðóêöèé ñ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè ôèçèêî-ìåõà�

íè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñëî¼â íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü óòî÷í¼ííûå òåî�

ðèè, ó÷èòûâàþùèå ïîïåðå÷íûå ñäâèãè â ñëîÿõ [28]. Óñëîæíåíèå ìàòåìà�

òè÷åñêèõ ìîäåëåé ïîâûøàåò òðåáîâàíèÿ ê èñïîëüçóåìûì ÷èñëåííûì ìåòî�

äàì [15, 19]. Òðàäèöèîííûå ñõåìû è àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

êðàåâûõ çàäà÷ íà òàêèõ êëàññàõ æ¼ñòêèõ ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îêàçûâàþòñÿ ìàëîýôôåêòèâíûìè. Ïåðåõîä îò êëàññè�

÷åñêîé òåîðèè îäíîðîäíûõ èçîòðîïíûõ ïëàñòèí è îáîëî÷åê ê òåì èëè èíûì

óòî÷í¼ííûì òåîðèÿì ñîïðîâîæäàåòñÿ óâåëè÷åíèåì ïîðÿäêà ðàçðåøàþùèõ

ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è êà÷åñòâåííûì èçìåíåíèåì ñòðóêòó�

ðû èõ ðåøåíèé, ïîÿâëåíèåì íîâûõ áûñòðîèçìåíÿþùèõñÿ êîìïîíåíò ðåøå�
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íèé, èìåþùèõ ÿðêî âûðàæåííûé õàðàêòåð ïîãðàíñëî¼â [28,37,54]. Â íàñòîÿ�

ùåé ðàáîòå ïðè ðàñ÷¼òå àíèçîòðîïíûõ ñëîèñòûõ ïëàñòèí ïîìèìî êëàññè÷å�

ñêîé òåîðèè Êèðõãîôà�Ëÿâà è òåîðèè Òèìîøåíêî èñïîëüçóåòñÿ óòî÷íåí�

íàÿ òåîðèÿ ëîìàíîé ëèíèè Ãðèãîëþêà-×óëêîâà [34,35].

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè ïðÿìîóãîëüíûõ

ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ïëàñòèí ðàçðàáîòàí è ïðèìåíåí p � ïîäõîä â ìå�

òîäå ÊÍÍ, ïîçâîëÿþùèé ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû, â òîì ÷èñëå, è äëÿ óòî÷íåííîé

òåîðèè Ãðèãîëþêà-×óëêîâà.

Ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà íîâûõ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ïðèâîäèò ê ïî�

ÿâëåíèþ ñïåöèôè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ïðè èõ äåôîðìèðîâàíèè. Ìíîãèå ñî�

âðåìåííûå êîíñòðóêöèîííûå ìàòåðèàëû, ïî�ðàçíîìó ñîïðîòèâëÿþòñÿ ðàñòÿ�

æåíèþ è ñæàòèþ. Íàïðèìåð, ìîäóëü óïðóãîñòè, ïðåäåëû ïðî÷íîñòè è òåêó�

÷åñòè ïðè ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè ìîãóò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ. ßðêèì ïðèìåðîì

ðàçíîñîïðîòèâëÿþùåãî ìàòåðèàëà ÿâëÿþòñÿ ýïîêñèäíûå ñìîëû � ïîëèìåðû,

ó êîòîðûõ ìîäóëü óïðóãîñòè ïðè ðàñòÿæåíèè ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ìîäóëÿ

óïðóãîñòè ïðè ñæàòèè íà äåñÿòêè ïðîöåíòîâ [55, 63, 86]. Ìíîãèå êîìïîçèöè�

îííûå ìàòåðèàëû (ÊÌ) òàêæå îáëàäàþò ñâîéñòâîì ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè

ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ. Íàïðèìåð, òàêèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò óãëåïëàñòè�

êè � êîìïîçèòû, àðìèðîâàííûå óãëåðîäíûìè âîëîêíàìè, ðàñïîëîæåííûìè â

ìàòðèöå èç ïîëèìåðíûõ ñìîë. Õàðàêòåðíàÿ îñîáåííîñòü ïîëèìåðíûõ ìàòåðè�

àëîâ � âûðàæåííàÿ íåëèíåéíîñòü äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ

îäíèì èç èñòî÷íèêîâ íåëèíåéíîãî ïîâåäåíèÿ êîíñòðóêöèé èç ïîëèìåðíîãî

ÊÌ [6].

Çàäà÷à äåôîðìèðîâàíèÿ ðàçíîñîïðîòèâëÿþùèõñÿ êîíñòðóêöèé òðåáóåò

ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ íåèçâåñòíîé ãðàíèöåé. Â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è òðåáóåòñÿ

îïðåäåëÿòü çîíû ãäå êîíñòðóêöèÿ èñïûòûâàåò ñæèìàþùèå èëè ðàñòÿãèâàþ�

ùèå íàïðÿæåíèÿ è èñïîëüçîâàòü äëÿ ðàñ÷åòà ïîâåäåíèÿ â ýòèõ çîíàõ ñîîò�

âåòñòâóþùèå ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû. Âîïðîñû ðàñ÷åòà äåôîðìèðîâàíèÿ

äëÿ íåëèíåéíî-óïðóãèõ ðàçíîñîïðîòèâëÿþùèõñÿ ìàòåðèàëîâ ìàëî èññëåäî�
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âàíû âñëåäñòâèå çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ òðóäíîñòåé. Çàäà÷è ìîäå�

ëèðîâàíèÿ ëèíåéíî-óïðóãèõ ðàçíîìîäóëüíûõ ìàòåðèàëîâ ðàññìàòðèâàëèñü,

â ÷àñòíîñòè, Ñ.Ï. Òèìîøåíêî [78] è Ñ.À. Àìáàðöóìÿíîì [3, 4]. Â ðàáîòå [2]

èçëîæåí òåîðåòè÷åñêèé ïîäõîä ê ðàñ÷åòó ðàçíîñîïðîòèâëÿþùèõñÿ ðàñòÿæå�

íèþ�ñæàòèþ íåëèíåéíî-óïðóãèõ áàëîê ïðè èçãèáå. Â ðàáîòå ðàçðàáîòàíà

ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èçãèáà áàëêè èç íåëèíåéíî-óïðóãîãî ðàçíîñîïðîòèâ�

ëÿþùåãîñÿ ìàòåðèàëà, à òàêæå âû÷èñëèòåëüíàÿ ìåòîäèêà, êîòîðûå ïîçâî�

ëèëè ïðîâåñòè ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû áàëîê èç óãëåïëàñòèêîâ è ïîëèìåðíûõ

ìàòåðèàëîâ [7].

Цель работы çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçðàáîòêå ýôôåêòèâíîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà

ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóê�

öèé â âèäå áàëîê è ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí, â ðàçðàáîòêå ìàòåìàòè÷åñêîé

ìîäåëè ðàñ÷åòà êîìïîçèòíûõ áàëîê, ó÷èòûâàþùåé ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîå

ïîâåäåíèå è ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòü êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ðàñòÿæå�

íèþ è ñæàòèþ.

Объектами исследования ÿâëÿþòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä êîëëîêàöèé è íàè�

ìåíüøèõ íåâÿçîê è íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ìíîãîñëîéíûõ

àíèçîòðîïíûõ áàëîê è ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí.

Предметами исследования ÿâëÿþòñÿ ïðèìåíåíèå ïîëèíîìîâ âûñîêèõ ñòå�

ïåíåé â ÷èñëåííîì ìåòîäå êîëëîêàöèé è íàèìåíüøèõ íåâÿçîê è ýôôåêò ðàç�

íîñîïðîòèâëÿåìîñòè ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ è

êîíñòðóêöèé èç íèõ.

Задачи, решенные в ходе достижения поставленной цели.

1. Äëÿ çàäà÷ èçãèáà ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëà�

ñòèí ïîëó÷åíû ðàçðåøàþùèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

â êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãî�

ñòè è òðåõ òåîðèé ïëàñòèí: Êèðõãîôà-Ëÿâà, Òèìîøåíêî è Ãðèãîëþêà�

×óëêîâà. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç îñîáåííîñòåé, âëèÿþùèõ íà

âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû.
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2. Ðàçðàáîòàí ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä êîëëîêàöèé è íàèìåíüøèõ íåâÿ�

çîê (ÊÍÍ), îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ïîëèíîìîâ âûñîêèõ ñòåïåíåé.

Ìåòîä ðåàëèçîâàí â îäíîìåðíîì, äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ.

Ïðîâåäåíà âåðèôèêàöèÿ ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà íà ðÿäå òåñòîâûõ çà�

äà÷ ñ îñîáåííîñòÿìè. Íà ïðèìåðå çàäà÷è èçãèáà ìíîãîñëîéíûõ àíèçî�

òðîïíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí èññëåäîâàíî âëèÿíèå îòíîñèòåëüíûõ

òîëùèí è ÷èñëà ñëîåâ íà ïîãðåøíîñòü èñïîëüçóåìûõ òåîðèé ïëàñòèí.

Ðåàëèçîâàí ñïîñîá óòî÷íåíèÿ çíà÷åíèé ïîïåðå÷íûõ êàñàòåëüíûõ íà�

ïðÿæåíèé.

3. Ïðîâåäåí àíàëèç íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïëàñòèí

íà óïðóãîì îñíîâàíèè, ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ðåàêöèè

óïðóãîãî îñíîâàíèÿ: Âèíêëåðà, Âëàñîâà è Ïàñòåðíàêà.

4. Ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñ÷åòà òðåõòî÷å÷íîãî èçãèáà ïî�

ëèìåðíûõ è êîìïîçèòíûõ áàëîê, ó÷èòûâàþùàÿ ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîå

ïîâåäåíèå ìàòåðèàëîâ è èõ ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòü ðàñòÿæåíèþ è ñæà�

òèþ. Ðàçðàáîòàí è ðåàëèçîâàí àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåì

íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ ðàçíûõ âèäîâ àïïðîêñèìàöèè ôèçè÷åñêèõ

ñîîòíîøåíèé. Ïðîâåäåíà âàëèäàöèÿ ðàçðàáîòàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìî�

äåëè íà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ïîëó÷åííûõ â ÔÃÓÏ �ÂÈÀÌ�

ÃÍÖ ÐÔ.

5. Ðàçðàáîòàí è çàðåãèñòðèðîâàí êîìïëåêñ, ñîñòîÿùèé èç òðåõ ïðîãðàìì,

äëÿ ÝÂÌ äëÿ ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ èçî�

òðîïíûõ è ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí è òðåõ�

òî÷å÷íîãî èçãèáà êîìïîçèòíûõ áàëîê ñ ó÷åòîì ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîãî

ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà è åãî ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè ðàñòÿæåíèþ è ñæà�

òèþ.

На защиту выносятся ðåçóëüòàòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷åòûðåì îáëàñòÿì

èññëåäîâàíèÿ ïàñïîðòà ñïåöèàëüíîñòè 05.13.18 � ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëè�
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ðîâàíèå, ÷èñëåííûå ìåòîäû è êîìïëåêñû ïðîãðàìì¿ ïî ôèçèêî-ìàòåìàòè-

÷åñêèì íàóêàì.

Область исследования 1:

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è àëãîðèòì ðàñ÷åòà òðåõòî÷å÷íîãî èçãèáà ïî�

ëèìåðíûõ è êîìïîçèòíûõ áàëîê, ó÷èòûâàþùàÿ ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîå

ïîâåäåíèå ìàòåðèàëîâ è èõ ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòü ðàñòÿæåíèþ è ñæà�

òèþ.

Область исследования 3:

2. Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä êîëëîêàöèé è íàèìåíüøèõ íåâÿçîê (ÊÍÍ),

îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ïîëèíîìîâ âûñîêèõ ñòåïåíåé, äëÿ ÷èñëåí�

íîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ â êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòÿõ â îäíîìåðíîì,

äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ. Âåðèôèêàöèÿ ìåòîäà íà ðÿäå òåñòî�

âûõ çàäà÷ ñ îñîáåííîñòÿìè è ðåçóëüòàòàõ ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûõ äðóãè�

ìè àâòîðàìè.

Область исследования 4:

3. Êîìïëåêñ ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ äëÿ ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðî-

âàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) èçîòðîïíûõ è ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ

ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí è òðåõòî÷å÷íîãî èçãèáà ïîëèìåðíûõ è êîìïî�

çèòíûõ áàëîê, ðàçíîñîïðîòèâëÿþùèõñÿ ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ ñ ó÷å�

òîì èõ ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîãî ïîâåäåíèÿ.

Область исследования 5:

4. Ïðèìåíåíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà ÊÍÍ äëÿ çàäà÷ èçãèáà ìíî�

ãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí â ðàìêàõ êëàññè÷å�

ñêîé òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà, óòî÷íåííûõ òåîðèé Òèìîøåíêî è Ãðèãî-

ëþêà-×óëêîâà. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ÍÄÑ ïëà�

ñòèí â ðàìêàõ ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè è òðåõ ðàçëè÷íûõ



� 17 �

òåîðèé ïëàñòèí. Ïðîöåäóðà âîññòàíîâëåíèÿ ïîïåðå÷íûõ êàñàòåëüíûõ

íàïðÿæåíèé äëÿ òåîðèè Ãðèãîëþêà-×óëêîâà íà îñíîâå óðàâíåíèé ðàâ�

íîâåñèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè. Âàëèäàöèÿ ìàòåìàòè÷å�

ñêîé ìîäåëè òðåõòî÷å÷íîãî èçãèáà ïîëèìåðíûõ êîìïîçèòíûõ áàëîê.

Научная новизна èçëîæåííûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ çà�

êëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

1. Âïåðâûå ïðåäëîæåí è ðåàëèçîâàí ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä êîëëîêà�

öèé è íàèìåíüøèõ íåâÿçîê, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ïîëèíîìîâ âû�

ñîêèõ ñòåïåíåé, äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ â êàíîíè÷åñêèõ

îáëàñòÿõ â îäíîìåðíîì, äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ. Êîîðäèíà�

òû òî÷åê êîëëîêàöèé îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì êîðíåé ìíîãî÷ëåíà

×åáûø¼âà è èñïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðèáëèæåííî�

ãî ðåøåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå óìåíüøèòü íàêîïëåíèå îøèáîê îêðóãëåíèÿ.

Íà áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ ïîëó÷åí ýêñïîíåíöèàëüíûé ïîðÿäîê

óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòè ñ âîçðàñòàíèåì ñòåïåíè ïîëèíîìîâ.

2. Ðàçðàáîòàííûé ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä êîëëîêàöèé è íàèìåíüøèõ

íåâÿçîê èñïîëüçîâàí äëÿ ðàñ÷åòà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñî�

ñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí

â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà è óòî÷íåííûõ òåîðèé

Òèìîøåíêî è Ãðèãîëþêà-×óëêîâà. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç

ïðèìåíèìîñòè ïåðå÷èñëåííûõ òåîðèé íà ïðèìåðå çàäà÷è èçãèáà ìíî�

ãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí.

3. Ðàçðàáîòàíà íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñ÷åòà òðåõòî÷å÷íîãî èç�

ãèáà ïîëèìåðíûõ è êîìïîçèòíûõ áàëîê, ó÷èòûâàþùàÿ ôèçè÷åñêè íåëè�

íåéíîå ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà è åãî ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòü ðàñòÿæåíèþ

è ñæàòèþ. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâ�

íåíèé è ïðîâåäåíà âàëèäàöèÿ ðàçðàáîòàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.
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4. Ñîçäàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ äëÿ ðàñ÷åòà ÍÄÑ èçîòðîïíûõ è

ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí è òðåõòî÷å÷íî�

ãî èçãèáà ïîëèìåðíûõ è êîìïîçèòíûõ áàëîê, ðàçíîñîïðîòèâëÿþùèõñÿ

ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ ñ ó÷åòîì ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîãî ïîâåäåíèÿ, ñ

ïîìîùüþ êîòîðîãî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå äåôîðìèðîâàíèÿ áàëîê è

ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí.

Практическая значимость работы çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè èñïîëü�

çîâàíèÿ ïðåäëîæåííûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ è êîìïëåêñà ïðîãðàìì ïðè

ïðîåêòèðîâàíèè è àíàëèçå äåôîðìèðîâàíèÿ êîìïîçèòíûõ êîíñòðóêöèé â

ñòðîèòåëüíîé, àâèàöèîííîé è ðàêåòíî-êîñìè÷åñêîé îòðàñëÿõ. Ó÷åò ýôôåê�

òà ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ ïðè ôèçè÷åñêè íåëèíåé�

íîì ïîâåäåíèè óãëåïëàñòèêîâ èññëåäîâàí â ðàìêàõ ñîâìåñòíîãî ïðîåêòà ñ

Âñåðîññèéñêèì èíñòèòóòîì àâèàöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ÔÃÓÏ �ÂÈÀÌ� ÃÍÖ

ÐÔ ¾Ðàçðàáîòêà è ñîâåðøåíñòâîâàíèå òåõíîëîãèé ïðîåêòèðîâàíèÿ è ñîçäà�

íèÿ íîâûõ ïåðñïåêòèâíûõ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ (óãëåïëàñòèêîâ) è

êîíñòðóêöèé èç íèõ äëÿ àâèàöèîííîé è äðóãèõ îòðàñëåé ïðîìûøëåííîñòè¿,

ïîääåðæàííîãî ãðàíòîì ÐÔÔÈ � 13-01-12032-îôè_ì.

Обоснованность и достоверность результатов, ïîëó÷åííûõ â äèññåð�

òàöèîííîé ðàáîòå îáåñïå÷åíà èñïîëüçîâàíèåì ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ ìå�

õàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è

ïîäòâåðæäàåòñÿ ñîïîñòàâëåíèåì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðàñ÷åòàìè äðó�

ãèõ èññëåäîâàòåëåé è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ïîëó÷åííûìè â ÔÃÓÏ

�ÂÈÀÌ� ÃÍÖ ÐÔ.

Представление работы. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ è ðåçóëüòàòû äèññåðòàöè�

îííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ

è ñåìèíàðàõ: Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìàòå�

ìàòèêè, ìåõàíèêè, èíôîðìàòèêè¿ (Åêàòåðèíáóðã, 2009); Âñåðîññèéñêîé êîí�

ôåðåíöèè ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå (Íîâîñèáèðñê, 2009); Âñåðîññèé�

ñêèõ êîíôåðåíöèÿõ ìîëîäûõ ó÷åíûõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ
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è èíôîðìàöèîííûì òåõíîëîãèÿì (Íîâîñèáèðñê, 2011; Òîìñê, 2013; Òþìåíü,

2014); Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ECCOMAS (Àâñòðèÿ, Âåíà, 2012); Ìåæ�

äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè¿,

(Ñåðáèÿ, Âðíÿ÷êà Áàíÿ; ×åðíîãîðèÿ, Áóäâà, 2013) ; Âñåðîññèéñêèõ êîíôå�

ðåíöèÿõ ïî ÷èñëåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè è ïëàñòè÷�

íîñòè (Áàðíàóë, 2013; Îìñê, 2015); Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Óñïåõè

ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä¿, ïðèóðî÷åííîé ê 75-ëåòèþ àêàäåìèêà Â.À. Ëåâèíà

(Âëàäèâîñòîê, 2014); Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè, ïðèóðî÷åííîé ê 95-ëåòèþ

àêàäåìèêà Ë.Â. Îâñÿííèêîâà ¾Íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè â ìåõàíèêå

ñïëîøíûõ ñðåä: ïîñòðîåíèå è èçó÷åíèå¿ (Íîâîñèáèðñê, 2014); Ìåæäóíàðîä�

íîé Àçèàòñêîé øêîëå-ñåìèíàðå ¾Ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè ñëîæíûõ ñèñòåì¿

(Êûðãûçñêàÿ Ðåñïóáëèêà, îç. Èññûê-Êóëü, Áóëàí-Ñîãîòòó, 2014); Âñåðîññèé�

ñêîé êîíôåðåíöèè ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì ¾Èíäóñòðèàëüíûå èíôîðìà�

öèîííûå ñèñòåìû¿ (Íîâîñèáèðñê, 2015); Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Àê�

òóàëüíûå ïðîáëåìû âû÷èñëèòåëüíîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè 2015¿, ïîñâÿ�

ùåííîé 90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà Ã. È. Ìàð÷óêà, (Íîâîñèáèðñê,

2015); VIII Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ëàâðåíòüåâñêèå ÷òåíèÿ ïî ìàòå�

ìàòèêå, ìåõàíèêå è ôèçèêå¿, ïîñâÿùåííîé 115-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäå�

ìèêà Ì. À. Ëàâðåíòüåâà. (Íîâîñèáèðñê, 2015); Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè

¾Áåçîïàñíîñòü è æèâó÷åñòü òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì¿ (Êðàñíîÿðñê, 2015).

Â ïîëíîì îáúåìå ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü

íà Îáúåäèíåííîì ñåìèíàðå ¾Èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè

(÷èñëåííûå ìåòîäû ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû)¿ Èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëü�

íûõ òåõíîëîãèé ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà è

Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà (ðóêîâîäèòå�

ëè � àêàäåìèê Þ.È. Øîêèí è ïðîô. Â.Ì. Êîâåíÿ), Îáúåäèíåííîì ñåìèíàðå

¾×èñëåííûé àíàëèç¿ Èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè�

÷åñêîé ãåîôèçèêè ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

(ðóêîâîäèòåëü � ïðîô. Â.Ï. Èëüèí), ñåìèíàðå ¾Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìåõàíèêà
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äåôîðìèðóåìûõ ñðåä¿ Èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ ÐÀÍ

(ðóêîâîäèòåëü � ïðîô. Â.Ì. Ñàäîâñêèé).

Публикации.Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíà 29 ïå÷àòíàÿ ðàáîòà, â òîì

÷èñëå 7 ñòàòåé â ïåðèîäè÷åñêèõ èçäàíèÿõ ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ, 6 ïóáëè�

êàöèé â òðóäàõ ìåæäóíàðîäíûõ è âñåðîññèéñêèõ êîíôåðåíöèé, 13 òåçèñîâ

äîêëàäîâ ìåæäóíàðîäíûõ è âñåðîññèéñêèõ êîíôåðåíöèé è 3 ñâèäåòåëüñòâà

î ãîñóäàðñòâåííîé ðåãèñòðàöèè ïðîãðàìì äëÿ ÝÂÌ.

Личный вклад автора. Âî âñåõ îïóáëèêîâàííûõ ðàáîòàõ àâòîð ïðèíè�

ìàë íåïîñðåäñòâåííîå ó÷àñòèå â ïîñòàíîâêå çàäà÷, ðàçðàáîòêå è ðåàëèçàöèè

âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ, îáñóæäåíèè è êðèòè÷åñêîì àíàëèçå ïîëó÷åí�

íûõ ðåçóëüòàòîâ, â ïîäãîòîâêå è ïðåäñòàâëåíèè ñòàòåé è äîêëàäîâ ïî òåìå

èññëåäîâàíèé.

Структура и объём диссертации. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ÷å�

òûðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû è ïðèëîæåíèÿ. Îáú¼ì ðàáîòû

ñîñòàâëÿåò 179 ñòðàíèö. Â äèññåðòàöèè ñîäåðæàòñÿ 27 ðèñóíêîâ è 27 òàáëèö.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîñòîèò èç 122 èñòî÷íèêîâ.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü è ïðèçíàòåëüíîñòü ñâîåìó íà�

ó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ ä.ô.-ì.í. Ñ.Ê. Ãîëóøêî çà âñåñòîðîííþþ ïîääåðæêó è

ïîñòîÿííîå âíèìàíèå â õîäå âûïîëíåíèÿ ðàáîòû. Àâòîð áëàãîäàðèò çà ïëîäî�

òâîðíûå îáñóæäåíèÿ ä.ô.-ì.í., ïðîô. Â.Ï. Øàïååâà è ê.ô.-ì.í. Á.Â. Ñåìèñà�

ëîâà. Óñïåøíîìó âûïîëíåíèþ ðàáîòû ñïîñîáñòâîâàëè öåííûå êðèòè÷åñêèå

çàìå÷àíèÿ ä.ô.-ì.í., ïðîô. Þ.Â. Íåìèðîâñêîãî, ê.ô.-ì.í. Å. Â. Àìåëèíîé,

ê.ô.-ì.í. À.Â. Þð÷åíêî.

Во введении îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü âûáðàííîé òåìû èññëåäîâà�

íèé, ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.

Èçëîæåíî êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè ïî ãëàâàì.

Глава 1 ïîñâÿùåíà âûâîäó è àíàëèçó ðàçðåøàþùèõ ñèñòåì äèôôåðåí�

öèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ çàäà÷è èçãèáà ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ïðÿìî�
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óãîëüíûõ ïëàñòèí. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû òðè òåîðèè ïëàñòèí: êëàññè÷åñêàÿ

òåîðèÿ Êèðõãîôà-Ëÿâà è óòî÷íåííûå òåîðèè Òèìîøåíêî è Ãðèãîëþêà-×óë�

êîâà, â êîòîðûõ ïî-ðàçíîìó ìîäåëèðóþòñÿ ïîïåðå÷íûå ñäâèãè. Äëÿ êàæäîé

òåîðèè ïëàñòèí ïðèâåäåíû èñõîäíûå è ïîëó÷åíû ðàçðåøàþùèå ñèñòåìû äèô�

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Ïîëó÷åíà îöåíêà

çíà÷åíèé ìàëûõ ïàðàìåòðîâ ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ êàæäîé èç ðàñ�

ñìîòðåííûõ òåîðèé ïëàñòèí.

Глава 2 ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó ìåòîäó ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ � ìåòîäó

êîëëîêàöèé è íàèìåíüøèõ íåâÿçîê (ÊÍÍ) è åãî ìîäèôèêàöèè, îñíîâàííîé

íà ïðèìåíåíèè ïîëèíîìîâ âûñîêèõ ñòåïåíåé. Â ìîäèôèöèðîâàííîì ìåòîäå

ÊÍÍ òî÷êè êîëëîêàöèé âûáèðàþòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ ×å�

áûø¼âà, à äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû

ïî ìíîãî÷ëåíàì ×åáûø¼âà è èõ ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ. Íà îäíî-, äâóõ- è

òðåõìåðíûõ òåñòîâûõ çàäà÷àõ ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå òðàäèöèîííîãî è ìîäè�

ôèöèðîâàííîãî ìåòîäîâ ÊÍÍ.

Глава 3 ïîñâÿùåíà ðàñ÷åòó è àíàëèçó íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî

ñîñòîÿíèÿ ìíîãîñëîéíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí. Ðàññìîòðåí ðÿä òåñòîâûõ

çàäà÷ è ïîëó÷åíî õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ. Èñ�

ñëåäîâàíà çàäà÷à èçãèáà ïëàñòèí, ëåæàùèõ íà óïðóãîì îñíîâàíèè, ñ èñ�

ïîëüçîâàíèåì òðåõ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ðåàêöèè îñíîâàíèÿ: Âèíêëåðà, Âëà�

ñîâà, Ïàñòåðíàêà. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à èçãèáà òðåõ-, ïÿòè- è ñåìèñëîéíûõ

øàðíèðíî-çàêðåïëåííûõ ïëàñòèí ðàçíîé îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ñ òðàíñ�

âåðñàëüíî-èçîòðîïíûìè ñëîÿìè. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ òåîðèé ïëàñòèí ðå�

àëèçîâàí ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ÊÍÍ, ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç

ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ â ðàìêàõ òåîðèé ïëàñòèí è ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè

óïðóãîñòè.

Глава 4 ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàñ÷åòà òðåõòî�

÷å÷íîãî èçãèáà ïîëèìåðíûõ è êîìïîçèòíûõ áàëîê, ó÷èòûâàþùåé ôèçè÷å�

ñêóþ íåëèíåéíîñòü ìàòåðèàëà è ýôôåêò ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè ðàñòÿæå�



� 22 �

íèþ è ñæàòèþ. Ïîêàçàíî, ÷òî íåó÷åò ýôôåêòà ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè ìàòå�

ðèàëà ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ ìîæåò ïðèâåñòè ê îòêëîíåíèþ îò ðåçóëüòàòîâ

ìåõàíè÷åñêèõ èñïûòàíèé áîëåå ÷åì íà 15%.
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Глава 1.

ИСХОДНЫЕ И РАЗРЕШАЮЩИЕ СИСТЕМЫ

УРАВНЕНИЙ МЕХАНИКИ МНОГОСЛОЙНЫХ

АНИЗОТРОПНЫХ ПЛАСТИН

1.1. Многослойные анизотропные пластины

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìíîãîñëîéíûå àíèçîòðîïíûå ïëàñòèíû â êà÷åñòâå ýëå�

ìåíòîâ êîíñòðóêöèé íàõîäÿò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ñàìûõ ðàçíûõ îòðàñëÿõ:

â àýðîêîñìè÷åñêîé, àâèàöèîííîé, êîðàáëå- è ìàøèíîñòðîåíèè, ãðàæäàíñêîé.

Òàêèå ïëàñòèíû ñîñòîÿò èç íåñêîëüêèõ ñëîåâ ïîñòîÿííîé èëè ïåðåìåííîé

òîëùèíû, à ìàòåðèàë êàæäîãî ñëîÿ ìîæåò îáëàäàòü ñâîèìè óíèêàëüíûìè

ñâîéñòâàìè, â ò.÷. àíèçîòðîïèåé. Êîíñòðóêöèè èç êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèà�

ëîâ (ÊÌ) îáëàäàþò çíà÷èòåëüíûìè ïðåèìóùåñòâàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäè�

öèîííûìè îäíîðîäíûìè ìàòåðèàëàìè. Âûñîêèå óäåëüíûå æåñòêîñòü è ïðî÷�

íîñòü, ìàëûé âåñ � ïðè÷èíû, ïî êîòîðûì ÊÌ ïîëó÷èëè øèðîêîå ðàñïðîñòðà�

íåíèå. Ïðè ñîçäàíèè êîíñòðóêöèé èç ÊÌ ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ àðìèðîâàíèå

âîëîêíàìè. Ïðèìåðàìè òàêèõ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿþòñÿ ñòåêëî-, áîðî-, îðãàíî-

è óãëåïëàñòèêè. Â íèõ ïðî÷íûå è æåñòêèå âîëîêíà ïîìåùåíû â ñâÿçóþùèé

ìàòåðèàë � ìàòðèöó, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò ñîâìåñòíîñòü ðàáîòû âîëîêîí è

çàùèùàåò èõ îò âîçäåéñòâèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû. Òåõíîëîãèÿ ïðîèçâîäñòâà

êîíñòðóêöèé èç àðìèðîâàííûõ ÊÌ ÷àñòî ñâîäèòñÿ ê ðàáîòå ñ ìîíîñëîÿìè

(ïðåïðåãàìè) � òîíêèìè ñëîÿìè ñ ðåãóëÿðíîé ñõåìîé óêëàäêè âîëîêîí. Â

êîíêðåòíûõ êîíñòðóêöèÿõ ìîíîñëîè ðàñïîëàãàþòñÿ â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå
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è èìåþò çàäàííóþ îðèåíòàöèþ äëÿ ìàêñèìàëüíî ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè

ïðî÷íîñòíûõ ñâîéñòâ êîíñòðóêöèè. Êîíñòðóêöèè, ñîçäàííûå ïî îïèñàííîé

òåõíîëîãèè, ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðîì ìíîãîñëîéíûõ êîíñòðóêöèé ñ àíèçîòðîïíû�

ìè ñëîÿìè.

Êîìïîçèöèîííûå ìàòåðèàëû ÿâëÿþòñÿ ãåòåðîãåííûìè ñðåäàìè, ÷òî îò�

ðàæàåòñÿ íà ñëîæíîì âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî

ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) êîíñòðóêöèé, ñîçäàííûõ íà èõ îñíîâå. Íà äàííûé ìîìåíò

çàäà÷à î äåôîðìèðîâàíèè ìíîãîñëîéíûõ êîíñòðóêöèé èç ÊÌ â ïîëíîé ïî�

ñòàíîâêå ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåðàçðåøèìîé, ïîýòîìó íà ïðàêòèêå ÷àñòî

ïðèáåãàþò ê íåêîòîðûì �óñðåäíåíèÿì�. Íàïðèìåð, íåîäíîðîäíûé ÊÌ ìîäå�

ëèðóåòñÿ êàê îäíîðîäíûé ìàòåðèàë ñ àíèçîòðîïíûìè ñâîéñòâàìè. Åñòåñòâåí�

íî âîçíèêàåò çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ òàêèõ �óñðåäíåííûõ� õàðàêòåðèñòèê. Ñó�

ùåñòâóåò ìíîæåñòâî ïîäõîäîâ äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ, íà÷èíàÿ îò ýêñïåðèìåíòà

è çàêàí÷èâàÿ ïîñòðîåíèåì ñëîæíûõ ñòðóêòóðíûõ ìîäåëåé, îïèðàþùèìèñÿ

íà àòîìíûå è ìîëåêóëÿðíûå âçàèìîäåéñòâèÿ [61, 103, 120]. Òàê èëè èíà÷å,

öåëü êàæäîãî èç íèõ îïèñàòü ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè �óñðåäíåííîãî�

ìàòåðèàëà.

Îáû÷íî ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìîíîñëîåâ ïðåäâàðèòåëüíî îïðå�

äåëÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ëàáîðàòîðíûõ èñïûòàíèÿõ. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàñ�

ñìàòðèâàòü ìàòåðèàë ñëîÿ êàê îäíîðîäíûé àíèçîòðîïíûé ìàòåðèàë ñ �óñðåä�

íåííûìè� ñâîéñòâàìè. À êîíñòðóêöèè èç íèõ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê

ìíîãîñëîéíûå êîíñòðóêöèè ñ àíèçîòðîïíûìè ñëîÿìè, äëÿ îïèñàíèÿ ÍÄÑ êî�

òîðûõ ìîæíî ïðèìåíÿòü õîðîøî ðàçâèòûé àïïàðàò òåîðèè óïðóãîñòè. Âñå

ýòî ïðèâîäèò ê óïðîùåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü

÷èñëåííûå ðàñ÷åòû.

Ìíîãîñëîéíûå àíèçîòðîïíûå ïðÿìîóãîëüíûå ïëàñòèíû èìåþò äîñòàòî÷�

íî ïðîñòóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó. Ïðè ýòîì â ïëàñòèíàõ ïðè îïðåäåëåííûõ

óñëîâèÿõ çàêðåïëåíèÿ, âèäàõ íàãðóçêè è ñâîéñòâàõ ìàòåðèàëà âîçíèêàþò âñå

òå õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ÍÄÑ, êîòîðûå íàáëþäàþòñÿ â áîëåå ñëîæíûõ
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êîíñòðóêöèÿõ.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ÍÄÑ ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ïëàñòèí âîñïîëü�

çóåìñÿ ñòàöèîíàðíûìè óðàâíåíèÿìè ïðîñòðàíñòâåííîé ëèíåéíîé òåîðèè óï-

ðóãîñòè (3D ÒÓ). Êàæäûé ñëîé ïëàñòèíû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîðîäíûì

àíèçîòðîïíûì ìàòåðèàëîì, ïîâåäåíèå êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

3D ÒÓ. Äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè êðàåâîé çàäà÷è íà ãðàíèöå ìåæäó ñëîÿ�

ìè íåîáõîäèìî çàäàòü óñëîâèÿ êîíòàêòà, à íà òîðöåâûõ ãðàíÿõ ñëîÿ óñëîâèÿ

çàêðåïëåíèÿ.

Îñîáåííîñòüþ êîíñòðóêöèé èç ÊÌ ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòü òîëùèí ñëîåâ ïî îò�

íîøåíèþ ê äðóãèì ãåîìåòðè÷åñêèì ðàçìåðàì (òîíêîñòåííàÿ êîíñòðóêöèÿ).

Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî, íåñìîòðÿ íà êîððåêòíóþ ïîñòàíîâêó êðàåâîé çà�

äà÷è, ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé ìîæåò ïðèâîäèòü ê

ñåðüåçíûì âû÷èñëèòåëüíûì ñëîæíîñòÿì. Îíè âîçíèêàþò ïî òðåì îñíîâíûì

ïðè÷èíàì. Ïåðâàÿ çàêëþ÷àþòñÿ â ãåîìåòðèè ñëîÿ, òîëùèíà êîòîðîãî ÿâëÿåò�

ñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ðàçìåðàìè. Ñ

òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â ñèñòå�

ìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âîçíèêàåò ìàëûé ïàðàìåòð ïðè ñòàðøèõ

ïðîèçâîäíûõ, ÷òî ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïîÿâëåíèþ áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ ðåøå�

íèÿ è ïîãðàíñëîÿì. Ïðè ïîñòðîåíèè ðàñ÷åòíûõ ñåòîê äëÿ îòäåëüíîãî ñëîÿ

òàêæå âîçíèêàþò òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ìàëîñòüþ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû

ñëîÿ. Íàïðèìåð, â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ), òðàäèöèîííî èñïîëü�

çóåìîì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà, ïðè

ïîñòðîåíèè ñåòêè æåëàòåëüíî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Äåëîíå äëÿ âñåõ ÿ÷ååê

ñåòêè. Óñëîâèå Äåëîíå çàïðåùàåò ÿ÷åéêàì ñåòêè áûòü ñèëüíî âûòÿíóòûìè

â êàêîì-ëèáî íàïðàâëåíèè, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷èâîñòü

ê îøèáêàì îêðóãëåíèÿ â ðàñ÷åòàõ. Äëÿ òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé ýòî çíà�

÷èò, ÷òî óâåëè÷åíèå ÷èñëà ÿ÷ååê ïî òîëùèíå ñëîÿ ïðèâîäèò ê áûñòðîìó óâå�

ëè÷åíèþ îáùåãî ÷èñëà ÿ÷ååê, åñëè îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Äåëîíå. À

ïðèìåíåíèå ïîäðîáíûõ ñåòîê ïðèâîäèò ê ÑËÀÓ áîëüøèõ ðàçìåðîâ. Âòîðîé
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ïðè÷èíîé, çàòðóäíÿþùåé ïîëó÷åíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ àíèçî�

òðîïèÿ ìàòåðèàëà. ×àñòî â êà÷åñòâå îòäåëüíîãî ñëîÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëîé

ñ âîëîêíàìè, óëîæåííûìè â îäíîì íàïðàâëåíèè. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â ïî�

ëèìåðíûõ ÊÌ âîëîêíà ÿâëÿþòñÿ íà ïîðÿäîê áîëåå æåñòêèìè, ÷åì ñâÿçûâà�

þùàÿ èõ ìàòðèöà. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè òàêîãî ÊÌ êàê îäíîðîäíîãî òðàíñ�

âåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî òåëà, ìîäóëü óïðóãîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèé ãëàâíîìó

íàïðàâëåíèþ óïðóãîñòè è ñîâïàäàþùåìó ñ íàïðàâëåíèåì óêëàäêè âîëîêîí,

èìååò çíà÷åíèå íà ïîðÿäîê áîëüøèé, ÷åì ìîäóëü óïðóãîñòè â ïåðïåíäèêó�

ëÿðíîì íàïðàâëåíèè. Ýòà îñîáåííîñòü ÿâëÿåòñÿ åùå îäíèì èñòî÷íèêîì ïî�

ÿâëåíèÿ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ. Íàêîíåö, áîëüøèí�

ñòâî ðåàëüíûõ êîìïîçèòíûõ êîíñòðóêöèé èìåþò äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî

ñëî¼â. ×èñëî ñëîåâ ìîæåò äîñòèãàòü íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ, à ýòî çíà÷èò ÷òî

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñåòêà äîëæíà áûòü î÷åíü ïîäðîáíîé.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðåøåíèè çàäà÷è â ðàìêàõ ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè

óïðóãîñòè âîçíèêàþò ÑËÀÓ áîëüøîãî ðàçìåðà, êîòîðûå èç-çà íàëè÷èÿ ìà�

ëîãî ïàðàìåòðà ìîãóò áûòü ïëîõî îáóñëîâëåííûìè.

Îäíàêî, ìàëûé ïàðàìåòð, ñâÿçàííûé ñ ìàëîñòüþ òîëùèíû ñëîÿ è âûçû�

âàþùèé òàêèå ñåðüåçíûå ñëîæíîñòè ïðè ðåøåíèè â ðàìêàõ 3D ÒÓ, ïîçâî�

ëÿåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ñïåöèàëüíûìè ïîäõîäàìè. Îíè ïîçâîëÿþò ïîíèçèòü

ðàçìåðíîñòü çàäà÷è, â ñëó÷àå òîíêèõ ïëàñòèí, ñâåñòè åå ê ðåøåíèþ äâó�

ìåðíîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò â ïëîñêîñòè ïëàñòèí. Ñóùåñòâóþò

ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó: àñèìï�

òîòè÷åñêèå ìåòîäû [33], ìåòîäû ãèïîòåç [28, 110]. Íà ïîñëåäíèõ îñíîâàíû

òåîðèè ïëàñòèí, êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû äàëåå. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû

òðè òåîðèè ïëàñòèí: êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ Êèðõãîôà-Ëÿâà, òåîðèÿ Òèìîøåí�

êî, è òåîðèÿ Ãðèãîëþêà-×óëêîâà. Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè

ïëàñòèí ÿâëÿþòñÿ óäà÷íîé àëüòåðíàòèâîé ïîñòàíîâêå â ðàìêàõ 3D ÒÓ ïî

äâóì ãëàâíûì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå�

íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ òåîðèé ïëàñòèí çàâèñÿò òîëüêî îò äâóõ
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ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ÷òî ñèëüíî óìåíüøàåò âû÷èñëèòåëüíûé çà�

òðàòû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñ÷åòîì â ðàìêàõ 3D ÒÓ. Âî-âòîðûõ, êàê ïðàâèëî,

â óðàâíåíèÿõ òåîðèé ïëàñòèí ìàëûå ïàðàìåòðû ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ

ïðîÿâëÿþòñÿ â ìåíüøåé ñòåïåíè, ÷åì â èñõîäíîé ïîñòàíîâêå òåîðèè 3D ÒÓ,

à èíîãäà ñîâñåì îòñóòñòâóþò.

Ïðè ýòîì âàæíî ïîìíèòü, ÷òî òåîðèè ïëàñòèí ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåíèÿìè

ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè, ïîýòîìó âîïðîñ î òî÷íîñòè ïðèáëèæå�

íèÿ ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì ïðè ðàñ÷åòàõ â ðàìêàõ òåîðèé ïëàñòèí. Ñëåäó�

åò îòìåòèòü, ÷òî ïåðåõîä îò êëàññè÷åñêîé òåîðèè îäíîðîäíûõ èçîòðîïíûõ

ïëàñòèí ê òåì èëè èíûì óòî÷í¼ííûì òåîðèÿì ñîïðîâîæäàåòñÿ óâåëè÷åíèåì

ïîðÿäêà ðàçðåøàþùèõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è êà÷åñòâåí�

íûì èçìåíåíèåì ñòðóêòóðû èõ ðåøåíèé, ïîÿâëåíèåì íîâûõ áûñòðîâîçðàñòà�

þùèõ è áûñòðîóáûâàþùèõ ðåøåíèé, èìåþùèõ ÿðêî âûðàæåííûé õàðàêòåð

ïîãðàíñëî¼â [28]. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ çäåñü ïðèìåíÿåòñÿ ÷èñ�

ëåííûé ìåòîä p � è hp �ÊÍÍ.

Äëÿ êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèé ïëàñòèí íåîá�

õîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó â ðàìêàõ 3D ÒÓ. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå

âûïèøåì óðàâíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè.

1.2. Постановка задачи изгиба многослойных пластин в

рамках пространственной теории упругости

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó èçãèáà ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû, ñîñòîÿùåé èç 𝑁

òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ ñëîåâ ïîñòîÿííîé òîëùèíû (ðèñóíîê 1.1). Áó�

äåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ óïðóãîñòè ìàòåðèàëà ñëîåâ ëåæàò â

ïëîñêîñòè ïëàñòèíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðõíÿÿ ãðàíü ïëàñòèíû íàõîäèòñÿ

ïîä äåéñòâèåì ðàñïðåäåëåííîé ïîïåðå÷íîé íàãðóçêè 𝑞(𝑥, 𝑦), íèæíÿÿ ãðàíü

ñâîáîäíà, à íà òîðöàõ ïëàñòèíû çàäàíû ñîîòâåòñòâóþùèå êðàåâûå óñëîâèÿ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëîè æ¼ñòêî ñêðåïëåíû ìåæäó ñîáîé. Íåîáõîäèìî ðàñ�
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ñ÷èòàòü íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå òàêîé ïëàñòèíû.

Ðèñóíîê 1.1 � Ïðÿìîóãîëüíàÿ ñëîèñòàÿ ïëàñòèíà ïîä äåéñòâèåì ïîïåðå÷íîé

íàãðóçêè; 𝑎, 𝑏, ℎ � ðàçìåðû ïëàñòèíû â íàïðàâëåíèÿõ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ñîîòâåòñòâåííî,

𝑧𝑘 � êîîðäèíàòà âåðõíåé ãðàíèöû 𝑘-ãî ñëîÿ, ℎ𝑘 � òîëùèíà 𝑘-ãî ñëîÿ, 𝑘 =

1, ..., 𝑁 .

Äëÿ ãëàâíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñ îñÿìè ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàì ïëà�

ñòèíû, èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå (𝑥, 𝑦, 𝑧). Äîïîëíèòåëüíî â êàæäîì 𝑘-òîì

ñëîå ââåäåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò (𝑥𝑘, 𝑦𝑘, 𝑧𝑘), ãäå îñü 𝑥𝑘 ñîíàïðàâ�

ëåíà ñ ãëàâíûì íàïðàâëåíèÿìè óïðóãîñòè 𝑘-ãî ñëîÿ, à 𝑧𝑘 ñîíàïðàâëåíà 𝑧.

Íàçîâåì ñèñòåìó êîîðäèíàò (𝑥𝑘, 𝑦𝑘, 𝑧𝑘) материальной. Ïëîñêîñòü ïåðïåíäè�

êóëÿðíóþ ãëàâíîìó íàïðàâëåíèþ óïðóãîñòè íàçîâåì ïëîñêîñòüþ èçîòðîïèè

ñëîÿ.

Â ðàìêàõ ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè [58] ôèçè÷åñêèå ñîîòíî�

øåíèÿ äëÿ êàæäîãî òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ñëîÿ, â ñèñòåìå êîîðäèíàò

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜎𝑘
𝑥𝑥

𝜎𝑘
𝑦𝑦

𝜎𝑘
𝑧𝑧

𝜎𝑘
𝑥𝑦

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑄𝑘

11 𝑄𝑘
12 𝑄𝑘

13 𝑄𝑘
16

𝑄𝑘
12 𝑄𝑘

22 𝑄𝑘
23 𝑄𝑘

26

𝑄𝑘
13 𝑄𝑘

23 𝑄𝑘
33 𝑄𝑘

36

𝑄𝑘
16 𝑄𝑘

26 𝑄𝑘
36 𝑄𝑘

66

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝑒𝑘𝑥𝑥
𝑒𝑘𝑦𝑦
𝑒𝑘𝑧𝑧
𝑒𝑘𝑥𝑦

⎞⎟⎟⎟⎠ , (1.1)
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𝜎𝑘
𝑦𝑧

𝜎𝑘
𝑥𝑧

)︃
=

(︃
𝑄𝑘

44 𝑄𝑘
45

𝑄𝑘
45 𝑄𝑘

55

)︃(︃
𝑒𝑘𝑦𝑧
𝑒𝑘𝑥𝑧

)︃
, (1.2)

ãäå 𝜎𝑘
𝑥𝑥, 𝜎

𝑘
𝑦𝑦, 𝜎

𝑘
𝑧𝑧, 𝜎

𝑘
𝑥𝑦, 𝜎

𝑘
𝑥𝑧, 𝜎

𝑘
𝑦𝑧, 𝑒

𝑘
𝑥𝑥, 𝑒

𝑘
𝑦𝑦, 𝑒

𝑘
𝑧𝑧, 𝑒

𝑘
𝑥𝑦, 𝑒

𝑘
𝑥𝑧, 𝑒

𝑘
𝑦𝑧 � êîìïîíåíòû òåíçîðîâ

íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé; 𝑄𝑘
𝑖𝑗 � êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû æ¼ñòêîñòè 𝑘-ãî

ñëîÿ â ãëàâíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (𝑖 = 1, ..., 6, 𝑗 = 1, ..., 6). Êîýôôèöèåíòû

𝑄𝑘
𝑖𝑗 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû æ¼ñòêîñòè 𝐶𝑘

𝑖𝑗 â ìàòåðèàëü�

íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (𝑥𝑘, 𝑦𝑘, 𝑧𝑘) â âèäå⎛⎜⎜⎜⎝
𝑄𝑘

11 𝑄𝑘
12 𝑄𝑘

13 𝑄𝑘
16

𝑄𝑘
12 𝑄𝑘

22 𝑄𝑘
23 𝑄𝑘

26

𝑄𝑘
13 𝑄𝑘

23 𝑄𝑘
33 𝑄𝑘

36

𝑄𝑘
16 𝑄𝑘

26 𝑄𝑘
36 𝑄𝑘

66

⎞⎟⎟⎟⎠ = 𝐷𝑘
1𝐶

𝑘
1 (𝐷

𝑘
1)

𝑇 ,

(︃
𝑄𝑘

44 𝑄𝑘
45

𝑄𝑘
45 𝑄𝑘

55

)︃
= 𝐷𝑘

2𝐶
𝑘
2 (𝐷

𝑘
2)

𝑇 ,

ãäå

𝐷𝑘
1 =

⎛⎜⎜⎝
cos2 𝜃𝑘 sin2 𝜃𝑘 0 − sin 2𝜃𝑘

sin2 𝜃𝑘 cos2 𝜃𝑘 0 sin 2𝜃𝑘

0 0 1 0
(sin 2𝜃𝑘)/2 −(sin 2𝜃𝑘)/2 0 cos 2𝜃𝑘

⎞⎟⎟⎠ , 𝐶𝑘
1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐶𝑘

11 𝐶𝑘
12 𝐶𝑘

13 0

𝐶𝑘
12 𝐶𝑘

22 𝐶𝑘
23 0

𝐶𝑘
13 𝐶𝑘

23 𝐶𝑘
33 0

0 0 0 𝐶𝑘
66

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

𝐷𝑘
2 =

(︂
cos 𝜃𝑘 sin 𝜃𝑘

− sin 𝜃𝑘 cos 𝜃𝑘

)︂
, 𝐶𝑘

2 =

(︂
𝐶𝑘

44 0
0 𝐶𝑘

55

)︂
.

ãäå 𝜃𝑘 � óãîë ìåæäó îñÿìè 𝑥 è 𝑥𝑘, îòñ÷èòûâàåìûé îò 𝑥 ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë�

êè. Êîýôôèöèåíòû 𝐶𝑘
𝑖𝑗 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òåõíè÷åñêèå ïîñòîÿííûå ñëåäóþ�

ùèì îáðàçîì:

𝐶𝑘
11 =

1− 𝜈𝑘𝐿𝑇
2

𝐸𝑘
𝐿
2
Δ

, 𝐶𝑘
12 = 𝐶𝑘

13 =
(1 + 𝜈𝑘𝐿𝑇 )𝜈

𝑘
𝑇𝑇

𝐸𝑘
𝐿𝐸

𝑘
𝑇Δ

,

𝐶𝑘
22 = 𝐶𝑘

33 =
𝐸𝑘

𝑇 − 𝐸𝑘
𝐿𝜈

𝑘
𝑇𝑇

2

𝐸𝑘
𝐿𝐸

𝑘
𝑇
2
Δ

, 𝐶𝑘
23 =

𝐸𝑘
𝑇𝜈

𝑘
𝐿𝑇 + 𝐸𝑘

𝐿𝜈
𝑘
𝑇𝑇

2

𝐸𝑘
𝐿𝐸

𝑘
𝑇
2
Δ

,

𝐶𝑘
44 = 𝐺𝑇𝑇 , 𝐶𝑘

44 = 𝐶𝑘
66 = 𝐺𝐿𝑇 ,

Δ =
𝐸𝑘

𝑇
2 − 𝐸𝑘

𝑇
2
𝜈𝑘𝐿𝑇

2 − 2𝐸𝑘
𝐿𝐸

𝑘
𝑇𝜈

𝑘
𝑇𝑇

2
(1 + 𝜈𝐿𝑇 )

𝐸𝑘
𝐿
2
𝐸𝑘

𝑇
3 .

(1.3)

Çäåñü 𝐸𝑘, 𝐺𝑘, 𝜈𝑘 � ìîäóëè Þíãà, ìîäóëè ñäâèãà, êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà

𝑘-ãî òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ñëîÿ ïëàñòèíû ñîîòâåòñòâåííî; èíäåêñ 𝐿
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ñîîòâåñòâóåò ãëàâíîìó íàïðàâëåíèþ óïðóãîñòè (𝑥𝑘); èíäåêñ 𝑇 ñîîòâåòñòâóåò

íîðìàëüíîìó ê 𝑥𝑘 íàïðàâëåíèþ. Íàïîìíèì, ÷òî òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûé

ìàòåðèàë îïèñûâàåòñÿ ïÿòüþ êîíñòàíòàìè, íàïðèìåð, ìîäóëÿìè óïðóãîñòè

𝐸𝐿, 𝐸𝑇 , êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà 𝜈𝑇𝑇 äëÿ ïëîñêîñòè èçîòðîïèè, êîýôôè�

öèåíòîì Ïóàññîíà 𝜈𝐿𝑇 è ìîäóëåì ñäâèãà 𝐺𝐿𝑇 äëÿ ïëîñêîñòåé ïàðàëëåëüíûõ

ãëàâíîìó íàïðàâëåíèþ óïðóãîñòè. Ïðè ýòîì 𝐺𝑇𝑇 = 𝐸𝐿/2(1 + 𝜈𝑇𝑇 ). Èç ïðåä�

ñòàâëåííûõ ôîðìóë ëåãêî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ èçîòðîï�

íîãî ñëîÿ (𝐿 = 𝑇 ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äåôîðìàöèè â ïëàñòèíå ìàëû è ìîãóò áûòü îïèñàíû

â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè

𝑒𝑘𝑥𝑥 =
𝜕𝑢𝑘

𝜕𝑥
, 𝑒𝑘𝑦𝑦 =

𝜕𝑣𝑘

𝜕𝑦
, 𝑒𝑘𝑧 =

𝜕𝑤𝑘

𝜕𝑧
,

𝑒𝑘𝑥𝑦 =
𝜕𝑢𝑘

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣𝑘

𝜕𝑥
, 𝑒𝑘𝑥𝑧 =

𝜕𝑢𝑘

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤𝑘

𝜕𝑥
, 𝑒𝑘𝑦𝑧 =

𝜕𝑣𝑘

𝜕𝑧
+

𝜕𝑤𝑘

𝜕𝑦
.

(1.4)

ãäå 𝑢𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑣𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑤𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) � ôóíêöèè ïåðåìåùåíèÿ 𝑘-ãî ñëîÿ â íà�

ïðàâëåíèÿõ 𝑥, 𝑦 è 𝑧 ñîîòâåòñòâåííî.

Èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ

𝜕𝜎𝑘
𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑘
𝑥𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝜎𝑘
𝑥𝑧

𝜕𝑧
= 0,

𝜕𝜎𝑘
𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑘
𝑦𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝜎𝑘
𝑦𝑧

𝜕𝑧
= 0,

𝜕𝜎𝑘
𝑥𝑧

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑘
𝑦𝑧

𝜕𝑦
+

𝜕𝜎𝑘
𝑧𝑧

𝜕𝑧
= 0.

(1.5)

ñ ó÷åòîì (1.1), (1.2), (1.4) ïîëó÷èì ðàçðåøàþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïèñû�

âàþùóþ ÍÄÑ 𝑘-ãî ñëîÿ, îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé ïåðåìåùåíèé â ñëåäóþùåì
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âèäå

𝑄𝑘
11

𝜕2𝑢𝑘

𝜕𝑥2
+ 2𝑄𝑘

16

𝜕2𝑢𝑘

𝜕𝑥𝜕𝑦
+𝑄𝑘

11

𝜕2𝑢𝑘

𝜕𝑦2
+𝑄𝑘

55

𝜕2𝑢𝑘

𝜕𝑧2
++(𝑄𝑘

12 +𝑄𝑘
66)

𝜕2𝑣𝑘

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝑄𝑘
16

𝜕2𝑣𝑘

𝜕𝑥2
+𝑄𝑘

16

𝜕2𝑣𝑘

𝜕𝑦2
+𝑄𝑘

45

𝜕2𝑣𝑘

𝜕𝑧2
+ (𝑄𝑘

13 +𝑄𝑘
55)

𝜕2𝑤𝑘

𝜕𝑥𝜕𝑧
+ (𝑄𝑘

36 +𝑄𝑘
45)

𝜕2𝑤𝑘

𝜕𝑦𝜕𝑧
= 0,

𝑄𝑘
16

𝜕2𝑢𝑘

𝜕𝑥2
+ (𝑄𝑘

12 +𝑄𝑘
66)

𝜕2𝑢𝑘

𝜕𝑥𝜕𝑦
+𝑄𝑘

16

𝜕2𝑢𝑘

𝜕𝑦2
+𝑄𝑘

45

𝜕2𝑢𝑘

𝜕𝑧2
+𝑄𝑘

66

𝜕2𝑣𝑘

𝜕𝑥2
+

+ 2𝑄𝑘
26

𝜕2𝑣𝑘

𝜕𝑥𝜕𝑦
+𝑄𝑘

66

𝜕2𝑣𝑘

𝜕𝑦2
+𝑄𝑘

44

𝜕2𝑣𝑘

𝜕𝑧2
+ (𝑄𝑘

36 +𝑄𝑘
45)

𝜕2𝑤𝑘

𝜕𝑥𝜕𝑧
+ (𝑄𝑘

23 +𝑄𝑘
44)

𝜕2𝑤𝑘

𝜕𝑦𝜕𝑧
= 0,

(𝑄𝑘
13 +𝑄𝑘

55)
𝜕2𝑢𝑘

𝜕𝑥𝜕𝑧
+ (𝑄𝑘

36 +𝑄𝑘
45)

𝜕2𝑢𝑘

𝜕𝑦𝜕𝑧
+ (𝑄𝑘

36 +𝑄𝑘
45)

𝜕2𝑣𝑘

𝜕𝑥𝜕𝑧
+

+ (𝑄𝑘
23 +𝑄𝑘

44)
𝜕2𝑣𝑘

𝜕𝑦𝜕𝑧
+𝑄𝑘

55

𝜕2𝑤𝑘

𝜕𝑥2
+ 2𝑄𝑘

45

𝜕2𝑤𝑘

𝜕𝑥𝜕𝑦
+𝑄𝑘

55

𝜕2𝑤𝑘

𝜕𝑦2
+𝑄𝑘

33

𝜕2𝑤𝑘

𝜕𝑧2
= 0.

(1.6)

Íà ãðàíèöàõ ìåæäó 𝑘 è 𝑘 + 1 ñëîÿìè çàïèøåì óñëîâèå �æ¼ñòêîãî� êîí�

òàêòà (𝑘 = 1, . . . , 𝑁 − 1):

𝑢𝑘 = 𝑢𝑘+1, 𝑣𝑘 = 𝑣𝑘+1, 𝑤𝑘 = 𝑤𝑘+1,

𝜎𝑘
𝑧𝑧 = 𝜎𝑘+1

𝑧𝑧 , 𝜎𝑘
𝑥𝑧 = 𝜎𝑘+1

𝑥𝑧 , 𝜎𝑘
𝑦𝑧 = 𝜎𝑘+1

𝑦𝑧 .
(1.7)

Ïîïåðå÷íàÿ íàãðóçêà íà âåðõíþþ ãðàíü è ñâîáîäíàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ïëàñòèíû

ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì êðàåâûì óñëîâèÿì:

𝜎𝑁
𝑧𝑧(𝑥, 𝑦, ℎ/2) = 𝑞0(𝑥, 𝑦), 𝜎𝑁

𝑥𝑧(𝑥, 𝑦, ℎ/2) = 𝜎𝑁
𝑦𝑧(𝑥, 𝑦, ℎ/2) = 0,

𝜎1
𝑧𝑧(𝑥, 𝑦,−ℎ/2) = 𝜎1

𝑥𝑧(𝑥, 𝑦,−ℎ/2) = 𝜎1
𝑦𝑧(𝑥, 𝑦,−ℎ/2) = 0.

Äëÿ ïîñòàíîâêè êîððåêòíîé êðàåâîé çàäà÷è íà âñåõ ãðàíÿõ ïëàñòèíû

íåîáõîäèìî çàïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ çàêðåïëåíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ

øàðíèðíî-îïåðòîé ïëàñòèíû íà òîðöåâûõ ãðàíÿõ óñëîâèÿ çàêðåïëåíèÿ áóäóò

âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì (𝑘 = 1, . . . , 𝑁):

𝜎𝑘
𝑥𝑥(0, 𝑦, 𝑧) = 𝑣𝑘(0, 𝑦, 𝑧) = 𝑤𝑘(0, 𝑦, 𝑧) = 0,

𝜎𝑘
𝑥𝑥(𝑎, 𝑦, 𝑧) = 𝑣𝑘(𝑎, 𝑦, 𝑧) = 𝑤𝑘(𝑎, 𝑦, 𝑧) = 0,

𝜎𝑘
𝑦𝑦(𝑥, 0, 𝑧) = 𝑢𝑘(𝑥, 0, 𝑧) = 𝑤𝑘(𝑥, 0, 𝑧) = 0,

𝜎𝑘
𝑦𝑦(𝑥, 𝑏, 𝑧) = 𝑢𝑘(𝑥, 𝑏, 𝑧) = 𝑤𝑘(𝑥, 𝑏, 𝑧) = 0.
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Óñëîâèÿ çàùåìëåíèÿ íà ãðàíèöàõ ïëàñòèíû çàïèøóòñÿ êàê ðàâåíñòâî íó�

ëþ âñåõ ïåðåìåùåíèé:

𝑢𝑘(0, 𝑦, 𝑧) = 𝑣𝑘(0, 𝑦, 𝑧) = 𝑤𝑘(0, 𝑦, 𝑧) = 0,

𝑢𝑘(𝑎, 𝑦, 𝑧) = 𝑣𝑘(𝑎, 𝑦, 𝑧) = 𝑤𝑘(𝑎, 𝑦, 𝑧) = 0,

𝑣𝑘(𝑥, 0, 𝑧) = 𝑢𝑘(𝑥, 0, 𝑧) = 𝑤𝑘(𝑥, 0, 𝑧) = 0,

𝑣𝑘(𝑥, 𝑏, 𝑧) = 𝑢𝑘(𝑥, 𝑏, 𝑧) = 𝑤𝑘(𝑥, 𝑏, 𝑧) = 0.

Ðàçðåøàþùèå óðàâíåíèÿ (1.6) çàïèñàíû â ðàçìåðíîì âèäå. Äëÿ àíàëèçà

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé óäîáíî çàïèñàòü èõ â êàíîíè÷åñêîé îáëàñòè

(åäèíè÷íîì êóáå). ×òîáû îöåíèòü ìàëûå ïàðàìåòðû ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîä�

íûõ ðàññìîòðèì ñëó÷àé òðàíâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ñëîÿ, ó êîòîðîãî îñü 𝑥𝑘

ñîâïàäàåò ñ 𝑥. Â ýòîì ñëó÷àå 𝑄𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗, (îïóñòèì èíäåêñ 𝑘). Òîãäà óðàâíå�

íèÿ (1.6) óïðîñòÿòñÿ

𝐶11
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝐶11

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 𝐶55

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
+ (𝐶12 + 𝐶66)

𝜕2𝑣

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ (𝐶13 + 𝐶55)

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑧
= 0,

(𝐶12 + 𝐶66)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝐶66

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+ 𝐶66

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+ 𝐶44

𝜕2𝑣

𝜕𝑧2
+ (𝐶23 + 𝐶44)

𝜕2𝑤

𝜕𝑦𝜕𝑧
= 0,

(𝐶13 + 𝐶55)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑧
+ (𝐶23 + 𝐶44)

𝜕2𝑣

𝜕𝑦𝜕𝑧
+ 𝐶55

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝐶55

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+ 𝐶33

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
= 0.

(1.8)

Ïåðåéäåì îò èñõîäíûõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ê íîðìèðîâàííûì áåç�

ðàçìåðíûì ïåðåìåííûì. Ïóñòü

𝑧 =
𝑧

ℎ𝑘
, 𝑥̃ =

𝑥

𝛾
, 𝑦 =

𝑦

𝛾
, 𝜀𝑘 =

ℎ𝑘

𝛾
, (1.9)

ãäå 𝛾 åñòü íåêîòîðîå õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå äëÿ äëèí ñòîðîí 𝑎 è 𝑏, ℎ𝑘 � òîëùè�

íà 𝑘-ãî ñëîÿ. Ñ÷èòàåì, ÷òî âåëè÷èíà 𝜀𝑘, ÿâëÿåòñÿ ìàëîé, ò.ê. ýòî ñëåäóåò èç

óñëîâèÿ ìàëîñòè îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ïëàñòèíû. Òîãäà óðàâíåíèÿ (1.8)
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ñ ó÷åòîì (1.9) ïîñëå óìíîæåíèÿ íà ℎ2
𝑘 ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó

𝜀2𝑘𝐶11
𝜕2𝑢

𝜕𝑥̃2
+ 𝜀2𝑘𝐶11

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 𝐶55

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
+

+ 𝜀2𝑘(𝐶12 + 𝐶66)
𝜕2𝑣

𝜕𝑥̃𝜕𝑦
+ 𝜀𝑘(𝐶13 + 𝐶55)

𝜕2𝑤

𝜕𝑥̃𝜕𝑧
= 0,

𝜀2𝑘(𝐶12 + 𝐶66)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥̃𝜕𝑦
+ 𝜀2𝑘𝐶66

𝜕2𝑣

𝜕𝑥̃2
+ 𝜀2𝑘𝐶66

𝜕2𝑣

𝜕𝑦2
+

+ 𝐶44
𝜕2𝑣

𝜕𝑧2
+ 𝜀𝑘(𝐶23 + 𝐶44)

𝜕2𝑤

𝜕𝑦𝜕𝑧
= 0,

𝜀𝑘(𝐶13 + 𝐶55)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥̃𝜕𝑧
+ 𝜀𝑘(𝐶23 + 𝐶44)

𝜕2𝑣

𝜕𝑦𝜕𝑧
+

+ 𝜀2𝑘𝐶55
𝜕2𝑤

𝜕𝑥̃2
+ 𝜀2𝑘𝐶55

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+ 𝐶33

𝜕2𝑤

𝜕𝑧2
= 0.

(1.10)

Ìàëûé ïàðàìåòð ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ 𝜀𝑘 âîçíèêàåò èç-çà ãåîìåòðè�

÷åñêîé îñîáåííîñòè ïëàñòèí � èõ ìàëîé òîëùèíû. Åñëè 𝜀𝑘 ≈ (1/20)/𝑁 (𝑁

� ÷èñëî ñëîåâ), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíûì êîìïîçèòíûì êîíñòðóêöèÿì,

òî ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ ìàëûé ïàðàìåòð ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ïîðÿä�

êà 10−3/𝑁2. Íàïðèìåð, äëÿ ïÿòèñëîéíîãî ÊÌ ýòà âåëè÷èíà èìååò ïîðÿäîê

10−4.

Â óðàâíåíèÿõ (1.10) ïðèñóòñòâóþò íåíîðìèðîâàííûå êîýôôèöèåíòû 𝐶𝑖𝑗,

êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ìåõàíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòåðèàëà. Êàê óæå

îòìå÷àëîñü òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûé ìàòåðèàë ìîäåëèðóåò ÊÌ ñ âîëîê�

íàìè óëîæåííûìè â îäíîì íàïðàâëåíèè ñîâïàäàþùåì ñ ãëàâíûì íàïðàâëå�

íèåì óïðóãîñòè. Òàê êàê âîëîêíà ÿâëÿþòñÿ íàìíîãî áîëåå æåñòêèìè ÷åì

ìàòðèöà, òî ââåäåì åùå îäèí ïàðàìåòð

𝜀𝑚 =
𝐸𝑇

𝐸𝐿
, (1.11)

êîòîðûé îòðàæàåò íàñêîëüêî ìîäóëü óïðóãîñòè â ïëîñêîñòè èçîòðîïèè îò�

ëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî â íàïðàâëåíèè óêëàäêè âîëîêîí. Ýòîò ïà�

ðàìåòð òàêæå ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ïîêàçàòåëü àíèçîòðîïíîñòè òðàíñâåð�

ñàëüíî-èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà. Ïðè 𝜀𝑚 = 1 ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì,
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ñ óìåíüøåíèåì 𝜀𝑚 àíèçîòðîïíîñòü áóäåò �âîçðàñòàòü�. Åñëè ìàòðèöó êîýô�

ôèöèåíòîâ æåñòêîñòè ðàçäåëèòü íà 𝐶11, òî ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé äëÿ êîýôôè�

öèåíòîâ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà (1.3), ïîëó÷èì

𝐶1

𝐶11
≈

⎛⎜⎜⎜⎝
1 𝜀𝑚 𝜀𝑚 0

𝜀𝑚 𝜀𝑚 𝜀𝑚 0

𝜀𝑚 𝜀𝑚 𝜀𝑚 0

0 0 0 𝜀𝑚

⎞⎟⎟⎟⎠ ,
𝐶2

𝐶11
≈
(︂
𝜀𝑚 0
0 𝜀𝑚

)︂
. (1.12)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.10) ðàçäåëèòü íà 𝐶11, òî ïðè âñåõ

ñëàãàåìûõ ñèñòåìû, çà èñêëþ÷åíèåì, ñîäåðæàùèõ 𝐶11, âîçíèêíåò âåëè÷èíà

ïîðÿäêà 𝜀𝑚. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â ñèñòåìå âîçíèêàåò åùå îäèí ìàëûé

ïàðàìåòð, ÿâëÿþùèéñÿ ñëåäñòâèåì àíèçîòðîïèè ìàòåðèàëà ñëîÿ ïëàñòèíû.

Íà ïðàêòèêå ìîäóëü óïðóãîñòè âîëîêîí, íàïðèìåð óãëåðîäíûõ, ìîæåò ïðå�

âûøàòü ìîäóëü óïðóãîñòè ìàòðèöû â 25 ðàç (ò.å. 𝜀𝑚 ≈ 10−2).

Â ðåçóëüòàòå â ðàçðåøàþùåé ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïè�

ñûâàþùèõ ÍÄÑ ïðÿìîóãîëüíîé ìíîãîñëîéíîé ïëàñòèíû â ðàìêàõ 3D ÒÓ,

èìåþòñÿ äâà íåçàâèñèìûõ ìàëûõ ïàðàìåòðà: 𝜀𝑘 � âîçíèêàþùèé èç-çà îòíî�

ñèòåëüíîé ìàëîñòè òîëùèíû; 𝜀𝑚 � âîçíèêàþùèé èç-çà àíèçîòðîïèè ìàòåðè�

àëà. Ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ñòîÿò ïðîèçâåäåíèÿ

ýòèõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ. Ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå ìàëûé ïàðàìåòð ÿâëÿåòñÿ

ïðîèçâåäåíèåì 𝜀2𝜀𝑚, êîòîðûé ìîæåò áûòü ìåíüøå ÷åì 10−6.

Ðåøåíèå ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ òàêèì ìàëûì ïàðàìåò�

ðîì â òðåõìåðíîì ñëó÷àå, äàæå äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì, ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé

çàäà÷åé âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, òðåáóþùåé áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ

çàòðàò. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ òàêîãî êëàññà çàäà÷ ÷àñòî ïðèáåãàþò â ïîñòà�

íîâêàì â ðàìêàõ òåîðèé ïëàñòèí.
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1.3. Постановки задачи изгиба многослойных пластин в

рамках теорий пластин

Êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ðàçðåøàþùàÿ ñèñòåìà

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè â

ñëó÷àå òîíêèõ àíèçîòðîïíûõ ïëàñòèí îáëàäàåò ìàëûìè ïàðàìåòðàìè ïðè

ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ. Îäíàêî, ýòà îñîáåííîñòü ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü ñïå�

öèàëüíûå ïîäõîäû äëÿ óïðîùåíèÿ óðàâíåíèé, ïóòåì ïîíèæåíèÿ ðàçìåðíî�

ñòè. Íàëè÷èå ìàëîãî ïàðàìåòðà ïîçâîëÿåò ðàçëîæèòü óðàâíåíèÿ â ðÿä ïî

ýòîìó ïàðàìåòðó, à çàòåì îòáðîñèòü ÷ëåíû, ÿâëÿþùèåñÿ ìàëûìè ïî êàêîìó�

ëèáî êðèòåðèþ. Òàêîé ïîäõîä íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì [33]. Ìû áóäåì

ðàññìàòðèâàòü äðóãîé ïîäõîä � ìåòîä ãèïîòåç, îñíîâàííûé íà íåêîòîðûõ

ôèçè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Â êà÷åñòâå ãèïîòåç ïðèíèìàþòñÿ, íàïðèìåð,

ïðåäïîëîæåíèÿ î ñïåöèàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ïåðåìåùåíèé ïî òîëùèíå ïëà�

ñòèíû. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà ðàçíûå ïîäõîäû ê ïîíèæåíèþ

ðàçìåðíîñòè àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä è ìåòîä ãèïîòåç òåñíî ñâÿçàíû.

Íåêîòîðûå òåîðèè ìíîãîñëîéíûõ ïëàñòèí ÿâëÿþòñÿ ðàçâèòèåì òðàäèöè�

îííûõ òåîðèé îäíîðîäíûõ ïëàñòèí. Ê íèì â ðàññìàòðèâàåìîé ðàáîòå îòíî�

ñÿòñÿ òåîðèè ïëàñòèí Êèðõãîôà-Ëÿâà è Òèìîøåíêî. Â ðàìêàõ ñîîòâåòñòâóþ�

ùèõ ãèïîòåç ìíîãîñëîéíàÿ ïëàñòèíà ìîäåëèðóåòñÿ êàê îäíîðîäíàÿ ïëàñòèíà

ñ óñðåäíåííûìè ìåõàíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïî ñëîÿì. Â ïðàêòè÷å�

ñêèõ ðàñ÷åòàõ ýòîò ïîäõîä î÷åíü óäîáåí, ò.ê. ÷èñëî ñëîåâ íå âëèÿåò íà ïî�

ðÿäîê ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî, óïðî�

ùåííîå ïðèáëèæåíèå íåîäíîðîäíîñòè ïëàñòèí åñòåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò îá�

ëàñòü ïðèìåíèìîñòè òàêèõ òåîðèé. Äëÿ áîëåå êà÷åñòâåííîãî ó÷åòà ìíîãî�

ñëîéíîé ñòðóêòóðû ïëàñòèí èñïîëüçóþòñÿ óòî÷íåííûå òåîðèè, íàïðèìåð,

òàê íàçûâàåìàÿ òåîðèÿ �ëîìàíîé� ëèíèé Ãðèãîëþêà-×óëêîâà. Â íåé ìåõàíè�

÷åñêèå ïàðàìåòðû êàæäîãî ñëîÿ ó÷èòûâàþòñÿ îòäåëüíî, ÷òî ïðèâîäèò ê áî�

ëåå òî÷íîìó ó÷åòó ÍÄÑ, â ÷àñòíîñòè, â îêðåñòíîñòè ãðàíèö ñëîåâ è çàêðåïëå�
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íèé ïëàñòèíû. Óòî÷íåííîå îïèñàíèå ÍÄÑ ïðèâîäèò ê áîëåå âûñîêîìó ïîðÿä�

êó ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûé çàâèñèò

îò ÷èñëà ñëîåâ. Ýòîò îáñòîÿòåëüñòâî îòðàæàåòñÿ íà âûñîêèõ âû÷èñëèòåëü�

íûõ çàòðàòàõ ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñ÷åòàìè â ðàìêàõ òåîðèé Êèðõãîôà-Ëÿâà

è Òèìîøåíêî. Ïðè ýòîì âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

çàäà÷ â ïîñòàíîâêå òåîðèé ëîìàíîé ëèíèè áîëåå ýêîíîìè÷íû ïî ñðàâíåíèþ

ñ ðåøåíèåì çàäà÷è â ðàìêàõ 3D ÒÓ, ò.ê. ïîñòàíîâêà ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîé.

Èäåÿ ðàññìàòðèâàåìûõ òåîðèé ïëàñòèí çàêëþ÷àåòñÿ â ôîðìóëèðîâêå ãè�

ïîòåç î çàâèñèìîñòè ïåðåìåùåíèé òî÷åê ïëàñòèíû îò ïåðåìåùåíèÿ íåêîòî�

ðîé îòñ÷åòíîé ïîâåðõíîñòè. Ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à äëÿ íåèçâåñòíûõ ôóíê�

öèé, îïèñûâàþùèõ ÍÄÑ îòñ÷åòíîé ïîâåðõíîñòè. Çàòåì âîñïîëüçîâàâøèñü

ðàññ÷èòàííûì õàðàêòåðèñòèêàìè îòñ÷åòíîé ïîâåðõíîñòè è ãèïîòåçàìè êîí�

êðåòíîé òåîðèè ïëàñòèí, ìîæíî îïðåäåëèòü ÍÄÑ â êàæäîé òî÷êå ïëàñòèíû.

Â ðàáîòå äëÿ âñåõ òåîðèé ïëàñòèí â êà÷åñòâå îòñ÷åòíîé ïîâåðõíîñòè áóäåì

èñïîëüçîâàòü ñðåäèííóþ ïëîñêîñòü 𝑧 = 0. Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ êàæäîé

òåîðèè.

1.3.1. Теория Кирхгофа-Лява

Ãèïîòåçû òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà:

(1) Ïðÿìîé íîðìàëüíûé ýëåìåíò ê íåäåôîðìèðîâàííîé ñðåäèííîé ïîâåðõ�

íîñòè ïðè äåôîðìèðîâàíèè ñîõðàíÿåò

– ïðÿìîëèíåéíîñòü,

– ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ê äåôîðìèðîâàííîé ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè,

– äëèíó.

(2) Íîðìàëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè 𝜎𝑧𝑧 ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñ

íàïðÿæåíèÿìè 𝜎𝑥𝑥, 𝜎𝑥𝑦 è 𝜎𝑦𝑦 (𝜎𝑧𝑧 = 0).

Â òåðìèíàõ ôóíêöèé ïåðåìåùåíèé ãèïîòåçó (1) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
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ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑢0(𝑥, 𝑦)− 𝑧
𝜕𝑤0

𝜕𝑥
,

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑣0(𝑥, 𝑦)− 𝑧
𝜕𝑤0

𝜕𝑦
,

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑤0(𝑥, 𝑦).

(1.13)

Çäåñü 𝑢0(𝑥, 𝑦), 𝑣0(𝑥, 𝑦), 𝑤0(𝑥, 𝑦) � ïåðåìåùåíèÿ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. Òîãäà

ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ïðèìóò âèä

𝑒𝑥𝑥 =
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

− 𝑧
𝜕2𝑤0

𝜕𝑥2
, 𝑒𝑦𝑦 =

𝜕𝑣0
𝜕𝑦

− 𝑧
𝜕2𝑤0

𝜕𝑦2
, 𝑒𝑧𝑧 = 0,

𝑒𝑥𝑦 =
1

2

(︂
𝜕𝑢0
𝜕𝑦

+
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

)︂
− 𝑧

𝜕2𝑤0

𝜕𝑥𝜕𝑦
, 𝑒𝑥𝑧 = 0, 𝑒𝑦𝑧 = 0.

(1.14)

Èç ýòèõ óðàâíåíèé è ãèïîòåçû (2) ñëåäóåò, ÷òî ÍÄÑ ïëàñòèíû ÿâëÿåòñÿ

ïëîñêî íàïðÿæåííûì (𝜎𝑥𝑧 = 0, 𝜎𝑦𝑧 = 0). Â ýòîì ñëó÷àå òðàíñâåðñàëüíî-èçî�

òðîïíûé ñëîé ìîäåëèðóþòñÿ êàê ïëîñêèé îðòîòðîïíûé ìàòåðèàë. Çàïèøåì

ñîîòâåòñòâóþùèå ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ 𝑘-ãî ñëîÿ â ãëàâíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò (𝑥, 𝑦, 𝑧) ⎛⎜⎝𝜎𝑘
𝑥𝑥

𝜎𝑘
𝑦𝑦

𝜎𝑘
𝑥𝑦

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝𝑄𝑘
11 𝑄𝑘

12 𝑄𝑘
16

𝑄𝑘
12 𝑄𝑘

22 𝑄𝑘
26

𝑄𝑘
16 𝑄𝑘

26 𝑄𝑘
66

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝𝑒𝑥𝑥

𝑒𝑦𝑦

𝑒𝑥𝑦

⎞⎟⎠ , (1.15)

⎛⎜⎝𝑄𝑘
11 𝑄𝑘

12 𝑄𝑘
16

𝑄𝑘
12 𝑄𝑘

22 𝑄𝑘
26

𝑄𝑘
16 𝑄𝑘

26 𝑄𝑘
66

⎞⎟⎠ = 𝐷𝑘
1𝐶

𝑘
1 (𝐷

𝑘
1)

𝑇 ,

ãäå

𝐷𝑘
1 =

⎛⎝ cos2 𝜃𝑘 sin2 𝜃𝑘 − sin 2𝜃𝑘

sin2 𝜃𝑘 cos2 𝜃𝑘 sin 2𝜃𝑘

(sin 2𝜃𝑘)/2 −(sin 2𝜃𝑘)/2 cos 2𝜃𝑘

⎞⎠ , 𝐶𝑘
1 =

⎛⎜⎝𝐶𝑘
11 𝐶𝑘

12 0

𝐶𝑘
12 𝐶𝑘

22 0

0 0 𝐶𝑘
66

⎞⎟⎠ ,

ãäå 𝜃𝑘 � óãîë ìåæäó îñÿìè 𝑥 è 𝑥𝑘, îòñ÷èòûâàåìûé îò 𝑥 ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè. Ïðè ýòîì 𝐶𝑘
𝑖𝑗 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òåõíè÷åñêèå ïîñòîÿííûå ñëåäóþ�
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ùèì îáðàçîì:

𝐶𝑘
11 =

𝐸𝑘
𝐿

1− 𝜈𝑘𝐿𝑇𝜈
𝑘
𝑇𝐿

, 𝐶𝑘
22 =

𝐸𝑘
𝑇

1− 𝜈𝑘𝐿𝑇𝜈
𝑘
𝑇𝐿

,

𝐶𝑘
12 =

𝜈𝑘𝐿𝑇𝐸
𝑘
𝑇

1− 𝜈𝑘𝐿𝑇𝜈
𝑘
𝑇𝐿

, 𝐶𝑘
66 = 𝐺.

(1.16)

Çäåñü 𝐸𝑘, 𝐺𝑘, 𝜈𝑘 � ìîäóëè Þíãà, ìîäóëè ñäâèãà, êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà

𝑘-ãî ñëîÿ ïëàñòèíû ñîîòâåòñòâåííî; èíäåêñ 𝐿 ñîîòâåòñòâóåò ãëàâíîìó íàïðàâ�

ëåíèþ óïðóãîñòè, ò.å. 𝑥𝑘; èíäåêñ 𝑇 ñîîòâåòñòâóåò íàïðàâëåíèþ 𝑦𝑘.

Â òåîðèÿõ ïëàñòèí ââîäÿòñÿ èíòåãðàëüíûå óñèëèÿ è ìîìåíòû, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ óñðåäíåíèÿìè êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé è èõ ìîìåíòîâ ïî

òîëùèíå ïëàñòèíû:⎛⎜⎝𝑁𝑥𝑥

𝑁𝑦𝑦

𝑁𝑥𝑦

⎞⎟⎠ =
𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

⎛⎜⎝𝜎𝑘
𝑥𝑥

𝜎𝑘
𝑦𝑦

𝜎𝑘
𝑥𝑦

⎞⎟⎠ 𝑑𝑧 =

=
𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

⎛⎜⎝𝑄𝑘
11 𝑄𝑘

12 𝑄𝑘
16

𝑄𝑘
12 𝑄𝑘

22 𝑄𝑘
26

𝑄𝑘
16 𝑄𝑘

26 𝑄𝑘
66

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝𝑒𝑥𝑥

𝑒𝑦𝑦

𝑒𝑥𝑦

⎞⎟⎠ 𝑑𝑧,

(1.17)

⎛⎜⎝𝑀𝑥𝑥

𝑀𝑦𝑦

𝑀𝑥𝑦

⎞⎟⎠ =
𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

⎛⎜⎝𝜎𝑘
𝑥𝑥

𝜎𝑘
𝑦𝑦

𝜎𝑘
𝑥𝑦

⎞⎟⎠ 𝑧 𝑑𝑧 =

=
𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

⎛⎜⎝𝑄𝑘
11 𝑄𝑘

12 𝑄𝑘
16

𝑄𝑘
12 𝑄𝑘

22 𝑄𝑘
26

𝑄𝑘
16 𝑄𝑘

26 𝑄𝑘
66

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝𝑒𝑥𝑥

𝑒𝑦𝑦

𝑒𝑥𝑦

⎞⎟⎠ 𝑧 𝑑𝑧.

(1.18)

Äàëåå óäîáíî ââåñòè ñëåäóþùèå âåëè÷èíû

𝐴𝑖𝑗 =
𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

𝑄𝑘
𝑖𝑗 𝑑𝑧 =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄𝑘
𝑖𝑗(𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘),

𝐵𝑖𝑗 =
𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

𝑄𝑘
𝑖𝑗 𝑧 𝑑𝑧 =

1

2

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄𝑘
𝑖𝑗(𝑧

2
𝑘+1 − 𝑧2𝑘),

𝐷𝑖𝑗 =
𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

𝑄𝑘
𝑖𝑗 𝑧

2 𝑑𝑧 =
1

3

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄𝑘
𝑖𝑗(𝑧

3
𝑘+1 − 𝑧3𝑘).

(1.19)
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Òîãäà

⎛⎜⎝𝑁𝑥𝑥

𝑁𝑦𝑦

𝑁𝑥𝑦

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝𝐴11 𝐴12 𝐴16

𝐴12 𝐴22 𝐴26

𝐴16 𝐴26 𝐴66

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+ 𝜕𝑣0

𝜕𝑥

⎞⎟⎠−

⎛⎜⎝𝐵11 𝐵12 𝐵16

𝐵12 𝐵22 𝐵26

𝐵16 𝐵26 𝐵66

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝

𝜕2𝑤0

𝜕𝑥2

𝜕2𝑤0

𝜕𝑦2

2𝜕2𝑤0

𝜕𝑥𝜕𝑦

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝𝑀𝑥𝑥

𝑀𝑦𝑦

𝑀𝑥𝑦

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝𝐵11 𝐵12 𝐵16

𝐵12 𝐵22 𝐵26

𝐵16 𝐵26 𝐵66

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+ 𝜕𝑣0

𝜕𝑥

⎞⎟⎠−

⎛⎜⎝𝐷11 𝐷12 𝐷16

𝐷12 𝐷22 𝐷26

𝐷16 𝐷26 𝐷66

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝

𝜕2𝑤0

𝜕𝑥2

𝜕2𝑤0

𝜕𝑦2

2𝜕2𝑤0

𝜕𝑥𝜕𝑦

⎞⎟⎠ .

(1.20)

Äëÿ çàïèñàííûõ èíòåãðàëüíûõ óñèëèé è ìîìåíòîâ â òåîðèè ïëàñòèí, èñ�

ïîëüçóÿ ïðèíöèï âîçìîæíûõ ïåðåìåùåíèé, âûïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ ðàâíî�

âåñèÿ

𝜕𝑁𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑦
= 0,

𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕𝑁𝑦𝑦

𝜕𝑦
= 0,

𝜕2𝑀𝑥𝑥

𝜕𝑥2
+ 2

𝜕2𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕2𝑀𝑦𝑦

𝜕𝑦2
= −𝑞.

(1.21)

Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå â ïðàâîé ÷àñòè òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñòî�

èò âåëè÷èíà 𝑞 = 𝜎𝑧𝑧(𝑥, 𝑦,−ℎ/2) + 𝜎𝑧𝑧(𝑥, 𝑦, ℎ/2), íî òàê êàê íèæíÿÿ ãðàíü

ïëàñòèíû ñâîáîäíà îò íàãðóæåíèÿ, òî ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ. Ïîä�

ñòàâëÿÿ (1.20) â (1.21), ïîëó÷àåì ðàçðåøàþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ òåîðèè Êèðõ�

ãîôà-Ëÿâà äëÿ ìíîãîñëîéíûõ ïëàñòèí â ïåðåìåùåíèÿõ:



� 45 �

(𝐴12 + 𝐴66)
𝜕2𝑣0
𝜕𝑥 𝜕𝑦

+ 2𝐴16
𝜕2𝑢0
𝜕𝑥 𝜕𝑦

+ (−𝐵12 − 2𝐵66)
𝜕3𝑤0

𝜕𝑥 𝜕𝑦2
−

− 3𝐵16
𝜕3𝑤0

𝜕𝑥2 𝜕𝑦
+ 𝐴11

𝜕2𝑢0
𝜕𝑥2

+ 𝐴16
𝜕2𝑣0
𝜕𝑥2

+ 𝐴26
𝜕2𝑣0
𝜕𝑦2

+

+ 𝐴66
𝜕2𝑢0
𝜕𝑦2

−𝐵11
𝜕3𝑤0

𝜕𝑥3
−𝐵26

𝜕3𝑤0

𝜕𝑦3
= 0,

𝐴12
𝜕2𝑢0
𝜕𝑥 𝜕𝑦

+ 2𝐴26
𝜕2𝑣0
𝜕𝑥 𝜕𝑦

+ 𝐴66
𝜕2𝑢0
𝜕𝑥 𝜕𝑦

+ (−𝐵12 − 2𝐵66)
𝜕3𝑤0

𝜕𝑥2 𝜕𝑦
−

− 3𝐵26
𝜕3𝑤0

𝜕𝑥 𝜕𝑦2
+ 𝐴16

𝜕2𝑢0
𝜕𝑥2

+ 𝐴22
𝜕2𝑣0
𝜕𝑦2

+ 𝐴26
𝜕2𝑢0
𝜕𝑦2

+

+ 𝐴66
𝜕2𝑣0
𝜕𝑥2

−𝐵16
𝜕3𝑤0

𝜕𝑥3
−𝐵22

𝜕3𝑤0

𝜕𝑦3
= 0,

(𝐵12 + 2𝐵66)
𝜕3𝑣0
𝜕𝑥2 𝜕𝑦

+𝐵12
𝜕3𝑢0
𝜕𝑥 𝜕𝑦2

+ 3𝐵16
𝜕3𝑢0
𝜕𝑥2 𝜕𝑦

+ 3𝐵26
𝜕3𝑣0
𝜕𝑥 𝜕𝑦2

+

+ 2𝐵66
𝜕3𝑢0
𝜕𝑥 𝜕𝑦2

+ (−2𝐷12 − 4𝐷66)
𝜕4𝑤0

𝜕𝑥2 𝜕𝑦2
− 4𝐷16

𝜕4𝑤0

𝜕𝑥3 𝜕𝑦
−

− 4𝐷26
𝜕4𝑤0

𝜕𝑥 𝜕𝑦3
+𝐵11

𝜕3𝑢0
𝜕𝑥3

+𝐵16
𝜕3𝑣0
𝜕𝑥3

+𝐵22
𝜕3𝑣0
𝜕𝑦3

+

+𝐵26
𝜕3𝑢0
𝜕𝑦3

−𝐷11
𝜕4𝑤0

𝜕𝑥4
−𝐷22

𝜕4𝑤0

𝜕𝑦4
= −𝑞(𝑥, 𝑦).

(1.22)

Ýòà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èìååò 8-îé ïîðÿäîê. Êðàåâûå

óñëîâèÿ â òåîðèè ïëàñòèí ôîðìóëèðóþòñÿ íà îñíîâå êðàåâûõ óñëîâèé èñõîä�

íîé ïîñòàíîâêè â ðàìêàõ 3D ÒÓ. Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷, êðàåâûå

óñëîâèÿ áóäóò ïðèâåäåíû.

Äëÿ äàëüíåéøèõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ è àíàëèçà óðàâíåíèé (1.22) çàïè�

øåì èõ ó÷åòîì (1.23) äëÿ îäíîãî âàæíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ. Ðàññìîòðèì ïëà�

ñòèíó ñî ñëîÿìè ðàâíîé òîëùèíû è ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé

ïëîñêîñòè ñòðóêòóðîé óêëàäêè ñëîåâ: 𝜃1 = 0∘, 𝜃2 = 90∘, 𝜃3 = 0∘, 𝜃4 = 90∘, . . . ,

𝜃𝑁−1 = 90∘, 𝜃𝑁 = 0∘ (𝑁� íå÷åòíîå). Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ 𝐵𝑖𝑗 = 0 è ñè�

ñòåìà óðàâíåíèé (1.22) ðàçáèâàåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ïîäñèñòåìû. Ïåð�

âàÿ ïîäñèñòåìà ñîäåðæèò íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ïåðåìåùåíèÿ â ïëîñêîñòè

ïëàñòèíû 𝑢0(𝑥, 𝑦) è 𝑣0(𝑥, 𝑦), à âòîðàÿ � ïîïåðå÷íûå ïåðåìåùåíèÿ, êîòîðûå
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òàêæå íàçûâàþò ïðîãèáîì ïëàñòèíû 𝑤0(𝑥, 𝑦). Âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè

àíàëîãè÷íûìè (1.9)

𝑧 =
𝑧

ℎ
, 𝑥̃ =

𝑥

𝛾
, 𝑦 =

𝑦

𝛾
, 𝜀 =

ℎ

𝛾
. (1.23)

Ïðîâåäåì ñîêðàùåíèÿ è âûïèøåì ñèñòåìó

(𝐴12 + 𝐴66)
𝜕2𝑣0
𝜕𝑥̃ 𝜕𝑦

+ 𝐴11
𝜕2𝑢0
𝜕𝑥̃2

+ 𝐴66
𝜕2𝑢0
𝜕𝑦2

= 0,

𝐴12
𝜕2𝑢0
𝜕𝑥̃ 𝜕𝑦

+ 𝐴66
𝜕2𝑢0
𝜕𝑥̃ 𝜕𝑦

+ 𝐴22
𝜕2𝑣0
𝜕𝑦2

+ 𝐴66
𝜕2𝑣0
𝜕𝑥̃2

= 0,

(2𝐷12 + 4𝐷66)
𝜕4𝑤0

𝜕𝑥̃2 𝜕𝑦2
+𝐷11

𝜕4𝑤0

𝜕𝑥̃4
+𝐷22

𝜕4𝑤0

𝜕𝑦4
= 𝛾4𝑞(𝑥̃, 𝑦).

(1.24)

Îöåíèì êîýôôèöèåíòû 𝐴𝑖𝑗 è 𝐷𝑖𝑗. Âñå ñëîè èìåþò ïîñòîÿííóþ òîëùèíó

(𝑧𝑘 = 𝑘/𝑁) ïîýòîìó

𝐴𝑖𝑗 =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄𝑘
𝑖𝑗(𝑧𝑘+1ℎ− 𝑧𝑘ℎ) =

ℎ

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄𝑘
𝑖𝑗,

𝐷𝑖𝑗 =
1

3

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄𝑘
𝑖𝑗((𝑧𝑘+1ℎ)

3 − (𝑧𝑘ℎ)
3) =

(︂
ℎ

𝑁

)︂3 𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄𝑘
𝑖𝑗((𝑘 + 1)3 − 𝑘3).

(1.25)

Òàêèì îáðàçîì, âñå êîýôôèöèåíòû 𝐴𝑖𝑗, áåç ó÷åòà
∑︀𝑁

𝑘=1𝑄
𝑘
𝑖𝑗, èìåþò îäèí

ïîðÿäîê ℎ/𝑁 , ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ (1.24) ìîæíî íîðìè�

ðîâàòü íà ýòó âåëè÷èíó. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ âåðíû è äëÿ òðåòüåãî

óðàâíåíèÿ ñèñòåìû. Âñå ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â íîðìèðîâàííîé ñèñòåìå

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ òåîðèè ïëàñòèí Êèðõãîôà-Ëÿâà (1.24)

îòñóòñòâóåò ìàëûé ïàðàìåòð ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûé âîçíèêàë

èç-çà îòíîñèòåëüíîé ìàëîñòè òîëùèíû ïëàñòèíû.

Èíòåðåñíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî â îïèñàííîì ñëó÷àå â ñèñòåìå óðàâíåíèé

íå âîçíèêàåò ìàëîãî ïàðàìåòðà, âûçâàííîãî àíèçîòðîïèåé ìàòåðèàëà, òàê

êàê èç ôîðìóë (1.25) ñëåäóåò, ÷òî 𝐴𝑖𝑗 è 𝐷𝑖𝑗 - åñòü îñðåäíåííûå ïî ïàêåòó

ñëîåâ çíà÷åíèÿ êîýôôöèåíòîâ æåñòêîñòè 𝑄𝑘
𝑖𝑗.
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Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïîñòàíîâêè â 3D ÒÓ ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ íà�

áëþäàåòñÿ ìàëûé ïàðàìåòð ïîðÿäêà 𝜀2𝑘𝜀𝑚. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìû ðàññìîò�

ðåëè ÷àñòíûé ïðèìåð, â îáùåì ñëó÷àå â ðàçðåøàþùèõ ñèñòåìàõ äëÿ òåî�

ðèè ïëàñòèí Êèðõãîôà-Ëÿâà ìàëûå ïàðàìåòðû ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ

íå ïðîÿâëÿþòñÿ çíà÷èòåëüíî.

1.3.2. Теория Тимошенко

Â òåîðèè Òèìîøåíêî íå èñïîëüçóåòñÿ îäíà èç ãèïîòåçà î ñîõðàíåíèå ïåð�

ïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîãî íîðìàëüíîãî ýëåìåíòà ê äåôîðìèðîâàííîé îòñ÷åò�

íîé ïîâåðõíîñòè. Ýòî äîïóùåíèå ïîçâîëÿåò â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ó÷èòû�

âàòü ïîïåðå÷íûå êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ 𝜎𝑥𝑧 è 𝜎𝑦𝑧. Äëÿ ýòîãî â òåîðèè Òè�

ìîøåíêî ââîäÿòñÿ ôóíêöèè óãëîâ ïîâîðîòà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè 𝜑𝑥(𝑥, 𝑦)

è 𝜑𝑦(𝑥, 𝑦). Òîãäà çàâèñèìîñòü ïåðåìåùåíèé òî÷åê ïëàñòèíû îò ïåðåìåùåíèÿ

ñðåäèííîé ïëîñêîñòè çàïèøåòñÿ

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑢0(𝑥, 𝑦) + 𝑧𝜑𝑥(𝑥, 𝑦),

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑣0(𝑥, 𝑦) + 𝑧𝜑𝑦(𝑥, 𝑦),

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑤0(𝑥, 𝑦).

(1.26)

Ñîîòâåòñòâóþùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ïðèìóò âèä

𝑒𝑥𝑥 =
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+ 𝑧
𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑥
, 𝑒𝑦𝑦 =

𝜕𝑣0
𝜕𝑦

+ 𝑧
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
,

𝑒𝑥𝑦 =

(︂
𝜕𝑢0
𝜕𝑦

+
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

)︂
+ 𝑧

(︂
𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑦
+

𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑥

)︂
,

𝑒𝑥𝑧 =
𝜕𝑤0

𝜕𝑥
+ 𝜑𝑥, 𝑒𝑦𝑧 =

𝜕𝑤0

𝜕𝑦
+ 𝜑𝑦, 𝑒𝑧𝑧 = 0.

(1.27)

Îáðàòèì âíèìàíèå, åñëè ïîëîæèòü

𝜑𝑥 = −𝜕𝑤0

𝜕𝑥
, 𝜑𝑦 = −𝜕𝑤0

𝜕𝑦
,

òî ãèïîòåçû Òèìîøåíêî (1.26) ñîâïàäóò ñ ãèïîòåçàìè òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿ-

âà (1.13).
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé òåîðèè Òèìîøåíêî ê ñîîò�

âåòñòâóþùèì ñîîòíîøåíèÿì òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà (1.15) íóæíî äîáàâèòü

âûðàæåíèÿ äëÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé

(︃
𝜎𝑘
𝑦𝑧

𝜎𝑘
𝑥𝑧

)︃
=

(︃
𝑄𝑘

44 𝑄𝑘
45

𝑄𝑘
45 𝑄𝑘

55

)︃(︃
𝑒𝑦𝑧

𝑒𝑥𝑧

)︃
, (1.28)

(︃
𝑄𝑘

44 𝑄𝑘
45

𝑄𝑘
45 𝑄𝑘

55

)︃
= 𝐷𝑘

2𝐶
𝑘
2 (𝐷

𝑘
2)

𝑇 , 𝐷𝑘
2 =

(︂
cos 𝜃𝑘 sin 𝜃𝑘

− sin 𝜃𝑘 cos 𝜃𝑘

)︂
, 𝐶𝑘

2 =

(︂
𝐶𝑘

44 0
0 𝐶𝑘

55

)︂
,

ãäå 𝜃𝑘 � óãîë ìåæäó îñÿìè 𝑥 è 𝑥𝑘, îòñ÷èòûâàåìûé îò 𝑥 ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë�

êè. Êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû æåñòêîñòè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òåõíè÷åñêèå ïî�

ñòîÿííûå

𝐶𝑘
44 = 𝐺𝑇𝑇 , 𝐶𝑘

55 = 𝐺𝐿𝑇 , (1.29)

êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ðàññìàòðèâàåìîìó òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîìó ìà�

òåðèàëó. Îïðåäåëèì èíòåãðàëüíûå óñèëèÿ äëÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé

(︃
𝑄𝑦

𝑄𝑥

)︃
=

𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

(︃
𝜎𝑘
𝑦𝑧

𝜎𝑘
𝑥𝑧

)︃
𝑑𝑧

=
𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

(︃
𝑄𝑘

44 𝑄𝑘
45

𝑄𝑘
45 𝑄𝑘

55

)︃(︃
𝑒𝑦𝑧

𝑒𝑥𝑧

)︃
𝑑𝑧,

=

(︃
𝐴44 𝐴45

𝐴45 𝐴55

)︃(︃
𝑒𝑦𝑧

𝑒𝑥𝑧

)︃
,

(1.30)

ãäå

𝐴𝑖𝑗 =
𝑁∑︁
𝑘=1

∫︁ 𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

𝑄𝑘
𝑖𝑗 𝑑𝑧 =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄𝑘
𝑖𝑗(𝑧𝑘+1 − 𝑧𝑘), 𝑖, 𝑗 = 4, 5. (1.31)
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Òîãäà ñ ó÷åòîì (1.19)

⎛⎜⎝𝑁𝑥𝑥

𝑁𝑦𝑦

𝑁𝑥𝑦

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝𝐴11 𝐴12 𝐴16

𝐴12 𝐴22 𝐴26

𝐴16 𝐴26 𝐴66

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+ 𝜕𝑣0

𝜕𝑥

⎞⎟⎠+

⎛⎜⎝𝐵11 𝐵12 𝐵16

𝐵12 𝐵22 𝐵26

𝐵16 𝐵26 𝐵66

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝

𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑥
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑦
+ 𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑥

⎞⎟⎠ ,

⎛⎜⎝𝑀𝑥𝑥

𝑀𝑦𝑦

𝑀𝑥𝑦

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝𝐵11 𝐵12 𝐵16

𝐵12 𝐵22 𝐵26

𝐵16 𝐵26 𝐵66

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝

𝜕𝑢0

𝜕𝑥
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

𝜕𝑢0

𝜕𝑦
+ 𝜕𝑣0

𝜕𝑥

⎞⎟⎠+

⎛⎜⎝𝐷11 𝐷12 𝐷16

𝐷12 𝐷22 𝐷26

𝐷16 𝐷26 𝐷66

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝

𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑥
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑦
+ 𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑥

⎞⎟⎠ ,

(︂
𝑄𝑦

𝑄𝑥

)︂
=

(︂
𝐴44 𝐴45

𝐴45 𝐴55

)︂(︃ 𝜕𝑤0

𝜕𝑦
+ 𝜑𝑦

𝜕𝑤0

𝜕𝑥
+ 𝜑𝑥

)︃
.

(1.32)

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òåîðèè Òèìîøåíêî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

𝜕𝑁𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑦
= 0,

𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕𝑁𝑦𝑦

𝜕𝑦
= 0,

𝜕𝑄𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄𝑦

𝜕𝑦
= −𝑞,

𝜕𝑀𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑦
−𝑄𝑥 = 0,

𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕𝑀𝑦𝑦

𝜕𝑦
−𝑄𝑦 = 0.

(1.33)

Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå â ïðàâîé ÷àñòè òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñòîèò

âåëè÷èíà 𝑞 = 𝜎𝑧𝑧(𝑥, 𝑦,−ℎ/2) + 𝜎𝑧𝑧(𝑥, 𝑦, ℎ/2), íî òàê êàê íèæíÿÿ ãðàíü ïëà�

ñòèíû ñâîáîäíà îò íàãðóæåíèÿ, òî ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ. Ïîäñòàâèì

âûðàæåíèÿ äëÿ óñèëèé è ìîìåíòîâ (1.32) â óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (1.33) è

ïîëó÷èì ðàçðåøàþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ çàäà÷è èçãèáà ìíîãîñëîéíûõ
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ïëàñòèí â ðàìêàõ òåîðèè Òèìîøåíêî

(𝐴12 + 𝐴66)
𝜕2𝑣0
𝜕𝑥 𝜕𝑦

+ 2𝐴16
𝜕2𝑢0

𝜕𝑥 𝜕𝑦
+ (𝐵12 +𝐵66)

𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥 𝜕𝑦
+ 2𝐵16

𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑥 𝜕𝑦
+

+𝐴11
𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2
+ 𝐴16

𝜕2𝑣0
𝜕𝑥2

+ 𝐴26
𝜕2𝑣0
𝜕𝑦2

+ 𝐴66
𝜕2𝑢0

𝜕𝑦2
+𝐵11

𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑥2
+

+𝐵16
𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥2
+𝐵26

𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑦2
+𝐵66

𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑦2
= 0,

(𝐴12 + 𝐴66)
𝜕2𝑢0

𝜕𝑥 𝜕𝑦
+ 2𝐴26

𝜕2𝑣0
𝜕𝑥 𝜕𝑦

+ (𝐵12 +𝐵66)
𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑥 𝜕𝑦
+ 2𝐵26

𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥 𝜕𝑦
+

+𝐴16
𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2
+ 𝐴22

𝜕2𝑣0
𝜕𝑦2

+ 𝐴26
𝜕2𝑢0

𝜕𝑦2
+ 𝐴66

𝜕2𝑣0
𝜕𝑥2

+𝐵16
𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑥2
+

+𝐵22
𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑦2
+𝐵26

𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑦2
+𝐵66

𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥2
= 0,

−2𝐴45
𝜕2𝑤0

𝜕𝑥 𝜕𝑦
− 𝐴44

𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
− 𝐴44

𝜕2𝑤0

𝜕𝑦2
− 𝐴45

𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑦
−

−𝐴45
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑥
− 𝐴55

𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑥
− 𝐴55

𝜕2𝑤0

𝜕𝑥2
= −𝑞,

(𝐵12 +𝐵66)
𝜕2𝑣0
𝜕𝑥 𝜕𝑦

+ 2𝐵16
𝜕2𝑢0

𝜕𝑥 𝜕𝑦
+ (𝐷12 +𝐷66)

𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥 𝜕𝑦
+ 2𝐷16

𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑥 𝜕𝑦
− 𝐴45𝜑𝑦−

−𝐴45
𝜕𝑤0

𝜕𝑦
− 𝐴55𝜑𝑥 − 𝐴55

𝜕𝑤0

𝜕𝑥
+𝐵11

𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2
+𝐵16

𝜕2𝑣0
𝜕𝑥2

+𝐵26
𝜕2𝑣0
𝜕𝑦2

+

+𝐵66
𝜕2𝑢0

𝜕𝑦2
+𝐷11

𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑥2
+𝐷16

𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥2
+𝐷26

𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑦2
+𝐷66

𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑦2
= 0,

(𝐵12 +𝐵66)
𝜕2𝑢0

𝜕𝑥 𝜕𝑦
+ 2𝐵26

𝜕2𝑣0
𝜕𝑥 𝜕𝑦

+ (𝐷12 +𝐷66)
𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑥 𝜕𝑦
+ 2𝐷26

𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥 𝜕𝑦
− 𝐴44𝜑𝑦−

−𝐴44
𝜕𝑤0

𝜕𝑦
− 𝐴45𝜑𝑥 − 𝐴45

𝜕𝑤0

𝜕𝑥
+𝐵16

𝜕2𝑢0

𝜕𝑥2
+𝐵22

𝜕2𝑣0
𝜕𝑦2

+𝐵26
𝜕2𝑢0

𝜕𝑦2
+

+𝐵66
𝜕2𝑣0
𝜕𝑥2

+𝐷16
𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑥2
+𝐷22

𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑦2
+𝐷26

𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑦2
+𝐷66

𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥2
= 0.

(1.34)

Ïðåäñòàâëåííàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èìååò 10-é ïîðÿ�

äîê. Êðàåâûå óñëîâèÿ âûïèñûâàþòñÿ íà îñíîâàíèè êðàåâûõ óñëîâèé 3D ÒÓ

è çàâèñÿò îò ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà ñëîåâ. Ïîýòîìó êîí�

êðåòíûé âèä êðàåâûõ óñëîâèé áóäåò ïðèâåäåí ïðè ïîñòàíîâêå êîíêðåòíûõ

çàäà÷.

Êàê è ðàíåå, âûïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.34) äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïëà�

ñòèíû ñî ñëîÿìè ðàâíîé òîëùèíû è ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé

ïëîñêîñòè ñòðóêòóðîé óêëàäêè ñëîåâ: 𝜃1 = 0∘, 𝜃2 = 90∘, 𝜃3 = 0∘, 𝜃4 = 90∘, . . . ,
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𝜃𝑁−1 = 90∘, 𝜃𝑁 = 0∘ (𝑁� íå÷åòíîå). Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.34)

ðàçáèâàåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå ïîäñèñòåìû. Ïåðâàÿ ïîäñèñòåìà ñîäåðæèò

íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ïåðåìåùåíèÿ â ïëîñêîñòè ïëàñòèíû 𝑢0(𝑥, 𝑦) è 𝑣0(𝑥, 𝑦),

à âòîðàÿ � ïðîãèáû ïëàñòèíû 𝑤0(𝑥, 𝑦) è óãëû ïîâîðîòà ñðåäèííîé ïîâåðõíî�

ñòè 𝜑𝑥(𝑥, 𝑦), 𝜑𝑦(𝑥, 𝑦)

(𝐴12 + 𝐴66)
𝜕2𝑣0
𝜕𝑥 𝜕𝑦

+ 𝐴11
𝜕2𝑢0
𝜕𝑥2

+ 𝐴66
𝜕2𝑢0
𝜕𝑦2

= 0,

(𝐴12 + 𝐴66)
𝜕2𝑢0
𝜕𝑥 𝜕𝑦

+ 𝐴22
𝜕2𝑣0
𝜕𝑦2

+ 𝐴66
𝜕2𝑣0
𝜕𝑥2

= 0,

−𝐴44
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
− 𝐴44

𝜕2𝑤0

𝜕𝑦2
− 𝐴55

𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑥
− 𝐴55

𝜕2𝑤0

𝜕𝑥2
= 𝑞,

(𝐷12 +𝐷66)
𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥 𝜕𝑦
− 𝐴55𝜑𝑥 − 𝐴55

𝜕𝑤0

𝜕𝑥
+𝐷11

𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑥2
+𝐷66

𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑦2
= 0,

(𝐷12 +𝐷66)
𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑥 𝜕𝑦
− 𝐴44𝜑𝑦 − 𝐴44

𝜕𝑤0

𝜕𝑦
+𝐷22

𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑦2
+𝐷66

𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥2
= 0.

(1.35)

Äëÿ îöåíêè ìàëûõ ïàðàìåòðîâ ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ ýòîé ñèñòåìû

âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèÿìè (1.23) è îòêàæåìñÿ îò ñòðîãèõ ðàâåíñòâ. Ïðè

ýòîì ââåäåì âåëè÷èíó 𝑄̃ = 1
𝑁

∑︀𝑁
𝑘=1𝑄

𝑘
11 êàê õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå êîýôôèöè�

åíòîâ æåñòêîñòè 𝑄𝑘
𝑖𝑗 (òàêàÿ âåëè÷èíà èìååò ìåñòî, ò.ê. êîýôôèöèåíòû æåñò�

êîñòè ïîëó÷àþòñÿ óñðåäíåíèåì). Òàê êàê âñå ñëîè èìåþò ïîñòîÿííóþ òîë�

ùèíó, òî ìîæíî ïðîâåñòè îöåíêó êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (1.35)

𝐴𝑖𝑗 =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄𝑘
𝑖𝑗(𝑧𝑘+1ℎ− 𝑧𝑘ℎ) =

ℎ

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄𝑘
𝑖𝑗 ≈ ℎ𝑄̃,

𝐷𝑖𝑗 =
1

3

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄𝑘
𝑖𝑗((𝑧𝑘+1ℎ)

3 − (𝑧𝑘ℎ)
3) =

(︂
ℎ

𝑁

)︂3 𝑁∑︁
𝑘=1

𝑄𝑘
𝑖𝑗((𝑘 + 1)3 − 𝑘3) ≈ ℎ3𝑄̃.
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Òîãäà óðàâíåíèÿ (1.35) ìîæíî ïðèáëèæåííî âûïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

ℎ𝑄̃

𝛾2

𝜕2𝑣0
𝜕𝑥̃ 𝜕𝑦

+
ℎ𝑄̃

𝛾2

𝜕2𝑢0
𝜕𝑥̃2

+
ℎ𝑄̃

𝛾2

𝜕2𝑢0
𝜕𝑦2

≈ 0,

ℎ𝑄̃

𝛾2

𝜕2𝑢0
𝜕𝑥̃ 𝜕𝑦

+
ℎ𝑄̃

𝛾2

𝜕2𝑣0
𝜕𝑦2

ℎ𝑄̃

𝛾2

𝜕2𝑣0
𝜕𝑥̃2

≈ 0,

−ℎ𝑄̃

𝛾

𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
− ℎ𝑄̃

𝛾2

𝜕2𝑤0

𝜕𝑦2
− ℎ𝑄̃

𝛾

𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑥̃
− ℎ𝑄̃

𝛾2

𝜕2𝑤0

𝜕𝑥̃2
≈ 𝑞,

ℎ3𝑄̃

𝛾2

𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥̃ 𝜕𝑦
− ℎ𝜑𝑥 −

ℎ𝑄̃

𝛾

𝜕𝑤0

𝜕𝑥̃
+

ℎ3𝑄̃

𝛾2

𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑥̃2
+

ℎ3𝑄̃

𝛾2

𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑦2
≈ 0,

ℎ3𝑄̃

𝛾2

𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑥̃ 𝜕𝑦
− ℎ𝜑𝑦 −

ℎ𝑄̃

𝛾

𝜕𝑤0

𝜕𝑦
+

ℎ3𝑄̃

𝛾2

𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑦2
+

ℎ3𝑄̃

𝛾2

𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥̃2
≈ 0.

(1.36)

Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîêðàùåíèé ñèñòåìà ïðèìåò áîëåå ïðîñòîé äëÿ àíà�

ëèçà âèä:
𝜕2𝑣0
𝜕𝑥̃ 𝜕𝑦

+
𝜕2𝑢0
𝜕𝑥̃2

+
𝜕2𝑢0
𝜕𝑦2

≈ 0,

𝜕2𝑢0
𝜕𝑥̃ 𝜕𝑦

+
𝜕2𝑣0
𝜕𝑦2

+
𝜕2𝑣0
𝜕𝑥̃2

≈ 0,

𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
− 1

𝛾

𝜕2𝑤0

𝜕𝑦2
− 𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑥̃
− 1

𝛾

𝜕2𝑤0

𝜕𝑥̃2
≈ 𝑞

𝜀
,

𝜀2
𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥̃ 𝜕𝑦
− 𝜑𝑥 −

1

𝛾

𝜕𝑤0

𝜕𝑥̃
+ 𝜀2

𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑥̃2
+ 𝜀2

𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑦2
≈ 0,

𝜀2
𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑥̃ 𝜕𝑦
− 𝜑𝑦 −

1

𝛾

𝜕𝑤0

𝜕𝑦
+ 𝜀2

𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑦2
+ 𝜀2

𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥̃2
≈ 0.

(1.37)

Èíòåðåñíî, ÷òî ìàëûå ïàðàìåòðû (𝜀 = ℎ/𝛾) ïîÿâèëèñü ïðè íåèçâåñòíûõ

ôóíêöèÿõ � óãëàõ ïîâîðîòà 𝜑𝑥 è 𝜑𝑦. Ìàëûå ïàðàìåòðû ïðè ôóíêöèè 𝑤0 îò�

ñóòñòâóþò, ò.ê. ñèñòåìå (1.37) ìîæíî ïðîâåñòè çàìåíó 𝑤*
0 = 𝑤0/𝛾. Íàïîìíèì,

÷òî äëÿ ýòîé ÷àñòíîé ïîñòàíîâêè äëÿ óðàâíåíèé â ðàìêàõ òåîðèè Êèðõãîôà�

Ëÿâà ìàëûå ïàðàìåòðû ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ îòñóòñòâîâàëè. Äîáàâëå�

íèå â òåîðèþ ïëàñòèí ó÷åòà ïîïåðå÷íûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ïðèâîäèò

ê ïîÿâëåíèþ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ è êàê ñëåäñòâèå,

óñëîæíåíèþ ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò. Ñòî�

èò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî â îòëè÷èè ìàëîãî ïàðàìåòðà 𝜀𝑘 = ℎ𝑘/𝛾, êîòîðûé
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âîçíèêàåò â 3D ÒÓ, ïàðàìåòð 𝜀 = ℎ/𝛾 áîëüøå â 𝑁 ðàç. Ò.å. ìîæíî ñêàçàòü,

÷òî ïîñòàíîâêà òåîðèè Òèìîøåíêî ìåíåå �æåñòêàÿ�, ÷åì ïîñòàíîâêà 3D ÒÓ.

1.3.3. Теория Григолюка-Чулкова

Â îòëè÷èè îò òåîðèé ïëàñòèí Êèðõãîôà-Ëÿâà è Òèìîøåíêî, ãäå ìíîãî�

ñëîéíàÿ ïëàñòèíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê îäíîðîäíàÿ ïëàñòèíà, â òåîðèè ëîìà�

íîé ëèíèè Ãðèãîëþêà-×óëêîâà ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êàæäîãî ñëîÿ

ó÷èòûâàþòñÿ íåçàâèñèìî. Äëÿ ýòîãî â êàæäîì ñëîå ïëàñòèíû ââîäÿòñÿ ñâîè

óãëû ïîâîðîòà íîðìàëè ñëîÿ 𝜑𝑘
𝑥(𝑥, 𝑦) è 𝜑𝑘

𝑦(𝑥, 𝑦). Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òåîðèÿ ëîìàíîé ëèíèè ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì òåîðèè Òè�

ìîøåíêî äëÿ ó÷åòà ïîïåðå÷íûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé â êàæäîì ñëîå

îòäåëüíî.

Â òåîðèè ëîìàíîé ëèíèè óäîáíî äëÿ çàïèñè óðàâíåíèé â êà÷åñòâå îòñ÷åò�

íîé ïîâåðõíîñòè âûáðàòü íèæíþþ ïëîñêîñòü 𝑧 = −ℎ/2.

Ñ÷èòàåì, ÷òî êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé 𝜎𝑘
𝑥𝑧, 𝜎

𝑘
𝑦𝑧 è ôóíêöèè ïåðåìå�

ùåíèé 𝑢𝑘, 𝑣𝑘, 𝑤𝑘 ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïî òîëùèíå ïëàñòèíû. Â òåîðèè

ëîìàíîé ëèíèè ôóíêöèè ïåðåìåùåíèÿ çàâèñÿò îò ïåðåìåùåíèé ñðåäèííîé

ïîâåðõíîñòè è óãëîâ ïîâîðîòà

𝑢𝑘 = 𝑢0 +
𝑘−1∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖𝜑
𝑖
𝑥 + (𝑧 − 𝑧𝑘−1)𝜑

𝑘
𝑥,

𝑣𝑘 = 𝑣0 +
𝑘−1∑︁
𝑖=1

ℎ𝑖𝜑
𝑖
𝑦 + (𝑧 − 𝑧𝑘−1)𝜑

𝑘
𝑦,

𝑤𝑘 = 𝑤0,

(1.38)

ãäå ℎ𝑘 - òîëùèíà 𝑘-ãî ñëîÿ (ñì. ðèñóíîê 1.1). Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì ìàòðèöó

𝑃 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 0 . . . 0 0
ℎ1 0 0 . . . 0 0
ℎ1 ℎ2 0 . . . 0 0
...
ℎ1 ℎ2 ℎ3 . . . ℎ𝑁−1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Òîãäà ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ (1.38) ìîæíî ïåðåïèñàòü

𝑢𝑘 = 𝑢0 +
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑃𝑘,𝑖𝜑
𝑖
𝑥 + (𝑧 − 𝑧𝑘−1)𝜑

𝑘
𝑥,

𝑣𝑘 = 𝑣0 +
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑃𝑘,𝑖𝜑
𝑖
𝑦 + (𝑧 − 𝑧𝑘−1)𝜑

𝑘
𝑦,

(1.39)

ãäå 𝑃𝑘,𝑖 - ýëåìåíò ìàòðèöû 𝑃 â 𝑘-îé ñòðîêå 𝑖-ãî ñòîëáöà. Îáðàòèì âíèìàíèå,

÷òî åñëè ïîëîæèòü 𝜑𝑘
𝑥 = 𝜑𝑥 è 𝜑𝑘

𝑦 = 𝜑𝑦 äëÿ âñåõ 𝑘, òî ñîîòíîøåíèÿ (1.38),

ñîâïàäóò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè òåîðèè Òèìîøåíêî (1.26).

Ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé:

𝑒𝑘𝑥𝑥 =
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑃𝑘,𝑖
𝜕𝜑𝑖

𝑥

𝜕𝑥
+ (𝑧 − 𝑧𝑘−1)

𝜕𝜑𝑘
𝑥

𝜕𝑥
,

𝑒𝑘𝑦𝑦 =
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

+
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑃𝑘,𝑖

𝜕𝜑𝑖
𝑦

𝜕𝑦
+ (𝑧 − 𝑧𝑘−1)

𝜕𝜑𝑘
𝑦

𝜕𝑦
,

𝑒𝑘𝑥𝑦 =

(︂
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+
𝜕𝑢0
𝜕𝑦

)︂
+

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑃𝑘,𝑖

(︃
𝜕𝜑𝑖

𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕𝜑𝑖
𝑥

𝜕𝑦

)︃
+

+ (𝑧 − 𝑧𝑘−1)

(︃
𝜕𝜑𝑘

𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕𝜑𝑘
𝑥

𝜕𝑦

)︃
,

𝑒𝑘𝑥𝑧 = 𝜑𝑘
𝑥 +

𝜕𝑤

𝜕𝑥
,

𝑒𝑘𝑦𝑧 = 𝜑𝑘
𝑦 +

𝜕𝑤

𝜕𝑦
,

𝑒𝑘𝑧𝑧 = 0.

(1.40)

Îïðåäåëèì óñèëèÿ è ìîìåíòû äëÿ êàæäîãî ñëîÿ ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëà�

ìè òåîðèè Òèìîøåíêî

⎛⎜⎝𝑁𝑘
𝑥𝑥

𝑁𝑘
𝑦𝑦

𝑁𝑘
𝑥𝑦

⎞⎟⎠ =

∫︁ 𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

⎛⎜⎝𝜎𝑘
𝑥𝑥

𝜎𝑘
𝑦𝑦

𝜎𝑘
𝑥𝑦

⎞⎟⎠ 𝑑𝑧 =

∫︁ 𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

⎛⎜⎝𝑄𝑘
11 𝑄𝑘

12 𝑄𝑘
16

𝑄𝑘
12 𝑄𝑘

22 𝑄𝑘
26

𝑄𝑘
16 𝑄𝑘

26 𝑄𝑘
66

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝𝑒𝑘𝑥𝑥
𝑒𝑘𝑦𝑦
𝑒𝑘𝑥𝑦

⎞⎟⎠ 𝑑𝑧, (1.41)
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⎛⎜⎝𝑀𝑘
𝑥𝑥

𝑀𝑘
𝑦𝑦

𝑀𝑘
𝑥𝑦

⎞⎟⎠ =

∫︁ 𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

⎛⎜⎝𝜎𝑘
𝑥𝑥

𝜎𝑘
𝑦𝑦

𝜎𝑘
𝑥𝑦

⎞⎟⎠ 𝑧 𝑑𝑧 =

∫︁ 𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

⎛⎜⎝𝑄𝑘
11 𝑄𝑘

12 𝑄𝑘
16

𝑄𝑘
12 𝑄𝑘

22 𝑄𝑘
26

𝑄𝑘
16 𝑄𝑘

26 𝑄𝑘
66

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝𝑒𝑘𝑥𝑥
𝑒𝑘𝑦𝑦
𝑒𝑘𝑥𝑦

⎞⎟⎠ 𝑧 𝑑𝑧,

(1.42)(︃
𝑄𝑘

𝑦

𝑄𝑘
𝑥

)︃
=

∫︁ 𝑧𝑘+1

𝑧𝑘

(︃
𝜎𝑘
𝑦𝑧

𝜎𝑘
𝑥𝑧

)︃
𝑑𝑧. (1.43)

Äîïîëíèòåëüíî ââåäåì⎛⎜⎝𝑁𝑥𝑥

𝑁𝑦𝑦

𝑁𝑥𝑦

⎞⎟⎠ =
𝑁∑︁
𝑘=1

⎛⎜⎝𝑁𝑘
𝑥𝑥

𝑁𝑘
𝑦𝑦

𝑁𝑘
𝑥𝑦

⎞⎟⎠ ,

(︃
𝑄𝑥

𝑄𝑦

)︃
=

𝑁∑︁
𝑘=1

(︃
𝑄𝑘

𝑥

𝑄𝑘
𝑦

)︃
,

⎛⎜⎝Φ𝑘
𝑥𝑥

Φ𝑘
𝑦𝑦

Φ𝑘
𝑥𝑦

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝𝑀𝑘
𝑥𝑥

𝑀𝑘
𝑦𝑦

𝑀𝑘
𝑥𝑦

⎞⎟⎠− 𝑧𝑘−1

⎛⎜⎝𝑁𝑘
𝑥𝑥

𝑁𝑘
𝑦𝑦

𝑁𝑘
𝑥𝑦

⎞⎟⎠+
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑃𝑖,𝑘

⎛⎜⎝𝑁 𝑖
𝑥𝑥

𝑁 𝑖
𝑦𝑦

𝑁 𝑖
𝑥𝑦

⎞⎟⎠ .

(1.44)

Äëÿ ýòèõ âåëè÷èí ìîæíî âûïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ ðàâíîâå�

ñèÿ (𝑘 = 1, . . . , 𝑁):

𝜕𝑁𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑦
= 0,

𝜕𝑁𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕𝑁𝑦𝑦

𝜕𝑦
= 0,

𝜕𝑄𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄𝑦

𝜕𝑦
= −𝑞,

𝜕Φ𝑘
𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕Φ𝑘
𝑥𝑦

𝜕𝑦
−𝑄𝑘

𝑥 = 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁,

𝜕Φ𝑘
𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕Φ𝑘
𝑦𝑦

𝜕𝑦
−𝑄𝑦 = 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑁.

(1.45)

Êàê è äëÿ ïðåäûäóùèõ òåîðèé ïëàñòèí, â ïðàâîé ÷àñòè òðåòüåãî óðàâíåíèÿ

ñòîèò âåëè÷èíà 𝑞 = 𝜎𝑧𝑧(𝑥, 𝑦,−ℎ/2)+𝜎𝑧𝑧(𝑥, 𝑦, ℎ/2), íî òàê êàê íèæíÿÿ ãðàíü

ïëàñòèíû ñâîáîäíà îò íàãðóæåíèÿ, òî ïåðâîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ. Òàêèì

îáðàçîì, ïîðÿäîê äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìû çàâèñèò îò ÷èñëà ñëîåâ êàê

2 (3 + 2𝑁).
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Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå�

íèé îñòàëîñü ó÷åñòü (1.1) è âûïèñàòü çàâèñèìîñòü ïîïåðå÷íûõ êàñàòåëüíûõ

íàïðÿæåíèé îò äåôîðìàöèé. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ íåçàâèñèìàÿ àïïðîêñèìà�

öèÿ [35]

𝜎𝑘
𝑥𝑧 = 𝑓0(𝑧)𝜇

0
𝑥 + 𝑓𝑘(𝑧)𝜇

𝑘
𝑥,

𝜎𝑘
𝑦𝑧 = 𝑓0(𝑧)𝜇

0
𝑦 + 𝑓𝑘(𝑧)𝜇

𝑘
𝑦,

(1.46)

ãäå 𝑓0(𝑧) è 𝑓𝑘(𝑧) õàðàêòåðèçóþò çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæå�

íèå ïî òîëùèíå ïàêåòà. Ñîãëàñíî ðàáîòå [35] îíè âûáèðàþòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì

𝑓0(𝑧) =
6

ℎ3
(𝑧 − 𝑧0)(𝑧𝑁 − 𝑧), 𝑧 ∈ [𝑧0; 𝑧𝑁 ],

𝑓𝑘(𝑧) =
6

ℎ3
𝑘

(𝑧 − 𝑧𝑘−1)(𝑧𝑘 − 𝑧), 𝑧 ∈ [𝑧𝑘−1; 𝑧𝑘].
(1.47)

Äàëåå äëÿ ðàñ÷åòà ôóíêöèé 𝜇0
𝑥, 𝜇

0
𝑦, 𝜇

𝑘
𝑥 è 𝜇𝑘

𝑦 ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

𝜉𝑘 =

∫︁ 𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

𝑓0(𝑧)𝑑𝑧, 𝜆𝑘 =

∫︁ 𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

𝑓 2
0 (𝑧)𝑑𝑧,

𝜆𝑘0 =

∫︁ 𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

𝑓0(𝑧)𝑓𝑘(𝑧)𝑑𝑧, 𝜆𝑘𝑘 =

∫︁ 𝑧𝑘

𝑧𝑘−1

𝑓 2
𝑘 (𝑧)𝑑𝑧.

Äëÿ 𝑙,𝑚 = 4, 5 âûïèøåì

𝜏𝑙𝑚 =
𝑁∑︁
𝑘=1

(︂
𝜆𝑘 −

𝜆2
𝑘0

𝜆𝑘𝑘

)︂
𝑎𝑘𝑙𝑚, 𝑞𝑙𝑚 =

𝜏𝑙𝑚
𝜏44𝜏55 − 𝜏 245

, 𝜂𝑘𝑛𝑙 =
1

𝜆𝑘𝑘

𝑎𝑘𝑙𝑚
𝑎𝑘44𝑎

𝑘
55 − (𝑎𝑘45)

2
,

𝜏𝑙𝑚 =
𝑁∑︁
𝑘=1

(︂
𝜆𝑘 −

𝜆2
𝑘0

𝜆𝑘𝑘

)︂
𝑎𝑘𝑙𝑚, 𝑞𝑙𝑚 =

𝜏𝑙𝑚
𝜏44𝜏55 − 𝜏 245

, 𝜂𝑘𝑛𝑙 =
1

𝜆𝑘𝑘

𝑎𝑘𝑙𝑚
𝑎𝑘44𝑎

𝑘
55 − (𝑎𝑘45)

2
,

ãäå 𝑎𝑘𝑙𝑚 ýëåìåíòû ìàòðèöû îáðàòíîé ê (1.28). Äàëåå

𝜙𝑥 =
𝑁∑︁
𝑘=1

(︂
𝜉𝑘 −

𝜆𝑘0

𝜆𝑘𝑘

)︂
𝑒𝑥𝑧, 𝜙𝑦 =

𝑁∑︁
𝑘=1

(︂
𝜉𝑘 −

𝜆𝑘0

𝜆𝑘𝑘

)︂
𝑒𝑦𝑧,

𝜇0
𝑥 = 𝑞44𝜙𝑥 − 𝑞45𝜙𝑦, 𝜇0

𝑦 = 𝑞55𝜙𝑦 − 𝑞45𝜙𝑥,

𝜇𝑘
𝑥 = 𝜂44𝑒𝑥𝑧 − 𝜂45𝑒𝑦𝑧 −

𝜆𝑘0

𝜆𝑘𝑘
𝜇0
𝑥, 𝜇𝑘

𝑦 = 𝜂55𝑒𝑦𝑧 − 𝜂45𝑒𝑥𝑧 −
𝜆𝑘0

𝜆𝑘𝑘
𝜇0
𝑦.
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Â èòîãå

𝑄𝑘
𝑥 =

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑞𝑘𝑖44𝑒
𝑖
𝑥𝑧 − 𝑞𝑘𝑖45𝑒

𝑖
𝑦𝑧, 𝑄𝑘

𝑦 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑞𝑘𝑖55𝑒
𝑖
𝑦𝑧 − 𝑞𝑘𝑖45𝑒

𝑖
𝑥𝑧,

𝑄𝑥 =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑞𝑘44𝑒
𝑘
𝑥𝑧 − 𝑞𝑘45𝑒

𝑘
𝑦𝑧, 𝑄𝑦 =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑞𝑘55𝑒
𝑘
𝑦𝑧 − 𝑞𝑘45𝑒

𝑘
𝑥𝑧,

(1.48)

ãäå

𝑞𝑘𝑖𝑙𝑚 = 𝜏 𝑘𝜏 𝑖𝑞𝑙𝑚 + 𝛿𝑘𝑛𝜂𝑖𝑙𝑚, 𝑞𝑘𝑙𝑚 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑞𝑘𝑖𝑙𝑚, 𝜏 𝑘 = 𝜉𝑘 −
𝜆𝑘0

𝜆𝑘𝑘
.

Ïðåäñòàâëåííûå óðàâíåíèÿ âûïèñàíû â ñëó÷àå, êîãäà îòñ÷åòíàÿ ïîâåðõ�

íîñòü âûáèðàëàñü íà íèæíåé ïîâåðõíîñòè (𝑧 = −ℎ/2). Äëÿ ïåðåõîäà ê ñðå�

äèííîé îòñ÷åòíîé ïîâåðõíîñòè íåîáõîäèìî ïðè ôîðìèðîâàíèè óðàâíåíèé

ïðîâåñòè çàìåíó

𝑢𝑚𝑖𝑑 = 𝑢0 −
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑃𝑘*,𝑖 𝜑
𝑖
𝑥 + (𝑧* − 𝑧𝑘*−1)𝜑

𝑘*

𝑥 ,

𝑣𝑚𝑖𝑑 = 𝑣0 −
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑃𝑘*,𝑖 𝜑
𝑖
𝑦 + (𝑧* − 𝑧𝑘*−1)𝜑

𝑘*

𝑦 ,

(1.49)

ãäå 𝑢𝑚𝑖𝑑(𝑥, 𝑦) è 𝑣𝑚𝑖𝑑(𝑥, 𝑦) � ïåðåìåùåíèÿ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè; 𝑘
* � íîìåð

ñëîÿ, â êîòîðîì ëåæèò ñðåäèííàÿ ïîâåðõíîñòü; 𝑧* � êîîðäèíàòà ñðåäèííîé

ïîâåðõíîñòè.

Â (1.45) ÷èñëî óðàâíåíèé çàâèñèò îò ÷èñëà ñëîåâ, ïîýòîìó ðàçðåøàþùàÿ

ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èç-çà ãðîìîçäêîñòè çäåñü ïðåäñòàâ�

ëåíà íå áóäåò.

Èç-çà ãðîìîçäêîñòè ôîðìóë íå áóäåì ïðèâîäèòü ðàçðåøàþùèå óðàâíåíèÿ

äëÿ è ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïëàñòèíû ñî ñëîÿìè ðàâíîé òîëùèíû è ñèììåòðè÷�

íîé îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ñòðóêòóðîé óêëàäêè ñëîåâ: 𝜃1 = 0∘,

𝜃2 = 90∘, 𝜃3 = 0∘, 𝜃4 = 90∘, . . . , 𝜃𝑁−1 = 90∘, 𝜃𝑁 = 0∘ (𝑁� íå÷åòíîå). Îäíàêî,

îòìåòèì, ÷òî â ýòèõ óðàâíåíèÿõ âîçíèêàþò ìàëûå ïàðàìåòðû ïîðÿäêà 𝜀2𝑘𝜀𝑚

(𝜀𝑘 = ℎ𝑘/𝛾, 𝜀𝑚 = 𝐸𝑇/𝐸𝐿) ïðè íåèçâåñòíûõ ôóíêöèÿõ óãëîâ ïîâîðîòà 𝜑
𝑘
𝑥 è 𝜑

𝑘
𝑦.
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Íàïîìíèì, ÷òî â òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà äëÿ ýòîé çàäà÷è ìàëûå ïàðàìåòðû

ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ îòñóòñòâîâàëè, â òåîðèè Òèìîøåíêî èìåëè ïîðÿ�

äîê 𝜀2 (𝜀 = ℎ/𝛾), à òåîðèè Ãðèãîëþêà-×óëêîâà ìàëûå ïàðàìåòðû ñîïîñòà�

âèìû ñ ìàëûìè ïàðàìåòðàìè â ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñòàíîâêå 3D ÒÓ. Çäåñü,

òàêæå êàê â 3D ÒÓ, â óðàâíåíèÿõ ïîÿâëÿåòñÿ ìàëûé ïàðàìåòð, âîçíèêàþùèé

èç-çà àíèçîòðîïèè òðàíñâåñàëüíî-èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ñëîÿ (1.11)�(1.12).

Òàêèì îáðàçîì, íåçàâèñèìûé ó÷åò ïîïåðå÷íûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé

â òåîðèè Ãðèãîëþêà-×óëêîâà ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó óâåëè÷åíèþ âû÷èñ�

ëèòåëüíûõ çàòðàò. Âî-ïåðâûõ, ýòî ñâÿçàíî ñ ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé,

êîòîðîå çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà ñëîåâ êàê 3+2𝑁 , ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ñêàçûâà�

åòñÿ íà óâåëè÷åíèè ðàçìåðîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ÑËÀÓ. Âî-âòîðûõ, íàëè÷èå

ìàëîãî ïàðàìåòðà ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ âíîñèò ñâîè äîïîëíèòåëüíûå

òðóäíîñòè äëÿ ïîèñêà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Íî íåñìîòðÿ íà ýòè çàìå÷àíèÿ,

ðåøåíèå çàäà÷ èçãèáà ìíîãîñëîéíûõ ïëàñòèí â ðàìêàõ òåîðèè ëîìàíîé ëè�

íèè Ãðèãîëþêà-×óëêîâà ÿâëÿåòñÿ íàìíîãî áîëåå ýêîíîìè÷íîé çàäà÷åé ïî

ñðàâíåíèþ ñ ðåøåíèåì èñõîäíîé ïîñòàíîâêè â ðàìêàõ ïðîñòðàíñòâåííîé òåî�

ðèè óïðóãîñòè, ò.ê. âñå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè çàâèñÿò òîëüêî îò äâóõ ïðî�

ñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Выводы по главе 1

1. Äëÿ ðàñ÷åòà ÍÄÑ ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ïëàñòèí ïîëó÷åíû ðàç�

ðåøàþùèå ñèñòåìû óðàâíåíèé â êèíåìàòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ äëÿ ïðî�

ñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè, êëàññè÷åñêîé òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà,

òåîðèè Òèìîøåíêî è òåîðèè Ãðèãîëþêà-×óëêîâà.

2. Ðàçðåøàþùèå óðàâíåíèÿ áûëè âûïèñàíû â áåçðàçìåðíîé ôîðìå äëÿ

âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Ïîêàçàíî, ÷òî â óðàâíåíèÿõ ñóùåñòâóþò äâà

íåçàâèñèìûõ ìàëûõ ïàðàìåòðà ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ, âîçíèêàþ�

ùèõ èç-çà ìàëîé îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ñëîåâ è àíèçîòðîïèè ìàòåðè�
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àëà ñëîåâ.

3. Òåîðèÿ Êèðõãîôà-Ëÿâà ïðèâîäèò ê ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ�

íåíèé 8-ãî ïîðÿäêà è íå èìååò çíà÷èòåëüíûõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ. Ñè�

ñòåìà óðàâíåíèé òåîðèè Òèìîøåíêî èìååò 10-é ïîðÿäîê è áîëåå ÿðêî

âûðàæåííûå ìàëûå ïàðàìåòðû. Â óðàâíåíèÿõ òåîðèÿ Ãðèãîëþêà-×óë�

êîâà íàáëþäàþòñÿ ìàëûå ïàðàìåòðû õàðàêòåðíûå ïðîñòðàíñòâåííîé

ïîñòàíîâêå, à ïîðÿäîê ñèñòåì óðàâíåíèé çàâèñèò îò ÷èñëà ñëîåâ.
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Глава 2.

МЕТОД КОЛЛОКАЦИЙ И НАИМЕНЬШИХ

НЕВЯЗОК

Ìåòîä êîëëîêàöèé è íàèìåíüøèõ íåâÿçîê (ÊÍÍ) îñíîâàí íà ìåòîäå êîë�

ëîêàöèé. Ïîêàæåì èõ îñíîâíûå îòëè÷èÿ, äëÿ ýòîãî îïèøåì îáùóþ èäåî�

ëîãèþ ìåòîäîâ êîëëîêàöèé íà ïðèìåðå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé

ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

𝐿𝑢(𝑥̄) = 𝑓(𝑥̄), 𝑥̄ ∈ Ω, (2.1)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

𝐿𝑏𝑛𝑑𝑢(𝑥̄) = 𝑔(𝑥̄), 𝑥̄ ∈ 𝜕Ω, (2.2)

ãäå 𝐿 è 𝐿𝑏𝑛𝑑 � äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû; 𝑓 è 𝑔 � èçâåñòíûå âåêòîð�

ôóíêöèè; 𝑢 � èñêîìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà îïåðà�

òîðû 𝐿 è 𝐿𝑏𝑛𝑑 ëèíåéíû. Â ñëó÷àå íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ îáû÷íî ïóòåì

ëèíåàðèçàöèè èõ ðåøåíèå ñâîäÿò ê ðåøåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëèíåéíûõ

êðàåâûõ çàäà÷. Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ (2.1)�(2.2) íàçîâåì äèôôåðåíöèàëüíîé

ïîñòàíîâêîé.

2.1. Метод коллокаций

Ìåòîä êîëëîêàöèé � ïðîåêöèîííûé ÷èñëåííûé ìåòîä. Ñóòü ïðîåêöèîí�

íûõ ìåòîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è,
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ñóùåñòâóþùåå â áåñêîíå÷íîìåðíîì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå, ïðîåê�

òèðóåòñÿ â íåêîòîðîå êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ïðè ýòîì óêàçûâàåò�

ñÿ, êàêèì èìåííî ñïîñîáîì ýëåìåíòû ïîäïðîñòðàíñòâà àïïðîêñèìèðóþò ðå�

øåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è. Ïðîåêòèðîâàíèå ïîçâîëÿåò â âûáðàííîì

ïîäïðîñòðàíñòâå ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó, ðåøåíèÿ êîòîðîé àïïðîêñèìèðó�

þò ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Äëÿ êðàòêîñòè îïåðàöèþ ïðîåêòèðîâàíèÿ íà�

çîâåì äèñêðåòèçàöèåé, à çàäà÷ó â ïîäïðîñòðàíñòâå, ïîëó÷åííóþ â ðåçóëüòàòå

ïðîåêòèðîâàíèÿ, äèñêðåòíîé. Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî òî÷íûõ ðåøåíèé äèô�

ôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è ïðîåêöèîííûìè ìåòîäàìè èùóòñÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåò�

ñòâóþùåé äèñêðåòíîé çàäà÷è. Îíè ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè ê ðåøåíèÿì

èñõîäíîé çàäà÷è è íàçûâàþòñÿ òàêæå ÷èñëåííûìè ðåøåíèÿìè. Ïðè âûáîðå

ïîäïðîñòðàíñòâà ó÷èòûâàåòñÿ, íàñêîëüêî ýôôåêòèâíî ìîæíî èñïîëüçîâàòü

åãî ýëåìåíòû äëÿ àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé çàäà÷è è åå êðàåâûõ óñëîâèé, íà�

ñêîëüêî óñòîé÷èâû àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé åãî ýëåìåí�

òîâ è êàêîå êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ. Îò

ýòèõ îáñòîÿòåëüñòâ çàâèñèò òî÷íîñòü è âðåìÿ ðàñ÷åòà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è

íà ÝÂÌ.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èñõîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.1)

ìîæíî îïðåäåëÿòü êàê ôóíêöèþ 𝑢𝑛 ìèíèìèçèðóþùóþ íîðìó íåâÿçêè ýòèõ

óðàâíåíèé. Íåâÿçêîé óðàâíåíèé (2.1) íàçîâåì

𝑅(𝑥̄) ≡ 𝐿𝑢𝑛(𝑥̄)− 𝑓(𝑥̄). (2.3)

Î÷åâèäíî, åñëè 𝑅 = 0 âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè è 𝑢𝑛 óäîâëåòâîðÿåò êðàå�

âûì óñëîâèÿì, òî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì (2.1).

Â ðàáîòå [80] Ê. Ôëåò÷åð ïðèâîäèò êëàññèôèêàöèþ ïðîåêöèîííûõ ÷èñëåí�

íûõ ìåòîäîâ, îïèðàþùóþñÿ íà ñïîñîá ìèíèìèçàöèè íîðìû íåâÿçêè 𝑅 óðàâ�

íåíèé (2.1). Â ðàìêàõ ýòîé êëàññèôèêàöèè â ìåòîäå êîëëîêàöèé íåâÿçêà

ïðèðàâíèâàåòñÿ ê íóëþ â íåêîòîðûõ çàäàííûõ òî÷êàõ {𝑥̄𝑐𝑜𝑙} � точках кол­
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локаций:

𝑅(𝑥̄𝑐𝑜𝑙) = 0. (2.4)

Ïðîåêöèîííûå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà óñëîâèè (2.4) îòíîñÿòñÿ ê ñåìåéñòâó

ìåòîäîâ êîëëîêàöèé. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî èç óñëîâèÿ (2.4)

ñëåäóåò òåñíàÿ ñâÿçü ìåòîäîâ êîëëîêàöèé è çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè, äëÿ êîòî�

ðîé 𝐿 åñòü òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð, ò.å. íåâÿçêà â ýòîì ñëó÷àå åñòü ïîãðåø�

íîñòü èíòåðïîëÿöèè.

Îñíîâíîå ðàçëè÷èå ìåòîäîâ, èñïîëüçóþùèõ óñëîâèå (2.4), çàêëþ÷àåòñÿ â

âûáîðå òî÷åê êîëëîêàöèé è ñïîñîáå ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ 𝑢𝑛,

ò.å. â âûáîðå ïðîñòðàíñòâà íà êîòîðîå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîåêòèðîâàíèå ðå�

øåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Îáû÷íî åãî âûáèðàþò â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

èçâåñòíûõ áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ 𝜑𝑖 íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàí�

ñòâà

𝑢𝑛(𝑥̄) =
𝑁−1∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖𝜑𝑖(𝑥̄), (2.5)

ãäå 𝑐𝑖 � íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû. Âåëè÷èíó 𝑁 ìîæíî òðàêòîâàòü êàê

÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû, ÷èñëî ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ âûáðàííîãî ïðåäñòàâ�

ëåíèÿ èëè ðàçìåðíîñòü êîíå÷íîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì èùóòñÿ

ðåøåíèÿ.

Åñëè òî÷íîñòü ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ íåóäîâëåòâîðèòåëüíà, òî íåîáõîäè�

ìî óâåëè÷èòü êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû 𝑁 â ïðåäñòàâëåíèè ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, åñëè áàçèñíûå ôóíêöèè âûáèðàëèñü â ïðîñòðàíñòâå ïî�

ëèíîìîâ, ïðåäñòàâëåíèå (2.5) äîïîëíÿþò ïîëèíîìàìè ñ áîëåå âûñîêèìè ñòå�

ïåíÿìè (p–подход ) [88]. Äðóãîé ïîäõîä óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà ñòåïåíåé ñâî�

áîäû çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèìåíåíèè êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêîãî áàçèñà. Èñõîäíàÿ

îáëàñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Ω ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäîáëàñòè, â êàæäîé èç êîòî�

ðûõ ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîãî

÷èñëà áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ. Ðîñò 𝑁 ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà

ïîäîáëàñòåé, ò.å. çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà êóñêîâ ðåøåíèé (h–подход ).
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Ïðè ýòîì íà ãðàíèöå ïîäîáëàñòåé ðåøåíèÿ ñêëåèâàþòñÿ ìåæäó ñîáîé ñî�

ãëàñíî âûáðàííîé èäåîëîãèè ïîñòðîåíèÿ êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

Äîñòàòî÷íî íàãëÿäíî è ïðîñòî âûãëÿäèò ðåàëèçàöèÿ òàêîãî ïîäõîäà â ìå�

òîäàõ сплайн-коллокации. Èçâåñòíîé ðåàëèçàöèåé ìåòîäà ñïëàéí-êîëëîêà�

öèé äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ñèñòåì íåëèíåéíûõ ÎÄÓ ÿâëÿåòñÿ ïàêåò

COLSYS [85], èñïîëüçóþùèé 𝐵-ñïëàéíû â êà÷åñòâå ïîëèíîìèàëüíîãî áàçè�

ñà.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïðåäñòàâëåíèå (2.5) ïîä�

ñòàâëÿåòñÿ â óðàâíåíèÿ (2.4), êîòîðûå â ðåçóëüòàòå ñòàíîâÿòñÿ ñèñòåìîé ëè�

íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) îòíîñèòåëüíî ýòèõ êîýôôèöè�

åíòîâ. Ïðè ýòîì, åñëè ïðåäñòàâëåíèå (2.5) íå óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâåííî

êðàåâûì óñëîâèÿì (2.2), ÑËÀÓ íåîáõîäèìî äîïîëíèòü óðàâíåíèÿìè

𝐿𝑏𝑛𝑑𝑢𝑛(𝑥̄𝑏𝑛𝑑)− 𝑔(𝑥̄𝑏𝑛𝑑) = 0, 𝑥̄𝑏𝑛𝑑 ∈ 𝜕Ω, (2.6)

ãäå 𝑥̄𝑏𝑛𝑑 � òî÷êè çàïèñè êðàåâûõ óñëîâèé (2.6). Åñëè áàçèñíûå ôóíêöèè àâòî�

ìàòè÷åñêè íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñêëåéêè íà ãðàíèöå ïîäîáëàñòåé, òî

ñèñòåìó íóæíî äîïîëíèòü ñîîòâåòñòâóþùèìè óñëîâèÿìè. Ïåðå÷èñëåííûå ñî�

îòíîøåíèÿ, âû÷èñëåííûå â êîíêðåòíûõ òî÷êàõ, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè óðàâ�

íåíèÿìè îòíîñèòåëüíî 𝑐𝑖. Îáùåå êîëè÷åñòâî òî÷åê êîëëîêàöèé, ãðàíè÷íûõ

òî÷åê è óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ äîëæíî ñîâïàäàòü ñ êîëè÷åñòâîì íåèçâåñòíûõ

êîýôôèöèåíòîâ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ èòîãîâîé

ÑËÀÓ, ðåøåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåò êîýôôèöèåíòû 𝑐𝑖 (𝑖 = 0, ..., 𝑁),

𝐴𝑐 = 𝑏, (2.7)

ãäå 𝐴 � ìàòðèöà ðàçìåðà (𝑁 ×𝑁), 𝑐 � âåêòîð èñêîìûõ êîýôôèöèåíòîâ 𝑐𝑖, 𝑏

� èçâåñòíûé âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè.

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ çàäà÷ ìåòîä êîëëîêà�

öèé íåçàâèñèìî îò ñïîñîáîâ äèñêðåòèçàöèè ïðèâîäèò ê ïëîõî îáóñëîâëåííîé

çàäà÷å ëèíåéíîé àëãåáðû (2.7). Íàïðèìåð, äëÿ æåñòêèõ çàäà÷ ÎÄÓ, äëÿ ïà�
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ðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìàëûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîä�

íûõ, äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà è äëÿ

äðóãèõ çàäà÷ ñ ðåøåíèÿìè, îáëàäàþùèìè ñóùåñòâåííûìè îñîáåííîñòÿìè.

Ýòà ïðîáëåìà ñòèìóëèðîâàëà ïîèñê íîâûõ ïîäõîäîâ, êîòîðûå ìîãëè âûé�

òè çà ðàìêè îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ ìåòîäà êîëëîêàöèé. Îäèí èõ òàêèõ ïîä�

õîäîâ áûë ïðåäëîæåí À. Ã. Ñëåïöîâûì [69]. Îäíà èç âîçìîæíûõ òðàêòîâîê

ýòîãî ïîäõîäà àïåëëèðóåò ê òåñíîé ñâÿçè ìåæäó ìåòîäîì êîëëîêàöèé è çà�

äà÷åé èíòåðïîëÿöèè. Â ýòèõ ìåòîäàõ ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèå èùåòñÿ èç óñëî�

âèÿ (2.4), ïðè ýòîì â çàäà÷å èíòåðïîëÿöèè 𝐿 ≡ 1. Òàêèì îáðàçîì, â óçëàõ

èíòåðïîëÿöèè çàäàþòñÿ çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè, à â òî÷êàõ êîëëîêàöèé

çíà÷åíèÿ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà îò èñêîìîé ôóíêöèè. Êàê èçâåñòíî, âîçíè�

êàþùàÿ ïðè èíòåðïîëèðîâàíèè çàäà÷à ëèíåéíîé àëãåáðû ìîæåò áûòü ïëîõî

îáóñëîâëåíà, à â ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè ìîãóò ïîÿâèòüñÿ íåôèçè÷íûå îñ�

öèëëÿöèè. Åñëè òðåáîâàíèå òî÷íîãî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé èíòåðïîëÿöèè íå

ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì, íàïðèìåð èñõîäíûå äàííûå ñîäåðæàò îøèáêè êà�

êîãî-ëèáî ïðîèñõîæäåíèÿ, ïðåäïî÷òèòåëüíåå ïåðåéòè ê áîëåå îáùåé çàäà÷å

àïïðîêñèìàöèè, íàïðèìåð ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, êîòîðàÿ çà÷à�

ñòóþ ëó÷øå îáóñëîâëåíà è äàåò ðåøåíèå ëó÷øåãî êà÷åñòâà. Âîçíèêàåò åñòå�

ñòâåííîå æåëàíèå ïî àíàëîãèè ïåðåíåñòè ýòó òåõíèêó íà ìåòîä êîëëîêàöèé.

Äëÿ ýòîãî íóæíî ïîíÿòü, ìîãóò ëè óðàâíåíèÿ êîëëîêàöèé áûòü âûïîëíåíû

íåòî÷íî. Íàïîìíèì, ÷òî öåëüþ ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçà�

öèÿ íîðìû íåâÿçêè íà âñåé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, à íå òîëüêî â çàäàííûõ òî÷�

êàõ. Â ýòîì ñìûñëå, óñëîâèåì òî÷íîãî ðàâåíñòâà íåâÿçêè íóëþ â íåêîòîðûõ

çàäàííûõ òî÷êàõ ìîæíî ïîæåðòâîâàòü, åñëè ïðè ýòîì íîðìà íåâÿçêè íå óâå�

ëè÷èòñÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÑËÀÓ áóäåò ëó÷øå îáóñëîâëåíà è ïðèáëèæåííîå

ðåøåíèå áóäåò îáëàäàòü ëó÷øèìè ñâîéñòâàìè.

À. Ã. Ñëåïöîâ ïðåäëîæèë ïðè äèñêðåòèçàöèè äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è

âûïèñûâàòü переопределенную ÑËÀÓ îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ êîýôôèöèåí�

òîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ 𝑐𝑖. Ïåðåîïðåäåëåíèå äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò óâå�
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ëè÷åíèÿ ÷èñëà òî÷åê êîëëîêàöèé 𝑥̄𝑐𝑜𝑙, ãðàíè÷íûõ òî÷åê 𝑥̄𝑏𝑛𝑑 è óñëîâèé ñî�

ãëàñîâàíèÿ ðåøåíèé íà ãðàíèöàõ ìåæäó ïîäîáëàñòÿìè. Ïðè ýòîì ðåøåíèè

ïîëó÷åííîé ÑËÀÓ ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîãî âûáðàí�

íîãî ôóíêöèîíàëà íåâÿçêè. Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä êîëëîêàöèé, â êîòîðîì

îïðåäåëÿþùàÿ ÑËÀÓ ïåðåîïðåäåëåíà, áûë íàçâàí методом коллокаций и

наименьших невязок.

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, óäîáíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ìèíèìè�

çèðóåòñÿ ñóììà êâàäðàòîâ íåâÿçîê âñåõ óðàâíåíèé ïåðåîïðåäåëåííîé îïðå�

äåëÿþùåé ÑËÀÓ

‖𝐴𝑐− 𝑏‖22 → min . (2.8)

Òàêèì îáðàçîì, ïî àíàëîãèè ñ çàäà÷åé ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè, ðåøåíèå ñè�

ñòåìû ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå наименьших квадратов. Ïðè ýòîì, åñëè êîëè�

÷åñòâî óðàâíåíèé ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ, òî óñëîâèå (2.8) ýêâèâà�

ëåíòíî (2.7). Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèÿ çàäà÷

àïïðîêñèìàöèè è êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðè�

ìåíåíèå óñëîâèÿ (2.8) ïîçâîëÿåò ñâåñòè ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ê ëó÷øå

îáóñëîâëåííîé ÑËÀÓ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì ïðèìåíåíèÿ òðàäèöèîííîãî

ìåòîäà êîëëîêàöèé.

Èòàê, â îòëè÷èå îò ìåòîäà êîëëîêàöèé èçëîæåííûé ïîäõîä ïîñòðîåíèÿ

ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî çäåñü âûïèñûâàåòñÿ ïåðåîïðå�

äåëåííàÿ ÑËÀÓ, à åå ðåøåíèå ìèíèìèçèðóåò ñóììó êâàäðàòîâ íåâÿçîê âñåõ

óðàâíåíèé äèñêðåòíîé çàäà÷è.

Ïåðåéäåì ê áîëåå ïîäðîáíîìó îïèñàíèþ ìåòîäà ÊÍÍ.

2.2. Метод коллокаций и наименьших невязок

Ïðîäîëæèì ðàññìîòðåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.1)�(2.2). Ðàçîáúåì îáëàñòü

Ω íà ïîäîáëàñòè Ω𝑘 (𝑘 = 1, . . . , 𝐾) ñ êóñî÷íî-ãëàäêèìè ãðàíèöàìè 𝜕Ω𝑘 òàê,

÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ Ω𝑘 ∩Ω𝑙 = ∅ ïðè 𝑘 ̸= 𝑙, è Ω =
⋃︀𝐾

𝑘=1Ω
𝑘
. Íàçîâåì
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òàêîå ðàçáèåíèå îáëàñòè ñåòêîé, à ïîäîáëàñòè � ÿ÷åéêàìè ñåòêè.

Â êàæäîé ÿ÷åéêå ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

𝑢𝑘(𝑥̄) =
𝑁𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝑐𝑘𝑖 𝜑
𝑘
𝑖 (𝑥̄), 𝑥̄ ∈ Ω𝑘. (2.9)

Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé 𝜑𝑘
𝑖 â ìåòîäå ÊÍÍ îáû÷íî ïðèìåíÿþò ïîëè�

íîìû, ò.å. ðåøåíèå â îáëàñòè Ω àïïðîêñèìèðóåòñÿ êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîé

ôóíêöèåé. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ 𝑐𝑘𝑖 â ÿ÷åéêå Ω
𝑘 çà�

ïèñûâàþòñÿ òðè âèäà óðàâíåíèé:

∙ óðàâíåíèÿ êîëëîêàöèé � òðåáîâàíèå âûïîëíåíèÿ èñõîäíûõ óðàâíåíèé

â òî÷êàõ êîëëîêàöèé {𝑥̄𝑘𝑐𝑜𝑙}

𝐿𝑢𝑘(𝑥̄𝑘𝑐𝑜𝑙) = 𝑓(𝑥̄𝑘𝑐𝑜𝑙), 𝑥𝑘𝑐𝑜𝑙 ∈ Ω𝑘; (2.10)

∙ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ � êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â

çàäàííûõ òî÷êàõ {𝑥̄𝑘𝑏𝑛𝑑}, íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê 𝜕Ω𝑘, ïðèëåãàþùèõ ê ãðà�

íèöå îáëàñòè Ω

𝐿𝑏𝑛𝑑𝑢
𝑘(𝑥̄𝑘𝑏𝑛𝑑) = 𝑔(𝑥̄𝑘𝑏𝑛𝑑), 𝑥𝑘𝑏𝑛𝑑 ∈ 𝜕Ω𝑘 ∩ 𝜕Ω; (2.11)

Òî÷êè ïîñòàíîâêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé {𝑥̄𝑘𝑏𝑛𝑑} íàçîâåì граничными точ­

ками.

∙ óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ � óñëîâèÿ ñêëåéêè ðåøåíèé (𝐿𝑚𝑎𝑡) â ñîñåäíèõ

ÿ÷åéêàõ â çàäàííûõ òî÷êàõ {𝑥̄𝑘𝑚𝑎𝑡} íà ãðàíèöå ìåæäó íèìè

𝐿𝑚𝑎𝑡𝑢
𝑘(𝑥̄𝑘𝑚𝑎𝑡) = 𝐿𝑚𝑎𝑡𝑢

𝑎𝑑𝑗(𝑥̄𝑘𝑚𝑎𝑡), 𝑥𝑘𝑚𝑎𝑡 ∈ 𝜕Ω𝑘 ∩ 𝜕Ω𝑎𝑑𝑗, (2.12)

ãäå 𝑢𝑎𝑑𝑗 � ðåøåíèå â ñîñåäíåé ÿ÷åéêå Ω𝑎𝑑𝑗. Òî÷êè ïîñòàíîâêè óñëîâèé

ñîãëàñîâàíèÿ {𝑥̄𝑘𝑚𝑎𝑡} íàçîâåì точками согласования.

Â êà÷åñòâå óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ 𝐿𝑚𝑎𝑡 ïðè àïïðîêñèìàöèè ãëàäêèõ ðå�

øåíèé â òî÷êàõ ñîãëàñîâàíèÿ îáû÷íî òðåáóþò íåïðåðûâíîñòü ñàìîãî ðåøå�

íèÿ è íåîáõîäèìîãî ÷èñëà åãî ïðîèçâîäíûõ ïî íîðìàëè ê ðàññìàòðèâàåìîé
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ãðàíèöå ÿ÷åéêè. Â ñëó÷àå ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëü�

íîé çàäà÷è óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ äîëæíû àïïðîêñèìèðîâàòü çàêîíû ñîõðà�

íåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò îáîáùåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ïðè âûáîðå

òîãî èëè èíîãî âèäà óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî îíè íå

äîëæíû ïðîòèâîðå÷èòü îïðåäåëåíèþ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Òî åñòü, ïðè

àïïðîêñèìàöèè ãëàäêèõ ðåøåíèé â óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ, êðîìå òðåáîâàíèÿ

íåïðåðûâíîñòè ðåøåíèÿ, ìîæíî âêëþ÷àòü òðåáîâàíèÿ íåïðåðûâíîñòè ïðîèç�

âîäíûõ è èõ êîìáèíàöèé. À ïðè àïïðîêñèìàöèè îáîáùåííûõ ðåøåíèé óñëî�

âèÿ ñîãëàñîâàíèÿ äîëæíû äîïóñêàòü òå ðàçðûâû ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ è

åãî ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûå ìîæåò èìåòü ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.

Ñîâîêóïíîñòü âñåõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

â êîíêðåòíîé ÿ÷åéêå äëÿ êðàòêîñòè íàçîâåì локальной ÑËÀÓ. À îáúåäèíå�

íèå âñåõ ëîêàëüíûõ ÑËÀÓ äèñêðåòíîé çàäà÷è, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ïðèáëè�

æåííîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è, íàçîâåì глобальной ÑËÀÓ. Åñëè ðåøåíèå

äèñêðåòíîé çàäà÷è ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è, òî ðå�

øåíèå ëîêàëüíîé ÑËÀÓ îïðåäåëÿåò ðåøåíèå â ÿ÷åéêå, êîòîðîå ñõîäèòñÿ ê

ëîêàëüíîìó ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è. Â ìåòîäå ÊÍÍ íåò ñòðîãèõ

óñëîâèé íà ñòåïåíü ïåðåîïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîé ÑËÀÓ âûøåïåðå÷èñëåííû�

ìè óðàâíåíèÿìè. Âàæíî, ÷òîáû ïåðåîïðåäåëåííàÿ ÑËÀÓ îáëàäàëà ïîëíûì

ðàíãîì, ò.å. èìåëà ðåøåíèå â ñìûñëå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïðè ýòîì, êàê

ïðàâèëî, ÷ðåçìåðíîå óâåëè÷åíèå ÷èñëà óðàâíåíèé, êîòîðîå ïðèâîäèò ê äî�

ïîëíèòåëüíûì âû÷èñëèòåëüíûì çàòðàòàì, íà ñâîéñòâà ïðèáëèæåííîãî ðå�

øåíèÿ âëèÿåò íåçíà÷èòåëüíî. Îáû÷íî â ìåòîäå ÊÍÍ ÷èñëî óðàâíåíèé íå

ïðåâûøàåò ÷èñëî íåèçâåñòíûõ áîëåå ÷åì â ïîëòîðà-äâà ðàçà.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïåðåîïðåäåëåííîé ÑËÀÓ â ñìûñëå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

ïðèìåíÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûå ìåòîäû 𝑄𝑅-ðàçëîæåíèÿ å¼ ìàòðèöû. Ïðè îò�

ñóòñòâèè îøèáîê îêðóãëåíèÿ îíè äàþò òî æå ñàìîå ðåøåíèå, ÷òî è ìåòîä

íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ [38]. Îäíàêî îðòîãîíàëüíûå ìåòîäû â îòëè÷èå îò

ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íå óõóäøàþò îáóñëîâëåííîñòü èñõîäíîé ìàò�
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ðèöû, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíû ê îøèáêàì îêðóãëåíèÿ, ÷òî

îñîáåííî âàæíî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ ïëîõî îáóñëîâëåííûìè ÑËÀÓ.

Â ìåòîäå ÊÍÍ ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû âðàùåíèé Ãèâåíñà è îòðàæåíèé Õà�

óñõîëäåðà ñ âûáîðîì ãëàâíîãî ýëåìåíòà [38]. Èõ ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ àí�

íóëèðîâàíèå âñåõ ïîääèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû, ò.å.

ýëåìåíòîâ, íàõîäÿùèõñÿ íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè. Â ìåòîäå Ãèâåíñà ïðè ïî�

ìîùè óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû âðàùåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî àí�

íóëèðóåòñÿ êàæäûé ïîääèàãîíàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû. Â ìåòîäå îòðàæå�

íèé Õàóñõîëäåðà íà êàæäîì øàãå àííóëèðóþòñÿ âñå ïîääèàãîíàëüíûå ýëå�

ìåíòû îòäåëüíîãî ñòîëáöà. Íà ïðàêòèêå ìåòîä Õàóñõîëäåðà çà÷àñòóþ òðåáó�

åò ìåíüøåå ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé, îñîáåííî â ñëó÷àå ñóùåñòâåííî

ïåðåîïðåäåëåííûõ ñèñòåì [38].

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ áåç îñîáåííîñòåé, äëÿ êîòîðûõ äîñòàòî÷íóþ òî÷íîñòü

ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ìàëîì ÷èñëå ÿ÷ååê, îðòîãîíàëüíûå ìåòîäû ïðèìåíÿþò�

ñÿ íåïîñðåäñòâåííî äëÿ ðåøåíèÿ ãëîáàëüíîé ÑËÀÓ. Â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷à�

ÿõ ïðè ñòðåìëåíèè äîñòè÷ü ëó÷øåé òî÷íîñòè îáëàñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè�

õîäèòñÿ ïîêðûâàòü ñåòêîé ñ áîëüøèì ÷èñëîì ìåëêèõ ÿ÷ååê. Ïðè ýòîì âîçíè�

êàåò ãëîáàëüíàÿ ÑËÀÓ áîëüøèõ ðàçìåðîâ, êîòîðóþ çàòðóäíèòåëüíî ðåøèòü

íàïðÿìóþ îïèñàííûìè ìåòîäàìè èç-çà íàêîïëåíèÿ ïîãðåøíîñòè îêðóãëåíèé

è äëèòåëüíîãî âðåìåíè ðàñ÷åòà. Ïîýòîìó â ìåòîäå ÊÍÍ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä

äåêîìïîçèöèè îáëàñòè � ìåòîä èòåðàöèé ïî ïîäîáëàñòÿì [20]. Â íåì ðåøå�

íèå äèñêðåòíîé çàäà÷è ìîæíî ïîëó÷èòü èòåðàöèîííî. Ïðè äåêîìïîçèöèè

â êà÷åñòâå ïîäîáëàñòè ìîæíî âûáðàòü êàê îòäåëüíóþ ÿ÷åéêó, òàê è ëþáîå

îáúåäèíåíèå èç ìíîæåñòâà ñîñåäíèõ ÿ÷ååê. Êàæäàÿ èòåðàöèÿ ïðåäñòàâëÿ�

åò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîå ðåøåíèå çàäà÷ âî âñåõ ïîäîáëàñòÿõ ðàñ÷åòíîé

îáëàñòè. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ êîëëîêàöèé è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íå çàâèñÿò

îò ïðåäûäóùèõ èòåðàöèé (åñëè îíè ëèíåéíû), à óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ íà

ãðàíèöàõ ìåæäó ñîñåäíèìè ïîäîáëàñòÿìè çàïèñûâàþòñÿ ñ ó÷åòîì ïîñëåäî�

âàòåëüíîñòè âû÷èñëåíèé. Íàïðèìåð, óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè è åå
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ïåðâîé ïðîèçâîäíîé íà ãðàíèöå ÿ÷åéêè Ω𝑘 çàïèøåòñÿ â âèäå

𝑢̃𝑘 + 𝑝1
𝜕𝑢̃𝑘

𝜕𝑛
= 𝑢𝑎𝑑𝑗 + 𝑝1

𝜕𝑢𝑎𝑑𝑗

𝜕𝑛
, (2.13)

ãäå 𝑢̃𝑘 � èñêîìîå ðåøåíèå â ÿ÷åéêå íà òåêóùåé èòåðàöèè; 𝑢𝑎𝑑𝑗 � ðåøåíèå

â ñîñåäíåé ÿ÷åéêå íà òåêóùåé èòåðàöèè, åñëè ðåøåíèå â íåé óæå �ðàññ÷èòà�

íî�, è íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (çàâèñèò îò ñïîñîáà

îáõîäà ïîäîëàñòåé); 𝑛 � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå Ω𝑘. Äëÿ çàäà÷ ìåõà�

íèêè ïëàñòèí, êîòîðûå ìîãóò ñîäåðæàòü â óðàâíåíèÿõ ïðîèçâîäíûå âïëîòü

äî 4-ãî ïîðÿäêà äîïîëíèòåëüíî ìîæíî ïîòðåáîâàòü íåïðåðûâíîñòü ëèíåéíîé

êîìáèíàöèè 2-îé è 3-åé ïðîèçâîäíûõ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è:

𝜕2𝑢̃𝑘

𝜕𝑛2
+ 𝑝2

𝜕3𝑢̃𝑘

𝜕𝑛3
=

𝜕2𝑢𝑎𝑑𝑗

𝜕𝑛2
+ 𝑝2

𝜕3𝑢𝑎𝑑𝑗

𝜕𝑛3
. (2.14)

Çäåñü 𝑝1, 𝑝2 � âåñîâûå êîýôôèöèåíòû ïðè îòäåëüíûõ ñëàãàåìûõ â óñëîâèÿõ

ñîãëàñîâàíèÿ. Âûáîð èõ çíà÷åíèé â íåêîòîðûõ ïðåäåëàõ âëèÿåò íà ñâîéñòâà

ãëàäêîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðî�

öåññà.

Ïàðàìåòðû ðàçìåðîâ ÿ÷ååê, êîîðäèíàòû òî÷åê êîëëîêàöèé, òî÷åê çàïèñè

óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ è êðàåâûõ óñëîâèé, âåñîâûå ìíîæèòåëè ïðè îòäåëüíûõ

ñëàãàåìûõ è óðàâíåíèÿõ â ïåðåîïðåäåëåííîé ÑËÀÓ áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåò�

ðàìè äèñêðåòèçàöèè. Çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ âëèÿþò íà âû÷èñëèòåëüíûé

ïðîöåññ è ñâîéñòâà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Îïûò ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ÊÍÍ,

ïîêàçûâàåò, ÷òî äàæå â ñëó÷àå ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ îñîáåííîñòÿìè, íàïðèìåð,

çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà ñóùå�

ñòâóþò äîñòàòî÷íî áîëüøèå îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ äèñêðåòèçàöèè,

ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå äèñêðåòíîé çàäà÷è ñõîäèòñÿ. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ

êàæäîé çàäà÷è ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äèñêðåòèçàöèè, êîòîðûå

îáåñïå÷èâàþò ëó÷øóþ òî÷íîñòü è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðî�

öåññà ïî ñðàâíåíèþ ñî �ñòàíäàðòíûìè� çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ.

Äëÿ óñêîðåíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà â ìåòîäå ÊÍÍ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä

óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèé, èñïîëüçóþùèé ïîäïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà.
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Â ýòîì ìåòîäå ÷åðåç îïðåäåëåííîå ÷èñëî øàãîâ ê òåêóùåìó ïðèáëèæåíèþ äî�

áàâëÿåòñÿ ïîïðàâêà, ÿâëÿþùàÿñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ íåñêîëü�

êèõ ïðåäûäóùèõ ïðèáëèæåíèé. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå âàðèàíòà ýòîãî ìåòîäà

äàíî â [48,81].

Ìåòîä ÊÍÍ ìîæíî ïðèìåíÿòü â îáëàñòÿõ íåêàíîíè÷åñêîé ôîðìû íà ðå�

ãóëÿðíûõ è íåðåãóëÿðíûõ ñåòêàõ. Íî äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðîäåìîíñòðèðóåì

òåõíîëîãèþ ïîñòðîåíèÿ ôîðìóë ìåòîäà ÊÍÍ íà ïðîñòîì ïðèìåðå. Ðàññìîò�

ðèì çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè Ω =

[0, 𝑎]× [0, 𝑏] [46]

𝜕2𝑢

𝜕𝑥21
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑥22
= 𝑓(𝑥1, 𝑥2), (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω, (2.15)

𝑢 = 𝑔(𝑥1, 𝑥2), (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝜕Ω. (2.16)

Îáëàñòü Ω ïîêðûâàåòñÿ ñåòêîé ñ ïðÿìîóãîëüíûìè ÿ÷åéêàìè Ω𝑘. Äëÿ

óäîáñòâà â êàæäîé ÿ÷åéêå Ω𝑘 ââîäÿòñÿ ëîêàëüíûå íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå

(𝑦𝑘1 , 𝑦
𝑘
2), êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ãëîáàëüíûìè ïåðåìåííûìè (𝑥1, 𝑥2) â äåêàðòîâîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò ôîðìóëàìè

𝑦𝑘1 =
𝑥1 − 𝑥*𝑘1

ℎ𝑘
1

, 𝑦𝑘2 =
𝑥2 − 𝑥*𝑘2

ℎ𝑘
2

,

ãäå 2ℎ𝑘
1, 2ℎ

𝑘
2 � ðàçìåðû ÿ÷ååê â íàïðàâëåíèÿõ 𝑥1 è 𝑥2, (𝑥

*𝑘
1 , 𝑥*𝑘2 ) � öåíòðû

ÿ÷ååê. Ëîêàëüíûå ïåðåìåííûå âûáðàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî â êàæäîé ÿ÷åéêå

𝑦𝑘1 ∈ [−1, 1], 𝑦𝑘2 ∈ [−1, 1].

Ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå 𝑢𝑘 â êàæäîé ÿ÷åéêå Ω𝑘 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

ïîëíîãî ïîëèíîìà ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè 𝑝 îòíîñèòåëüíî äâóõ ïåðåìåííûõ

Äàëåå, ðàññìàòðèâàÿ êîíêðåòíóþ ÿ÷åéêó, äëÿ êðàòêîñòè èíäåêñ 𝑘 îïóñòèì.

Îáû÷íî, â ìåòîäå ÊÍÍ òî÷êè êîëëîêàöèé ðàñïîëîæåíû ðàâíîìåðíî âíóò�

ðè ÿ÷åéêè, à òî÷êè ñîãëàñîâàíèÿ è ãðàíè÷íûå òî÷êè ðàñïîëîæåíû ðàâíî�

ìåðíî íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíèöàõ ÿ÷åéêè (ðèñóíîê 2.1). Âîñïîëüçóåìñÿ

ìåòîäîì äåêîìïîçèöèè. Ïóñòü ïîäîáëàñòü äåêîìïîçèöèè ñîâïàäàåò ñ ÿ÷åé�
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Ðèñóíîê 2.1 � Ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê çàïèñè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, óðàâ�

íåíèé êîëëîêàöèé è óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ

êîé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà ãðàíèöàõ ÿ÷ååê â êà÷åñòâå óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ

èñïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ àíàëîãè÷íûå (2.13).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ â òî÷êàõ êîëëîêàöèé âû�

ïèøåì óðàâíåíèÿ êîëëîêàöèé â ëîêàëüíûõ ïåðåìåííûõ

1

ℎ2
1

𝜕2𝑢

𝜕𝑦21
+

1

ℎ2
2

𝜕2𝑢

𝜕𝑦22
= 𝑓(𝑥1(𝑦1, 𝑦2), 𝑥2(𝑦1, 𝑦2)). (2.17)

Â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ � êðàåâûå óñëîâèÿ

𝑢 = 𝑔(𝑥1(𝑦1, 𝑦2), 𝑥2(𝑦1, 𝑦2)). (2.18)

Íà ãðàíèöàõ ìåæäó ÿ÷åéêàìè â òî÷êàõ ñîãëàñîâàíèÿ çàïèøåì óñëîâèÿ

𝑢+ 𝑝1
1

ℎ𝑛

𝜕𝑢

𝜕𝑛
= 𝑢𝑎𝑑𝑗 + 𝑝1

1

ℎ𝑛

𝜕𝑢𝑎𝑑𝑗

𝜕𝑛
, (2.19)

ãäå ℎ𝑛 = ℎ1, åñëè 𝑛 = 𝑦1, è ℎ𝑛 = ℎ2, åñëè 𝑛 = 𝑦2.

Îòìåòèì, ÷òî çàïèñü óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ íà ãðàíèöå ìåæäó äâóìÿ ÿ÷åé�

êàìè áóäåò ðàçëè÷àòüñÿ çíàêàìè ïåðåä âòîðûìè ñëàãàåìûìè â (2.19) â êàæ�

äîé èç äâóõ ÿ÷ååê ñ îáùåé ãðàíèöåé. Íàïðèìåð, íà âåðòèêàëüíîé ãðàíèöå
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äëÿ ÿ÷åéêè ñëåâà îò ýòîé ãðàíèöû íàïðàâëåíèå âíåøíåé íîðìàëè 𝑛 ñîâïàäà�

åò ñ íàïðàâëåíèåì îñè 𝑦1, ïîýòîìó ïåðåä óêàçàííûìè ñëàãàåìûìè â çàïèñè

óñëîâèÿ áóäåò çíàê �+�, à äëÿ ÿ÷åéêè ñïðàâà îò ýòîé ãðàíèöû íàïðàâëåíèå

âíåøíåé íîðìàëè 𝑛 ê åå ãðàíèöå ïðîòèâîïîëîæíî îñè 𝑦1, è ïåðåä óêàçàííûìè

ñëàãàåìûìè çíàê ���. Ýòî îáåñïå÷èâàåò ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü â ãëîáàëü�

íîé ÑËÀÓ óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ, çàïèñàííûõ â îäíîé è òîé æå òî÷êå â äâóõ

ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ.

Èç âûøåïåðå÷èñëåííûõ óðàâíåíèé, çàïèñàííûõ â òî÷êàõ ñ êîíêðåòíû�

ìè êîîðäèíàòàìè, â ÿ÷åéêå Ω𝑘 ñôîðìèðóåì ïåðåîïðåäåëåííóþ ëîêàëüíóþ

ÑËÀÓ

𝐴𝑘𝑐𝑘𝑖 = 𝑏𝑘. (2.20)

Îíà èìååò íåáîëüøîé ðàçìåð è äëÿ åå ðåøåíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðÿ�

ìûìè ìåòîäàìè (íàïðèìåð ìåòîäîì Õàóñõîëäåðà). Â èòîãå ðåøåíèå äèñêðåò�

íîé çàäà÷è ñâåëîñü ê îñóùåñòâëåíèþ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, â êîòîðîì îä�

íà èòåðàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîå ðåøåíèå êàæäîé ëîêàëü�

íîé ÑËÀÓ. Îêîí÷àíèå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïðîèñõîäèò ïðè âûïîëíåíèè

óñëîâèÿ

max
𝑘,𝑖

⃒⃒
𝑐𝑘𝑖 − 𝑐𝑘𝑖

⃒⃒
< 𝜀, (2.21)

ãäå 𝑐𝑘𝑖 � çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà 𝑐𝑘𝑖 íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè, 𝜀 � ïñåâäî�

ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ. Ïñåâäîïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ 𝜀 ñâÿçàíà ñ òî÷íîñòüþ

ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, à âûáîð å¼ çíà÷åíèÿ çàâèñèò îò êîíêðåòíîé çàäà÷è.

Çàêàí÷èâàÿ îïèñàíèå ìåòîäà ÊÍÍ, ñëåäóåò îòìåòèòü âàæíóþ ðîëü ìå�

òîäà äåêîìïîçèöèè. Íà ïðàêòèêå ðåøåíèå ÑËÀÓ áîëüøèõ ðàçìåðîâ òðåáó�

åò ñåðüåçíûõ ðåñóðñîâ ïàìÿòè âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû. Ïîýòîìó çà÷àñòóþ

ðåøåíèå çàäà÷, òðåáóþùèõ ïîäðîáíîé äèñêðåòèçàöèè, ïðîâîäÿò íà ñïåöèà�

ëèçèðîâàííûõ êëàñòåðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ, êîòîðûå ìîãóò îáåñ�

ïå÷èòü âû÷èñëèòåëüíûé ïðîöåññ íåîáõîäèìûìè ðåñóðñàìè. Îäíàêî, âî ìíî�

ãèõ ñëó÷àÿõ ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ÷åòû ìîæíî ïðîâîäèòü è íà ïåðñîíàëüíûõ

ÝÂÌ. Ýòî îñîáåííî àêòóàëüíî êîãäà ðàññìàòðèâàåìàÿ ÑËÀÓ ðàçðåæåíà, ò.å.
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èìååò áîëüøîå êîëè÷åñòâî íóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ìåòîä

èòåðàöèé ïî ïîäîáëàñòÿì ïîçâîëÿåò ñâåñòè ðåøåíèå ãëîáàëüíîé ÑËÀÓ ê ïî�

ñëåäîâàòåëüíîñòè ñèñòåì ìåíüøåãî ðàçìåðà. Çà ñ÷åò ýòîãî ìíîãèå çàäà÷è

ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ìîãóò áûòü ðåøåíû ìåòîäîì ÊÍÍ íà ïåðñîíàëüíîé

ÝÂÌ.

Äðóãîå âàæíîå ñâîéñòâî ìåòîäà èòåðàöèé ïî ïîäîáëàñòÿì � åãî âûñîêàÿ

ýôôåêòèâíîñòü ïðè ðàñ÷¼òàõ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòå�

ìàõ. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò ðàñïðåäåëèòü çàäà÷ó ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáðàùå�

íèÿ ëîêàëüíûõ ìàòðèö ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè óçëàìè äëÿ ïàðàëëåëüíîé

ðàáîòû, äîáèâøèñü âûñîêîé çàãðóçêè âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ [57].

Îïèñàííûé ñïîñîá ðåàëèçàöèè ìåòîäà ÊÍÍ (h � ïîäõîäà) ìîæíî íàçâàòü

ñòàíäàðòíûì. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí è îñóùåñòâëåí î÷åðåä�

íîé øàã â ðàçâèòèè ìåòîäà ÊÍÍ, îñíîâàííûé íà ðåàëèçàöèè p � ïîäõîäà.

Ïåðåéäåì ê åãî îïèñàíèþ.

2.3. Модифицированный метод коллокаций и наимень­

ших невязок

Âåðíåìñÿ ê âîïðîñó ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â ïðîåêöè�

îííûõ ìåòîäàõ. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïîâûøåíèå òî÷íîñòè â ìåòîäå êîëëî�

êàöèé äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ 𝑁 â ïðåä�

ñòàâëåíèè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü ëèáî óâåëè÷èâàÿ êî�

ëè÷åñòâî ÿ÷ååê ñåòêè 𝐾 (óìåíüøàÿ ℎ � õàðàêòåðíûé ðàçìåð ÿ÷ååê), ëèáî ïî�

âûøàÿ ñòåïåíü ïîëèíîìà â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ â ÿ÷åéêå (äëÿ ïðîñòîòû

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âî âñåõ ÿ÷åéêàõ èñïîëüçóåòñÿ îäíî è òîæå ïðåäñòàâëå�

íèå ðåøåíèÿ ñòåïåíè 𝑝). Åñëè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 𝑚-ãî

ïîðÿäêà îáëàäàåò äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòüþ, òî ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè

ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â ìåòîäå ÊÍÍ, êàê è â ìåòîäå êîëëîêàöèé, áóäåò
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ðàâíà [112]

||𝑢− 𝑢𝑒𝑥||∞ = 𝑂(ℎ𝑝−𝑚+1), (2.22)

ãäå 𝑢 � ðåøåíèå ïîëó÷åííîå ìåòîäîì êîëëîêàöèé, 𝑢𝑒𝑥 � òî÷íîå ðåøåíèå. Â

ìåòîäå ÊÍÍ 𝑝 îáû÷íî íåâåëèêî, à íåîáõîäèìàÿ òî÷íîñòü äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò

óâåëè÷åíèÿ 𝐾 (óìåíüøåíèÿ ℎ). Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.22) ïî�

ãðåøíîñòü èìååò ñòåïåííîé õàðàêòåð óìåíüøåíèÿ ïðè ìåëü÷åíèè õàðàêòåð�

íîãî ðàçìåðà ñåòêè ℎ. Òàêîé ñïîñîá ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûì, íî

ïðè èñïîëüçîâàíèè î÷åíü ïîäðîáíûõ ñåòîê äëÿ ïîääåðæàíèÿ óäîâëåòâîðè�

òåëüíîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà èíîãäà ïðèõîäèòñÿ â

óñëîâèÿõ ñîãëàñîâàíèÿ òèïà (2.13) ïîäáèðàòü çíà÷åíèÿ âåñîâûõ ïàðàìåòðîâ.

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äèñêðåòèçàöèè, îáåñïå÷èâàþùèõ õîðîøóþ ñêîðîñòü

ñõîäèìîñòè èòåðàöèé, íåîáõîäèìî îïðåäåëÿòü äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà�

÷è.

Åñëè ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.22) îòêàçàòüñÿ îò óâåëè÷åíèÿ 𝐾, ò.å. îò ñåòîê

ñ áîëüøèì ÷èñëîì ÿ÷ååê, òî ïîâûøåíèå òî÷íîñòè ìîæíî äîñòè÷ü óâåëè÷åíè�

åì 𝑝. Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâ ïîëèíîìîâ, ýòî îçíà÷àåò ïðèìå�

íåíèå ïîëèíîìîâ áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé. Åñëè ðåøåíèå îáëàäàåò äîñòàòî÷�

íîé ãëàäêîñòüþ, òî èç (2.22) ñëåäóåò, ÷òî óìåíüøåíèå ïîãðåøíîñòè ïðèìåò

ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð, òàê êàê ℎ ôèêñèðîâàíî, à 𝑝 ðàñòåò. Òàêàÿ âû�

ñîêàÿ ñêîðîñòü óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòè ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ïðåèìóùåñòâîì

𝑝 � ïîäõîäà ïåðåä ℎ � ïîäõîäîì. Îäíàêî, ïðîñòîå óâåëè÷åíèå ñòåïåíè ïîëè�

íîìà â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ ìîæåò ïðèâåñòè ê íåïðåäñêàçóåìûì ðåçóëü�

òàòàì. Âîçíèêàþò îñîáåííîñòè, ñâÿçàííûå êàê ñ òåîðåòè÷åñêèìè àñïåêòàìè

àïïðîêñèìàöèè ïîëèíîìàìè âûñîêèõ ñòåïåíåé, òàê è ñ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëè�

çàöèåé àëãîðèòìà.

Âî-ïåðâûõ, ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîëèíîìîâ âûñîêèõ ñòåïåíåé òðåáóåòñÿ

ñïåöèàëüíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê êîëëîêàöèé. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàâíîìåð�

íî ðàñïðåäåëåííûõ òî÷åê êîëëîêàöèé ñ ðîñòîì 𝑝 òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ðå�

øåíèÿ ìîæåò óõóäøàòüñÿ ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ 𝑝. Àíà�
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ëîãè÷íûé ýôôåêò, íàáëþäàåòñÿ â çàäà÷àõ ïîëèíîìèàëüíîé èíòåðïîëÿöèè.

Íàïðèìåð, ïðè èíòåðïîëèðîâàíèè ôóíêöèè Ðóíãå ñ ðàâíîîòñòîÿùèìè óçëà�

ìè ïðè óâåëè÷åíèè ñòåïåíè èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà ïîãðåøíîñòü èí�

òåðïîëÿöèè ðàñòåò. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â

𝑝 � ïîäõîäå ïðèáåãàþò ê ñïåöèàëüíîìó ðàñïîëîæåíèþ òî÷åê êîëëîêàöèé. Íà�

ïðèìåð, â êà÷åñòâå êîîðäèíàò òî÷åê êîëëîêàöèé â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ìîæíî

èñïîëüçîâàòü êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûø¼âà. Â îáëàñòÿõ ïðîèçâîëüíîé ãåî�

ìåòðè÷åñêîé ôîðìû ïðîáëåìà âûáîðà òî÷åê êîëëîêàöèé, îáåñïå÷èâàþùèõ

ñõîäèìîñòü, íå ðåøåíà äàæå â ñëó÷àå èíòåðïîëÿöèè. Îäíàêî, äëÿ êàíîíè÷å�

ñêèõ îáëàñòåé è èõ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé òàêèå ñïîñîáû ñóùåñòâóþò.

Íàïðèìåð, âûáîð òî÷åê êîëëîêàöèé ñ ïðèìåíåíèåì êîðíåé ïîëèíîìà ×åáû�

ø¼âà îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåíèÿ íà äîñòàòî÷íî øèðîêîì êëàññå

ôóíêöèé [60].

Âî-âòîðûõ, âîçíèêàåò çàäà÷à âûáîðà ïðîñòðàíñòâà áàçèñíûõ ôóíêöèé,

êîòîðîå ïîçâîëèò ðàáîòàòü ñ áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè 𝑝 â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ�

÷åòàõ. Ýëåìåíòû áàçèñà äîëæíû áûòü óñòîé÷èâû ê îøèáêàì îêðóãëåíèÿ

è ñîõðàíÿòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü â ðåàëüíûõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ïðè

áîëüøèõ 𝑝. Ïðè ýòîì âîçíèêàþùàÿ ïåðåîïðåäåëåííàÿ ÑËÀÓ ìîæåò èìåòü

áîëüøîé ðàçìåð, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà ìîæåò áûòü

ïîëíîñòüþ çàïîëíåííîé. Ïîýòîìó âûáðàííûé áàçèñ äîëæåí îáëàäàòü ñâîé�

ñòâîì ìåäëåííîãî ðîñòà ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì,

ïðè óâåëè÷åíèè 𝑝.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî 𝑝 � ïîäõîäà ïåðåä ℎ � ïîäõî-

äîì çàêëþ÷àåòñÿ â áîëåå âûñîêîé ñêîðîñòè óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòè ðåøå�

íèÿ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå äëÿ äîñòèæåíèÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷íîñòè ÷èñëåííûå

ìåòîäû âûñîêîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè òðåáóþò ìåíüøåå ÷èñëî ñâîáîäíûõ

ïàðàìåòðîâ 𝑁 ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäàìè íèçêîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè è

êàê ñëåäñòâèå ìîãóò áûòü áîëåå ýêîíîìè÷íû ïðè ðàñ÷åòàõ. Ïðè ýòîì â îáëà�

ñòÿõ êàíîíè÷åñêèõ ôîðì çà ñ÷åò âûñîêîé òî÷íîñòè 𝑝 � ïîäõîäà ÷àñòî ìîæíî



� 76 �

îòêàçàòüñÿ îò ðàçáèåíèÿ îáëàñòè èëè îãðàíè÷èòüñÿ ìàëûì ÷èñëîì ðàçáèå�

íèé. Îòìåòèì, ÷òî îñîáåííîñòè, ñâÿçàííûå ñ ïîòåðåé ãëàäêîñòè íå ÿâëÿþòñÿ

íåïðåîäîëèìûìè äëÿ ìåòîäîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè. Åñëè óäà�

åòñÿ ëîêàëèçîâàòü îñîáåííîñòü è ïîìåñòèòü åå íà ãðàíèöó äâóõ ïîäîáëàñòåé,

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â êàæäîé ïîäîáëàñòè ðåøåíèå íå èìåëî îñîáåííîñòåé,

òî p � ïîäõîä ìîæåò áûòü óñïåøíî ïðèìåíåí.

Äàëåå ìåòîä ÊÍÍ ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïîëîæåíèåì òî÷åê êîëëîêàöèé è

ïðèìåíåíèåì ïîëèíîìîâ íåâûñîêèõ ñòåïåíåé äëÿ êðàòêîñòè íàçîâåì ñòàí�

äàðòíûì èëè ℎ �ÊÍÍ . Âàðèàíò ñ íåðàâíîìåðíûì ðàñïîëîæåíèåì òî÷åê

êîëëîêàöèé è ñ àïïðîêñèìàöèåé ïîëèíîìàìè âûñîêèõ ñòåïåíåé íàçîâåì мо­

дифицированным ìåòîäîì ÊÍÍ èëè ℎ𝑝 �ÊÍÍ, ïîäðàçóìåâàÿ è 𝑝 �ÊÍÍ â

ñëó÷àå àïïðîêñèìàöèè îäíèì ïîëèíîìîì.

Â ðàññìàòðèâàåìîì âàðèàíòå ìåòîäà ℎ𝑝 �ÊÍÍ áåðóòñÿ ñåòêè ñ ÿ÷åéêà�

ìè êàíîíè÷åñêîé ôîðìû: îòðåçîê, êâàäðàò, êóá. Â îáùåì ñëó÷àå, ìåòîä

ℎ𝑝 �ÊÍÍ ìîæíî ðåàëèçîâàòü íà ñåòêàõ ñ ÿ÷åéêàìè, êîòîðûå ìîãóò áûòü

êîíôîðìíî îòîáðàæåíû íà ñîîòâåòñòâóþùóþ êàíîíè÷åñêóþ îáëàñòü. Íàïîì�

íèì, ÷òî â ìåòîäå ÊÍÍ, â êàæäîé ÿ÷åéêå ââîäèòñÿ ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êî�

îðäèíàò, òàêàÿ ÷òî ëîêàëüíûå ïåðåìåííûå èçìåíÿþòñÿ îò -1 äî 1. Â ìåòîäå

ℎ𝑝 �ÊÍÍ êîîðäèòíàòû òî÷åê êîëëîêàöèé âûáèðàþòñÿ êàê êîðíè ìíîãî÷ëåíà

×åáûø¼âà. Èñïîëüçîâàíèå êîðíåé ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûø¼âà â êà÷åñòâå òî÷åê

êîëëîêàöèé ïîçâîëÿåò äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà ðåøåíèé äèôôåðåí�

öèàëüíûõ çàäà÷ îáåñïå÷èòü ñõîäèìîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó ïðè

àïïðîêñèìàöèè ïîëèíîìàìè âûñîêèõ ñòåïåíåé. Íàïðèìåð, èíòåðïîëÿöèîí�

íûé ïðîöåññ, îñíîâàííûé íà ÷åáûøåâñêèõ ñåòêàõ ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî äëÿ

ëþáîé ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ Äèíè-Ëèïøèöà, ÷àñòíûì ñëó÷à�

åì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîå óñëîâèå Ëèïøèöà [60,82].

Â îáùåì ñëó÷àå âûáîð òî÷åê êîëëîêàöèé è âûáîð áàçèñà íå îïðåäåëåí îä�

íîçíà÷íî. Íàïðèìåð, âìåñòî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà ×åáûø¼âà ìîæíî èñïîëüçî�

âàòü òî÷êè ýêñòðåìóìà ìíîãî÷ëåíà ×åáûø¼âà, äîïîëíåííûå òî÷êàìè �1 è 1.
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Â çàïàäíîé ëèòåðàòóðå äëÿ ýòèõ òî÷åê ïðèíÿò òåðìèí � óçëû Ãàóññà-Ëîáàò�

òî. Òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîðíè ìíîãî÷ëåíà Ëåæàíäðà èëè ×åáûø¼âà

âòîðîãî ðîäà, à ñàìè ýòè ôóíêöèè â êà÷åñòâå áàçèñà. Íàïðèìåð, äëÿ ïåðèî�

äè÷åñêèõ ôóíêöèé íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ

â âèäå ðÿäà Ôóðüå ñ ðàâíîìåðíîé ñåòêîé òî÷åê êîëëîêàöèé. Â ðåäêèõ ñëó�

÷àÿõ èñïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè, òàêèå êàê ìíîãî÷ëåíû Ëàããåðà,

Ýðìèòà, ñôåðè÷åñêèå ãàðìîíèêè [88] è èõ ìîäèôèêàöèè. Â ìåòîäå ℎ𝑝 �ÊÍÍ

èñïîëüçóþòñÿ ìíîãî÷ëåíû ×åáûø¼âà è èõ êîðíè, êàê íàèáîëåå ïðîñòîé è

óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá ðåàëèçàöèè 𝑝 � ïîäõîäà.

Ìåòîä êîëëîêàöèé, â êîòîðîì â êà÷åñòâå òî÷åê êîëëîêàöèé âûáðàíû êîð�

íè ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûø¼âà â çàïàäíîé ëèòåðàòóðå íîñèò íàçâàíèå ïñåâäî�

ñïåêòðàëüíîãî ìåòîäà [88], à â îòå÷åñòâåííîé íàó÷íîé øêîëå � îðòîãîíàëü�

íîé êîëëîêàöèè [18]. Òàêæå ïðèìåíåíèå ïîëèíîìîâ âûñîêèõ ñòåïåé ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðèè ìåòîäîâ áåç íàñûùåíèÿ (íåíàñû�

ùåíèÿ).

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, â îòëè÷èå îò ìåòîäà êîëëîêàöèé â ìåòîäå ÊÍÍ

ìèíèìèçèðóåòñÿ ôóíêöèîíàë íåâÿçêè, ÷òî ïîçâîëÿåò â ìåòîäå ℎ𝑝 �ÊÍÍ ñî�

÷åòàòü äîñòîèíñòâà ìåòîäà ÊÍÍ è ìåòîäîâ áåç íàñûùåíèÿ.

Îñíîâíûå îòëè÷èÿ ℎ𝑝 �ÊÍÍ îò ℎ �ÊÍÍ çàêëþ÷àþòñÿ â ñïåöèàëüíîì ðàñ�

ïîëîæåíèè òî÷åê êîëëîêàöèé è ñïîñîáå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ â ÿ÷åéêå.

Òåõíîëîãèÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà äåêîìïîçèöèè â îáîèõ âàðèàíòàõ ìåòîäà àíà�

ëîãè÷íà. Ïîýòîìó îòëè÷èÿ ìîæíî îïèñàòü íà ïðèìåðå îòäåëüíîé ÿ÷åéêè. Âî

ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, ïðåäñòàâëåííûõ íèæå, âûñîêàÿ òî÷íîñòü ìåòîäà ℎ𝑝 �ÊÍÍ

ïîçâîëÿåò îòêàçàòüñÿ îò äåêîìïîçèöèè íà ÿ÷åéêè, ðàññìàòðèâàÿ îáëàñòü êàê

îäíó ÿ÷åéêó (𝑝 �ÊÍÍ).

2.3.1. Одномерный случай

Íàïîìíèì, ÷òî âåëè÷èíà 𝑁𝑘 åñòü êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåí�

òîâ 𝑐𝑖 â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ â ÿ÷åéêå Ω
𝑘, ò.å. ðåøåíèå àïïðîêñèìèðóåòñÿ
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ïîëèíîìîì ñòåïåíè 𝑁𝑘 − 1

𝑢(𝑦) =
𝑁𝑘−1∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖 𝜑𝑖(𝑦), 𝑦 ∈ [−1; 1], (2.23)

ãäå 𝜑𝑖(𝑦) � èçâåñòíûå ïîëèíîìû. Ïóñòü êîëè÷åñòâî òî÷åê êîëëîêàöèé {𝑦𝑐𝑜𝑙}

òàêæå ðàâíî 𝑁𝑘 è â êà÷åñòâå èõ êîîðäèíàò âûáåðåì 𝛼𝑖 � êîðíè ìíîãî÷ëåíà

×åáûø¼âà ïåðâîãî ðîäà ñòåïåíè 𝑁𝑘, îáîçíà÷åííîãî 𝑇𝑁𝑘(𝑦). Òàêèì îáðàçîì,

â îïèñàííîì âàðèàíòå ìåòîäà ℎ𝑝 �ÊÍÍ êîëè÷åñòâî òî÷åê êîëëîêàöèé ñîâïà�

äàåò ñ êîëè÷åñòâîì ñòåïåíåé ñâîáîäû áàçèñà, à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è óñëîâèÿ

ñîãëàñîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê ïåðåîïðåäåëåíèþ ëîêàëüíîé ÑËÀÓ â ÿ÷åéêå.

Â ñòàíäàðòíîì ìåòîäå ÊÍÍ, â êîòîðîì èñïîëüçóþòñÿ ïîëèíîìû íåâûñî�

êîé ñòåïåíè, â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé èñïîëüçóþòñÿ ìîíîìû

𝜑𝑖(𝑦) = 𝑦𝑖, 𝑖 = 0, . . . , 𝑁𝑘 − 1. (2.24)

Òàêîé âûáîð óäîáåí, òàê êàê ïðåäñòàâëåíèå (2.23) ñ ó÷åòîì (2.24) ìîæåò

áûòü ëåãêî ïðîäèôôåðåíöèðîâàíî è ïðîèíòåãðèðîâàíî â àíàëèòè÷åñêîì âè�

äå. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ íåáîëüøîå ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé äëÿ âû�

÷èñëåíèÿ åãî çíà÷åíèÿ. Ïðè îïèñàííûõ ïðåèìóùåñòâàõ ýòîò áàçèñ èìååò

ïðèíöèïèàëüíûå íåäîñòàòêè. Ñ óâåëè÷åíèåì 𝑁𝑘 ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ëî�

êàëüíîé ÑËÀÓ áûñòðî ðàñòåò, è, ñëåäîâàòåëüíî, âîçíèêàþò áîëüøèå îøèá�

êè îêðóãëåíèÿ â ðåçóëüòàòå å¼ ðåøåíèÿ. Òàêæå èç-çà îøèáîê îêðóãëåíèÿ

ìîæåò áûòü íàðóøåíà ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü áàçèñíûõ ôóíêöèé. Îïèñàí�

íûå íåäîñòàòêè ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî ñòàíäàðòíûé áàçèñ ìåòîäà ÊÍÍ íå

ïðèìåíÿåòñÿ â ìåòîäå ℎ𝑝 �ÊÍÍ.

Âûäåëèì äâà ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿò ðàáî�

òàòü ñ ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèé âûñîêîãî ïîðÿäêà. Ïåðâûé îñíîâàí

íà èäåÿõ ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà Ëàãðàíæà. Â êà÷åñòâå

áàçèñíûõ ôóíêöèé âûáèðàþòñÿ ïîëèíîìû 𝐿𝑖 (𝑖 = 0, . . . , 𝑁𝑘 − 1) ñòåïåíè
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𝑁𝑘 − 1 òàêèå, ÷òî

𝐿𝑖(𝑦) =

⎧⎪⎨⎪⎩1, åñëè 𝑦 = 𝛼𝑖,

0, åñëè 𝑦 = 𝛼𝑗, 𝑗 ̸= 𝑖,
(2.25)

òî åñòü,

𝜑𝑖(𝑦) = 𝐿𝑖(𝑦) =
𝑁𝑘−1∏︁
𝑚=0
𝑚̸=𝑖

𝑦 − 𝛼𝑚

𝛼𝑖 − 𝛼𝑚
, 𝑖 = 0, . . . , 𝑁𝑘 − 1, (2.26)

ãäå 𝛼𝑖 � êîîðäèíàòû òî÷åê êîëëîêàöèé, â íàøå ñëó÷àå êîðíè ìíîãî÷åíà ×å�

áûø¼âà ñòåïåíè 𝑁𝑘.

Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ (2.24) ðàññìàòðèâàåìûé áàçèñ ïî îïðåäåëåíèþ çà�

âèñèò îò âûáîðà òî÷åê êîëëîêàöèé. Èñïîëüçîâàíèå áàçèñà â âèäå (2.26) c

êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûø¼âà ïðè ðåøåíèè çàäà÷ àïïðîêñèìàöèè ïðèâî�

äèò ê ëó÷øå îáóñëîâëåííûì ÑËÀÓ, ÷åì â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ áàçèñà (2.24).

Ìåäëåííûé ðîñò ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè äàåò âîçìîæíîñòü óâåëè÷èâàòü 𝑁𝑘

äî áîëüøèõ çíà÷åíèé � ïîðÿäêà 30 è áîëüøå. Íî èçâåñòíî, ÷òî íà ïðàêòèêå

ðàáîòà ñ áàçèñíûìè ïîëèíîìàìè Ëàãðàíæà òðóäîåìêà. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî

îíè êàê è â (2.24) ìîãóò áûòü àíàëèòè÷åñêè ïðîäèôôåðåíöèðîâàíû è ïðîèí�

òåãðèðîâàíû, ïîëó÷àþùèåñÿ âûðàæåíèÿ òðåáóþò áîëüøîãî ÷èñëà àðèôìåòè�

÷åñêèõ äåéñòâèé ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè (2.23) è åå ïðîèçâîäíûõ.

Ýòî ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ äîïîëíèòåëüíûõ îøèáîê îêðóãëåíèÿ.

Äëÿ ðàáîòû ñ ïîëèíîìàìè âûñîêèõ ñòåïåíåé íàèáîëåå óäîáíûì è óíèâåð�

ñàëüíûì ñïîñîáîì ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäà ïî ìíîãî�

÷ëåíàì ×åáûø¼âà 𝑇𝑖

𝜑𝑖(𝑦) = 𝑇𝑖(𝑦), 𝑖 = 0, . . . , 𝑁𝑘 − 1. (2.27)

Íåñîìíåíî, òàêîé âûáîð áàçèñà îáúåäèíÿåò â ñåáå ïðåèìóùåñòâà ïåðâûõ

äâóõ ïîäõîäîâ. Âî-ïåðâûõ, ñ ðîñòîì 𝑁𝑘 ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ÑËÀÓ â

ñðåäíåì ðàñòåò òàêæå êàê â ñëó÷àå (2.26), âî-âòîðûõ ìíîãî÷ëåíû ×åáûø¼âà

ìîæíî çàïèñàòü â òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìå äëÿ áûñòðîãî ïîäñ÷åòà

𝑇𝑖(𝑦) = cos(𝑖𝑡), 𝑡 = arccos(𝑦), 𝑦 ∈ [−1, 1]. (2.28)
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Îòíîñèòåëüíî ïðîñòî âûïèñûâàþòñÿ ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ

𝑑𝑇𝑖(𝑡)

𝑑𝑦
=

𝑖 sin(𝑖𝑡)

sin(𝑡)
,

𝑑𝑇𝑖(±1)

𝑑𝑦
= (±1)𝑖+1𝑖2,

𝑑2𝑇𝑖(𝑡)

𝑑𝑦2
= −𝑖2 cos(𝑖𝑡)

sin2(𝑡)
+

𝑖 cos(𝑡) sin(𝑖𝑡)

sin3(𝑡)
,

𝑑2𝑇𝑖(±1)

𝑑𝑦2
= (±1)𝑖+2 𝑖2

𝑖2 − 1

3
.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìåòîäîì ℎ𝑝 �ÊÍÍ çäåñü ïðèìåíåíû äâà ïîñëåäíèõ ñïî�

ñîáà.

2.3.2. Двумерный случай

Â äâóìåðíûõ ðàñ÷åòûõ îáëàñòÿõ çàäà÷à ðåàëèçàöèè 𝑝 � ïîäõîäà ñòàíî�

âèòñÿ åùå áîëåå òðåáîâàòåëüíîé. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ìû íàêëàäûâàëè äâà

îñíîâíûõ óñëîâèÿ: ðàñïîëîæåíèå òî÷åê êîëëîêàöèé, îáåñïå÷èâàþùåå ñõîäè�

ìîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ïîëèíîìîâ âûñîêèõ ñòå�

ïåíåé è âèä ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ óäîáíûé â ðåàëüíûõ ÷èñëåííûõ ðàñ�

÷åòàõ. Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå äâà ýòèõ óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè

â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ñâÿçü ìåæäó âûáîðîì áàçèñà è

ðàñïîëîæåíèåì òî÷åê êîëëîêàöèé ñòàíîâèòñÿ êðèòè÷íîé. Íåîáõîäèìî ÷òîáû

âîçíèêàþùàÿ ëîêàëüíàÿ ÑËÀÓ èìåëà ïîëíûé ðàíã. Îäíîâðåìåííîå âûïîë�

íåíèÿ âñåõ òðåõ ïåðå÷èñëåííûõ óñëîâèé ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé òðóäíîñòüþ äëÿ

ïðèìåíåíèÿ 𝑝 � ïîäõîäîâ óâåëè÷åíèÿ òî÷íîñòè â îáëàñòÿõ ñëîæíîé ãåîìåòðè�

÷åñêîé ôîðìû.

Îïèñàííûå òðåáîâàíèÿ ìîãóò áûòü óäîâëåòâîðåíû â ñëó÷àå êâàäðàòíîé

îáëàñòè. Ïóñòü 𝑁1𝑁2 = 𝑁𝑘 è 𝛼1
𝑖1
(𝑖1 = 0 . . . , 𝑁1 − 1) êîðíè ìíîãî÷ëåíà ×å�

áûø¼âà ñòåïåíè 𝑁1, à 𝛼2
𝑖2
(𝑖2 = 0 . . . , 𝑁2 − 1) êîðíè ìíîãî÷ëåíà ×åáûø¼âà

ñòåïåíè 𝑁2. Òîãäà äëÿ êâàäðàòíîé îáëàñòè âûáåðåì êîîðäèíàòû òî÷åê êîë�

ëîêàöèé ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðèñóíîê 2.2)

(𝛼1
𝑖1
, 𝛼2

𝑖2
). (2.29)

Ïî àíàëîãèè ñ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì òàêîé âûáîð òî÷åê êîëëîêàöèé ïîçâîëèò

ïðèìåíÿòü ïîëèíîìèàëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ âûñîêîãî ïîðÿäêà. Îïèñàííûé
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Ðèñóíîê 2.2 � Ïðèìåð ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê êîëëîêàöèé â êâàäðàòíîé ÿ÷åéêå

ïðè 𝑁1=𝑁2=20.

âûáîð òî÷åê êîëëîêàöèé è ôîðìà îáëàñòè äàþò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü

ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ îäíîìåðíûõ ïîëèíîìîâ

𝑢(𝑦1, 𝑦2) =

𝑁1−1∑︁
𝑖1=0

𝑁2−1∑︁
𝑖2=0

𝑐𝑖1𝑖2𝜑𝑖1(𝑦1)𝜑𝑖2(𝑦2), (𝑦1, 𝑦2) ∈ [−1; 1]× [−1; 1]. (2.30)

Àíàëîãè÷íî âûáåðåì êîîðäèíàòû òî÷åê ñîãëàñîâàíèÿ è ãðàíè÷íûõ òî÷åê

(±1, 𝛼2
𝑖2
), (𝛼1

𝑖1
,±1). (2.31)

Â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ áàçèñíûõ ïîëèíîìîâ Ëàãðàíæà, ïî àíàëîãèè ñ îä�

íîìåðíûì ñëó÷àåì (2.26), èìååì

𝜑𝑖1(𝑦1) =

𝑁1−1∏︁
𝑚=0
𝑚̸=𝑖1

𝑦1 − 𝛼1
𝑚

𝛼1
𝑖1
− 𝛼1

𝑚

, 𝜑𝑖2(𝑦2) =

𝑁2−1∏︁
𝑙=0
𝑙 ̸=𝑖2

𝑦2 − 𝛼2
𝑙

𝛼2
𝑖2
− 𝛼2

𝑙

, (2.32)

à äëÿ ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà

𝜑𝑖1(𝑦1) = 𝑇𝑖1(𝑦1), 𝜑𝑖2(𝑦2) = 𝑇𝑖2(𝑦2). (2.33)
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Êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ (2.30) ðàâíî𝑁1𝑁2 =

𝑁𝑘. Êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé êîëëîêàöèé òàêæå ðàâíî 𝑁𝑘. Íî íà ãðàíèöå ÿ÷åé�

êè èìåþòñÿ åùå 2(𝑁1 + 𝑁2) òî÷êè ïîñòàíîâêè óñëîâèé ñîãëàñîâàíèÿ èëè

êðàåâûõ óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ëîêàëüíàÿ ÑËÀÓ ïåðåîïðåäåëåíà íà

2(𝑁1 + 𝑁2) óðàâíåíèé. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî åñëè îòêàçàòüñÿ îò ïåðåîïðå�

äåëåíèÿ ñèñòåìû, âîçíèêàåò îòäåëüíàÿ çàäà÷à âûáîðà òî÷åê çàïèñè óðàâíå�

íèé. Âî-ïåðâûõ, êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé â ñèñòåìå äîëæíî ñîâïàäàòü ñ ÷èñ�

ëîì íåèçâåñòíûõ, âî-âòîðûõ, ðàñïîëîæåíèå òî÷åê êîëëîêàöèé äîëæíî îáåñ�

ïå÷èòü ïðèìåíèìîñòü ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè âûñîêîé ñòåïåíè è,

â-òðåòüèõ, äîëæíû áûòü âûïîëíåíû êðàåâûå óñëîâèÿ èëè óñëîâèÿ ñêëåéêè

ðåøåíèÿ. Â ìåòîäå êîëëîêàöèé äëÿ ðåøåíèé ýòîé ïðîáëåìû ïðèìåíÿþòñÿ

ðàçëè÷íûå ïîäõîäû, òàêèå êàê âûáîð áàçèñà òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿþ�

ùèé êðàåâûì óñëîâèÿì è òðåáîâàíèÿì ãëàäêîñòè. Ìåòîä ÊÍÍ çà ñ÷åò âîç�

ìîæíîñòè ïåðåîïðåäåëåíèÿ ÑËÀÓ ïîçâîëÿåò èçáåæàòü îïèñàííûõ òðóäíî�

ñòåé è äàåò ïðè ðåàëèçàöèè á�îëüøóþ ñâîáîäó.

2.3.3. Трехмерный случай

Ïóñòü 𝑁𝑘 = 𝑁1𝑁2𝑁3. Â êóáå òî÷êè êîëëîêàöèé âûáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî

îäíîìåðíîìó è äâóìåðíîìó ñëó÷àþ: (𝛼1
𝑖1
, 𝛼2

𝑖2
, 𝛼3

𝑖3
) (𝑖1 = 0 . . . , 𝑁1 − 1; 𝑖2 =

0 . . . , 𝑁2−1; 𝑖3 = 0 . . . , 𝑁3−1), ãäå 𝛼1
𝑖1
, 𝛼2

𝑖2
, 𝛼3

𝑖3
êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûø¼âà

ñòåïåíè 𝑁1, 𝑁2 è 𝑁3 ñîîòâåòñòâåííî. Óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ è ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ çàïèñûâàþòñÿ â òî÷êàõ

(±1, 𝛼2
𝑖2
, 𝛼3

𝑖3
), (𝛼1

𝑖1
,±1, 𝛼3

𝑖3
), (𝛼1

𝑖1
, 𝛼2

𝑖2
,±1). (2.34)

Îïèñàííûé âûáîð òî÷åê êîëëîêàöèé ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ïðèáëèæåí�

íîå ðåøåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ îäíîìåðíûõ ïîëèíîìîâ

𝑢(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) =

𝑁1−1∑︁
𝑖1=0

𝑁2−1∑︁
𝑖2=0

𝑁3−1∑︁
𝑖3=0

𝑐𝑖1𝑖2𝑖3𝜑𝑖1(𝑦1)𝜑𝑖2(𝑦2)𝜑𝑖3(𝑦3). (2.35)
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Àíàëîãè÷íî ìîæíî âûïèñàòü âèä áàçèñíûõ ôóíêöèé äëÿ áàçèñíûõ ïîëè�

íîìîâ Ëàãðàíæà

𝜑𝑖1(𝑦1) =

𝑁1−1∏︁
𝑚=0
𝑚 ̸=𝑖1

𝑦1 − 𝛼1
𝑚

𝛼1
𝑖1
− 𝛼1

𝑚

,

𝜑𝑖2(𝑦2) =

𝑁2−1∏︁
𝑙=0
𝑙 ̸=𝑖2

𝑦2 − 𝛼2
𝑙

𝛼2
𝑖2
− 𝛼2

𝑙

,

𝜑𝑖3(𝑦3) =

𝑁3−1∏︁
𝑙=0
𝑛̸=𝑖3

𝑦3 − 𝛼3
𝑙

𝛼3
𝑖3
− 𝛼3

𝑙

.

(2.36)

Â ñëó÷àå ïîëèíîìîâ ×åáûø¼âà

𝜑𝑖1(𝑦1) = 𝑇𝑖1(𝑦1), 𝜑𝑖2(𝑦2) = 𝑇𝑖2(𝑦2), 𝜑𝑖3(𝑦3) = 𝑇𝑖3(𝑦3). (2.37)

2.4. Решение тестовых задач

Äëÿ äåìîíñòðàöèè âîçìîæíîñòåé ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà êîëëîêà�

öèé è íàèìåíüøèõ íåâÿçîê ïîêàæåì ðåçóëüòàòû åãî ðàáîòû íà ïðèìåðàõ

ðåøåíèÿ òåñòîâûõ çàäà÷. Òåñòîâûå çàäà÷è ïîçâîëÿþò ñêîíöåíòðèðîâàòü âíè�

ìàíèå èññëåäîâàòåëÿ íà îòäåëüíûõ àñïåêòàõ âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà, íå

âíîñÿ äîïîëíèòåëüíûõ ñëîæíîñòåé. Îáû÷íî òåñòîâûå çàäà÷è èìåþò àíàëè�

òè÷åñêîå ðåøåíèå èëè îïóáëèêîâàííûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äðóãèìè ÷èñ�

ëåííûìè ìåòîäàìè. Ýòî ïîçâîëÿåò âåðèôèöèðîâàòü ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ è

îöåíèòü ïðåèìóùåñòâà èëè íåäîñòàòêè èññëåäóåìîãî ìåòîäà â ñðàâíåíèè.

Ïðåäñòàâëåííûå òåñòîâûå çàäà÷è ñîäåðæàò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè, âîçíè�

êàþùèå ïðè ðåøåíèè âàæíûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ 𝑝 � è ℎ � ïîäõîäîâ ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû êàê äëÿ ñòàíäàðòíîãî

ìåòîäà ÊÍÍ òàê è äëÿ ℎ𝑝 �ÊÍÍ.

Â ðàñ÷åòàõ ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì ÊÍÍ (ℎ �ÊÍÍ) èñïîëüçóåòñÿ ðàâíî�

ìåðíàÿ ñåòêà ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïîëîæåíèåì òî÷åê êîëëîêàöèé â ÿ÷åéêàõ
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∙ â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (𝑁 � òî÷åê êîëëîêàöèé)

𝑦𝑖𝑐𝑜𝑙 = −1 +
2

𝑁 + 1
(𝑖+ 1), 𝑖 = 0, . . . , 𝑁 − 1.

∙ â äâóìåðíîì ñëó÷àå (𝑁1𝑁2 � òî÷åê êîëëîêàöèé)

𝑦𝑖1𝑐𝑜𝑙 = −1 +
2

𝑁1 + 1
(𝑖1 + 1), 𝑖1 = 0, . . . , 𝑁1 − 1,

𝑦𝑖2𝑐𝑜𝑙 = −1 +
2

𝑁2 + 1
(𝑖2 + 1), 𝑖2 = 0, . . . , 𝑁2 − 1.

∙ â òðåõìåðíîì ñëó÷àå (𝑁1𝑁2𝑁3 � òî÷åê êîëëîêàöèé)

𝑦𝑖1𝑐𝑜𝑙 = −1 +
2

𝑁1 + 1
(𝑖1 + 1), 𝑖1 = 0, . . . , 𝑁1 − 1,

𝑦𝑖2𝑐𝑜𝑙 = −1 +
2

𝑁2 + 1
(𝑖2 + 1), 𝑖2 = 0, . . . , 𝑁2 − 1,

𝑦𝑖3𝑐𝑜𝑙 = −1 +
2

𝑁3 + 1
(𝑖3 + 1), 𝑖3 = 0, . . . , 𝑁3 − 1.

Ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà èòåðàöèé ïî ïîäîáëàñòÿì â êà÷åñòâå ïîäîáëàñòè èñ�

ïîëüçóåòñÿ îäíà ÿ÷åéêà ñåòêè. Åñëè íå îãîâîðåíî îñîáî, â óñëîâèÿõ ñîãëàñî�

âàíèÿ âèäà (2.19) âåñîâûå ïàðàìåòðû ðàâíû åäèíèöå. Îáîçíà÷åíèå ÊÍÍ(𝑛)

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìåòîäà ÊÍÍ, â êàæäîé ÿ÷åéêå êîòîðîãî ðåøåíèå àïïðîê�

ñèììèðóåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè 𝑛.

Äëÿ ìåòîäà ℎ𝑝 �ÊÍÍ ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ

ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì òî÷åê êîëëîêàöèé (ñì. ïàðàãðàô 2.3). Âî âñåõ ðàñ�

÷åòàõ, åñëè íå îãîâîðåíî îñîáî, ïðèìåíÿåòñÿ áàçèñ â âèäå ðÿäà ìíîãî÷ëåíîâ

×åáûø¼âà. Â ïðåäñòàâëåííûõ ðàñ÷åòàõ â ℎ𝑝 �ÊÍÍ ìåòîä èòåðàöèé ïî ïîäîá�

ëàñòÿì íå ïðèìåíÿåòñÿ, ò.å. ðåøàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ãëîáàëüíàÿ ïåðåîïðå�

äåëåííàÿ ÑËÀÓ, âûïèñàííàÿ äëÿ âñåõ ÿ÷ååê. Â êà÷åñòâå óñëîâèé ñîãëàñî�

âàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ

ïî íîðìàëè ê ãðàíèöå ÿ÷åéêè âïëîòü äî 𝑚 − 1 ïîðÿäêà, ãäå 𝑚 � ïîðÿäîê

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.
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Ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîñèòåëüíàÿ ïî�

ãðåøíîñòü â ñóïðåìóì íîðìå

𝐸𝑟(𝑢) =
‖𝑢(𝑥)− 𝑢𝑒𝑥(𝑥)‖

‖𝑢𝑒𝑥(𝑥)‖
, ‖𝑢(𝑥)‖ ≡ max

𝑥∈Ω
|𝑢(𝑥)|, (2.38)

ãäå 𝑢(𝑥) � ÷èñëåííîå ðåøåíèå; 𝑢𝑒𝑥(𝑥) � òî÷íîå ðåøåíèå. Òàêæå ââåäåì îáî�

çíà÷åíèÿ äëÿ ïîãðåøíîñòè ïðîèçâîäíûõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

𝐸𝑟𝑥(𝑢) =
‖𝜕𝑢(𝑥)

𝜕𝑥 − 𝜕𝑢𝑒𝑥(𝑥)
𝜕𝑥 ‖

‖𝜕𝑢𝑒𝑥(𝑥)
𝜕𝑥 ‖

,

è ïî àíàëîãèè äëÿ äðóãèõ ïðîèçâîäíûõ.

Ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ î÷åíü âàæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè

óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà ÿ÷ååê ñåòêè 𝐾, ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñõîäèòñÿ ê

ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è. Èç èññëåäîâàíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

íà ñõîäèìîñòü ìîæíî îöåíèòü ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ìåòîäà ïðè ïîìîùè

ïðàâèëà Ðóíãå. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ðàñ÷åò íà ðàçíûõ ñåòêàõ.

Åñëè ïåðâûé ðàñ÷åò ïðîâîäèëñÿ ïðè 𝐾 = 𝑘1, à âòîðîé ïðè 𝐾 = 𝑘2 è 𝑘2 > 𝑘1,

òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ïîðÿäîê óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòè 𝛾, îïðåäåëÿåìûé

ïî ôîðìóëå

𝛾 =
ln(‖𝑢𝑘1(𝑥)− 𝑢𝑒𝑥(𝑥)‖/‖𝑢𝑘2(𝑥)− 𝑢𝑒𝑥(𝑥)‖)

ln(𝑘2/𝑘1)
, (2.39)

ãäå 𝑢𝑘1 è 𝑢𝑘2 � ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðè 𝐾 = 𝑘1 è 𝐾 = 𝑘2

ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ïðè 𝐾 → ∞ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñõîäèòñÿ ê ðåøå�

íèþ äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è, òî áåç ó÷åòà îøèáîê îêðóãëåíèÿ 𝛾 ñòðåìèò�

ñÿ ê òåîðåòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ìåòîäà íà ðåøåíèè

äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â êà÷åñòâå âåëè÷èíû îò�

íîñèòåëüíî êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ìåòîäà îáû÷íî

èñïîëüçóåòñÿ ℎ � íåêîòîðûé õàðàêòåðíûé ðàçìåð èñïîëüçóåìîé ñåòêè. Îäíà�

êî, ìåòîä Ðóíãå íåëüçÿ ïðèìåíèòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè

p �ÊÍÍ òàê êàê, ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè äëÿ íåãî íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé

è óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì 𝑝 (ñòåïåíè ïîëèíîìà).
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Ïðè äåìîíñòðàöèè ÷èñëåííûõ âåëè÷èí äëÿ ýêîíîìèè ìåñòà áóäåì èñïîëü�

çîâàòü ñëåäóþùèé ñïîñîá çàïèñè

−1.23 · 104 = −1.23𝑒+4,

5.67 · 10−8 = 5.67𝑒�8.

×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà ïåðñîíàëüíîé ÝÂÌ, íà îäíîì âû÷èñ�

ëèòåëüíîì óçëå ñ òàêòîâîé ÷àñòîòîé 4 ÃÃö. Â âû÷èñëåíèÿõ èñïîëüçîâàëàñü

àðèôìåòèêà ñ äâîéíîé òî÷íîñòüþ (ïðèìåðíî 16 çíàêîâ).

2.4.1. Одномерные тестовые задачи

Задача без особенностей. Â ïåðâîì ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå ðàññìîò�

ðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ÎÄÓ

𝑢′′(𝑥)− 4𝑢(𝑥) = 4 cosh(1), 𝑢(0) = 𝑢(1) = 0, (2.40)

òî÷íîå ðåøåíèå êîòîðîé

𝑢𝑒𝑥(𝑥) = cosh(2 𝑥− 1)− cosh(1) (2.41)

íå èìååò îñîáåííîñòåé íà èíòåðâàëå [0; 1]. Ïîä îñîáåííîñòÿìè áóäåì ïîíè�

ìàòü ðàçðûâû, áîëüøèå ãðàäèåíòû ðåøåíèÿ èëè åãî ïðîèçâîäíûõ.

Íà ïðèìåðå ïîäîáíûõ òåñòîâûõ çàäà÷ ìîæíî ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëü�

øîì êîëè÷åñòâå ñòåïåíåé ñâîáîäû â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ ïîëó÷èòü ñõî�

äèìîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó. Äëÿ ýòîé çàäà÷è â ðàáîòå [112]

ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû åå ðåøåíèÿ ìåòîäîì êîëëîêàöèé. Òàêæå äëÿ ýòîé çà�

äà÷è ïîëó÷åíî ðåøåíèå ìåòîäîì ÊÍÍ(3) (òàáëèöà 2.1).

Â ðàáîòå [112] ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä êîëëîêàöèé, èñïîëüçóùèé êóáè÷åñêèå

ñïëàéíû è èìåþùèé âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè. Â ñòàíäàðòíîì h �ÊÍÍ,

òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ïîëèíîìû 3 ñòåïåíè. Íàïîìíèì, ÷òî 𝐾 � ÷èñëî ÿ÷å�

åê, 𝑁𝑘 � ÷èñëî íåèçâåñòíûõ â ðàçëîæåíèè ðåøåíèÿ â ÿ÷åéêå. Ìîæíî îòìå�

òèòü, ÷òî ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè äëÿ ìåòîäà êîëëîêàöèé (2.1), ðàññ÷èòàí�

íûé ïî ôîðìóëå (2.39) îòëè÷àåòñÿ îò òåîðåòè÷åñêîãî. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
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Òàáëèöà 2.1 � Ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííûõ ðåøåíèé êðàåâîé çàäà÷è (2.40), ïîëó�

÷åííàÿ ìåòîäàìè êîëëîêàöèé è ÊÍÍ(3).

𝐾 ×𝑁𝑘 Работа [112] 𝛾 КНН(3) 𝛾

5× 4 9.63e–3 – 1.84e–3 –

7× 4 4.84e–3 2.4 9.48e–4 2.0

9× 4 2.91e–3 2.3 5.74e–4 2.0

11× 4 3.85e–4 2.0

13× 4 2.76e–4 2.0

𝛾 ñòðåìèòñÿ ê ñâîåìó ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî 𝑁0 ïðè

𝑁 → ∞. Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî ðåøåíèå ïîëó÷åíî ïðèìåðíî ñ îäíèì ïî�

ðÿäêîì òî÷íîñòè. Ïðè ýòîì â ìåòîäå ÊÍÍ ïîðÿäîê ðàñ÷åòíîé âåëè÷èíû 𝛾

óæå íà ãðóáûõ ñåòêàõ ðàâåí òåîðåòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ, à ðåøåíèå ïîëó÷åíî

ñ ìåíüøåé ïîãðåøíîñòüþ.

Ðàññìîòðèì p � ïîäõîä. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü îäíó ÿ÷åéêó,

ò.å. äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ îäèí ïîëèíîì 𝑁 − 1 ñòåïå�

íè (òàáëèöà 2.2).

Òàáëèöà 2.2 � Ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ êðàåâîé çàäà÷è (2.40) äëÿ

p �ÊÍÍ

𝐾 ×𝑁𝑘 𝐸𝑟(𝑢) 𝐸𝑟𝑥(𝑢) 𝐸𝑟𝑥𝑥(𝑢)

1× 5 7.75e–6 4.58e–5 4.04e–4

1× 7 2.30e–8 2.68e–7 3.36e–6

1× 9 6.19e–11 8.99e–10 1.48e–8

1× 11 1.02e–13 2.01e–12 4.08e–11

1× 13 1.33e–16 3.17e–15 7.67e–13

Òàáëèöà (2.2) äåìîíñòèðóåò ïðåèìóùåñòâà p � ïîäõîäà ïåðåä h � ïîäõî-

äîì (òàáëèöà 2.1). Èç ïåðâîé êîëîíêè òàáëèöû âèäíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå

ïîëèíîìà 12 ñòåïåíè (13 êîýôôèöèåíòîâ) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîëó÷èòü òî÷�
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íîñòü áëèçêóþ ê ìàøèííîé òî÷íîñòè. Óìåíüøåíèå ïîãðåøíîñòè, êîòîðîå íà�

áëþäàåòñÿ â òàáëèöå (2.2) ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì ýêñïîíåíöèàëüíîé ñõîäèìîñòè.

Â ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ, ãäå ðåøåíèå óòî÷íÿåòñÿ çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ êîëè÷å�

ñòâà êóñêîâ â êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè (h � ïîäõîä), ïîðÿäîê

àïïðîêñèìàöèè ìåòîäà ôèêñèðîâàí. Ýòî õîðîøî âèäíî, â òàáëèöå (2.1) â cî�

îòâåòñòâóþùèõ êîëîíêàõ äëÿ 𝛾. Íàïðîòèâ, â ìåòîäå p �ÊÍÍ ñ ðîñòîì 𝑁

ïîðÿäîê óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòè ðàñòåò è äëÿ ðåøåíèé áåç îñîáåííîñòåé,

âîîáùå ãîâîðÿ, îãðàíè÷åí òîëüêî ïîãðåøíîñòÿìè îêðóãëåíèÿ. Ýòîò ýôôåêò

èìååò ìåñòî â ìåòîäàõ áåç íàñûùåíèÿ, ñïåêòðàëüíûõ ìåòîäàõ è õîðîøî îïè�

ñàí â ñîîòâåòñòâóþùåé ëèòåðàòóðå [10,88]. Òàêæå â òàáëèöå (2.2) ïðèâåäåíû

çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíûõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ.

Âèäíî, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ñõîäèìîñòü òàêæå íàáëþäàåòñÿ è äëÿ ïðîèç�

âîäíûõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ñòàíäàðòíîìó ìåòîäó ÊÍÍ(3) äëÿ äîñòèæåíèÿ

òî÷íîñòè ïîðÿäêà 10−10 òðåáóåòñÿ 20 000 ÿ÷ååê è ñëåäîâàòåëüíî 80 000 ñâî�

áîäíûõ ïàðàìåòðîâ, à ìåòîäó p �ÊÍÍ èõ òðåáóåòñÿ âñåãî 9. Òàêèì îáðàçîì,

ïðèìåíåíèå ïîëèíîìîâ âûñîêèõ ñòåïåíåé â ìåòîäå ÊÍÍ ïîçâîëÿåò ìèíè�

ìèçèðîâàòü ÷èñëî ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ, è êàê

ñëåäñòâèå ìèíèìèçèðîâàòü ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè íå òðåáóåòñÿ ñòîëü âûñîêàÿ

òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé, íî äàæå â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ, îáëàäà�

þùèõ ýêñïîíåíöèàëüíûì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè, ìîæåò áûòü ïðåäïî÷òè�

òåëüíûì. Òàê êàê äëÿ äîñòèæåíèÿ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè ïîòðåáóåò ìåíü�

øåå ÷èñëî ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäàìè íèçêîãî ïîðÿäêà

àïïðîêñèìàöèè, à ñëåäîâàòåëüíî ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîé àëãåáðû ìîæåò

áûòü áîëåå ýêîíîìè÷íûì.

Задача с большим градиентом решения. Ïðåäûäóùèé ïðèìåð ïî�

êàçûâàåò, ÷òî ìåòîä p �ÊÍÍ ïîçâîëÿåò íàéòè ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñ î÷åíü

âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Îäíàêî ñóùåñòâóþò êëàññû çàäà÷, ãäå äëÿ ïîëó÷åíèÿ

îòíîñèòåëüíî íåâûñîêîé òî÷íîñòè (íåñêîëüêî âåðíûõ çíàêîâ) òðåáóåòñÿ áîëü�
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øîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ïðåñòàâëåíèè ðåøåíèÿ. Ê íèì îòíîñÿòñÿ çàäà�

÷è, ðåøåíèÿ êîòîðûõ èìåþò áîëüøèå ãðàäèåíòû. Â ðàáîòå [112] ïðèâîäèòñÿ

ïðèìåð êðàåâîé çàäà÷è, îïèñûâàþùèé ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé â êðóãëîé

ìåìáðàíå ïîä äåéñòâèåì íàãðóçêè

𝑢′′(𝑥) + (3 cot(𝑥) + 2 tan(𝑥))𝑢′(𝑥) + 0.7𝑢(𝑥) = 0,

𝑢(30∘) = 0, 𝑢(60∘) = 5, 𝑥 ∈ [30∘; 60∘].
(2.42)

Ðèñóíîê 2.3 � Ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé â êðóãëîé ìåìáðàíå

Íà ðèñóíêå 2.3 ïðåäñòàâëåíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è. Èç ðè�

ñóíêà âèäíî, ÷òî ó ëåâîãî êðàÿ ðåøåíèå ðåçêî âîçðàñòàåò îò 0 äî âåëè÷èíû

ïîðÿäêà 280. Ýòî ïðèìåð æåñòêîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ÎÄÓ. Ïðè èñïîëüçî�

âàíèè ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè íàëè÷èå áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ â ðå�

øåíèè èëè â åãî ïðîèçâîäíûõ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïðèìåíåíèÿ áîëü�

øîãî ÷èñëà áàçèñíûõ ôóíêöèé â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ. Â [112] ïðèâåäåíà

òàáëèöà 2.3 çíà÷åíèé ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ìåòîäîì êîíå÷íûõ

ðàçíîñòåé ñ ïðèìåíåíèåì öåíòðàëüíûõ ðàçíîñòåé. Â ðàñ÷åòàõ ïðèìåíÿëàñü

ñåòêà ñ 3000 óçëîâ.

Ñðàâíèì ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäîâ ÊÍÍ, p �ÊÍÍ è hp �ÊÍÍ íà ïðèìåðå
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Òàáëèöà 2.3 � ×èñëåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.42), ïîëó÷åííîå ìåòîäîì

êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.

𝑥 𝑢(𝑥)

35.01 1.71437e+2

40.01 8.89492e+1

45.01 4.40578e+1

50.01 2.12367e+1

55.01 1.01900e+1

ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (2.42). Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì èç ÷èñëåííûõ ýêñïå�

ðèìåíòîâ 𝑁 � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû â ïðåäñòàâëåíèè áàçèñà íåîáõîäèìîå

äëÿ äîñòèæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöå 2.3. Â ìåòîäå êîíå÷�

íûõ ðàçíîñòåé èñïîëüçîâàí òðåõòî÷å÷íûé øàáëîí, ïîýòîìó â ñòàíäàðòíîì

ìåòîäå ÊÍÍ èñïîëüçóþòñÿ ïîëèíîìû âòîðîé ñòåïåíè äëÿ àïïðîêñèìàöèè ðå�

øåíèÿ â ÿ÷åéêàõ, ò.å. ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû â ÿ÷åéêå ðàâíî 3. Â ýòîì ñëó÷àå

íåîáõîäèìî ïîðÿäêà 900 ÿ÷ååê äëÿ ïîëíîãî ñîâïàäåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà

ñ äàííûìè òàáëèöû 2.3. Òàêèì îáðàçîì, ñòàíäàðòíîìó ìåòîäó ÊÍÍ(2) òðå�

áóåòñÿ 2700 ñòåïåíåé ñâîáîäû â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ.

Â ñëó÷àå p �ÊÍÍ, â êîòîðîì ÿ÷åéêà ñîâïàäàåò ñ ðàñ÷åòíîé îáëàñòüþ, òðå�

áóåòñÿ 70 òî÷åê êîëëîêàöèé, à ñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíåíèå ïîëèíîìà 69-é ñòå�

ïåíè. Ïðåäñòàâëåíèå áàçèñíûõ ôóíêöèé â âèäå ìîíîìîâ (2.24) äëÿ òàêèõ ñòå�

ïåíåé óæå íå ïðèìåíèìî, òàê êàê ÷èñëîâàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé ÑËÀÓ

íå èìååò ïîëíîãî ðàíãà. Îäíàêî, ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

áàçèñíûõ ïîëèíîìîâ Ëàãðàíæà (2.26) è ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûø¼âà (2.27) äàåò

íåîáõîäèìûé ðåçóëüòàò. Ïðè ïîìîùè ñèñòåì êîìïüþòåðíîé àëãåáðû ìîæ�

íî îöåíèòü ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ÑËÀÓ â ñïåêòðàëüíîé

íîðìå. Äëÿ ñëó÷àåâ (2.26) è (2.27) îíî èìååò ïîðÿäîê 2·106.

Â ïðåäûäóùèõ ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëàñü îäíà ÿ÷åéêà, ò.å. ðåøåíèå âî âñåé

îáëàñòè àïïðîêñèìèðîâàëîñü îäíèì ïîëèíîìîì (p �ÊÍÍ). Íà ïðèìåðå ýòîé
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çàäà÷è ïîêàæåì êàê âëèÿåò óâåëè÷åíèå ÷èñëà ÿ÷ååê ñåòêè (ðàâíîìåðíîå ðàç�

áèåíèå) íà êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû 𝑁 íåîáõîäèìîå äëÿ äîñòèæåíèÿ

ôèêñèðîâàííîé òî÷íîñòè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì hp �ÊÍÍ, â êîòîðîì èñ�

ïîëüçóåòñÿ 𝐾 ÿ÷ååê, â êàæäîé èç êîòîðûõ ðåøåíèå àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïîëè�

íîìàìè ñòåïåíè 𝑁𝑘 − 1. Òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ êàê è ïðåæäå îïðåäåëèì ñîâïà�

äåíèåì ñ äàííûìè òàáëèöû 2.3.

Òàáëèöà 2.4 � Çàâèñèìîñòü îáùåãî ÷èñëà íåèçâåñòíûõ𝑁 îò êîëè÷åñòâà ÿ÷ååê

ñåòêè, íåîáõîäèìîãî äëÿ ñîâïàäåíèÿ ñ òàáëèöåé 2.3.

𝐾 𝑁𝑘 𝑁

1 70 70

2 42 84

3 34 102

4 30 120

5 27 135

10 21 210

20 16 320

40 13 520

80 11 880

160 10 1600

Çäåñü 𝑁 � îáùåå êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ,

ðàññ÷èòàííîå ñîãëàñíî ôîðìóëå𝑁 = 𝐾𝑁𝑘. Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ðàçáèåíèé

óìåíüøàåòñÿ ñòåïåíü ïîëèíîìîâ. Ïðè ýòîì èç òàáëèöû 2.4 âèäíî êàê âîçðàñ�

òàåò îáùåå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ 𝑁 , íåîáõîäèìîå äëÿ äîñòèæå�

íèÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷íîñòè, ïðè óìåíüøåíèè ÷èñëà áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ â

êàæäîé ÿ÷åéêå. Òàáëèöà 2.4 äåìîíñòðèðóåò, ÷òî â ìåòîäàõ íèçêîãî ïîðÿäêà

àïïðîêñèìàöèè, òðåáóåòñÿ áîëüøåå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû â ïðåäñòàâëåíèè

áàçèñà, ÷åì â ìåòîäàõ âûñîêîãî ïîðÿäêà. Îäíàêî, ñëåäóåò ïîíèìàòü, ÷òî ìè�

íèìèçàöèÿ 𝑁 íå âñåãäà ïðèâîäèò ê ìèíèìèçàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò.

Äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé ÿ÷åéêè ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçðåøàþùàÿ ÑËÀÓ ÿâëÿåòñÿ
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ïîëíîñòüþ çàïîëíåííîé, à ïðè èñïîëüçîâàíèè êóñî÷íûõ áàçèñîâ, ìàòðèöà

ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçðåøàþùåé ÑËÀÓ èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä, ê

êîòîðîìó ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû áîëåå ýêîíîìè÷íûå àëãîðèòìû îáðàùåíèÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî â çàäà÷àõ ñ ëîêàëèçîâàííîé îñîáåííîñòüþ, ìîæíî ïðèìå�

íÿòü ñïåöèàëüíûå ïîäõîäû, òàêèå êàê, àäàïòèâíûå ñåòêè. Ìåòîäû, èñïîëüçó�

þùèå hp � ïîäõîä äàþò âû÷èñëèòåëþ ïîìèìî âûáîðà ñåòêè äîïîëíèòåëüíóþ

âèä àäàïòàöèè � ïîäáîð íåîáõîäèìîé ñòåïåíè ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ â ÿ÷åé�

êå. Â ýòîì ñìûñëå hp �ÊÍÍ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûì.

Задача с ограниченной гладкостью решения. Â ïðåäûäóùèõ ïðè�

ìåðàõ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ îáëàäàëè áåñêîíå÷íîé ãëàäêîñòüþ. Äèôôå�

ðåíöèðóåìîñòü èñêîìîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì ìîìåíòîì äëÿ

÷èñëåííûõ ìåòîäîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè. Ïðèâåäåì ïðèìåð êðà�

åâîé çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðîé â íåêîòîðûõ òî÷êàõ äèôôåðåíöèðóåìî îãðà�

íè÷åííîå ÷èñëî ðàç [112]

𝑢′′(𝑥) + 𝑥𝑢′(𝑥)− 𝑢(𝑥) = 𝑥 𝑒𝑥 − |𝑥|(6− 12𝑥+ 2𝑥2 − 3𝑥3),

𝑢(−1) = 𝑒−1 − 2, 𝑢(1) = 𝑒, 𝑥 ∈ [−1; 1].
(2.43)

Îíî èìååò òî÷íîå ðåøåíèå

𝑢𝑒𝑥(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑒𝑥 − 𝑥3 + 𝑥4, 𝑥 ≥ 0

𝑒𝑥 + 𝑥3 − 𝑥4, 𝑥 ≤ 0,
(2.44)

êîòîðîå òåðïèò ðàçðûâ òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ïðîèçâîäíîé (ðèñóíîê 2.4). Èí�

òåðåñíî, ÷òî âèçóàëüíî îñîáåííîñòü â òî÷êå 𝑥 = 0 âûÿâèòü íåâîçìîæíî.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.43) ìîæåò áûòü ïî�

ëó÷åíî ëèøü ñî âòîðûì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè è ïðèìåíåíèå àïïàðàòà

ìåòîäîâ âûñîêîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè êàæåòñÿ áåññìûñëåííûì. Îäíà�

êî, èçâåñòíî, ÷òî ïðîåêöèîííûå ìåòîäû ìîãóò ïîëó÷àòü áîëåå âûñîêèé ïî�

ðÿäîê àïïðîêñèìàöèè åñëè îñîáåííîñòü òî÷íî ëîêàëèçóåòñÿ. Åñëè òî÷êè, â

êîòîðûõ ðåøåíèå èìååò îñîáåííîñòü ïîìåñòèòü íà ãðàíèöû ÿ÷ååê, òî åñòü
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Ðèñóíîê 2.4 � Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.43).

â ìåñòà ñêëåéêè êóñî÷íûõ ðåøåíèé, òî ìîæíî ïîâûñèòü ïîðÿäîê àïïðîêñè�

ìàöèè. Â îïèñàííîì ïðèìåðå ðåøåíèå òåðïèò ðàçðûâ òðåòüåé è ÷åòâåðòîé

ïðîèçâîäíîé â òî÷êå 0. Ðàññìîòðèì äâà ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ñåòêè, êîãäà òî÷�

êà ðàçðûâà ïðîèçâîäíûõ íàõîäèòñÿ ëèáî âíóòðè ÿ÷åéêè, ëèáî íà åå ãðàíèöå.

Òàê êàê ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ðàâíîìåðíûå ñåòêè, â ñëó÷àå ÷åòíîãî êîëè�

÷åñòâà ÿ÷ååê îñîáåííîñòü ïîïàäàåò íà ãðàíèöó ÿ÷åéêè, à â ñëó÷àå íå÷åòíîãî

êîëè÷åñòâà â öåíòð ÿ÷åéêè. Â òàáëèöå 2.5 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

ìåòîäîì hp �ÊÍÍ äëÿ ñåòîê, ñîñòîÿùèõ èç îäíîé (𝐾 = 1) è äâóõ ÿ÷ååê

(𝐾 = 2).

Â ñëó÷àå, êîãäà èñïîëüçóåòñÿ îäíà ÿ÷åéêà, îñîáåííîñòü íå ïîïàäàåò íà

ãðàíèöó ÿ÷åéêè è ïîðÿäîê óìåíüøåíèå ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ è åãî ïðîèç�

âîäíûõ îãðàíè÷åí. Îäíàêî, åñëè èñïîëüçóåòñÿ äâå ÿ÷åéêè è îñîáåííîñòü íà�

õîäèòñÿ íà ãðàíèöå ìåæäó íèìè, íàáëþäàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé ïîðÿäîê

ñõîäèìîñòè äëÿ ðåøåíèÿ è åãî ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíûõ.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòîä hp �ÊÍÍ ìîæåò óñïåøíî ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ êðàå�

âûõ çàäà÷, ðåøåíèÿ êîòîðûõ òåðïÿò ðàçðûâ â èçâåñòíûõ òî÷êàõ. Ïðè ïî�

ñòðîåíèè ñåòêè íåîáõîäèìî ïîìåñòèòü òî÷êè ðàçðûâà ðåøåíèÿ íà ãðàíèöå

ìåæäó ÿ÷åéêàìè, ÷òî ïîçâîëèò ýôôåêòèâíåå èñïîëüçîâàòü hp � ïîäõîä, ïî

ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì êîãäà ðàçðûâ ïîïàäàåò âíóòðü ÿ÷åéêè.
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Òàáëèöà 2.5 � Ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ êðàåâîé çàäà÷è (2.43) äëÿ

ñåòîê ñ îäíîé è äâóìÿ ÿ÷åéêàìè.

𝐾 ×𝑁𝑘 𝐸𝑟(𝑢) 𝐸𝑟𝑥(𝑢) 𝐸𝑟𝑥𝑥(𝑢)

𝐾 = 1

1× 8 1.20e–2 1.16e–2 4.93e–2

1× 12 4.70e–3 4.29e–3 2.99e–2

1× 16 2.56e–3 2.27e–3 2.18e–2

1× 20 1.62e–3 1.41e–3 1.72e–2

𝐾 = 2

2× 4 4.50e–2 4.66e–2 9.26e–2

2× 6 3.84e–6 1.02e–5 3.17e–5

2× 8 4.05e–9 1.36e–8 6.61e–8

2× 10 2.56e–12 1.12e–11 7.30e–11

2× 12 1.39e–15 6.03e–15 5.67e–14

Краевая задача 4-го порядка. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìåõàíèêè ïëàñòèí

âîçíèêàþò ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ñîäåðæàò ÷åò�

âåðòûå ïðîèçâîäíûå îò èñêîìîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ ìíîãèõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ

íàëè÷èå ïðîèçâîäíûõ âûñîêîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ñåðüåçíîé òðóäíîñòüþ, òðå�

áóþùåé ñïåöèàëüíûõ ðåøåíèé. Íî òåõíîëîãèÿ ìåòîäîâ ÊÍÍ è åãî âàðèàíòîâ

ìîæåò áûòü óñïåøíî ïðèìåíåíà ïðàêòè÷åñêè áåç èçìåíåíèé. Ðàññìîòðèì çà�

äà÷ó, îïèñûâàþùóþ èçãèá òîíêîé áàëêè, çàùåìëåííîé íà êðàÿõ

𝑑4𝑢(𝑥)

𝑑𝑥4
= 𝑒𝑥 (𝑥4 + 14𝑥3 + 49𝑥2 + 32𝑥− 12),

𝑢(0) = 𝑢′(0) = 𝑢(1) = 𝑢′(1) = 0, 𝑥 ∈ [0; 1].

(2.45)

Òî÷íîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è

𝑢𝑒𝑥(𝑥) = 𝑥2(1− 𝑥)2 𝑒𝑥.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì p �ÊÍÍ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 2.6. Âèäíî,

÷òî ïîìèìî âûñîêîé òî÷íîñòè ñàìîãî ðåøåíèÿ, äîñòèãàåòñÿ âûñîêàÿ òî÷�

íîñòü âñåõ ïðîèçâîäíûõ âïëîòü äî 4-ãî ïîðÿäêà.
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Òàáëèöà 2.6 � Ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì p �ÊÍÍ äëÿ êðàå�

âîé çàäà÷è (2.45)

𝐾 ×𝑁 𝐸𝑟(𝑢) 𝐸𝑟𝑥(𝑢) 𝐸𝑟𝑥𝑥(𝑢) 𝐸𝑟𝑥𝑥𝑥(𝑢) 𝐸𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑢)

1× 5 7.34e–1 7.43e–1 1.83e–1 1.85e–2 6.82e–1

1× 7 2.18e–2 3.79e–2 2.92e–2 2.03e–2 3.48e–2

1× 9 1.11e–4 2.68e–4 1.51e–4 1.67e–4 3.82e–4

1× 11 1.17e–7 3.96e–7 3.13e–7 4.77e–7 1.46e–6

1× 13 6.41e–11 3.02e–10 3.48e–10 6.88e–10 2.69e–9

1× 15 1.14e–13 6.05e–13 9.02e–13 3.43e–12 1.49e–10

1× 17 9.64e–14 6.78e–13 1.23e–12 4.98e–12 3.41e–10

Â ñòàíäàðòíîì ìåòîäå ÊÍÍ äëÿ àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ â ÿ÷åéêå èñ�

ïîëüçîâàí ïîëèíîì 5-îé ñòåïåíè. Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (2.39) èç òàá�

ëèöû 2.7 ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ è âñåõ ïðî�

èçâîäíûõ âïëîòü äî 3-åé ðàâåí ðàâåí 2 è ðàâåí 1 äëÿ 4-îé ïðîèçâîäíîé.

Òàáëèöà 2.7 � Ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì

ÊÍÍ(5) (h �ÊÍÍ) äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (2.45)

𝐾 𝑁 𝐸𝑟(𝑢) 𝐸𝑟𝑥(𝑢) 𝐸𝑟𝑥𝑥(𝑢) 𝐸𝑟𝑥𝑥𝑥(𝑢) 𝐸𝑟𝑥𝑥𝑥𝑥(𝑢)

2 12 8.57e–2 9.33e–2 7.99e–2 2.01e–2 7.06e–2

10 60 3.16e–3 2.90e–3 2.41e–3 2.22e–3 3.13e–3

20 120 7.90e–4 7.26e–4 5.96e–4 5.40e–4 6.21e–4

40 240 1.98e–4 1.82e–4 1.49e–4 1.32e–4 1.14e–4

80 480 4.94e–5 4.54e–5 3.71e–5 3.18e–5 5.87e–4

Нелинейное ОДУ. Â êà÷åñòâå åùå îäíîé îäíîìåðíîé òåñòîâîé êðàåâîé

çàäà÷è ðàññìîòðèì íåëèíåéíîå óðàâíåíèå [112]

𝑢′′(𝑥) = 𝑒𝑢(𝑥), 𝑢(0) = 𝑢(1) = 0, 𝑥 ∈ [0; 1] (2.46)
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ñ òî÷íûì ðåøåíèåì

𝑢𝑒𝑥(𝑥) = ln(2) + 2 ln(𝑐 sec(0.5 𝑐 (𝑥− 0.5))),

ãäå äëÿ 𝑐 èçâåñòíî 7 ïåðâûõ öèôð 𝑐=1.336056. Äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è

ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ëèíåàðèçàöèè Íüþòîíà è èñõîäíóþ íåëèíåéíóþ êðàåâóþ

çàäà÷ó (2.46) ñîãëàñíî [117] ìîæíî ñâåñòè ê ñõîäÿùåìóñÿ èòåðàöèîííîìó

ïðîöåññó

𝑣′′𝑛+1(𝑥)− 𝑣𝑛+1(𝑥) = 𝑒𝑣𝑛(𝑥) − 𝑣𝑛(𝑥), 𝑣𝑛+1(0) = 𝑣𝑛+1(1) = 0,

ãäå 𝑣𝑛 � ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå íà 𝑛-îé èòåðàöèè, à 𝑣0(𝑥) ≡ 0. Äëÿ ðåøåíèÿ

èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä p �ÊÍÍ (ñ îäíîé ÿ÷åéêîé). Èç òàáëèöû 2.8 âèäíî, ÷òî

íàèìåíüøàÿ ïîãðåøíîñòü, îãðàíè÷åííàÿ òî÷íîñòüþ êîíñòàíòû 𝑐, äîñòèãàåò�

ñÿ óæå íà ïîëèíîìàõ 7 ñòåïåíè. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ ïîðÿäêà 8 èòåðàöèé â

ìåòîäå Íüþòîíà äëÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (óñëîâèå îñíîâêè

àíàëîãè÷íî óñëîâèþ (2.21)).

Òàáëèöà 2.8 � Ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì p �ÊÍÍ äëÿ êðàå�

âîé çàäà÷è (2.46).

𝐾 ×𝑁 𝐸𝑟(𝑢)

1× 2 5.18e–1

1× 4 3.07e–2

1× 6 2.05e–4

1× 8 5.04e–6

1× 10 4.48e–6

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ äâóìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷.

2.4.2. Двумерные тестовые задачи

Â ïðîåêöèîííûõ ìåòîäàõ ïðåäñòàâëåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ÷àñòî

ìîäèôèöèðóåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíî òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿëî
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êðàåâûì óñëîâèÿì çàäà÷è. Åñëè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ýòîò ïîäõîä ðåàëè�

çóåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòî, òî â äâóìåðíîì ñëó÷àå, âûáîð òàêîãî ïðåäñòàâ�

ëåíèÿ ðåøåíèÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ îòäåëüíîé çàäà÷åé, îñëîæíåííîé ãåîìåòðè�

åé îáëàñòè, îñîáåííîñòÿìè ðåøåíèÿ íà ãðàíèöå, ñëîæíûì âèäîì êðàåâûõ

óñëîâèé. Âàæíîå ïðåèìóùåñòâî â ýòîì ñëó÷àå èìååò ïîäõîä ìåòîäà ÊÍÍ,

êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïåðåîïðåäåëÿòü ÑËÀÓ, óâåëè÷èâàÿ êîëè÷åñòâî óðàâíå�

íèé, â òîì ÷èñëå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïåðåîïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò èñïîëü�

çîâàòü ñòàíäàðòíûé âèä ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ è ïîòðåáîâàòü îò ðåøåíèÿ

ñîîòâåòñòâèÿ êðàåâûì óñëîâèÿì â çàäàííûõ òî÷êàõ â ñìûñëå íàèìåíüøèõ

êâàäðàòîâ. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíèå áîëåå ñëîæíûõ êðàåâûõ óñëîâèé, â âè�

äå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ, êîòîðûå ïîâñåìåñòíî

âñòðå÷àþòñÿ â çàäà÷àõ ìåõàíèêè ïëàñòèí, íå âûçûâàåò îñîáûõ òðóäíîñòåé.

Ïîêàæåì ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ 𝑝 � ïîäõîäà â äâóìåðíîì ñëó÷àå.

Задача Дирихле для уравнение Пуассона. Â êà÷åñòâå ïåðâîé äâó�

ìåðíîé òåñòîâîé çàäà÷è ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññî�

íà â êâàäðàòíîé îáëàñòè Ω = [0; 1]× [0; 1]

𝜕2𝑢(𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑥2
1

+
𝜕2𝑢(𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑥2
2

= −100 sin(10𝑥1𝑥2)(𝑥
2
1 + 𝑥2

2), (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω,

𝑢(𝑥1, 𝑥2) = 𝑢𝑒𝑥(𝑥1, 𝑥2), (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝜕Ω

(2.47)

ñ èçâåñòíûì òî÷íûì ðåøåíèåì 𝑢𝑒𝑥(𝑥1, 𝑥2) = sin(10 𝑥1𝑥2) (ðèñóíîê 2.5).

Â òàáëèöå 2.9 óêàçàíà ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîä�

íûõ äëÿ ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà ÊÍÍ(4), ò.å. åñëè ðåøåíèå â êàæäîé ÿ÷åéêå

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîëíîãî ïîëèíîìà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè îäíîñèòåëüíî

äâóõ ïåðåìåííûõ ñ 15 ñâîáîäíûìè ïàðàìåòðàìè. Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî íà�

áëþäàåòñÿ áëèçêèé ê ÷åòâåðòîìó ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

êàê äëÿ ñàìîé ôóíêöèè, òàê è äëÿ åå ïðîèçâîäíîé. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ àï�

ïðîêñèìèðóåòñÿ ñ ïîðÿäêîì áëèçêèì ê òðåòüåìó.

Â ðàñ÷åòàõ ïðèìåíåí ìåòîä p �ÊÍÍ (𝐾 = 1), à ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

èìååò áàçèñíûå ôóíêöèè âèäà (2.33). Â òàáëèöå 2.10 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòà�
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Ðèñóíîê 2.5 � Âèä ðåøåíèÿ 𝑢𝑒𝑥 çàäà÷è (2.47).

Òàáëèöà 2.9 � Ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì

ÊÍÍ(4)(𝑁𝑘=15) äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (2.47).

𝐾 𝑁 𝐸𝑟(𝑢) 𝛾 𝐸𝑟𝑥(𝑢) 𝛾 𝐸𝑟𝑥𝑥(𝑢) 𝛾

4×4 240 5.23e–2 1.23e–1 5.17e–1

8×8 960 3.02e–3 4.1 8.27e–3 3.9 6.93e–2 2.9

16×16 3840 1.76e–4 4.1 8.72e–4 3.2 1.59e–2 2.1

32×32 15360 1.05e–5 4.1 3.70e–5 4.6 1.34e–3 3.6

64×64 61440 6.61e–7 4.0 2.62e–6 3.8 1.51e–4 3.2

128×128 245760 9.85e–8 2.7 1.34e–7 4.3 1.75e–5 3.1

òû ðàñ÷åòîâ äëÿ p �ÊÍÍ. Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íî âûáðàòü áàçèñ

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïîëèíîìîâ 24 ñòåïåíè (2.30) äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøå�

íèÿ ñ òî÷íîñòüþ áëèçêîé ê ìàøèííîé. Ïðè ýòîì ñ î÷åíü âûñîêîé òî÷íîñòüþ

ïîðÿäêà 10−10 îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ÷èñëåííîãî ðå�

øåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, 𝑝�ïîäõîä ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí è â äâóìåðíîì

ñëó÷àå, ÷òî è ïðîäåìîíñòðèðîâàíî íà çàäà÷å (2.47).

Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåñêîëüêî ÿ÷ååê, â êàæ�

äîé èç êîòîðûõ ðåøåíèå àïïðîêñèììèðóåòñÿ ïîëèíîìàìè âûñîêèõ ñòåïåíåé
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Òàáëèöà 2.10 � Ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì p �ÊÍÍ ñ îäíîé

ÿ÷åéêîé äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (2.47).

𝑁1 ×𝑁2 𝐸𝑟(𝑢) 𝐸𝑟𝑥(𝑢) 𝐸𝑟𝑥𝑥(𝑢)

5 × 5 3.89e+0 6.53e+0 4.48e+0

10 × 10 5.95e–2 1.62e–1 4.06e–1

15 × 15 2.15e–5 8.65e–5 6.06e–4

20 × 20 2.04e–9 8.90e–9 4.55e–8

22 × 22 3.14e–11 1.82e–10 1.05e–9

24 × 24 4.87e–13 3.24e–12 2.28e–11

25 × 25 3.10e–14 1.52e–13 1.93e–12

(hp �ÊÍÍ). Â òàáëèöå 2.11 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ â ñëó÷àå ðàâ�

íîìåðíûõ ñåòîê ñ 2, 3 è 4 ÿ÷åéêàìè â êàæäîì íàïðàâëåíèè. Èç íåå âèäíî,

÷òî ÷åì áîëüøåå ÷èñëî ÿ÷ååê èñïîëüçóåòñÿ, òåì áîëüøåå ÷èñëî ñâîáîäíûõ

ïàðàìåòðîâ òðåáóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ ñ ôèêñèðîâàííîé òî÷íîñòüþ.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ òî÷íîñòè ïîðÿäêà 10−14 â ñëó÷àå îäíîé ÿ÷åéêè òðåáóåòñÿ

676 ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ, äëÿ 4 ÿ÷ååê � 1600, äëÿ 9 � 2916, äëÿ 16 � 4096.

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ ìèíèìèçàöèè ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ, äåêîì�

ïîçèöèÿ êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ìîæåò âëèÿòü îòðèöàòåëüíî. Ñòîèò îòìå�

òèòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà ñëîæíóþ ôîðìó ãðàôèêà, ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé

çàäà÷è (2.5) íå èìååò îñîáåííîñòåé, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé. Â

ñëåäóþùåì ïðèìåðå ðàññìîòðèì çàäà÷ó, ðåøåíèå êîòîðîé òàêèìè îñîáåííî�

ñòÿìè îáëàäàþò.

Задача Дирихле для уравнение Пуассона с особенностью.

Â êà÷åñòâå òåñòîâîé çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðîé îáëàäàåò îñîáåííîñòüþ,

îïÿòü îáðàòèìñÿ ê çàäà÷å Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â êâàäðàòå Ω =
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Òàáëèöà 2.11 � Ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì hp �ÊÍÍ äëÿ êðà�

åâîé çàäà÷è (2.47) äëÿ ðàâíîìåðíûõ ñåòîê ñ 4, 9 è 16 ÿ÷åéêàìè.

𝑁1 ×𝑁2

𝐾 = 2× 2 𝐾 = 3× 3 𝐾 = 4× 4

𝑁 𝐸𝑟(𝑢) 𝑁 𝐸𝑟(𝑢) 𝑁 𝐸𝑟(𝑢)

10× 10 400 1.49 –04 900 3.52 –06 1600 1.88 –07

14× 14 784 2.89 –08 1764 1.27 –10 3136 2.91 –12

16× 16 1024 2.58 –10 2304 6.14 –13 4096 8.28 –15

18× 18 1296 8.35 –13 2916 5.02 –15

20× 20 1600 1.51 –14 3600 1.65 –14

[−1; 1]× [−1; 1]

𝜕2𝑢(𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑥21
+

𝜕2𝑢(𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑥22
=

𝜕2𝑢𝑒𝑥(𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑥21
+

𝜕2𝑢𝑒𝑥(𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑥22
,

𝑢(𝑥1, 𝑥2) = 𝑢𝑒𝑥(𝑥1𝑥2), (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝜕Ω,

(2.48)

ñ òî÷íûì ðåøåíèåì

𝑢𝑒𝑥(𝑥1, 𝑥2) =
1

(1 + 25 𝑥21)

1

(1 + 25 𝑥22)
, (2.49)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ îäíîìåðíûõ ôóíêöèé ñ îñîáåííîñòüþ

â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè [92] (ðèñóíîê 2.6, а). Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ôóíê�

öèÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç äèôôåðåíöèðóåìà, å¼ îñîáåííîñòü çàêëþ÷àåòñÿ

â âûñîêîé ñêîðîñòè ðîñòà çíà÷åíèé åå ïðîèçâîäíûõ â îêðåñòíîñòè íóëÿ, ÷òî

â ÷àñòíîñòè ïðèâîäèò ê íåïðèìåíèìîñòè ðàâíîìåðíîãî ðàñïîëîæåíèÿ óçëîâ

â çàäà÷å èíòåðïîëÿöèè äëÿ ýòîé ôóíêöèè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî àáñîëþò�

íûå çíà÷åíèÿ 𝑚-îé ïðîèçâîäíîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè (0,0) ðàñòóò áûñòðåå

÷åì 𝑚! Íà ðèñóíêå 2.6 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ôóíêöèè (2.49) è å¼ âòîðîé

ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåííîé 𝑥1.

Äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (2.48) ïðèìåíèì ìåòîä p �ÊÍÍ (ñ îäíîé

ÿ÷åéêîé). Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöå (2.12). Â òàáëèöå óêàçà�

íû ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ òîëüêî äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî îäíîé èç
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Ðèñóíîê 2.6 � Âèä ôóíêöèè (2.49)(à) è åå âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåííîé

𝑥 (á).
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ïåðåìåííûõ òàê êàê çàäà÷à îáëàäàåò ñèììåòðè÷íîñòüþ îòíîñèòåëüíî ïðî�

ñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Èç òàáëèöû 2.12 âèäíî, ÷òî òàêîå áûñòðîå óìåíüøåíèå ïîãðåøíîñòè ÷èñ�

ëåííîãî ðåøåíèÿ, êàê íàïðèìåð â ïðåäûäóùåé çàäà÷å (òàáëèöà 2.10), çäåñü

óæå íå íàáëþäàåòñÿ. Åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ñ

òî÷íîñòüþ 10−7, òî íåîáõîäèìî àïïðîêñèìèðîâàòü ðåøåíèå â âèäå ïðîèçâå�

äåíèÿ äâóõ ïîëèíîìîâ 100-îé ñòåïåíè, ò.å. ñòàðøèé ÷ëåí â ïðåäñòàâëåíèè ðå�

øåíèÿ áóäåò èìåòü ñòåïåíü 200. Òîò ôàêò, ÷òî ïðèìåíåíèå ïîëèíîìîâ òàêîé

âûñîêîé ñòåïåíè ïðîäîëæàåò äàâàòü ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ âûñîêîé òî÷íîñòè,

ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñîáåííîñòåé ñîâìåñòíîãî ïðèìåíåíèÿ äâóõ òåõíèê: âû�

áîðà êîîðäèíàò òî÷åê êîëëîêàöèé â êîðíÿõ ïîëèíîìà ×åáûø¼âà è âûáîðà

áàçèñà â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîëèíîìîâ â âèäå ðÿäà ïî ìíîãî÷ëå�

íàì ×åáûø¼âà [88]. Íî äàæå â ýòîì ñëó÷àå äàëüíåéøåå ïîâûøåíèå ñòåïåíè

ïîëèíîìîâ íå äàåò óëó÷øåíèÿ òî÷íîñòè, ÷òî ñêîðåå âñåãî ñâÿçàíî ñ âëèÿíè�

åì îøèáîê îêðóãëåíèÿ. Îäíàêî, ÷òî äåëàòü åñëè ðåøåíèå òðåáóåòñÿ íàéòè ñ

òî÷íîñòüþ 10−9?

Òàê êàê â èçâåñòíîì ñìûñëå p � ïîäõîä óæå íå ïðèâîäèò ê óòî÷íåíèþ
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Òàáëèöà 2.12 � Ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì p �ÊÍÍ äëÿ êðà�

åâîé çàäà÷è (2.47).

𝑁1 ×𝑁2 𝑁 𝐸𝑟(𝑢) 𝐸𝑟𝑥(𝑢) 𝐸𝑟𝑥𝑥(𝑢)

10 × 10 100 2.67e+0 1.27e+0 4.61e+0

15 × 15 225 9.11e–1 3.90e+0 1.45e+1

20 × 20 400 3.47e–1 3.88e–1 2.08e+0

25 × 25 625 1.13e–1 2.48e+0 1.76e+1

30 × 30 900 2.78e–2 8.09e–2 7.45e–1

35 × 35 1225 3.01e–2 1.10e+0 5.32e+0

40 × 40 1600 3.77e–3 1.51e–1 1.59e+0

45 × 45 2025 5.16e–3 7.35e–2 1.30e+0

50 × 50 2500 9.12e–4 5.09e–2 4.19e–1

60 × 60 3600 1.60e–4 6.31e–3 1.11e–1

70 × 70 4900 3.57e–5 3.63e–3 3.23e–2

80 × 80 6400 5.97e–6 5.17e–4 6.42e–3

90 × 90 8100 1.10e–6 1.12e–4 1.60e–3

100 × 100 10000 1.96e–7 3.79e–5 3.85e–4

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, âîñïîëüçóåìñÿ hp � ïîäõîäîì, òî åñòü äåêîìïîçèöèåé

îáëàñòè íà áîëåå ìåëêèå ïîäîáëàñòè. Â òàáëèöå 2.13 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû

ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì hp �ÊÍÍ äëÿ ýòîé æå êðàåâîé çàäà÷è, íî ñ ðàâíîìåð�

íîé ñåòêîé èç 4-õ ÿ÷ååê. Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî äåêîìïîçèöèÿ îáëàñòè äàåò

âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñ î÷åíü âûñîêîé òî÷íîñòüþ ïî�

ðÿäêà 10−14. Â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ äåêîìïîçèöèÿ îáëàñòè ïðèâîäèëà

ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ 𝑁 , òðåáóåìûõ äëÿ äîñòèæåíèÿ

ôèêñèðîâàííîé òî÷íîñòè. Íî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ýòî íå òàê. Äëÿ

ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ ïîðÿäêà 10−7 íà ñåòêå ñ îäíîé

ÿ÷åéêîé òðåáóåòñÿ 10000 ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ, à

äëÿ äåêîìïîçèöèè íà 4 ÿ÷åéêè âñåãî 3600. Ïðèìåíåíèå äåêîìïîçèöèè â ýòîì

ñëó÷àå ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ñòåïåíü èñïîëüçóåìûõ â ðàñ÷åòàõ ïîëèíîìîâ,

÷òî äåëàåò ðàñ÷åò áîëåå óñòîé÷èâûì ê îøèáêàì îêðóãëåíèÿ.
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Òàáëèöà 2.13 � Ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì hp �ÊÍÍ ñ 4-ìÿ

ÿ÷åéêàìè äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (2.48).

𝑁1 ×𝑁2 𝑁 𝐸𝑟(𝑢) 𝐸𝑟𝑥(𝑢) 𝐸𝑟𝑥𝑥(𝑢)

10 × 10 400 1.78e–1 9.89e–1 5.14e+0

15 × 15 900 1.10e–2 1.04e–1 1.06e+0

20 × 20 1600 2.32e–4 2.97e–3 3.12e–2

25 × 25 2500 2.59e–5 6.39e–4 1.73e–2

30 × 30 3600 8.57e–7 3.96e–5 1.37e–3

35 × 35 4900 2.78e–8 1.77e–6 7.66e–5

40 × 40 6400 1.54e–9 7.92e–8 3.82e–6

45 × 45 8100 8.39e–11 3.67e–9 1.33e–7

50 × 50 10000 1.72e–12 8.24e–11 5.32e–9

60 × 60 14400 9.15e–14 2.82e–14 1.99e–10

2.4.3. Трехмерные тестовые задачи

Задача Дирихле для уравнение Пуассона. Îïèñàííûå àëãîðèòìû

ìåòîäà ÊÍÍ ìîæíî ðåàëèçîâàòü è â òðåõìåðíîì ñëó÷àå. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â åäèíè÷íîì êóáå Ω = [0; 1]× [0; 1]× [0; 1]

𝜕2𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)

𝜕𝑥21
+

𝜕2𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)

𝜕𝑥22
+

𝜕2𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)

𝜕𝑥23
=

= −100 sin(10𝑥1𝑥2𝑥3)(𝑥
2
1 + 𝑥22 + 𝑥23), (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ Ω,

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = sin(10 𝑥1𝑥2𝑥3), (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝜕Ω.

(2.50)

ñ èçâåñòíûì òî÷íûì ðåøåíèåì 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = sin(10 𝑥1𝑥2𝑥3).

Èç òàáëèöû 2.14 âèäíî, ÷òî ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà óæå ðàññìîòðåííîìó

äâóìåðíîìó ñëó÷àþ (2.10). Âèäíî, ÷òî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå òàêæå íàáëþäà�

åòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé ïîðÿäîê óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòè ïðè óâåëè÷åíèè

ñòåïåíè ïîëèíîìîâ â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ.
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Òàáëèöà 2.14 � Ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì p �ÊÍÍ äëÿ êðà�

åâîé çàäà÷è (2.46).

𝑁 𝐸𝑟(𝑢)

4× 4× 4 2.26e+0

6× 6× 6 7.61e–1

8× 8× 8 1.24e–1

10× 10× 10 1.68e–2

12× 12× 12 8.52e–4

14× 14× 14 2.74e–5

16× 16× 16 7.34e–7

18× 18× 18 1.78e–8

20× 20× 20 3.35e–10

Выводы по главе 2

1. Ðàçðàáîòàíû è ðåàëèçîâàíû 𝑝�âåðñèè ìåòîäà ÊÍÍ â îäíî�, äâóõ� è

òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ, îáåñïå÷èâàþùèå ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñêîðîñòü ñõî�

äèìîñòè ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìåòîäà

çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå êîîðäèíàò òî÷åê êîëëîêàöèé â êîðíÿõ ìíîãî÷ëå�

íîâ ×åáûø¼âà è âûáîðå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ óäîáíîãî äëÿ ðàáîòû

â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ � â âèäå ðÿäà ïî ìíîãî÷ëåíàì ×åáûø¼âà èëè

èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíàì Ëàãðàíæà.

2. Ïðîâåäåíû òåñòîâûå ðàñ÷åòû è ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ïåðåîïðå�

äåëåíèÿ êàê áîëåå îáùåãî ñïîñîáà ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè ðàçðåøàþùåé

ñèñòåìû óðàâíåíèé óïðîùàåò ðåàëèçàöèþ ìåòîäà è ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî

ýêñïîíåíöèàëüíîé ñêîðîñòè óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòè ïðè óâåëè÷åíèè

îáùåãî ÷èñëà ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ.

3. Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ÊÍÍ èñïîëüçîâàí ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè

êðàåâûõ çàäà÷, ðåøåíèÿ êîòîðûõ îáëàäàþò îñîáåííîñòÿìè: áîëüøèìè

ãðàäèåíòàìè è ðàçðûâàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî p � ïîäõîä ìîæíî óñïåøíî
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ñîâìåùàòü ñ h � ïîäõîäîì, íàïðèìåð, â äëÿ ïîèñêà ðåøåíèé, îáëàäàþ�

ùèõ áîëüøèìè ãðàäèåíòàìè.

4. Íà ïðèìåðå êðàåâîé çàäà÷è, ðåøåíèå êîòîðîé îáëàäàåò îñîáåííîñòüþ,

ïîêàçàíî, ÷òî ℎ𝑝�ïîäõîä óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü áîëåå ýôôåê�

òèâíûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ℎ� èëè 𝑝�ïîäõîäàìè.
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Глава 3.

АНАЛИЗ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО

СОСТОЯНИЯ МНОГОСЛОЙНЫХ

ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ПЛАСТИН

Ïðîáëåìà èçãèáà ïëàñòèí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç àêòóàëüíûõ çàäà÷

ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè. Â çàìêíóòîé àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå åå

ðåøåíèå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü òîëüêî äëÿ î÷åíü îãðàíè÷åííîãî ÷èñëà êðàåâûõ

çàäà÷ ñ êîíêðåòíûìè óñëîâèÿìè íàãðóæåíèÿ è çàêðåïëåíèÿ. Ðàññìîòðèì

ðÿä òåñòîâûõ çàäà÷ äëÿ âåðèôèêàöèè ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà ÊÍÍ äëÿ

ýòîãî êëàññà çàäà÷.

3.1. Задачи изгиба изотропной и ортотропной пластин

Изгиб изотропной пластины. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó èçãèáà ïðÿìîóãîëü�

íîé èçîòðîïíîé ïëàñòèíû øàðíèðíî çàêðåïëåííîé ïî âñåìó êîíòóðó â ðàì�

êàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà. Â ñëó÷àå îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé

ïëàñòèíû óðàâíåíèÿ (1.22) ïðèìóò óïðîùåííûé âèä

𝜕4𝑤(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥4
+ 2

𝜕4𝑤(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+

𝜕4𝑤(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦4
=

𝑞(𝑥, 𝑦)

𝐷
, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω, (3.1)

𝑤(𝑥, 𝑦) = 0,
𝜕2𝑤(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑛2
= 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕Ω, (3.2)

ãäå 𝑤(𝑥, 𝑦) � ïðîãèá ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè; 𝑞(𝑥, 𝑦) � ïîïåðå÷íàÿ íàãðóçêà;

𝐷 = 𝐸ℎ3/12(1− 𝜈2) � æ¼ñòêîñòü ïëàñòèíû ïðè èçãèáå; 𝑎, 𝑏, ℎ � äëèíà, øè�

ðèíà è òîëùèíà ïëàñòèíû; 𝐸, 𝜈 � ìîäóëü Þíãà è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà
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èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ïëàñòèíû; 𝑛 � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå. Äëÿ íà�

ãðóçêè ñïåöèàëüíîãî âèäà 𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝑞0 sin(𝜋𝑥/𝑎) sin(𝜋𝑦/𝑏) (𝑞0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡) ìîæíî

ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (3.1)� (3.2) â âèäå [79]

𝑤(𝑥, 𝑦) =
𝑞(𝑥, 𝑦)𝑎4𝑏4

𝜋4𝐷 (𝑎2 + 𝑏2)2
.

Â ðàñ÷¼òàõ èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: 𝑎 = 10 cì, 𝑏 = 20 cì,

ℎ = 0.5 ñì, 𝐸 = 200ÃÏà, 𝜈 = 0.28, 𝑞0 = 0.1ÌÏà.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ p �ÊÍÍ. Â òàáëèöå 3.1

ïðèâåäåíà ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, à íà ðèñóíêå 3.1 èçîáðàæåíà

ôîðìà ïðîãèáà ïëàñòèíû. Èç òàáëèöû 3.1 âèäíî, ÷òî p � ïîäõîä â ìåòîäå

ÊÍÍ ïðèâîäèò ê âûñîêîé òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðè ðàñ÷åòå èçãèáà

èçîòðîïíûõ ïëàñòèí.

Òàáëèöà 3.1 � Ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ìåòîäîì p �ÊÍÍ äëÿ êðàå�

âîé çàäà÷è (3.1)� (3.2).

𝑁1 ×𝑁2 𝐸𝑟(𝑢) 𝐸𝑟𝑥(𝑢) 𝐸𝑟𝑦(𝑢) 𝐸𝑟𝑥𝑥(𝑢) 𝐸𝑟𝑦𝑦(𝑢)

5 × 5 1.22e+1 2.05e+1 1.21e+1 2.25e+1 2.09e+1

10 × 10 2.87e–2 1.92e–2 1.09e–1 2.00e–2 2.87e–1

15 × 15 4.77e–9 9.51e–9 5.47e–8 3.76e–8 3.95e–7

20 × 20 6.13e–13 8.85e–13 2.08e–12 4.28e–12 1.90e–11

Â çàäà÷àõ ìåõàíèêè ïëàñòèí ÷àñòî âîçíèêàþò êðàåâûå óñëîâèÿ, îòëè�

÷àþùèåñÿ îò òðàäèöèîííûõ êðàåâûõ óñëîâèé òèïà Äèðèõëå è Íåéìàíà. Â

ìåòîäå ÊÍÍ íå âîçíèêàåò òðóäíîñòåé ñ ðåàëèçàöèåé òàêèõ êðàåâûõ óñëîâèé.

Ïðåäñòàâëåíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ïîäñòàâëÿåòñÿ â êðàåâûå óñëîâèÿ è

âûáðàííûõ òî÷êàõ çàïèñûâàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Íàïðèìåð, â ðàññìîò�

ðåííîé çàäà÷å âìåñòî êðàåâûõ óñëîâèé (3.2) íà îäíîé èç ãðàíèö (𝑥1 = 0)

ïîñòàâèì óñëîâèÿ ñâîáîäíîãî êðàÿ

𝜕2𝑤(0, 𝑦)

𝜕𝑥2
= 0,

𝜕3𝑤(0, 𝑦)

𝜕𝑥3
= 0. (3.3)
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Ðèñóíîê 3.1 � Ôîðìà ïðîãèáà ïëàñòèíû äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (3.1) ñ êðàåâûìè

óñëîâèÿìè (3.2).

Ýòî óñëîâèå ïðàêòè÷åñêè íå âëèÿåò íà ñõåìó ðåàëèçàöèè ìåòîäà. Íà ðèñóí�

êå 3.2 ïðåäñòàâëåíà ôîðìà ïðîãèáà ïëàñòèíû, ó êîòîðîé îäèí êðàé ñâîáîäåí

îò çàêðåïëåíèÿ.

Ðèñóíîê 3.2 � Ôîðìà ïðîãèáà ïëàñòèíû äëÿ êðàåâîé çàäà÷è (3.1) ñ êðàåâûìè

óñëîâèÿìè (3.3).

Изгиб ортотропной пластины. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó èçãèáà îäíîðîäíîé

îðòîòðîïíîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû â ðàìêàõ òåîðèè Òèìîøåíêî. Äëÿ

ýòîãî â áîëåå îáùèõ óðàâíåíèÿõ (1.34), ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùåé ãëàâå,

÷èñëî ñëîåâ íóæíî âçÿòü ðàâíûì åäèíèöå. Òîãäà óðàâíåíèÿ ïðèìóò áîëåå
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ïðîñòîé âèä è äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîãèáà ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

−𝐴44
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
− 𝐴44

𝜕2𝑤0

𝜕𝑦2
− 𝐴55

𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑥
− 𝐴55

𝜕2𝑤0

𝜕𝑥2
= −𝑞,

(𝐷12 +𝐷66)
𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥 𝜕𝑦
− 𝐴55𝜑𝑥 − 𝐴55

𝜕𝑤0

𝜕𝑥
+𝐷11

𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑥2
+𝐷66

𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑦2
= 0,

(𝐷12 +𝐷66)
𝜕2𝜑𝑥

𝜕𝑥 𝜕𝑦
− 𝐴44𝜑𝑦 − 𝐴44

𝜕𝑤0

𝜕𝑦
+𝐷22

𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑦2
+𝐷66

𝜕2𝜑𝑦

𝜕𝑥2
= 0.

(3.4)

Ðàññìîòðèì ìàòåðèàë, êîòîðûé â îäíîì èç íàïðàâëåíèé èçîòðîïèè ÿâëÿåòñÿ

íàìíîãî áîëåå æåñòêèì

𝐸𝐿 = 25𝐸𝑇 , 𝐺𝐿𝑇 = 0.5𝐸𝑇 , 𝐺𝑇𝑇 = 0.2𝐸𝑇 , 𝜈𝐿𝑇 = 𝜈𝑇𝑇 = 0.25.

Âûïèøåì óñëîâèÿ øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ

𝑤0(𝑥, 0) = 0, 𝜑𝑥(𝑥, 0) = 0,
𝜕𝜑𝑦(𝑥, 0)

𝜕𝑦
= 0,

𝑤0(𝑥, 𝑏) = 0, 𝜑𝑥(𝑥, 𝑏) = 0,
𝜕𝜑𝑦(𝑥, 𝑏)

𝜕𝑦
= 0,

𝑤0(0, 𝑦) = 0,
𝜕𝜑𝑥(0, 𝑦)

𝜕𝑥
= 0, 𝜑𝑦(0, 𝑦) = 0,

𝑤0(𝑎, 𝑦) = 0,
𝜕𝜑𝑥(𝑎, 𝑦)

𝜕𝑥
= 0, 𝜑𝑦(𝑎, 𝑦) = 0.

(3.5)

Â ðàáîòå [110] äëÿ êâàäðàòíîé ïëàñòèíû è äëÿ äâóõ âèäîâ íàãðóçîê �

ñèíóñîèäàëüíîé è ðàâíîìåðíîé (ðèñóíîê 3.3) ïîëó÷åíî ðåøåíèå ìåòîäîì Ôó�

ðüå.

𝑆𝑆𝐿 : 𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝑞0 sin(𝜋𝑥/𝑎) sin(𝜋𝑦/𝑏),

𝑈𝐷𝐿 : 𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝑞0.

Â òàáëèöå 3.2 ïðèâåäåíû íîðìèðîâàííûå ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïðîãè�

áà è êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé, ïîëó÷åííûõ ïî ôîðìóëàì (1.14)�(1.15)

𝑤̄0 = 𝑤0
𝐸𝑇ℎ

3

𝑎4𝑞0
102, 𝜎̄𝑥𝑥 = 𝜎𝑥𝑥𝜆, 𝜎̄𝑦𝑦 = 𝜎𝑦𝑦𝜆, 𝜎̄𝑥𝑦 = 𝜎𝑥𝑦𝜆, 𝜆 =

ℎ2

𝑎2𝑞0
.
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Ðèñóíîê 3.3 � Âèä ñèíóñîèäàëüíîé (SSL) è ðàâíîìåðíîé (UDL) ïîïåðå÷íûõ

íàãðóçîê 𝑞(𝑥, 𝑦)

Òàáëèöà 3.2 � Çíà÷åíèÿ ïðîãèáà 𝑤̄0(𝑎/2, 𝑎/2) è êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæå�

íèé 𝜎̄𝑥𝑥(𝑎/2, 𝑎/2, ℎ/2), 𝜎̄𝑦𝑦(𝑎/2, 𝑎/2, ℎ/2) è 𝜎̄𝑥𝑦(𝑎, 𝑎,−ℎ/2) äëÿ ñèíóñîèäàëü�

íîé è ðàâíîìåðíîé íàãðóçêè è ðàçíûõ îòíîñèòåëüíûõ òîëùèí

𝑎/ℎ 𝑤̄0 𝜎̄𝑥𝑥 𝜎̄𝑦𝑦 𝜎̄𝑥𝑦

𝑆𝑆𝐿

10 0.6383 0.5248 0.0338 0.0246

20 0.4836 0.535 0.0286 0.0222

100 0.4333 0.5385 0.0267 0.0213

𝑈𝐷𝐿

10 0.9519 0.7706 0.0352 0.0539

20 0.7262 0.7828 0.0272 0.0487

100 0.6528 0.7865 0.0245 0.0464

Äëÿ ñîâïàäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñ äàííûìè òàáëèöû 3.2 â ìåòîäå

p �ÊÍÍ òðåáóåòñÿ ïîëèíîìû 12 ñòåïåíè â êàæäîì íàïðàâëåíèè.

Ïðè ðàâíîìåðíîé íàãðóçêå, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, íàáëþäàåòñÿ áîëü�

øèé ïðîãèá öåíòðå ïëàñòèíû.
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Ðèñóíîê 3.4 � Ïðîãèá ïëàñòèíû 𝑤(𝑥̄, 𝑎/2) äëÿ ñèíóñîèäàëüíîé (SSL) è ðàâ�

íîìåðíîé (UDL) ïîïåðå÷íûõ íàãðóçîê 𝑞(𝑥, 𝑦). Çäåñü 𝑥̄ = 𝑥/𝑎 è 𝑎/ℎ = 100.

3.2. Расчет напряженно-деформированного состояния

пластин на упругом основании

Ïðÿìîóãîëüíàÿ ïîïåðå÷íî íàãðóæåííàÿ ïëàñòèíà ìîæåò îïèðàòüñÿ íà

óïðóãîå îñíîâàíèå, êàê ýòî èìååò ìåñòî, íàïðèìåð, â ïîêðûòèÿõ àâòîìî�

áèëüíûõ äîðîã, ìîñòîâ èëè âçëåòíî-ïîñàäî÷íûõ ïîëîñ àýðîäðîìîâ. Äëÿ èñ�

ñëåäîâàíèÿ ïðî÷íîñòè è íåñóùåé ñïîñîáíîñòè òàêèõ êîíñòðóêöèé òðåáóåòñÿ

çíàíèå èõ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ).

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ ïëàñòèíó íà óïðóãîì îñíîâàíèè [41]. Ðåàê�

öèþ óïðóãîãî îñíîâàíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîïàðà�

ìåòðè÷åñêîé ìîäåëè, îñíîâàííîé íà ãèïîòåçå Âèíêëåðà (äàëåå ìîäåëü Âèí�

êëåðà) [32,51,79], è äâóõ áîëåå ñëîæíûõ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé Âëà�

ñîâà [22] è Ïàñòåðíàêà [64]. Ãèïîòåçà Âèíêëåðà, ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ðåàêöèÿ

îñíîâàíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ïðîãèáó ïëèòû

𝑝 = 𝑘𝑤, (3.6)

ãäå 𝑝 � ðåàêöèÿ îñíîâàíèÿ, 𝑤 � ïðîãèá ïëèòû, 𝑘 � êîýôôèöèåíò ïîñòåëè

(êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè), îïðåäåëÿåìûé ýêñïåðèìåíòàëüíî äëÿ
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êàæäîãî òèïà ãðóíòà (íåêîòîðûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû

â [79]). Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçîâàíèå ýòîé ìî�

äåëè äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèåìëåìûõ ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ

ðåçóëüòàòîâ. Îäíàêî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåàêöèè ãðóíòà èìååò ðÿä íåäî�

ñòàòêîâ. Íàïðèìåð, âíåøíèå íàãðóçêè ðàñïðåäåëÿþòñÿ íà ãðóíò òîëüêî â

ïðåäåëàõ ïëîùàäè ïîäîøâû ïëàñòèíû. Ýòî ïîëîæåíèå íå îòâå÷àåò ðåàëü�

íûì íàáëþäåíèÿì, ïî êîòîðûì ãðóíò îñåäàåò, à ñëåäîâàòåëüíî íàïðÿæåí çà

ïðåäåëàìè ïëàñòèíû. Åùå îäíèì íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ òðóäíîñòü â îïðåäå�

ëåíèè çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ïîñòåëè 𝑘, êîòîðûé çàâèñèò îò ðàçìåðîâ è

ôîðìû ïðîáíîãî øòàìïà. Áîëåå êà÷åñòâåííûé ó÷åò ðåàêöèè ãðóíòà çàëîæåí

â äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëÿõ

𝑝 = 𝐶1𝑤 − 𝐶2Δ𝑤, (3.7)

ãäå Δ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, 𝐶1, 𝐶2 � ïàðàìåòðû ãðóíòà. Çäåñü, ïîìèìî ðàáî�

òû îñíîâàíèÿ íà ñæàòèå (ãèïîòåçà Âèíêëåðà), äîïîëíèòåëüíî ó÷èòûâàåòñÿ

ðàáîòà îñíîâàíèÿ íà ñäâèã èëè ñðåç.

Â ðàáîòå Â.Ç. Âëàñîâà è Í.Í. Ëåîíòüåâà [22] îñíîâàíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ

êàê ñðåäà, â êîòîðîé îòñóòñòâóþò ïðîäîëüíûå (âäîëü ïëîñêîñòè ïîêîÿùåéñÿ

ïëàñòèíû) ïåðåìåùåíèÿ. Òîãäà êîýôôèöèåíòû 𝐶1, 𝐶2 ìîæíî îïðåäåëèòü ïî

ñëåäóþùèì ôîðìóëàì

𝐶1 =
𝐸0

1− 𝑣20

∫︁ 𝐻

0

𝜑′(𝑧)2𝑑𝑧, 𝐶2 =
𝐸0

2(1 + 𝑣0)

∫︁ 𝐻

0

𝜑(𝑧)2𝑑𝑧,

𝐸0 =
𝐸𝑓

1− 𝜈2𝑓
, 𝜈0 =

𝜈𝑓
1− 𝜈𝑓

,

(3.8)

𝐸𝑓 , 𝜈𝑓 � ìîäóëü Þíãà è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà óïðóãîãî îñíîâàíèÿ, 𝜑(𝑧) �

ôóíêöèÿ ïîïåðå÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óïðóãîãî îñíîâàíèÿ, êîòîðàÿ õàðàêòå�

ðèçóåò óãàñàíèå íàïðÿæåííîñòè ãðóíòà ñ óâåëè÷åíèåì ãëóáèíû 𝐻. Â äàííîé

ðàáîòå 𝜑(𝑧) = 𝑠ℎ(𝛾(𝐻 − 𝑧))/𝑠ℎ(𝛾𝐻), ãäå 𝛾 = 1.5.

Â ðàáîòå Ï.Ë. Ïàñòåðíàêà [64] ïðåäëàãàåòñÿ ïîëó÷àòü êîýôôèöèåíòû 𝐶1

è 𝐶2 èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Êîýôôèöèåíò 𝐶1 ñâÿçûâàåò èíòåíñèâíîñòü
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âåðòèêàëüíîãî îòïîðà ãðóíòà ñ åãî îñàäêîé, à âòîðîé íåçàâèñèìûé êîýôôè�

öèåíò 𝐶2 ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü èíòåíñèâíîñòü âåðòèêàëüíîé ñèëû ñäâèãà.

Òàêæå â ðàáîòå ïðèâåäåíû ñëåäóþùèå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ

𝐶1 =
𝐸0

(1− 2𝜈20)𝐻
, 𝐶2 =

𝐸0𝐻

6(1 + 𝜈0)
. (3.9)

Ïåðåéäåì ê ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è. Â ïðÿìîóãîëüíîé îáëà�

ñòè Ω = [0, 𝑎]× [0, 𝑏] ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó, îïèñûâàþùóþ èçãèá ïëà�

ñòèíû ñ ó÷åòîì ðåàêöèè óïðóãîãî îñíîâàíèÿ (ðèñóíîê 3.5) [22,79].

𝐷ΔΔ𝑤(𝑥, 𝑦) = 𝑞(𝑥, 𝑦)− 𝑝(𝑥, 𝑦), (3.10)

ãäå 𝑤(𝑥, 𝑦) � ïðîãèá ïëàñòèíû; 𝑞(𝑥, 𝑦) � âíåøíÿÿ íàãðóçêà; 𝑝(𝑥, 𝑦) � ðåàêöèÿ

óïðóãîãî îñíîâàíèÿ; 𝐷 = 𝐸ℎ3/12(1− 𝜈2) - öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü; 𝑎, 𝑏,

ℎ - äëèíà, øèðèíà, òîëùèíà ïëàñòèíû; 𝐸, 𝜈 � ìîäóëü Þíãà è êîýôôèöèåíò

Ïóàññîíà ïëàñòèíû.

Ðèñóíîê 3.5 � Ïëàñòèíà íà óïðóãîì îñíîâàíèè.

Ðåàêöèÿ óïðóãîãî îñíîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ êàæäîé ìîäåëè èç ñîîò�

âåòñòâóþùèõ ôîðìóë (3.6), (3.7) ñ êîýôôèöèåíòàìè (3.8) èëè (3.9). Îòìåòèì,

÷òî ïðè 𝑝(𝑥, 𝑦) ≡ 0 ïîëó÷àåì êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå èçãèáà ïëàñòèíû (3.1).

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå âèäû êðàåâûõ óñëîâèé [79]. Íàïðèìåð, íà êðàþ

𝑥 = 0 êðàåâûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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1. çàùåìëåííûé êðàé: (𝑤) = 0,

(︂
𝜕𝑤

𝜕𝑥

)︂
= 0;

2. øàðíèðíî çàêðåïëåííûé êðàé: (𝑤) = 0,

(︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝑣

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2

)︂
= 0;

3. ñâîáîäíûé êðàé:

(︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝑣

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2

)︂
= 0,

(︂
𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
+ (2− 𝑣)

𝜕3𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦2

)︂
= 𝑄𝑓 .

Îñîáîå âíèìàíèå ñëåäóåò óäåëèòü âåëè÷èíå 𝑄𝑓 . Ýòó ôóíêöèþ ìîæíî òðàê�

òîâàòü êàê âëèÿíèå ãðóíòà, íàõîäÿùåãîñÿ çà ïðåäåëàìè ïëàñòèíû íà åå

êðàÿ [22, 64]. Òàê êàê ìîäåëü Âèíêëåðà íå ó÷èòûâàåò ýòîò ýôôåêò, òî äëÿ

íåå 𝑄𝑓 ≡ 0. Äëÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé 𝑄𝑓ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé

âèä [64]

𝑄𝑓 = 𝐶2

(︂
𝛼𝑤 +

𝜕𝑤

𝜕𝑥
− 1

2𝛼

(︂
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2

)︂)︂
, 𝛼 =

√︀
𝐶1/𝐶2. (3.11)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî âûïèñàòü óñëîâèÿ íà äðóãèõ êðàÿõ ïëàñòèíû.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ p � âàðèàíòîì ìåòîäà

ÊÍÍ, ñ ïðåäñòàâëåíèåì áàçèñà â âèäå ðÿäà ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûø¼âà 15 ñòå�

ïåíè â êàæäîì íàïðàâëåíèè.

Ïðè ðàñ÷åòå ïëàñòèí íà óïðóãîì îñíîâàíèè, ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñðàâ�

íåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ äëÿ ðàçíûõ ìîäåëåé ðåàêöèé îñíîâàíèé íå âñå�

ãäà êîððåêòíî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ, îïèñûâàþùèõ îäèí è

òîò æå ãðóíò, íåîáõîäèìî ïðîâåñòè íàòóðíûå ýêñïåðèìåíòû ïî òåõíîëîãèÿì,

îïèñàííûì äëÿ êàæäîé ìîäåëè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èñïîëüçóåìûå êîýôôè�

öèåíòû, âîîáùå ãîâîðÿ, îïèñûâàþò ãðóíòû ñ ðàçíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

Îäíàêî ìîæíî îïðåäåëèòü õàðàêòåð ÍÄÑ äëÿ êàæäîé ìîäåëè íà êà÷åñòâåí�

íîì óðîâíå.

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ ïëàñòèíó íà óïðóãîì îñíîâàíèè ïîä äåéñòâè�

åì ðàâíîìåðíîé íàãðóçêè 𝑞. Äâå ñìåæíûå ñòîðîíû ïëàñòèíû çàùåìëåíû,

äâå äðóãèå ñâîáîäíû. Â ýêñïåðèìåíòå ïðèâåäåíû ðàñ÷åòû ïî òðåì ìîäåëÿì

îñíîâàíèÿ (ðèñóíîê 3.6) äëÿ ïàðàìåòðîâ 𝑎 = 2𝑏 = 2ì, ℎ = 0.01ì, 𝐻 = 0.2ì,

𝐸 = 200ÃÏà, 𝑣 = 0.28, 𝐸𝑓 = 0.4ÃÏà, 𝜈𝑓 = 0.4, 𝑘 = 0.3ÃÏà/ì, 𝑞 = 0.1ÌÏà.
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Ðèñóíîê 3.6 � Ôîðìà äåôîðìèðîâàííîé ðàâíîìåðíî íàãðóæåííîé ïëàñòèíû

äâà êðàÿ êîòîðîé çàùåìëåíû äëÿ ìîäåëåé Âèíêëåðà (à), Âëàñîâà (á), Ïà�

ñòåðíàêà (â).

Èç ðèñóíêà 3.6 âèäíî, ÷òî äëÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé ó÷åò ôóíê�

öèè 𝑄𝑓íà ñâîáîäíîì êðàå ïðèâîäèò ê åãî ïðèïîäíèìàíèþ, ÷òî ñ òî÷êè çðå�

íèÿ ðåàëüíîãî îïûòà áîëåå ëîãè÷íî, ÷åì äëÿ ñëó÷àÿ ìîäåëè Âèíêëåðà, êîãäà

ñâîáîäíûé êðàé äåôîðìèðóåòñÿ áåç èçãèáà.
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3.3. Расчет напряженно-деформированного состояния

многослойных пластин

Â ãëàâå 1 áûëî ïîêàçàíî ÷òî, ÷åì áîëåå òî÷íûå òåîðèè ïëàñòèí èñïîëü�

çóþòñÿ, òåì áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ïðè ýòîì

âîçíèêàþò. Ïîýòîìó î÷åíü âàæíî èìåòü ïðåäñòàâëåíèÿ î ãðàíèöàõ ïðèìå�

íèìîñòè òîé èëè èíîé òåîðèè ïëàñòèí. Îñîçíàííûé âûáîð òåîðèè ïîçâî�

ëèò çíà÷èòåëüíî ñýêîíîìèòü âðåìÿ ðàñ÷åòà è áóäåò âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì

ïðè ïðîâåäåíèè êîìïëåêñà ðàñ÷åòîâ ñ áîëüøèì ÷èñëîì âàðüèðóåìûõ ïàðà�

ìåòðîâ. Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè ïðîåêòèðîâàíèè êîíñòðóêöèé èç êîì�

ïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, ãäå ïóòåì ïåðåáîðà áîëüøîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ

êîìïîçèòà äîñòèãàþòñÿ îïòèìàëüíûå ñâîéñòâà êîíñòðóêöèè.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ïðîâåäåì ðÿä ðàñ÷åòîâ äëÿ ñðàâíåíèÿ îïèñàííûõ âû�

øå òåîðèé ïëàñòèí. Òàê êàê òåîðèè ïëàñòèí ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåíèÿìè ê

ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè, òî óäîáíî â êà÷åñòâå ýòàëîíà âûáðàòü

çàäà÷ó, èìåþùóþ èçâåñòíîå ðåøåíèå â ðàìêàõ 3D ÒÓ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî

ðàñ÷åò ÍÄÑ ìíîãîñëîéíûõ ïëàñòèí ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ñ âû÷èñëèòåëüíîé

òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷åé, â ÷àñòíîì ñëó÷àå, ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå óñëîâèé

çàêðåïëåíèÿ, íàãðóæåíèÿ è ñòðóêòóðû ìàòåðèàëà, ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøå�

íèå â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Ïîäîáíûé ðàñ÷åò, ïðè ïîìîùè ìåòîäà Ôóðüå áûë

ïðîâåäåí â ðàáîòå [107] äëÿ 3-, 5-, 7-ñëîéíûõ ïëàñòèí ðàçíîé îòíîñèòåëüíîé

òîëùèíû.

3.3.1. Постановка задачи

Ðàññìîòðèì êâàäðàòíûå ïëàñòèíû (𝑎 = 𝑏), ñîñòîÿùèå èç òðåõ, ïÿòè è ñå�

ìè ñëîåâ ïîñòîÿííîé òîëùèíû (âñå îáîçíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïîñòàíîâêå

çàäà÷è 3D ÒÓ â ãëàâå 1). Íà âåðõíþþ ãðàíü äåéñòâóåò ïîïåðå÷íàÿ ðàñïðå�

äåëåííàÿ íàãðóçêà, íèæíÿÿ ãðàíü ñâîáîäíà. Íà òîðöàõ ïëàñòèíà øàðíèðíî

çàêðåïëåíà. Ñ÷èòàåì, ÷òî ñëîè æ¼ñòêî ñêðåïëåíû ìåæäó ñîáîé. Íåîáõîäèìî
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ðàññ÷èòàòü íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå òàêîé ïëàñòèíû.

Êàæäûé ñëîé âûïîëíåí èç òðàíâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà ñ ãëàâ�

íûì íàïðàâëåíèåì óïðóãîñòè 𝜃𝑘, ëåæàùèì â ïëîñêîñòè ïëàñòèíû. Ïðè ýòîì

äëÿ ñëîåâ ñ íå÷åòíûì íîìåðîì ãëàâíîå íàïðàâëåíèå óïðóãîñòè ðàâíî 0∘, à

äëÿ ñëîåâ ñ ÷åòíûì � 90∘. Òàêèì îáðàçîì, ñõåìà óêëàäêè ñëîåâ èìååò âèä

0∘/90∘/0∘, 0∘/90∘/0∘/90∘/0∘, 0∘/90∘/0∘/90∘/0∘/90∘/0∘

äëÿ ïëàñòèí ñ òðåìÿ, ïÿòüþ è ñåìüþ ñëîÿìè ñîîòâåòñòâåííî. Ïàðàìåòðû

òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà

𝐸𝐿 = 172 ÃÏà, 𝐸𝑇 = 6.89 ÃÏà, 𝐺𝐿𝑇 = 3.49 ÃÏà,

𝐺𝑇𝑇 = 1.38 ÃÏà, 𝜈𝐿𝑇 = 𝜈𝑇𝑇 = 0.25.
(3.12)

Òîëùèíà ñëîÿ ñ íå÷åòíûì íîìåðîì ðàâíà ℎ𝑘 = ℎ/(𝑁+1) (𝑘 � íå÷åòíîå), à äëÿ

ñëîåâ ñ ÷åòíûì íîìåðîì ℎ𝑘 = ℎ/(𝑁 − 1) (𝑘 � ÷åòíîå), çäåñü 𝑁 � êîëè÷åñòâî

ñëîåâ. Âåðõíÿÿ ãðàíü ïëàñòèíû íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì ðàñïðåäåëåííîé ïî�

ïåðå÷íîé íàãðóçêè 𝑞(𝑥, 𝑦), ïðèíèìàþùåé ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ â öåíòðå

ïëàñòèíû è ðàâíàÿ íóëþ íà êðàÿõ (ðèñóíîê 3.7).

𝑞(𝑥, 𝑦) = 𝑞0 sin
(︁𝜋𝑥
𝑎

)︁
sin
(︁𝜋𝑦
𝑎

)︁
, (3.13)

ãäå 𝑞0 � êîíñòàíòà.

Ýòà ïîñòàíîâêà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáùåé ïîñòàíîâêè çàäà÷è èç�

ãèáà ìíîãîñëîéíûõ ïëàñòèí, êîòîðàÿ áûëà ñôîðìóëèðîâàíà äëÿ êàæäîé òåî�

ðèè â ïåðâîé ãëàâå. Ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêå êðàåâûõ óñëîâèé. Óñëîâèå

øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ äëÿ 3D ÒÓ çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

𝜎𝑘
𝑥𝑥(0, 𝑦, 𝑧) = 𝑣𝑘(0, 𝑦, 𝑧) = 𝑤𝑘(0, 𝑦, 𝑧) = 0,

𝜎𝑘
𝑥𝑥(𝑎, 𝑦, 𝑧) = 𝑣𝑘(𝑎, 𝑦, 𝑧) = 𝑤𝑘(𝑎, 𝑦, 𝑧) = 0,

𝜎𝑘
𝑦𝑦(𝑥, 0, 𝑧) = 𝑢𝑘(𝑥, 0, 𝑧) = 𝑤𝑘(𝑥, 0, 𝑧) = 0,

𝜎𝑘
𝑦𝑦(𝑥, 𝑎, 𝑧) = 𝑢𝑘(𝑥, 𝑎, 𝑧) = 𝑤𝑘(𝑥, 𝑎, 𝑧) = 0.

(3.14)
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Ðèñóíîê 3.7 � Ðàñïðåäåëåíèå ïîïåðå÷íîé íàãðóçêè 𝑞(𝑥, 𝑦) íà âåðõíþþ ãðàíü

ïëàñòèíû.

Ñôîðìóëèðóåì íà îñíîâàíèè ýòèõ êðàåâûõ óñëîâèé ñîîòâåòñòâóþùèå êðàå�

âûå óñëîâèÿ äëÿ òåîðèé ïëàñòèí. Äëÿ ïðèìåðà, ðàññìîòðèì óñëîâèÿ íà òîðöå

𝑥 = 0, àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü óñëîâèÿ è íà äðóãèõ òîðöàõ.

Ñîãëàñíî ãèïîòåçàì òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà

𝑢𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑢0(𝑥, 𝑦)− 𝑧
𝜕𝑤0

𝜕𝑥
,

𝑣𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑣0(𝑥, 𝑦)− 𝑧
𝜕𝑤0

𝜕𝑦
,

𝑤𝑘(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑤0(𝑥, 𝑦),

óñëîâèÿ 𝑤𝑘(0, 𝑦, 𝑧) = 0 âûïîëíÿþòñÿ, åñëè 𝑤0(0, 𝑦) = 0. Ñëåäóþùåå óñëîâèå

𝑣𝑘(0, 𝑦, 𝑧) = 0 áóäåò âûïîëíåíî, åñëè òîëüêî 𝑣0(0, 𝑦) = 0 è 𝜕𝑤0(0,𝑦)
𝜕𝑦 = 0.

Óñëîâèå íà íàïðÿæåíèÿ 𝜎𝑘
𝑥𝑥(0, 𝑦, 𝑧) = 0 ïðèâîäÿò ê òîìó, ÷òî íóëþ áóäåò

ðàâíà èíòåãðàëüíàÿ ñèëà 𝑁𝑥𝑥. Èç óðàâíåíèé (1.20) ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ ýòîé

âåëè÷èíû ÷åðåç ôóíêöèè ïåðåìåùåíèÿ

𝑁𝑥𝑥 =𝐴11
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+ 𝐴12
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

+ 𝐴16

(︂
𝜕𝑢0
𝜕𝑦

+
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

)︂
−

−𝐵11
𝜕2𝑤0

𝜕𝑥2
−𝐵12

𝜕2𝑤0

𝜕𝑦2
−𝐵16

𝜕2𝑤0

𝜕𝑥𝜕𝑦
.

Ò.å. â êðàåâûõ óñëîâèÿõ òåîðèé ïëàñòèí âîçíèêàåò çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåò�

ðîâ ìàòåðèàëà. Íî â ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêè èç ñèììåòðè÷íîñòè
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ñõåìû óêëàäêè ñëîåâ îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ñëåäóåò, ÷òî âñå

êîýôôèöèåíòû 𝐵𝑖𝑗 = 0. Èç-çà ñîâïàäåíèÿ óãëîâ óêëàäêè 𝜃𝑘 ñ ãëàâíîé ñèñòå�

ìîé êîîðäèíàò íóëþ ðàâåí êîýôôèöèåíò 𝐴16. Çàìåòèì òàêæå

𝑣0(0, 𝑦) = 0, ∀ 𝑦 ∈ [0, 𝑏] ⇒ 𝜕𝑣0(0, 𝑦)

𝜕𝑦
= 0, ∀ 𝑦 ∈ [0, 𝑏].

Òàêèì îáðàçîì

𝜎𝑘
𝑥𝑥(0, 𝑦, 𝑧) = 0 ⇒ 𝑁(0, 𝑦) = 0 ⇒ 𝐴11

𝜕𝑢0
𝜕𝑥

= 0 ⇒ 𝜕𝑢0
𝜕𝑥

= 0.

Â èòîãå ïðè 𝑥 = 0 óñëîâèÿ øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ â òåîðèè Êèðõãîôà�

Ëÿâà ìîæíî çàïèñàòü

𝑥 = 0 :
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

= 0, 𝑣0 = 0, 𝑤0 = 0.

Àíàëîãè÷íî íà äðóãèõ êðàÿõ

𝑥 = 𝑎 :
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

= 0, 𝑣0 = 0, 𝑤0 = 0,

𝑦 = 0 : 𝑢0 = 0,
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

= 0, 𝑤0 = 0,

𝑦 = 𝑎 : 𝑢0 = 0,
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

= 0, 𝑤0 = 0.

(3.15)

Ïîñòóïàÿ òî÷íî òàêæå, ìîæíî âûïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùèå êðàåâûå óñëî�

âèÿ äëÿ òåîðèè Òèìîøåíêî è òåîðèè Ãðèãîëþêà-×óëêîâà. Ïðèâåäåì èõ îêîí�

÷àòåëüíûé âèä. Äëÿ òåîðèè Òèìîøåíêî øàðíèðíîå çàêðåïëåíèå ïðèìåò âèä

𝑥 = 0 :
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

= 0, 𝑣0 = 0, 𝑤0 = 0,
𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑥
= 0, 𝜑𝑦 = 0,

𝑥 = 𝑎 :
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

= 0, 𝑣0 = 0, 𝑤0 = 0,
𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑥
= 0, 𝜑𝑦 = 0,

𝑦 = 0 : 𝑢0 = 0,
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

= 0, 𝑤0 = 0, 𝜑𝑥 = 0,
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
= 0,

𝑦 = 𝑎 : 𝑢0 = 0,
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

= 0, 𝑤0 = 0, 𝜑𝑥 = 0,
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
= 0.

(3.16)
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Äëÿ òåîðèè Ãðèãîëþêà-×óëêîâà äëÿ âñåõ 𝑘 âûïèñûâàþòñÿ ïîõîæèå óñëîâèÿ

𝑥 = 0 :
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

= 0, 𝑣0 = 0, 𝑤0 = 0,
𝜕𝜑𝑘

𝑥

𝜕𝑥
= 0, 𝜑𝑘

𝑦 = 0,

𝑥 = 𝑎 :
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

= 0, 𝑣0 = 0, 𝑤0 = 0,
𝜕𝜑𝑘

𝑥

𝜕𝑥
= 0, 𝜑𝑘

𝑦 = 0,

𝑦 = 0 : 𝑢0 = 0,
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

= 0, 𝑤0 = 0, 𝜑𝑘
𝑥 = 0,

𝜕𝜑𝑘
𝑦

𝜕𝑦
= 0,

𝑦 = 𝑎 : 𝑢0 = 0,
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

= 0, 𝑤0 = 0, 𝜑𝑘
𝑥 = 0,

𝜕𝜑𝑘
𝑦

𝜕𝑦
= 0.

(3.17)

Îòìåòèì, ÷òî îòíîñèòåëüíî ïðîñòîé âèä êðàåâûõ óñëîâèé ÿâëÿåòñÿ ñëåä�

ñòâèåì ñïåöèàëüíîé ñòðóêòóðû ïëàñòèíû. Â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ

òîëùèí è îðèåíòàöèè ñëîåâ êðàåâûå óñëîâèÿ ìîãóò ïðèíèìàòü äîñòàòî÷íî

ñëîæíûé âèä, â ò.÷. çàâèñåòü îò êîýôôèöèåíòîâ æåñòêîñòè.

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ãèïîòåçû, íà îñíîâàíèè êîòîðûõ ïîñòðîåíû òåî�

ðèè ïëàñòèí, ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ îòíîñèòåëüíî òîíêèõ

ïëàñòèí. Óâåëè÷åíèå îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ïðèâîäèò ê îòêëîíåíèþ ðå�

çóëüòàòîâ ðàñ÷åòà â ðàìêàõ òåîðèé ïëàñòèí îò ðåøåíèÿ èñõîäíîé ïîñòàíîâêè

3D ÒÓ. Íî äëÿ ðàçíûõ òåîðèé ïëàñòèí îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè (ãäå îòëè÷èÿ

îò 3D ÒÓ äîñòàòî÷íî ìàëû) ìîæåò ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîò�

ðèì ïëàñòèíû ðàçíîé îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû. Ñëåäóÿ ðàáîòå [107], ââåäåì

âåëè÷èíó

𝑆 =
𝑎

ℎ
, (3.18)

êîòîðàÿ áóäåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 2, 4, 10, 20, 50, 100. Ïðè 𝑆 = 2 ïëàñòèíà

ÿâëÿåòñÿ î÷åíü òîëñòîé, íàïðîòèâ ïðè 𝑆 = 100 � î÷åíü òîíêîé. Ïðîâîäÿ

ðàñ÷åòû äëÿ ðàçíûõ 𝑆, ìîæíî îöåíèòü îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè òîé èëè èíîé

òåîðèè ïëàñòèí.

Íà ðèñóíêå 3.8 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé íà ñðåçå ñåìèñëîé�

íîé ïëàñòèíû äëÿ 𝑆 = 10, êîòîðûå äàþò ïðåäñòàâëåíèå î õàðàêòåðå ÍÄÑ â

ðàññìàòðèâàåìûõ ïëàñòèíàõ. Íà ðèñóíêå õîðîøî âèäíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå

íàïðÿæåíèé èìååò íåîäíîðîäíûé õàðàêòåð ïî òîëùèíå ïëàñòèíû. Ýòî ñâÿ�

çàíî ñ òåì, ÷òî ñëîè èìåþò ðàçíûå ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, à èìåííî
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ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ èçîòðîïèè, ïîïåðåìåííî ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ 0∘ è

90∘. Ïîýòîìó ïðè èçãèáå â ñëîÿõ ñ íå÷åòíûì íîìåðîì (𝜃 = 0∘) ïðåîáëàäàåò

âëèÿíèå êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé 𝜎𝑥𝑥, à â ñëîÿõ ñ ÷åòíûì íîìåðîì

(𝜃 = 90∘) êîìïîíåíòû 𝜎𝑦𝑦. Ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíûå àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ íà�

ïðÿæåíèé íàáëþäàþòñÿ íà âíåøíèõ ñëîÿõ â îêðåñòíîñòè öåíòðà ïëàñòèíû.

a

á

Ðèñóíîê 3.8 � Ðàñïðåäåëåíèå êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé 𝜎𝑥𝑥 (à) è 𝜎𝑦𝑦

(á) â ñåìèñëîéíîé ïëàñòèíå äëÿ 𝑆 = 10. Ðàñ÷åò ïðîâåäåí â ðàìêàõ òåîðèè

Ãðèãîëþêà-×óëêîâà.
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3.3.2. Расчеты в рамках различных теорий

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ â ðàìêàõ ðàçëè÷íûõ òåîðèé èñïîëü�

çóþòñÿ çíà÷åíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé ïåðåìåùåíèé è êîìïîíåíò òåíçîðà íà�

ïðÿæåíèé â çàäàííûõ òî÷êàõ. Òî÷êè âûáèðàþòñÿ â îáëàñòÿõ, ãäå èñêîìûå

ôóíêöèè ïðèíèìàþò ìàêñèìàëüíûå èëè ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ. Äëÿ ñðàâ�

íåíèÿ ðàñ÷åòîâ óäîáíî èñêîìûå ôóíêöèè íîðìèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:⎛⎜⎜⎝
𝜎̄𝑥𝑥

𝜎̄𝑦𝑦

𝜎̄𝑥𝑦

⎞⎟⎟⎠ =
1

𝑞0𝑆2

⎛⎜⎜⎝
𝜎𝑥𝑥

𝜎𝑦𝑦

𝜎𝑥𝑦

⎞⎟⎟⎠ ,

(︃
𝜎̄𝑥𝑧

𝜎̄𝑦𝑧

)︃
=

1

𝑞0𝑆

(︃
𝜎𝑥𝑧

𝜎𝑦𝑧

)︃
,

𝑢̄ =
𝐸𝑇𝑢

𝑞0ℎ𝑆3
, 𝑤̄ =

𝜋4𝑄*𝑤

12𝑞0ℎ𝑆4
, 𝑄* =

4𝐺𝐿𝑇 + (𝐸𝐿 + 𝐸𝑇 (1 + 2𝜈𝑇𝑇 ))

1− 𝜈𝐿𝑇𝜈𝑇𝐿
.

Òàêæå äëÿ óäîáñòâà ââåäåì 𝑧 = 𝑧/ℎ, ò.å. 𝑧 ∈ [−1/2, 1/2], è áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî ââåäåííûå âûøå íîðìèðîâàííûå ôóíêöèè (ñ ÷åðòîé) åñòü ôóíêöèè îò

(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Â òàáëèöàõ (3.3)�(3.6) ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðîãèáà 𝑤̄ è

êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé 𝜎̄𝑥𝑥, 𝜎̄𝑦𝑦 è 𝜎̄𝑥𝑦 â çàäàííûõ òî÷êàõ äëÿ ðàçíûõ

òåîðèé, âåëè÷èí 𝑆 è ÷èñëà ñëîåâ. Ïðèâåäåíû îòíîñèòåëüíûå îòêëîíåíèÿ îò

ðåçóëüòàòîâ 3D ÒÓ [107] â ïðîöåíòàõ. Íàïðèìåð, â òàáëèöå (3.3)

ÒÊË(%) =

⃒⃒⃒⃒
𝑤

3𝐷 ТУ
− 𝑤

ТКЛ

𝑤
3𝐷 ТУ

⃒⃒⃒⃒
100%, (3.19)

ãäå 𝑤
3𝐷 ТУ

, 𝑤
ТКЛ

� ïðîãèáû, ðàññ÷èòàííûå â ðàìêàõ 3D ÒÓ è òåîðèè ïëà�

ñòèí Êèðõãîôà-Ëÿâà ñîîòâåòñòâåííî. Íà îñíîâàíèè ïðåäñòàâëåííûõ òàáëèö

ìîæíî ïðîâåñòè àíàëèç ïðèìåíèìîñòè êîíêðåòíûõ òåîðèé ïëàñòèí.
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Òàáëèöà 3.3 � Ïðîãèáû 𝑤̄(𝑎/2, 𝑎/2, 0) â 3-, 5-, 7-ñëîéíûõ ïëàñòèíàõ äëÿ ðàç�

íûõ 𝑆. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðîâåäåíû â ðàìêàõ ÒÊË � òåîðèè Êèðõãîôà�

Ëÿâà, ÒÒ � òåîðèè Òèìîøåíêî, ËË � òåîðèè ëîìàíîé ëèíèè Ãðèãîëþêà-×óë�

êîâà. Çíàê (%) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîãî îòêëîíåíèÿ îò

3D ÒÓ â ïðîöåíòàõ (3.19).

𝑆 3D ТУ ТКЛ ТТ ЛЛ ТКЛ (%) ТТ (%) ЛЛ (%)

3 слоя

2 11.77 1 10.04 12.55 91.5 14.7 6.7

4 4.491 1 3.508 4.557 77.7 21.9 1.5

10 1.709 1 1.450 1.713 41.5 15.1 0.2

20 1.189 1 1.116 1.190 16.0 6.1 0.1

50 1.031 1 1.019 1.031 3.0 1.2 < 0.1

100 1.008 1 1.005 1.008 0.8 0.3 < 0.1

5 слоев

2 12.28 1 9.529 13.04 91.9 22.4 6.2

4 4.291 1 3.196 4.368 76.7 25.5 1.8

10 1.570 1 1.368 1.578 36.3 12.8 0.5

20 1.145 1 1.094 1.147 12.7 4.5 0.2

50 1.023 1 1.015 1.024 2.2 0.8 0.1

100 1.006 1 1.004 1.006 0.6 0.2 < 0.1

7 слоев

2 12.34 1 9.454 13.06 91.9 23.4 5.8

4 4.153 1 3.144 4.225 75.9 24.3 1.7

10 1.529 1 1.351 1.536 34.6 11.6 0.5

20 1.133 1 1.089 1.135 11.7 3.9 0.2

50 1.021 1 1.014 1.022 2.1 0.7 0.1

100 1.005 1 1.004 1.005 0.5 0.1 < 0.1
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Òàáëèöà 3.4 � Êîìïîíåíòà íàïðÿæåíèé 𝜎̄𝑥𝑥(𝑎/2, 𝑎/2, 1/2) â 3-, 5-, 7-ñëîéíûõ

ïëàñòèíàõ äëÿ ðàçíûõ 𝑆. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðîâåäåíû â ðàìêàõ ÒÊË

� òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà, ÒÒ � òåîðèè Òèìîøåíêî, ËË � òåîðèè ëîìàíîé

ëèíèè Ãðèãîëþêà-×óëêîâà. Çíàê (%) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îòíîñè�

òåëüíîãî îòêëîíåíèÿ îò 3D ÒÓ â ïðîöåíòàõ (3.19).

𝑆 3D ТУ ТКЛ ТТ ЛЛ ТКЛ (%) ТТ (%) ЛЛ (%)

3 слоя

2 0.912 0.537 0.346 0.877 41.1 62.1 3.8

4 0.684 0.537 0.417 0.645 21.5 39.1 5.6

10 0.559 0.537 0.505 0.549 3.9 9.7 1.8

20 0.543 0.537 0.529 0.540 1.1 2.6 0.5

50 0.539 0.537 0.537 0.539 0.4 0.3 < 0.1

100 0.539 0.537 0.538 0.539 0.4 0.1 < 0.1

5 слоев

2 0.903 0.537 0.405 0.924 40.5 55.1 2.4

4 0.651 0.537 0.443 0.633 17.5 32.0 2.7

10 0.545 0.537 0.506 0.540 1.5 7.2 0.9

20 0.539 0.537 0.529 0.537 0.4 1.9 0.3

50 0.539 0.537 0.536 0.538 0.4 0.6 0.1

100 0.539 0.537 0.537 0.539 0.4 0.4 0.1

7 слоев

2 0.880 0.537 0.437 0.928 39.0 50.3 5.5

4 0.645 0.537 0.464 0.637 16.7 28.1 1.2

10 0.548 0.537 0.513 0.545 2.0 6.4 0.6

20 0.539 0.537 0.531 0.539 0.4 1.5 < 0.1

50 0.539 0.537 0.537 0.539 0.4 0.4 < 0.1

100 0.539 0.537 0.537 0.539 0.4 0.4 < 0.1
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Òàáëèöà 3.5 � Êîìïîíåíòà íàïðÿæåíèé 𝜎̄𝑦𝑦 â 3-, 5-, 7-ñëîéíûõ ïëàñòèíàõ äëÿ

ðàçíûõ 𝑆. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðîâåäåíû â ðàìêàõ ÒÊË � òåîðèè Êèðõ�

ãîôà-Ëÿâà, ÒÒ � òåîðèè Òèìîøåíêî, ËË � òåîðèè ëîìàíîé ëèíèè Ãðèãî�

ëþêà-×óëêîâà. Çíàê (%) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîãî îò�

êëîíåíèÿ îò 3D ÒÓ â ïðîöåíòàõ (3.19).

𝑆 3D ТУ ТКЛ ТТ ЛЛ ТКЛ (%) ТТ (%) ЛЛ (%)

3 слоя 𝜎̄𝑦𝑦(𝑎/2, 𝑎/2, 1/4)

2 0.795 0.268 0.715 0.633 66.3 10.0 20.4

4 0.666 0.268 0.551 0.611 59.8 17.2 8.3

10 0.403 0.268 0.348 0.396 33.5 13.6 1.9

20 0.309 0.268 0.291 0.307 13.3 5.7 0.6

50 0.276 0.268 0.273 0.276 2.9 1.1 0.1

100 0.271 0.268 0.270 0.271 1.1 0.3 < 0.1

5 слоев 𝜎̄𝑦𝑦(𝑎/2, 𝑎/2, 1/3)

2 0.848 0.358 0.547 0.805 57.8 35.5 5.1

4 0.626 0.358 0.493 0.594 42.8 21.2 5.1

10 0.432 0.358 0.403 0.427 17.1 6.7 1.3

20 0.380 0.358 0.372 0.379 5.8 2.1 0.2

50 0.363 0.358 0.360 0.363 1.4 0.8 0.1

100 0.360 0.358 0.358 0.360 0.6 0.6 < 0.1

7 слоев 𝜎̄𝑦𝑦(𝑎/2, 𝑎/2, 3/8)

2 0.838 0.403 0.531 0.861 51.9 36.6 2.7

4 0.610 0.403 0.496 0.600 33.9 18.7 1.7

10 0.458 0.403 0.435 0.455 12.0 5.0 0.6

20 0.420 0.403 0.413 0.419 4.0 1.7 0.2

50 0.407 0.403 0.405 0.407 1.0 0.5 0.1

100 0.405 0.403 0.403 0.405 0.5 0.5 < 0.1
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Òàáëèöà 3.6 � Êîìïîíåíòà íàïðÿæåíèé 𝜎̄𝑥𝑦(0, 0, 1/2) â 3-, 5-, 7-ñëîéíûõ ïëà�

ñòèíàõ äëÿ ðàçíûõ 𝑆. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðîâåäåíû â ðàìêàõ ÒÊË � òåî�

ðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà, ÒÒ � òåîðèè Òèìîøåíêî, ËË � òåîðèè ëîìàíîé ëèíèè

Ãðèãîëþêà-×óëêîâà. Çíàê (%) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî�

ãî îòêëîíåíèÿ îò 3D ÒÓ â ïðîöåíòàõ (3.19).

𝑆 3D ТУ ТКЛ ТТ ЛЛ ТКЛ (%) ТТ (%) ЛЛ (%)

3 слоя

2 -0.0673 -0.0212 -0.0351 -0.0715 68.5 47.9 6.2

4 -0.0458 -0.0212 -0.0301 -0.0451 53.7 34.4 1.5

10 -0.0276 -0.0212 -0.0237 -0.0274 23.2 14.0 0.8

20 -0.0230 -0.0212 -0.0220 -0.0230 7.8 4.5 < 0.1

50 -0.0216 -0.0212 -0.0214 -0.0216 1.9 1.0 < 0.1

100 -0.0214 -0.0212 -0.0213 -0.0214 0.9 0.4 < 0.1

5 слоев

2 -0.0634 -0.0212 -0.0242 -0.0699 66.6 61.8 10.2

4 -0.0384 -0.0212 -0.0234 -0.0386 44.8 39.1 0.4

10 -0.0247 -0.0212 -0.0220 -0.0246 14.2 10.9 0.4

20 -0.0222 -0.0212 -0.0215 -0.0222 4.5 3.2 < 0.1

50 -0.0214 -0.0212 -0.0213 -0.0214 0.9 0.5 < 0.1

100 -0.0213 -0.0212 -0.0212 -0.0213 0.5 0.5 < 0.1

7 слоев

2 -0.0579 -0.0212 -0.0226 -0.0648 63.4 61.0 11.9

4 -0.0347 -0.0212 -0.0222 -0.0352 38.9 36.0 1.4

10 -0.0238 -0.0212 -0.0216 -0.0238 10.9 9.2 < 0.1

20 -0.0219 -0.0212 -0.0214 -0.0219 3.2 2.3 < 0.1

50 -0.0214 -0.0212 -0.0213 -0.0214 0.9 0.5 < 0.1

100 -0.0213 -0.0212 -0.0212 -0.0213 0.5 0.5 < 0.1

Ïðåäñòàâëåííûå òàáëèöû ïîçâîëÿþò ïðîàíàëèçèðîâàòü òî÷íîñòü ïðèáëè�

æåíèÿ òåîðèé ïëàñòèí îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé ïîñòàíîâêè 3D ÒÓ. Íàèáîëü�

øèå îòëè÷èÿ äåìîíñòðèðóåò òåîðèÿ Êèðõãîôà-Ëÿâà. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ 5%

îòêëîíåíèåì îò 3D ÒÓ, òî îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ýòîé òåîðèè äëÿ ïîñòàâëåí�

íîé çàäà÷è ìîæíî îãðàíè÷èòü ñëó÷àåì 𝑆 ≥ 50. Áîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû
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ïîëó÷àþòñÿ â ðàìêàõ òåîðèè ïëàñòèí Òèìîøåíêî. Åå ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ

ïëàñòèí 𝑆 ≥ 20. Èíòåðåñíî, ÷òî ïðè 𝑆 ≥ 50 ðåçóëüòàòû â ðàìêàõ òåîðèè Òè�

ìîøåíêî íå îòëè÷àþòñÿ ïðèíöèïèàëüíî îò àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè

Êèðõãîôà-Ëÿâà. Â ÷àñòíîñòè, ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ðàñ÷åòà ÍÄÑ ïëàñòèí ïðè

𝑆 ≥ 50 ñðåäè ýòèõ òåîðèé ïðåäïî÷òåíèå ñëåäóåò îòäàòü òîé, êîòîðàÿ ïðèâî�

äèò â ìåíüøèì âû÷èñëèòåëüíûì çàòðàòàì, ò.å. òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà.

Íàèáîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â ðàìêàõ òåîðèè Ãðèãîëþêà-×óë�

êîâà. Åå ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ òîëñòûõ ïëàñòèí 𝑆 > 4. Ïðè ýòîì äëÿ 𝑆 ≥ 20

ðåçóëüòàòû òåîðèè ëîìàíîé ëèíèè íà ïîðÿäîê òî÷íåå ðåçóëüòàòîâ òåîðèé

Êèðõãîôà-Ëÿâà è Òèìîøåíêî. Òåîðèÿ ëîìàíîé ëèíèè êîíñòðóêòèâíî ó÷èòû�

âàåò ìíîãîñëîéíóþ ñòðóêòóðó ïëàñòèíû, ÷òî îáåñïå÷èâàåò òàêóþ øèðîêóþ

îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè è âûñîêóþ òî÷íîñòü.

Â îòëè÷èå îò îäíîðîäíûõ ïëàñòèí, ãäå àíàëèçèðóåòñÿ âëèÿíèå îòíîñè�

òåëüíîé òîëùèíû ñàìîé ïëàñòèíû, â ñëó÷àå ìíîãîñëîéíûõ ïëàñòèí ìîæíî

àíàëèçèðîâàòü âëèÿíèå îòíîñèòåëüíûõ òîëùèí ñëîåâ. Â ïðåäñòàâëåííûõ òàá�

ëèöàõ (3.3)�(3.6) ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ðàçíîãî ÷èñëà ñëîåâ,

ïðè ôèêñèðîâàííîì 𝑆. Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà ñëîåâ â ïëàñòèíå ñ ôèêñè�

ðîâàííîé ïîëíîé òîëùèíîé óìåíüøàþòñÿ îòíîñèòåëüíûå òîëùèíû êàæäîãî

ñëîÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò îöåíèòü âëèÿíèå âåëè÷èíû 𝑆𝑘 = 𝑎/ℎ𝑘 íà òî÷íîñòü ïðè�

áëèæåíèÿ òåîðèé ïëàñòèí ïðè ôèêñèðîâàííîì 𝑆. Âèäíî, ÷òî ñ âîçðàñòàíèåì

÷èñëà ñëîåâ âñå ðàññìàòðèâàåìûå òåîðèè äàþò áîëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû. Íà

ðèñóíêå 3.9 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïî òîëùèíå â öåíòðå ïëàñòèíû íîð�

ìàëüíûõ íàïðÿæåíèé 𝜎̄𝑥𝑥(𝑎/2, 𝑏/2, 𝑧) è 𝜎̄𝑦𝑦(𝑎/2, 𝑏/2, 𝑧) äëÿ òåîðèè ëîìàíîé

ëèíèè äëÿ ðàçíûõ îòíîñèòåëüíûõ òîëùèí è ÷èñåë ñëîåâ. Îáðàòèì âíèìàíèå,

÷òî ïðè 𝑆 = 100 (î÷åíü òîíêèå ñëîè) ãðàôèêè ôóíêöèé íàïðÿæåíèé 𝜎̄𝑥𝑥 ñëî�

ÿõ ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Àíàëîãè÷íîå íàáëþäåíèå

âåðíî è äëÿ ãðàôèêîâ ôóíêöèé íàïðÿæåíèé 𝜎̄𝑦𝑦 äëÿ ñëîåâ ñ ÷åòíûìè íîìå�

ðàìè. Ýòî ñâîéñòâî õàðàêòåðíî äëÿ òîíêèõ îäíîðîäíûõ ïëàñòèí, â êîòîðûõ

𝜎̄𝑥𝑥 è 𝜎̄𝑦𝑦 åñòü ïðÿìûå ëèíèè. Íà îñíîâàíèè ýòèõ íàáëþäåíèé ìîæíî ñäåëàòü
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Ðèñóíîê 3.9 � Ðàñïðåäåëåíèå êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé 𝜎𝑥𝑥(𝑎/2, 𝑎/2, 𝑧)

è 𝜎𝑦𝑦(𝑎/2, 𝑎/2, 𝑧) äëÿ ðàçíûõ îòíîñèòåëüíûõ òîëùèí è ÷èñëà ñëîåâ. Ðàñ÷åò

ïðîâåäåí â ðàìêàõ òåîðèè ëîìàíîé ëèíèè Ãðèãîëþêà-×óëêîâà.
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âûâîä î òîì, â òîíêèõ ñëîÿõ ðàñïðåäåëåíèå ÍÄÑ èìååò õàðàêòåðíûé âèä

ÍÄÑ �ñëîÿ� îäíîðîäíîé ïëàñòèíû. Òàêîå ÍÄÑ õîðîøî îïèñûâàåòñÿ â ðàì�

êàõ òåîðèé ïëàñòèí. Ñ óìåíüøåíèåì 𝑆, ò.å. ïðè óâåëè÷åíèè îòíîñèòåëüíîé

òîëùèíû ñëîåâ, óãëû íàêëîíà ãðàôèêîâ èçìåíÿþòñÿ è ïëàñòèíà íà÷èíàåò

ïðîÿâëÿòü ñâîéñòâà íåîäíîðîäíîñòè. ×åì áîëüøóþ òîëùèíó ñëîé èìååò, òåì

ñèëüíåå ýòî èçìåíåíèå ìîæåò ïðîÿâëÿòüñÿ. Ýòî ìîæåò ïðèâîäèòü, êàê âèäíî

íà ðèñóíêå 3.9 äëÿ 𝑆 < 4, ê òîìó, ÷òî íàïðÿæåíèå â âåðõíåì ñëîå èçìåíÿåò

çíàê. Òî åñòü, íà âåðõíåé ÷àñòè ñëîÿ íàáëþäàåòñÿ ðàñòÿæåíèå, à íà íèæíåé

÷àñòè ñæàòèå, ò.å. â ñëîå âîçíèêàåò íåéòðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü (ðèñóíîê 3.10).

Ðèñóíîê 3.10 � Ðàñïðåäåëåíèå êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé

𝜎𝑥𝑥(𝑎/2, 𝑎/2, 𝑧) è 𝜎𝑦𝑦(𝑎/2, 𝑎/2, 𝑧) â òðåõñëîéíîé ïëàñòèíå äëÿ 𝑆 = 4.

Ðàñ÷åò ïðîâåäåí â ðàìêàõ òåîðèè ëîìàíîé ëèíèè Ãðèãîëþêà-×óëêîâà.

Âûäåëåíû îáëàñòè, ãäå íàïðÿæåíèÿ èçìåíÿþò çíàê.
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3.3.3. Расчет поперечных касательных напряжений

Ïðè èçãèáå â òîíêèõ ïëàñòèíàõ ïîïåðå÷íûå íàïðÿæåíèÿ 𝜎𝑧𝑧, 𝜎𝑥𝑧 è 𝜎𝑦𝑧 ÿâ�

ëÿþòñÿ ìàëûìè âåëè÷èíàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè êîìïîíåíòàìè òåíçîðà

íàïðÿæåíèé. Ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèé ïëàñòèí ýòèìè íàïðÿæåíèÿìè ïðåíå�

áðåãàþò èëè îïèñûâàþò èõ äîñòàòî÷íî ãðóáî. Íî íà ïðàêòèêå ïîïåðå÷íûå

íàïðÿæåíèÿ ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ, íàïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè ïðîöåññîâ

ðàçðóøåíèÿ ÊÌ, êîòîðûå ìîãóò èíèöèèðîâàòüñÿ â îáëàñòÿõ êîíòàêòà ñëîåâ

èëè íà ãðàíèöå âîëîêíà è ìàòðèöû.

Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ âûøå òåîðèÿõ ïëàñòèí, òàê èëè èíà÷å, ïðåíå�

áðåãàþò íîðìàëüíîé ïîïåðå÷íîé êîìïîíåíòîé òåíçîðà íàïðÿæåíèé 𝜎𝑧𝑧. Â

òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà ïðåíåáðåãàþò òàêæå è êîìïîíåíòàìè 𝜎𝑥𝑧 è 𝜎𝑦𝑧. Â

òåîðèè Òèìîøåíêî ýòè íàïðÿæåíèÿ ïðèíèìàþòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè ïî

êîîðäèíàòå 𝑧 (1.28). Áîëåå òî÷íî 𝜎𝑥𝑧 è 𝜎𝑦𝑧 îïèñûâàþòñÿ â ðàìêàõ òåîðèè

Ãðèãîëþêà-×óëêîâà. Çäåñü â êàæäîì ñëîå ïîïåðå÷íûå êàñàòåëüíûå íàïðÿ�

æåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ïîëèíîìîâ âòîðîé ñòåïåíè îò êîîðäèíàòû 𝑧.

Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ òåîðèé ïëàñòèí è ñðàâíåíèÿ ñ

3D ÒÓ ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 3.7�3.8, èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî ïîãðåøíîñòè

â ðàìêàõ òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà è Òèìîøåíêî íåïðèåìëåìûå. Ïðè ýòîì òåî�

ðèÿ Ãðèãîëþêà-×óëêîâà íàìíîãî òî÷íåå îïèñûâàåò ïîïåðå÷íûå êàñàòåëüíûå

íàïðÿæåíèÿ, íî îòêëîíåíèÿ îò 3D ÒÓ, îñîáåííî äëÿ òîíêèõ ïëàñòèí, íà ïî�

ðÿäîê áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ îòêëîíåíèé äëÿ äðóãèõ êîìïîíåíò òåíçîðà

íàïðÿæåíèé.

Ñ ëó÷øåé òî÷íîñòüþ îïðåäåëèòü ïîïåðå÷íûå êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ

ìîæíî âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèåìîì, îïèñàííûì â [110]. Èäåÿ ýòîãî ïîäõîäà

çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íåïîñðåäñòâåííî èç
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óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè

𝜕𝜎𝑘
𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑘
𝑥𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝜎𝑘
𝑥𝑧

𝜕𝑧
= 0,

𝜕𝜎𝑘
𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑘
𝑦𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝜎𝑘
𝑦𝑧

𝜕𝑧
= 0,

𝜕𝜎𝑘
𝑥𝑧

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑘
𝑦𝑧

𝜕𝑦
+

𝜕𝜎𝑘
𝑧𝑧

𝜕𝑧
= 0.

Èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî

𝜎𝑘
𝑥𝑧 = −

∫︁ 𝑧

𝑧𝑘

(︃
𝜕𝜎𝑘

𝑥𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑘
𝑥𝑦

𝜕𝑦

)︃
𝑑𝑧 + 𝐶𝑘

𝑥 ,

𝜎𝑘
𝑦𝑧 = −

∫︁ 𝑧

𝑧𝑘

(︃
𝜕𝜎𝑘

𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕𝜎𝑘
𝑦𝑦

𝜕𝑦

)︃
𝑑𝑧 + 𝐶𝑘

𝑦 .

(3.20)

Â ýòèõ ôîðìóëàõ ôóíêöèè 𝜎𝑘
𝑥𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝜎

𝑘
𝑦𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) è 𝜎𝑘

𝑥𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧) íåîáõîäèìî

âçÿòü èç ðàñ÷åòîâ â ðàìêàõ ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè ïëàñòèí. Òàê êàê çàâè�

ñèìîñòü îò ïåðåìåííîé 𝑧 â íèõ ïðîñòà, òî âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ íå ïðåä�

ñòàâëÿåò ñëîæíîñòè è ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî àíàëèòè÷åñêè. Ñâîáîäíûå êîýô�

ôèöèåíòû 𝐶𝑘
𝑥 è 𝐶𝑘

𝑦 îïðåäåëÿþòñÿ èç êðàåâûõ óñëîâèé èñõîäíîé ïîñòàíîâêè

3D ÒÓ íà âåðõíåé è íèæíåé ãðàíÿõ, à òàêæå óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ íà ãðàíè�

öå ñëîåâ, êîòîðûå â íàøåì ñëó÷àå îïðåäåëÿëèñü èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè

âñåõ ïîïåðå÷íûõ íàïðÿæåíèé.

Â òàáëèöàõ 3.9�3.10 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ ïîïåðå÷íûõ êàñàòåëüíûõ íà�

ïðÿæåíèé, ðàññ÷èòàííûõ ñîãëàñíî îïèñàííîìó ìåòîäó. Ïîëó÷åííûå ðåçóëü�

òàòû ïðèíöèïèàëüíî áîëåå òî÷íûå ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûìè çíà÷åíèÿìè,

ïîëó÷åííûìè èç ôîðìóë òåîðèé ïëàñòèí íåïîñðåäñòâåííî. Íà ðèñóíêå 3.11

ïðåäñòàâëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé 𝜎𝑥𝑧(0, 𝑎/2, 𝑧)

ïî òîëùèíå â òðåõñëîéíîé ïëàñòèíå äëÿ 𝑆 = 10. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîïåðå÷íîå

êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå ðàññ÷èòàíî ñòàíäàðòíûì è îïèñàííûì âûøå ñïîñî�

áàìè äëÿ ðàçíûõ òåîðèé ïëàñòèí. Òåîðèÿ Ãðèãîëþêà-×óëêîâà â ñòàíäàðòíîì

ïîäõîäå íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå õîðîøî îïèñûâàåò ïîïåðå÷íûå êàñàòåëüíûå
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Ðèñóíîê 3.11 � Ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé 𝜎𝑥𝑧(0, 𝑎/2, 𝑧)

â òðåõñëîéíîé ïëàñòèíå ïî òîëùèíå äëÿ 𝑆 = 10. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû

ðàñ÷åòîâ â ðàìêàõ òåîðèé ïëàñòèí è âîññòàíîâëåííûå èç óðàâíåíèé ðàâíî�

âåñèÿ 3D ÒÓ çíà÷åíèÿ (+3D).

íàïðÿæåíèÿ, íî ïðèìåíåíèå óðàâíåíèé (3.20) ïðèâîäèò ê èõ âîññòàíîâëåíèþ

ñ áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòüþ(ñì. òàáëèöó 3.9). Â òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà íà�

ïðÿæåíèå 𝜎𝑥𝑧 ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì 0. Îäíàêî, ñîãëàñíî ðèñóíêó 3.11 ïðè�

ìåíåíèå ïîäõîäà (3.20) ïîçâîëÿåò îöåíèòü ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé, à â

ñëó÷àå áîëåå òîíêèõ ïëàñòèí ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî òî÷íûå ÷èñëåííûå çíà÷å�

íèÿ. Àíàëîãè÷íî äåëî îáñòîèò è ñ òåîðèåé Òèìîøåíêî, êîòîðàÿ äàåò áîëåå

áëèçêîå ïðèáëèæåíèå ê 3D ÒÓ.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà è Òèìîøåíêî ïðè èñïîëü�

çîâàíèè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ íàïðÿæåíèé äàþò õîðîøóþ
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òî÷íîñòü ïðè 𝑆 = 10, õîòÿ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ðàññ÷è�

òàííûì çíà÷åíèÿì ïðîãèáîâ è êîìïîíåíò òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé 𝜎𝑥𝑥, 𝜎𝑦𝑦 è

𝜎𝑥𝑦 áûëà îãðàíè÷åíà áîëåå òîíêèìè ïëàñòèíàìè.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè â ðàìêàõ òåîðèè ïëàñòèí óäàåòñÿ ñ äîñòàòî÷íîé òî÷�

íîñòüþ ðàññ÷èòàòü íàïðÿæåíèÿ 𝜎𝑥𝑥, 𝜎𝑦𝑦 è 𝜎𝑥𝑦, òî ïîïåðå÷íûå êàñàòåëüíûå

íàïðÿæåíèÿ ìîæíî âîññòàíîâèòü âîñïîëüçîâàâøèñü ïîäõîäîì îïèñàííîì â

ýòîì ïàðàãðàôå. Ýòîò ïîäõîä îñîáåííî ýôôåêòèâåí ïðè ðàñ÷åòå â ðàìêàõ

òåîðèé ïëàñòèí Êèðõãîôà-Ëÿâà è Òèìîøåíêî äëÿ îòíîñèòåëüíî òîíêèõ ïëà�

ñòèí (𝑆 ≥ 20). Èñïîëüçóÿ ýòè òåîðèè, ìîæíî ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ðàññ÷è�

òûâàòü íàïðÿæåíèÿ 𝜎𝑥𝑥, 𝜎𝑦𝑦 è 𝜎𝑥𝑦, íî ïîïåðå÷íûå íàïðÿæåíèÿ, êàê âèäíî èç

ïðåäñòàâëåííûõ òàáëèö, îïðåäåëÿþòñÿ î÷åíü ãðóáî äàæå íà êà÷åñòâåííîì

óðîâíå. Îïèñàííûé æå ñïîñîá ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü ïîïåðå÷íûå íàïðÿæå�

íèÿ ïðè ìàëûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàòàõ.
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Òàáëèöà 3.7 � Êîìïîíåíòà íàïðÿæåíèé 𝜎̄𝑥𝑧(0, 𝑎/2, 0) â 3-, 5-, 7-ñëîéíûõ ïëà�

ñòèíàõ äëÿ ðàçíûõ 𝑆. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðîâåäåíû â ðàìêàõ ÒÊË � òåî�

ðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà, ÒÒ � òåîðèè Òèìîøåíêî, ËË � òåîðèè ëîìàíîé ëèíèè

Ãðèãîëþêà-×óëêîâà. Çíàê (%) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî�

ãî îòêëîíåíèÿ îò 3D ÒÓ â ïðîöåíòàõ (3.19).

𝑆 3D ТУ ТКЛ ТТ ЛЛ ТКЛ (%) ТТ (%) ЛЛ (%)

3 слоя

2 0.153 0.000 0.102 0.160 100.0 33.3 4.5

4 0.219 0.000 0.119 0.229 100.0 45.6 4.5

10 0.301 0.000 0.140 0.317 100.0 53.4 5.2

20 0.328 0.000 0.146 0.345 100.0 55.5 5.3

50 0.337 0.000 0.148 0.355 100.0 56.1 5.4

100 0.339 0.000 0.148 0.357 100.0 56.3 5.2

5 слоев

2 0.227 0.000 0.238 0.222 100.0 4.8 2.3

4 0.238 0.000 0.257 0.229 100.0 8.0 3.9

10 0.258 0.000 0.290 0.250 100.0 12.4 3.2

20 0.268 0.000 0.302 0.259 100.0 12.7 3.3

50 0.271 0.000 0.306 0.263 100.0 12.9 2.9

100 0.272 0.000 0.307 0.264 100.0 12.9 3.1

7 слоев

2 0.178 0.000 0.094 0.175 100.0 47.4 1.4

4 0.219 0.000 0.099 0.216 100.0 54.8 1.3

10 0.255 0.000 0.108 0.256 100.0 57.6 0.6

20 0.267 0.000 0.111 0.270 100.0 58.4 1.1

50 0.271 0.000 0.113 0.275 100.0 58.3 1.4

100 0.272 0.000 0.113 0.275 100.0 58.5 1.3
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Òàáëèöà 3.8 � Êîìïîíåíòà íàïðÿæåíèé 𝜎̄𝑦𝑧(𝑎/2, 0, 0) â 3-, 5-, 7-ñëîéíûõ ïëà�

ñòèíàõ äëÿ ðàçíûõ 𝑆. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðîâåäåíû â ðàìêàõ ÒÊË � òåî�

ðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà, ÒÒ � òåîðèè Òèìîøåíêî, ËË � òåîðèè ëîìàíîé ëèíèè

Ãðèãîëþêà-×óëêîâà. Çíàê (%) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî�

ãî îòêëîíåíèÿ îò 3D ÒÓ â ïðîöåíòàõ (3.19).

𝑆 3D ТУ ТКЛ ТТ ЛЛ ТКЛ (%) ТТ (%) ЛЛ (%)

3 слоя

2 0.295 0.000 0.200 0.315 100.0 32.4 6.7

4 0.292 0.000 0.157 0.282 100.0 46.1 3.6

10 0.196 0.000 0.104 0.183 100.0 46.8 6.4

20 0.156 0.000 0.089 0.146 100.0 42.6 6.6

50 0.141 0.000 0.085 0.132 100.0 39.9 6.2

100 0.139 0.000 0.084 0.130 100.0 39.6 6.3

5 слоев

2 0.186 0.000 0.087 0.202 100.0 146.6 8.5

4 0.229 0.000 0.079 0.257 100.0 65.6 12.4

10 0.223 0.000 0.066 0.254 100.0 70.6 14.1

20 0.212 0.000 0.061 0.241 100.0 128.7 13.7

50 0.206 0.000 0.059 0.235 100.0 128.8 14.0

100 0.205 0.000 0.059 0.234 100.0 128.8 14.1

7 слоев

2 0.238 0.000 0.220 0.245 100.0 7.6 2.9

4 0.236 0.000 0.207 0.243 100.0 12.3 3.1

10 0.219 0.000 0.183 0.227 100.0 16.4 3.8

20 0.210 0.000 0.175 0.218 100.0 16.7 3.8

50 0.206 0.000 0.172 0.214 100.0 16.5 3.9

100 0.205 0.000 0.171 0.214 100.0 16.6 4.2
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Òàáëèöà 3.9 � Êîìïîíåíòà íàïðÿæåíèé 𝜎̄𝑥𝑧(0, 𝑎/2, 0) â 3-, 5-, 7-ñëîéíûõ ïëà�

ñòèíàõ äëÿ ðàçíûõ 𝑆. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðîâåäåíû â ðàìêàõ ÒÊË � òåî�

ðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà, ÒÒ � òåîðèè Òèìîøåíêî, ËË � òåîðèè ëîìàíîé ëèíèè

Ãðèãîëþêà-×óëêîâà. Çíàê (%) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî�

ãî îòêëîíåíèÿ îò 3D ÒÓ â ïðîöåíòàõ (3.19).

𝑆 3D ТУ ТКЛ ТТ ЛЛ ТКЛ (%) ТТ (%) ЛЛ (%)

3 слоя

2 0.153 0.339 0.237 0.156 121.6 54.7 1.6

4 0.219 0.339 0.274 0.220 54.8 25.3 0.4

10 0.301 0.339 0.321 0.302 12.6 6.7 0.2

20 0.328 0.339 0.334 0.328 3.4 1.9 0.1

50 0.337 0.339 0.338 0.337 0.6 0.4 0.1

100 0.339 0.339 0.339 0.339 0.0 0.0 0.1

5 слоев

2 0.227 0.272 0.213 0.233 19.8 6.4 2.5

4 0.238 0.272 0.230 0.237 14.3 3.5 0.3

10 0.258 0.272 0.258 0.258 5.4 0.0 0.1

20 0.268 0.272 0.268 0.268 1.5 0.0 0.2

50 0.271 0.272 0.272 0.271 0.4 0.2 0.2

100 0.272 0.272 0.272 0.272 0.0 0.0 0.0

7 слоев

2 0.178 0.205 0.265 0.247 13.9 11.2 3.7

4 0.219 0.205 0.248 0.238 13.1 5.3 0.7

10 0.255 0.205 0.220 0.219 6.4 0.5 0.2

20 0.267 0.205 0.210 0.210 2.4 0.2 0.1

50 0.271 0.205 0.206 0.206 0.5 0.0 0.0

100 0.272 0.205 0.205 0.205 0.0 0.2 0.2
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Òàáëèöà 3.10 � Êîìïîíåíòà íàïðÿæåíèé 𝜎̄𝑦𝑧(0, 𝑎/2, 0) â 3-, 5-, 7-ñëîéíûõ ïëà�

ñòèíàõ äëÿ ðàçíûõ 𝑆. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðîâåäåíû â ðàìêàõ ÒÊË � òåî�

ðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà, ÒÒ � òåîðèè Òèìîøåíêî, ËË � òåîðèè ëîìàíîé ëèíèè

Ãðèãîëþêà-×óëêîâà. Çíàê (%) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî�

ãî îòêëîíåíèÿ îò 3D ÒÓ â ïðîöåíòàõ (3.19).

𝑆 3D ТУ ТКЛ ТТ ЛЛ ТКЛ (%) ТТ (%) ЛЛ (%)

3 слоя

2 0.295 0.138 0.344 0.332 53.2 16.6 12.6

4 0.292 0.138 0.269 0.302 52.7 7.9 3.4

10 0.196 0.138 0.175 0.197 29.6 10.9 0.3

20 0.156 0.138 0.148 0.156 11.5 4.9 0.2

50 0.141 0.138 0.140 0.141 2.1 0.8 0.1

100 0.139 0.138 0.139 0.139 0.7 0.3 0.0

5 слоев

2 0.186 0.205 0.305 0.195 10.2 63.7 4.7

4 0.229 0.205 0.276 0.233 10.5 20.6 1.5

10 0.223 0.205 0.229 0.224 8.1 2.6 0.7

20 0.212 0.205 0.212 0.212 3.3 0.1 0.0

50 0.206 0.205 0.206 0.206 0.5 0.2 0.2

100 0.205 0.205 0.206 0.206 0.0 0.3 0.3

7 слоев

2 0.238 0.205 0.265 0.247 13.9 11.2 3.7

4 0.236 0.205 0.248 0.238 13.1 5.3 0.7

10 0.219 0.205 0.220 0.219 6.4 0.5 0.2

20 0.210 0.205 0.210 0.210 2.4 0.2 0.1

50 0.206 0.205 0.206 0.206 0.5 0.0 0.0

100 0.205 0.205 0.205 0.205 0.0 0.2 0.2

3.3.4. Вычислительные затраты

Îïèñàííûå âûøå òåîðèè ïëàñòèí ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ îòëè÷àþòñÿ ñ

òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò. Ýòî ñâÿçàíî êàê ñ ïîðÿäêîì ðàçðåøà�

þùèõ ñèñòåì ÄÓ, ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, òàê è ìàëûìè ïàðàìåòðàìè
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ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ. Òåîðèÿ Êèðõãîôà-Ëÿâà èìååò 8-îé ïîðÿäîê ñè�

ñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ 3-ÿ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè ïåðå�

ìåùåíèÿ è íå çàâèñèò îò ÷èñëà ñëîåâ. Îïèñàííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è èçãèáà

ìíîãîñëîéíîé ïëàñòèíû äëÿ òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà íå èìååò çíà÷èìûõ ìà�

ëûõ ïàðàìåòðîâ ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ. Ïðè ýòîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåõ

ïåðâûõ çíàêîâ äëÿ çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðîãèáà â ìåòîäå p �ÊÍÍ òðåáó�

þòñÿ ïîëèíîìû 12 ñòåïåíè â êàæäîì íàïðàâëåíèè äëÿ êàæäîé íåèçâåñòíîé

ôóíêöèè, ò.å.

(12× 12)× 3 = 432

ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðà â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ äëÿ òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà

äëÿ ëþáîé îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû.

Òåîðèÿ Òèìîøåíêî èìååò 10-é ïîðÿäîê è 5 íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé è òîæå

íå çàâèñèò îò ÷èñëà ñëîåâ. Ïðè ýòîì ïðè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ ïðè íåèçâåñò�

íûõ ôóíêöèÿõ óãëîâ ïîâîðîòà èìååòñÿ ìàëûé ïàðàìåòð ïîðÿäêà 𝜀2 = (ℎ/𝑎)2.

Íî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è ýòîò ìàëûé ïàðàìåòð íå âëèÿåò

íà òî÷íîñòü ðåøåíèÿ, ÷òî ïî-âèäèìîìó ñâÿçàíî ñ õîðîøèìè ñâîéñòâàìè ðå�

øåíèÿ çàäà÷è. Âèä íàãðóçêè (3.13) è çàêðåïëåíèÿ ïëàñòèíû (3.16) ïðèâîäÿò

ê òîìó, ÷òî ðåøåíèå íå îáëàäàåò îñîáåííîñòÿìè è ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåõ ïåðâûõ çíàêîâ äëÿ çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðîãèáà â

ìåòîäå p �ÊÍÍ òàêæå òðåáóþòñÿ ïîëèíîìû 12 ñòåïåíè â êàæäîì íàïðàâëå�

íèè äëÿ êàæäîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè, ò.å.

(12× 12)× 5 = 720

ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðà â ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ äëÿ òåîðèè Òèìîøåíêî äëÿ

ëþáîé îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû.

Â òåîðèè Ãðèãîëþêà-×óëêîâà ïîðÿäîê äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé çà�

âèñèò îò ÷èñëà ñëîåâ è ðàâåí 6+ 4𝑁 , à ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé â ðàçðå�

øàþùåé ñèñòåìå ðàâíî 3 + 2𝑁 .

Êàê è äëÿ ðàññìîòðåííûõ âûøå òåîðèé â ñëó÷àå òåîðèè Ãðèãîëþêà-×óë�
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êîâà â ìåòîäå p �ÊÍÍ òðåáóþòñÿ ïîëèíîìû 12 ñòåïåíè â êàæäîì íàïðàâ�

ëåíèè äëÿ êàæäîé ôóíêöèè. Óäîáíî ñîñòàâèòü òàáëèöó ÷èñëà íåèçâåñòíûõ

ïàðàìåòðîâ òðåáóåìûõ äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåõ ïåðâûõ çíàêîâ äëÿ çíà÷åíèÿ ìàê�

ñèìàëüíîãî ïðîãèáà äëÿ ðàçíûõ òåîðèé (òàáëèöà 3.11).

Òàáëèöà 3.11 � ×èñëî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ â ìåòîäå p �ÊÍÍ, òðåáóåìûõ

äëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåõ ïåðâûõ çíàêîâ äëÿ çíà÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðîãèáà

äëÿ ðàçíûõ òåîðèé â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ñëîåâ

Число слоев Теория Теория Теория
слоев Кирхгофа - Лява Тимошенко Григолюка-Чулкова

3 432 720 1296

5 432 720 1872

7 432 720 2448

Ïðè ðåøåíèè ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ â p �ÊÍÍ äëÿ ðåøåíèÿ ñîîòâåò�

ñòâóþùèõ ÑËÀÓ ïðèìåíÿåòñÿ ïðÿìîé ìåòîä, òðåáóþùèé 𝑂(𝑛3) îïåðàöèé (𝑛

� ÷èñëî íåèçâåñòíûõ). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîíêèõ ïëàñòèí (𝑆 > 50) öåëå�

ñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü áîëåå ýêîíîìè÷íûå òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà èëè Òè�

ìîøåíêî. Íàïðèìåð, äëÿ òîíêèõ ñåìèñëîéíûõ ïëàñòèí ïîòðåáóåòñÿ íà äâà

ïîðÿäêà ìåíüøå îïåðàöèé ïðè îáðàùåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû.

Ñòîèò îäíàêî îòìåòèòü, ÷òî â ðàññìîòðåííîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà p �ÊÍÍ

âñå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè àïïðîêñèìèðîâàëèñü îäèíàêîâî, ò.å. ñ îäíèì è òåì

æå ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Âîçìîæíî áîëåå ýêîíîìè÷íûì áóäåò

ñëó÷àé, êîãäà, íàïðèìåð, äëÿ ïðîäîëüíûõ ïåðåìåùåíèé ñðåäèííîé ïîâåðõ�

íîñòè 𝑢0(𝑥, 𝑦) è 𝑣0(𝑥, 𝑦), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîãèáîì

𝑤0(𝑥, 𝑦), ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ïîëèíîìàìè áîëåå íèçêèõ ñòåïåíåé.

Íà îñíîâàíèè òàáëèöû 3.11 è ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ (òàáëèöû 3.3 � 3.6)

ìîæíî ñõåìàòè÷åñêè îïðåäåëèòü îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè òåîðèé ïëàñòèí äëÿ

ðàññìîòðåííîé çàäà÷è. Ñõåìà íà ðèñóíêå 3.12 îñíîâûâàåòñÿ íà òî÷íîñòè

ïðèáëèæåíèÿ òåîðèé ïëàñòèí è âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàòàõ. Íàïðèìåð, ïðè
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Ðèñóíîê 3.12 � Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ òåîðèé â çàâèñèìî�

ñòè îò îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ïëàñòèí. Ðåêîìåíäîâàííàÿ îáëàñòü âûäåëåíà

ñèíèì öâåòîì.

𝑆 ≥ 50 âñå òåîðèè äàþò áëèçêèé ðåçóëüòàò, íî ò.ê. òåîðèÿ Êèðõãîôà-Ëÿâà

íàèáîëåå ýêîíîìè÷íà ñ òî÷êè çðåíèÿ âû÷èñëåíèé, òî îíà ÿâëÿåòñÿ áîëåå

ïðåäïî÷òèòåëüíîé. Òåîðèþ Òèìîøåíêî ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ðàñ÷åòàõ ïðè

20 ≤ 𝑆 ≤ 50. À äëÿ áîëåå òîëñòûõ ïëàñòèí ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü òåîðèþ

Ãðèãîëþêà-×óëêîâà. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òîëñòûõ ïëàñòèí 𝑆 > 4 òåîðèÿ ëîìà�

íîé ëèíèè ìîæåò áûòü òàêæå ïðèìåíèìà, îñîáåííî â ñëó÷àå áîëüøîãî ÷èñëà

ñëîåâ. Íî â òîëñòûõ ïëàñòèíàõ íà÷èíàåò ïðîÿâëÿòüñÿ ýôôåêò �îáæàòèÿ�, ò.å.

íàïðÿæåíèå 𝜎𝑧𝑧 óæå íå ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé ïî ñðàâíåíèþ ñ 𝜎𝑥𝑥 è 𝜎𝑦𝑦.

Íè â îäíîé ðàññìîòðåííûõ òåîðèé ïëàñòèí âëèÿíèå êîìïîíåíòû 𝜎𝑧𝑧 íà ÍÄÑ

ïëàñòèíû íå ó÷èòûâàåòñÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííîå ðåøåíèå íå èìååò îñîáåííîñòåé, ò.ê. íàì

òðåáîâàëîñü òî÷íîå ðåøåíèå â ðàìêàõ ïðîñòðàíñòâåííîé ïîñòàíîâêè. Íî â

ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ýêñïëóàòàöèè ÍÄÑ êîíñòðóêöèé ìîæåò áûòü äîñòàòî÷�

íî ñëîæíûì. Ðåøåíèå ìîæåò ñîäåðæàòü îñîáåííîñòè â âèäå áîëüøèõ ãðà�

äèåíòîâ ëîêàëèçîâàííûõ â ìàëûõ îáëàñòÿõ. Òàêèå ýôôåêòû â ðàìêàõ óïðî�

ùåííûõ òåîðèé ïëàñòèí îïèñûâàþòñÿ ãðóáî. Íî óòî÷íåííûå òåîðèè òèïà
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òåîðèè ëîìàíîé ëèíèè Ãðèãîëþêà-×óëêîâà èìåþò çàëîæåííûé â íèõ ïîòåí�

öèàë äëÿ áîëåå òî÷íîãî îïèñàíèÿ îñîáåííîñòåé. Ýòî åñòåñòâåííî îòðàæàåòñÿ

íà âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîñòàíîâîê. Ïîýòîìó ïðè

âûáîðå òåîðèè ïëàñòèí íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî òåîðèè ïëàñòèí êàê ëþáûå

ïðèáëèæåíèÿ èìåþò ñâîè âîçìîæíîñòè è îãðàíè÷åíèÿ.

Выводы по главе 3

1. 𝑃�âåðñèÿ ìåòîäà ÊÍÍ âåðèôèöèðîâàíà íà çàäà÷àõ èçãèáà èçîòðîïíîé

è îðòîòðîïíîé ïëàñòèí ñ èçâåñòíûìè ðåøåíèÿìè.

2. Ïðîâåäåí ðàñ÷åò ÍÄÑ ïëàñòèí íà óïðóãîì îñíîâàíèè. Ðàññìîòðåíû

òðè ìîäåëè ðåàêöèè óïðóãîãî îñíîâàíèÿ: Âèíêëåðà, Âëàñîâà è Ïàñòåð�

íàêà.

3. Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ÊÍÍ ïðèìåíåí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èçãèáà

òðåõ-, ïÿòè-, ñåìèñëîéíûõ ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëü�

íûõ ïëàñòèí äëÿ òð¼õ ðàçëè÷íûõ òåîðèé ïëàñòèí: Êèðõãîôà-Ëÿâà, Òè�

ìîøåíêî, Ãðèãîëþêà-×óëêîâà. Ïîêàçàíî, ÷òî òåîðèÿ Ãðèãîëþêà-×óë�

êîâà îáåñïå÷èâàåò ïîëó÷åíèå äîñòàòî÷íî õîðîøåãî ïðèáëèæåíèÿ ê ïðî�

ñòðàíñòâåííîé òåîðèè êàê äëÿ ìàëûõ, òàê è áîëüøèõ (𝑎/ℎ > 4) îò�

íîñèòåëüíûõ òîëùèí. Äëÿ òîíêèõ ïëàñòèí (𝑎/ℎ > 50) öåëåñîîáðàçíî

ïðèìåíÿòü òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà èëè Òèìîøåíêî, êîòîðûå òðåáóþò

ìåíüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðèåé Ãðèãîëþêà�

×óëêîâà.

4. Ðåàëèçîâàí ñïîñîá óòî÷íåíèÿ ïîïåðå÷íûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé ñ

èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðó�

ãîñòè äëÿ ðàññìîòðåííûõ òåîðèé ïëàñòèí.
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Глава 4.

МОДЕЛИРОВАНИЕ ТРЕХТОЧЕЧНОГО ИЗГИБА

КОМПОЗИТНОЙ БАЛКИ

РАЗНОСОПРОТИВЛЯЮЩЕЙСЯ РАСТЯЖЕНИЮ И

СЖАТИЮ

4.1. Разносопротивляющиеся материалы

Ìíîãèå ñîâðåìåííûå êîíñòðóêöèîííûå ìàòåðèàëû èìåþò ðàçíûå ìåõàíè�

÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðè ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè. Íàïðèìåð, ìîäóëü óïðóãî�

ñòè, ïðåäåëû ïðî÷íîñòè è òåêó÷åñòè ïðè ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè ìîãóò ñèëüíî

îòëè÷àòüñÿ. Íåó÷åò ýôôåêòà ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè ìîæåò ïðèâåñòè ê ñå�

ðüåçíûì îòêëîíåíèÿì ðàññ÷èòàííûõ âåëè÷èí îò ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà.

Ïðèìåðîì ðàçíîñîïðîòèâëÿþùåãî ìàòåðèàëà ÿâëÿþòñÿ ýïîêñèäíûå ñìî�

ëû � ïîëèìåðû, ó êîòîðûõ ìîäóëü óïðóãîñòè ïðè ðàñòÿæåíèè ìîæåò îòëè�

÷àòüñÿ îò ìîäóëÿ óïðóãîñòè ïðè ñæàòèè íà äåñÿòêè ïðîöåíòîâ [63, 86]. Ïî�

ëèìåðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äëèííûå öåïî÷êè ìîíîìåðíûõ çâåíüåâ è èññëå�

äîâàòåëè îòìå÷àþò ýòó îñîáåííîñòü ñòðóêòóðû ïîëèìåðîâ êàê âîçìîæíóþ

ïðè÷èíó èõ ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè [63,86]. Ìíîãèå êîìïîçèöèîííûå ìàòåðè�

àëû (ÊÌ) òàêæå îáëàäàþò ñâîéñòâîì ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè ðàñòÿæåíèþ

è ñæàòèþ, ÷òî ìîæåò áûòü ñâÿçàíî êàê ñî ñëîæíîé ãåòåðîãåííîé ñòðóêòóðîé

ÊÌ [53], òàê è ñ èñïîëüçîâàíèåì â íèõ ðàçíîñîïðîòèâëÿþùèõñÿ ìàòåðèàëîâ.

Â ýòîé ãëàâå ðàññìîòðèì áàëêè, âûïîëíåííûå èç âûñîêîäåôîðìàòèâíîé

ýïîêñèäíîé ñìîëû ÂÑÝ-1212 è ñîçäàííîãî ñ åå ïðèìåíåíèåì ïåðñïåêòèâíî�
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ãî êîíñòðóêöèîííîãî óãëåïëàñòèêà ÂÊÓ-28, êîòîðûå áûëè ðàçðàáîòàíû â

ÔÃÓÏ �ÂÈÀÌ� ÃÍÖ ÐÔ. Ñåêóùèé ìîäóëü Þíãà ìàòðèöû ïðè ðàñòÿæåíèè

è ñæàòèè ìîæåò îòëè÷àòüñÿ äî 20% (ðèñóíîê 4.1). Õàðàêòåðíàÿ îñîáåííîñòü

Ðèñóíîê 4.1 � Îòëè÷èÿ äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè

ïîëèìåðíîé ìàòðèöû ÂÑÝ-1212.

ïîëèìåðíûõ ìàòåðèàëîâ � âûðàæåííàÿ íåëèíåéíîñòü äèàãðàìì äåôîðìèðî�

âàíèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ îäíèì èç èñòî÷íèêîâ íåëèíåéíîãî ïîâåäåíèÿ ÊÌ íà èõ

îñíîâå. Â êîìïîçèòàõ, ãäå âñå âîëîêíà óëîæåíû â îäíîì íàïðàâëåíèè, õàðàê�

òåð äåôîðìèðîâàíèÿ çàâèñèò îò óãëà ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè ïî îòíîøåíèþ

ê íàïðàâëåíèþ óêëàäêè. Ïðè óãëàõ áîëüøå 20∘ âîëîêíà ïðàêòè÷åñêè íå âîñ�

ïðèíèìàþò íàãðóçêó è íàáëþäàåòñÿ ýôôåêò áûñòðîãî ïàäåíèÿ æåñòêîñòè

óãëåïëàñòèêîâ âñëåäñòâèå ìàëîé æåñòêîñòè ìàòåðèàëîâ ìàòðèö. Íàïðîòèâ,

â ðàáîòå [104] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èñïûòàíèÿõ íà ðàñòÿæåíèå æåñòêîñòü îá�

ðàçöîâ óãëåïëàñòèêà ñ óãëàìè ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè äî 20∘ óâåëè÷èâàåòñÿ ñ

ðîñòîì äåôîðìàöèé. Â [116] óêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà ñâîéñòâ

óãëåðîäíûõ âîëîêîí. Àíàëîãè÷íûå âûâîäû ñäåëàíû â [121], ãäå â êà÷åñòâå

âîçìîæíîé ïðè÷èíû òàêîãî ïîâåäåíèÿ íàçâàíî íàëè÷èå ïîð â óãëåðîäíûõ

âîëîêíàõ, âîçíèêàþùèõ ïðè îòæèãå, êîòîðûå ìîãóò �ñõëîïûâàòüñÿ� ïðè èõ

ðàñòÿæåíèè. Óêàçàííûå íåëèíåéíûå ñâîéñòâà êîìïîíåíòîâ è ñàìîãî óãëåïëà�
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ñòèêà òðåáóþò ïîñòðîåíèÿ ôèçè÷åñêè íåëèíåéíûõ ìîäåëåé. Ýòî, â ñâîþ î÷å�

ðåäü, ïîðîæäàåò ñåðüåçíûå ìàòåìàòè÷åñêèå è âû÷èñëèòåëüíûå ïðîáëåìû,

âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè è èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíûõ ðàñ÷åò�

íûõ ñõåì ïðè àíàëèçå ïîâåäåíèÿ êîíñòðóêöèé èç óãëåïëàñòèêîâ.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçíîñîïðîòèâëÿþùèõñÿ ìàòåðèàëîâ òðåáóåòñÿ ñïå�

öèàëüíûå ïðîãðàììû èñïûòàíèé ìàòåðèàëà. Â ðàìêàõ ïðîåêòà ¾Ðàçðàáîòêà

è ñîâåðøåíñòâîâàíèå òåõíîëîãèé ïðîåêòèðîâàíèÿ è ñîçäàíèÿ íîâûõ ïåðñïåê�

òèâíûõ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ (óãëåïëàñòèêîâ) è êîíñòðóêöèé èç íèõ

äëÿ àâèàöèîííîé è äðóãèõ îòðàñëåé ïðîìûøëåííîñòè¿, ïîääåðæàííîãî ãðàí�

òîì ÐÔÔÈ � 13-01-12032-îôè_ì, áûëà ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà èñïûòàíèé

è ðåàëèçîâàí êîìïëåêñ ýêñïåðèìåíòîâ íà ðàñòÿæåíèå, ñæàòèå, òðåõ- è ÷åòû�

ðåõòî÷å÷íûé èçãèá îáðàçöîâ ïîëèìåðíîé ìàòðèöû ÂÑÝ-1212 è óãëåïëàñòèêà

ÂÊÓ-28.

Ðàñ÷åò ðàçíîñîïðîòèâëÿþùèõñÿ êîíñòðóêöèé òðåáóåò ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ

íåèçâåñòíîé ãðàíèöåé. Â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è òðåáóåòñÿ îïðåäåëÿòü çîíû,

ãäå êîíñòðóêöèÿ èñïûòûâàåò ñæèìàþùèå èëè ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ è

èñïîëüçîâàòü äëÿ ðàñ÷åòà ïîâåäåíèÿ â ýòèõ çîíàõ ñîîòâåòñòâóþùèå ôèçè÷å�

ñêèå ñîîòíîøåíèÿ. Â ýòîé ãëàâå ïðåäëîæåíà ìîäåëü ðàñ÷åòà òðåõòî÷å÷íîãî

èçãèáà ïîëèìåðíûõ è êîìïîçèòíûõ áàëîê ñ ó÷åòîì èõ ðàçíîñîïðîòèâëÿåìî�

ñòè è ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè.

Âîïðîñû ðàñ÷åòà äåôîðìèðîâàíèÿ äëÿ íåëèíåéíî-óïðóãèõ ðàçíîñîïðî�

òèâëÿþùèõñÿ ìàòåðèàëîâ ìàëî èññëåäîâàíû âñëåäñòâèå çíà÷èòåëüíûõ âû�

÷èñëèòåëüíûõ òðóäíîñòåé. Çàäà÷è ìîäåëèðîâàíèÿ ëèíåéíî-óïðóãèõ ðàçíî�

ìîäóëüíûõ ìàòåðèàëîâ ðàññìàòðèâàëèñü, â ÷àñòíîñòè, Ñ.Ï. Òèìîøåíêî [78]

è Ñ.À. Àìáàðöóìÿíîì [3, 4]. Â ðàáîòå [2] èçëîæåí òåîðåòè÷åñêèé ïîäõîä

ê ðàñ÷åòó ðàçíîñîïðîòèâëÿþùèõñÿ ðàñòÿæåíèþ�ñæàòèþ íåëèíåéíî-óïðó�

ãèõ áàëîê ïðè èçãèáå. Íèæå ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èçãèáà áàë�

êè èç íåëèíåéíî-óïðóãîãî ðàçíîñîïðîòèâëÿþùåãîñÿ ìàòåðèàëà, ðàçðàáîòàíà

âû÷èñëèòåëüíàÿ ìåòîäèêà è ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû äëÿ áàëîê èç óã�
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ëåïëàñòèêîâ è ïîëèìåðíûõ ìàòðèö.

4.2. Математическая модель разносопротивляющейся ком­

позитной балки

Ðèñóíîê 4.2 � Ñõåìà ìîäåëè òðåõòî÷å÷íîãî èçãèáà áàëêè ïðÿìîóãîëüíîãî

ñå÷åíèÿ

Èñïûòàíèå îáðàçöîâ íà òðåõòî÷å÷íûé èçãèá � îäèí èç ñòàíäàðòíûõ ìå�

òîäîâ îïðåäåëåíèÿ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëîâ (ñì, íà�

ïðèìåð, ÃÎÑÒ 4648). Íà ðèñóíêå 4.2 ïðåäñòàâëåíà ñõåìà ôèçè÷åñêîé ìîäå�

ëè òðåõòî÷å÷íîãî èçãèáà áàëêè ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ 𝑏× 2ℎ ñ ïðîëåòîì 𝑙

ìåæäó îïîðàìè. Ëåâûé êðàé áàëêè øàðíèðíî çàêðåïëåí, à ïðàâûé ñâîáîä�

íî îïåðò, ïðè ýòîì íà ðàññòîÿíèè 𝑎 îò ëåâîãî êðàÿ áàëêè ïðèêëàäûâàåòñÿ

ñîñðåäîòî÷åííàÿ íàãðóçêà. Â ðàìêàõ ìîäåëè ïðåíåáðåãàåì ôîðìîé îïîð, è

âîçíèêàþùèå ðåàêöèè îïîð 𝑅𝐴, 𝑅𝐵 è íàãðóçêó P è ïîëàãàåì ñîñðåäîòî÷åí�

íûìè. Êðîìå òîãî, áóäåì ïðåíåáðåãàòü è âîçìîæíîé íåîäíîðîäíîñòüþ äå�

ôîðìàöèé â òðåòüåì íàïðàâëåíèè (ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïðîäîëüíîìó íàïðàâ�

ëåíèþ). Â ýòîì ñëó÷àå â âåðõíåé ÷àñòè áàëêè âîçíèêàþò äåôîðìàöèè ñæàòèÿ

â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè, à â íèæíåé ÷àñòè � äåôîðìàöèè ðàñòÿæåíèÿ.

Äëÿ îïèñàíèÿ ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè êëàñ�

ñè÷åñêîé òåîðèåé èçãèáà áàëêè. Â êà÷åñòâå îòñ÷åòíîé ïîâåðõíîñòè ïðèìåì

ñðåäèííóþ ïîâåðõíîñòü áàëêè 𝑧 = 0 (ñì. ðèñóíîê 4.3). Â ýòîì ñëó÷àå íà

îòñ÷åòíîé ïîâåðõíîñòè áàëêè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèå âåëè÷èíû: 𝑄(𝑥) �

ïåðåðåçûâàþùàÿ ñèëà, 𝑀(𝑥) � èçãèáàþùèé ìîìåíò, 𝑁(𝑥) � ïðîäîëüíîå
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Ðèñóíîê 4.3 � Ñèñòåìà êîîðäèíàò

óñèëèå. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêè ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ ðàâ�

íîâåñèÿ èìåþò âèä:

𝑑𝑁

𝑑𝑥
= 0,

𝑑𝑄

𝑑𝑥
= 0,

𝑑𝑀

𝑑𝑥
= 𝑄. (4.1)

Ðåàêöèè îïîð 𝑅𝐴 è 𝑅𝐵 îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì 𝑅𝐴 = 𝑅𝐵 = 𝑃/2. Èç�

ãèáàþùèå ìîìåíòû â òî÷êàõ îïîðû ðàâíû íóëþ 𝑀𝐴 = 𝑀𝐵 = 0. Ðåøåíèå

ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

𝑁(𝑥) = 0 ïðè 𝑥 ∈ [0, 𝑙],

𝑄(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑃 (1− 𝑎/𝑙) ïðè 𝑥 ∈ [0, 𝑎),

−𝑃𝑎/𝑙 ïðè 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑙];

𝑀(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑃𝑥(1− 𝑎/𝑙) ïðè 𝑥 ∈ [0, 𝑎),

−𝑃𝑎(𝑥/𝑙 − 1) ïðè 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑙].

(4.2)

Ðàñïðåäåëåíèå äåôîðìàöèé ïî òîëùèíå áàëêè ïîëó÷èì â ðàìêàõ êèíåìà�

òè÷åñêèõ ãèïîòåç Êèðõãîôà�Ëÿâà, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè

𝜀(𝑥, 𝑧) = 𝑒(𝑥) + 𝑧𝜅(𝑥),

𝑒(𝑥) =
𝑑𝑢

𝑑𝑥
, 𝜅(𝑥) = −𝑑2𝑤

𝑑𝑥2
,

(4.3)

ãäå 𝜀(𝑥, 𝑧) � äåôîðìàöèè â áàëêå; 𝑒(𝑥), 𝜅(𝑥) � äåôîðìàöèè è èçìåíåíèå

êðèâèçíû ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè; 𝑢(𝑥), 𝑤(𝑥) � ïðîäîëüíîå ïåðåìåùåíèå è

ïðîãèá ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. Êàê áûëî îòìå÷åíî, â áàëêå âîçíèêàþò äå�

ôîðìàöèè ñæàòèÿ è ðàñòÿæåíèÿ, ãðàíèöó ðàçäåëà êîòîðûõ îáîçíà÷èì 𝑧1.
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Â îáëàñòè −ℎ ≤ 𝑧 ≤ 𝑧1 çíà÷åíèÿ äåôîðìàöèé 𝜀 áóäóò îòðèöàòåëüíûìè, à

â îáëàñòè 𝑧1 ≤ 𝑧 ≤ ℎ � ïîëîæèòåëüíûìè. Íà ãðàíèöå ýòèõ îáëàñòåé äå�

ôîðìàöèè 𝜀 ðàâíû íóëþ, ïîýòîìó ñîãëàñíî (4.3) ñàìà ãðàíèöà îïðåäåëÿåòñÿ

óðàâíåíèåì

𝑧1 = − 𝑒

𝜅
, −ℎ ≤ 𝑧1 ≤ ℎ. (4.4)

Ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ çàïèøåì â âèäå

𝜎+ = 𝑓+(𝜀), 𝜀 > 0,

𝜎− = 𝑓−(𝜀), 𝜀 ≤ 0,
(4.5)

ãäå âåðõíèé èíäåêñ �+� îòâå÷àåò ñîîòíîøåíèÿì äëÿ îáëàñòè ñ ïîëîæèòåëüíû�

ìè äåôîðìàöèÿìè, ��� � ñ îòðèöàòåëüíûìè; 𝑓(𝜀) � âûáðàííàÿ äëÿ ðàñ÷åòîâ

ôîðìà àïïðîêñèìàöèè äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî

â ìîäåëÿõ áåç ó÷åòà ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè ìàòåðèàëà |𝑓+(𝜀)| = |𝑓−(−𝜀)|,

ò.å. ìàòåðèàë ïðè ñæàòèè è ðàñòÿæåíèè äåôîðìèðóåòñÿ îäèíàêîâî.

Ïðîäîëüíîå óñèëèå N è èçãèáàþùèé ìîìåíò M â ñå÷åíèè ñòåðæíÿ ñ ó÷å�

òîì ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâà�

ìè

𝑁 = 𝑏

⎛⎝ 𝑧1∫︁
−ℎ

𝜎−𝑑𝑧 +

ℎ∫︁
𝑧1

𝜎+𝑑𝑧

⎞⎠ , 𝑀 = 𝑏

⎛⎝ 𝑧1∫︁
−ℎ

𝜎−𝑧𝑑𝑧 +

ℎ∫︁
𝑧1

𝜎+𝑧𝑑𝑧

⎞⎠ . (4.6)

Ïîäñòàâëÿÿ â (4.6) ñîîòíîøåíèÿ (4.3), (4.4), (4.5) è èíòåãðèðóÿ ïî òîëùèíå,

ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ 𝜅, 𝑒:

ïðè 0 ≤ 𝑥 < 𝑎

⎧⎪⎨⎪⎩𝑁(𝜅, 𝑒, 𝑥) = 0,

𝑀(𝜅, 𝑒, 𝑥) = 𝑃𝑥(1− 𝑎/𝑙),

ïðè 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙

⎧⎪⎨⎪⎩𝑁(𝜅, 𝑒, 𝑥) = 0,

𝑀(𝜅, 𝑒, 𝑥) = −𝑃𝑎(𝑥/𝑙 − 1).

(4.7)
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.7) â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé, íî ïðè ëè�

íåéíûõ ôèçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèÿõ, ó÷èòûâàþùèõ ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòü â

âèäå

𝜎+ = 𝐸+𝜀, 𝜎− = 𝐸−𝜀, (4.8)

ìîæåò áûòü ðåøåíà àíàëèòè÷åñêè (𝐸+, 𝐸− � ìîäóëè óïðóãîñòè ïðè ðàñ�

òÿæåíèè è ñæàòèè ñîîòâåòñòâåííî). Åñëè â êà÷åñòâå ôèçè÷åñêèõ ñîîòíîøå�

íèé èñïîëüçóþòñÿ ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ (4.8), òî òàêèå ìîäåëè ìàòåðèàëîâ

òàêæå íàçûâàþò разномодульными [3]. Â íåëèíåéíîì ñëó÷àå äëÿ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé (4.7) ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Íüþòîíà, êîòîðûé ïðèâîäèò ê ëèíåàðè�

çîâàííîé ñèñòåìå

𝑁(𝑒0, 𝜅0) +
𝜕𝑁(𝑒0, 𝜅0)

𝜕𝑒
(𝑒− 𝑒0) +

𝜕𝑁(𝑒0, 𝜅0)

𝜕𝜅
(𝜅− 𝜅0) = 0,

𝑀(𝑒0, 𝜅0) +
𝜕𝑀(𝑒0, 𝜅0)

𝜕𝑒
(𝑒− 𝑒0) +

𝜕𝑀(𝑒0, 𝜅0)

𝜕𝜅
(𝜅− 𝜅0) = 𝑀(𝑥)

ðàçðåøàåìîé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí

𝜅 = 𝐹 (𝑒0, 𝜅0,𝑀(𝑥)), 𝑒 = 𝐺(𝑒0, 𝜅0), (4.9)

ãäå 𝑒0 è 𝜅0 � íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ, à 𝑀(𝑥) îïðåäåëÿåòñÿ èç (4.2).

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ íàãðóçêè 𝑃 èñ�

ïîëüçîâàëèñü ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå äëÿ ëèíåéíûõ ôèçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé

(4.8). Òàêîé âûáîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ îñíîâûâàåòñÿ íà ïðåäïîëîæå�

íèè î ëèíåéíîñòè ôèçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé (4.5) ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ.

Äàëåå ðàñ÷åò ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîñòåïåííûì óâåëè÷åíèåì íàãðóçêè 𝑃 ñ íåáîëü�

øèì øàãîì, ïîýòîìó â ñëó÷àå áîëüøèõ çíà÷åíèé 𝑃 â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî

ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî ïðèíÿòü ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà ñ ïðåäûäóùåãî øàãà, ò.å.

ìåíüøåé íàãðóçêè.

Îïðåäåëèâ èç èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (4.9) èçìåíåíèå êðèâèçíû è äåôîð�
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ìàöèè ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè

𝜅(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝜅1(𝑥) ïðè 𝑥 ∈ [0, 𝑎),

𝜅2(𝑥) ïðè 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑙],
𝑒(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑒1(𝑥) ïðè 𝑥 ∈ [0, 𝑎),

𝑒2(𝑥) ïðè 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑙],

ìîæíî âûïèñàòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîãèáà è

ïðîäîëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ áàëêè. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì èõ â âèäå

𝑤(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑤1(𝑥) ïðè 𝑥 ∈ [0, 𝑎),

𝑤2(𝑥) ïðè 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑙],
𝑢(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑢1(𝑥) ïðè 𝑥 ∈ [0, 𝑎),

𝑢2(𝑥) ïðè 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑙].
(4.10)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (4.3) è óñëîâèÿ çàêðåïëåíèÿ áàëêè, çàïèøåì ñèñòå�

ìó óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîãèáà áàëêè

𝑑2𝑤1

𝑑𝑥2
= −𝜅1,

𝑑2𝑤2

𝑑𝑥2
= −𝜅2,

𝑤1(0) = 𝑤2(𝑙) = 0, 𝑤1(𝑎) = 𝑤2(𝑎),
𝑑𝑤1(𝑎)

𝑑𝑥
=

𝑑𝑤2(𝑎)

𝑑𝑥
,

è ïðîäîëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ

𝑑𝑢1
𝑑𝑥

= 𝑒1,
𝑑𝑢2
𝑑𝑥

= 𝑒2,

𝑢1(0) = 0, 𝑢1(𝑎) = 𝑢2(𝑎),

äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ hp-âàðèàíò ìåòîäà êîëëîêà�

öèé è íàèìåíüøèõ íåâÿçîê äëÿ äâóõ ÿ÷ååê (Ω = [0, 𝑎] ∪ [𝑎, 𝑙]).

4.3. Расчеты и сравнение с экспериментом

Ðàññìîòðèì òðè îáðàçöà ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè ðàçìåðàìè 𝑙 × 2ℎ× 𝑏:

∙ îáðàçåö 1 � ïîëèìåðíàÿ ìàòðèöà ÂÑÝ-1212, 75× 4.78× 10.05 ìì;

∙ îáðàçåö 2 � óãëåïëàñòèê ÂÊÓ-28 (îáðàçåö âûðåçàí âäîëü íàïðàâëåíèÿ

óêëàäêè àðìèðóþùåãî íàïîëíèòåëÿ), 90× 3.45× 9.85 ìì;
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∙ îáðàçåö 3 � óãëåïëàñòèê ÂÊÓ-28 (îáðàçåö âûðåçàí ïîïåðåê íàïðàâëå�

íèÿ àðìèðîâàíèÿ), 90× 3.40× 9.95 ìì.

Èç îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ íà ðàñòÿæåíèå è ñæàòèå ïîëè�

ìåðíîé ìàòðèöû ÂÑÝ-1212 è óãëåïëàñòèêà ÂÊÓ-28 áûëè ïîëó÷åíû ñîîòâåò�

ñòâóþùèå àïïðîêñèìàöèè 𝜎−𝜀 äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ. Âñå äåôîðìàöèè

ïðèâåäåíû â äîëÿõ. Â òàáëèöàõ 4.1�4.2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû àïïðîêñèìà�

öèè êðèâûõ äåôîðìèðîâàíèÿ (4.5) ðàçëè÷íûìè ôóíêöèÿìè:

A1 : ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ 𝑓 = 𝑎1𝜀;

A2 : àïïðîêñèìàöèÿ ïîëèíîìîì âòîðîé ñòåïåíè 𝑓 = 𝑎1𝜀+ 𝑎2𝜀
2;

A3 : àïïðîêñèìàöèÿ ïîëèíîìîì òðåòüåé ñòåïåíè 𝑓 = 𝑎1𝜀+ 𝑎2𝜀
2 + 𝑎3𝜀

3;

A4 : êîìáèíàöèÿ ëèíåéíîé è ñòåïåííîé ôóíêöèé 𝑓+ = 𝑎1𝜀 + 𝑎2𝜀
𝑎3 äëÿ ðàñ�

òÿæåíèÿ è 𝑓− = 𝑎1𝜀+ 𝑎2(−𝜀)𝑎3 äëÿ ñæàòèÿ.

Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðèâåäåíî äëÿ íàïðÿæåíèé â Па, à äåôîðìàöèé â

äîëÿõ. Òàêæå â òàáëèöàõ ïðèâåäåíû ïðîìåæóòêè äëÿ äåôîðìàöèé, íà êîòî�

ðûõ áûëà ïîëó÷åíà àïïðîêñèìàöèÿ.

Èç ïðåäñòàâëåííûõ òàáëèö ìîæíî îöåíèòü ýôôåêò ðàçíîñîïðîòèâëÿåìî�

ñòè ðàññìàòðèâàåìûõ îáðàçöîâ ïðè ñæàòèè è ðàñòÿæåíèè. Äëÿ ïîëèìåðíîé

ìàòðèöû ýòà ðàçíèöà ïðåâûøàåò 15% (ñì. òàáëèöó 4.1), äëÿ óãëåïëàñòèêà

ÂÊÓ-28 äîñòèãàåò 5 � 7% ïðè ïðîäîëüíîì àðìèðîâàíèè è 12 � 15% ïðè ïîïå�

ðå÷íîì (ñì. òàáëèöó 4.2).

Äëÿ îáðàçöîâ 1�3 â èñïûòàòåëüíîì öåíòðå ÔÃÓÏ �ÂÈÀÌ� ÃÍÖ ÐÔ áû�

ëè ïðîâåäåíû èñïûòàíèÿ íà òðåõòî÷å÷íûé èçãèá. Âî âðåìÿ ýêñïåðèìåíòà

äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ íàãðóçêè, ïðèëîæåííîé â öåíòð îáðàçöà (𝑎 = 𝑙/2),

èçìåðÿëñÿ ïðîãèá îáðàçöà â öåíòðå. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîãèáà áàëêè èñïîëü�

çîâàíà îïèñàííàÿ ìîäåëü èçãèáà áàëêè ñ ó÷åòîì ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè è

ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîãî ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà. Â êà÷åñòâå óñëîâèÿ îñòàíîâêè
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Òàáëèöà 4.1 � Êîýôôèöèåíòû àïïðîêñèìàöèè äèàãðàìì ðàñòÿæåíèÿ è ñæà�

òèÿ ÂÑÝ-1212 è ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ôóíêöèè 𝑓(𝑥) îò èñõîäíûõ

äàííûõ

Вид
𝑎1 · 10−9 𝑎2 · 10−9 𝑎3 SME

аппроксимации

Растяжение, 𝜀 ∈ [0; 0.0018]

А1 3.33 2.7e–2

А2 3.89 –4.02e+1 1.8e–3

А3 3.80 –2.48e+1 –6.30e+2 4.0e–4

А4 3.77 –1.40e+2 2.35 2.7e–4

Сжатие, 𝜀 ∈ [−0.06; 0]

А1 2.10 7.2e–2

А2 3.05 2.12e+1 4.2e–3

А3 3.18 2.85e+1 9.13e+1 1.1e–3

А4 3.31 1.24e+1 1.75 1.9e–3

èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (4.9) èñïîëüçîâàíû óñëîâèÿ

max
𝑥∈[0,𝑙]

|𝜅𝑛+1(𝑥)− 𝜅𝑛(𝑥)| < 10−7, max
𝑥∈[0,𝑙]

|𝑒𝑛+1(𝑥)− 𝑒𝑛(𝑥)| < 10−7

äëÿ âûïîëíåíèÿ êîòîðûõ òðåáîâàëîñü â ñðåäíåì 3 � 4 èòåðàöèè ìåòîäà Íüþ�

òîíà. Ïðè ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4.10) äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â êàæäîé ÿ÷åéêå èñïîëüçîâàíû ïîëèíîìû 12-îé ñòå�

ïåíè, êîòîðûå îáåñïå÷èâàëè òî÷íîñòü ðåøåíèÿ â òðè çíàêà.

Íà ðèñóíêå 4.4 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðîãèáà è ïðîäîëüíî�

ãî ïåðåìåùåíèÿ îáðàçöà 2 ïðè èñïîëüçîâàíèè êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè

(A2) äëÿ ðàçíûõ íàãðóçîê. Âèäíî, ÷òî â öåíòðå îáðàçöà íàáëþäàåòñÿ ìàêñè�

ìàëüíûé ïðîãèá, êîòîðûé âîçðàñòàåò ïðîïîðöèîíàëüíî óâåëè÷åíèþ íàãðóç�

êè. Äëÿ âñåõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðîäîëüíûå ïåðåìåùåíèÿ â áàëêå íà

äâà ïîðÿäêà ìåíüøå ïîïåðå÷íûõ ïåðåìåùåíèé, ò.å. ïðîãèáîâ. Ìîæíî ñäåëàòü

âûâîä î òîì, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â ÍÄÑ áàëêè âíîñÿò èìåííî ïîïåðå÷íûå

ïåðåìåùåíèÿ 𝑤(𝑥).
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Òàáëèöà 4.2 � Êîýôôèöèåíòû àïïðîêñèìàöèè äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ

óãëåïëàñòèêà ÂÊÓ-28 è ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ôóíêöèè 𝑓(𝑥) îò

èñõîäíûõ äàííûõ

Вид
𝑎1 · 10−9 𝑎2 · 10−9 𝑎3 SME

аппроксимации

Растяжение, продольное армирование, 𝜀 ∈ [0; 0.015]

А1 160.8 1.4e–2

А2 144.9 1.44e+3 5.7e–4

А3 144.0 1.66e+3 –1.14e+13 4.3e–4

А4 143.0 8.87e+2 1.87 4.1e–4

Сжатие, продольное армирование, 𝜀 ∈ [−0.0018; 0]

А1 155.4 5.8e–3

А2 160.2 3.33e+3 3.4e–3

А3 155.9 –4.31e+3 –3.00e+15 2.9e–3

А4 157.7 5.81e+8 3.98 3.0e–3

Растяжение, поперечное армирование, 𝜀 ∈ [0; 0.0076]

А1 7.37 1.1e–2

А2 7.89 –9.22e+1 6.4e–4

А3 7.87 –8.97e+1 2.54e+11 4.3e–4

А4 7.82 –2.23e+2 2.20 4.8e–4

Сжатие, поперечное армирование, 𝜀 ∈ [−0.0034; 0]

А1 8.90 6.7e–3

А2 9.21 1.20e+2 4.1e–3

А3 8.96 –1.16e+2 –5.09e+13 3.7e–3

А4 9.04 5.16e+6 3.95 3.7e–3
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Ðèñóíîê 4.4 � Ïðîãèá 𝑤(𝑥) è ïðîäîëüíîå ïåðåìåùåíèå 𝑢(𝑥) îáðàçöà 2 ïðè

èñïîëüçîâàíèè êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè (A2) äëÿ ðàçíûõ íàãðóçîê 𝑃 .

Íà ðèñóíêå 4.5 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïðîãè�

áà áàëêè îò íàãðóçêè, ïîëó÷åííûå ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ

ê àïïðîêñèìàöèè ôèçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, â ñðàâíåíèè ñ ýêñïåðèìåíòàëü�

íûìè äàííûìè. Èñïîëüçîâàíèå ëèíåéíûõ çàêîíîâ äëÿ ðàñòÿæåíèÿ è ñæàòèÿ

íå äàåò àäåêâàòíîãî ïðèáëèæåíèÿ äàæå íà 30% äèàãðàììû. Èñïîëüçîâàíèå

áîëåå ñëîæíûõ, ÷åì êâàäðàòè÷íûé, çàêîíîâ àïïðîêñèìàöèè äëÿ äèàãðàìì

ðàñòÿæåíèÿ è ñæàòèÿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñíà÷àëà âîçíèêàåò ñóùåñòâåí�

íîå îòêëîíåíèå îò ýêñïåðèìåíòàëüíîé äèàãðàììû, à â äàëüíåéøåì íà÷èíàåò

ðàñõîäèòüñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ìåòîäà Íüþòîíà. Ýòîò ôàêò îáúÿñíÿåò�

ñÿ òåì, ÷òî ïðè èñïûòàíèÿõ íà ðàñòÿæåíèå îáðàçöîâ ïîëèìåðíîé ìàòðèöû

âñëåäñòâèå åå õðóïêîñòè äèàïàçîí äåôîðìàöèé îãðàíè÷åí 2%, â òî âðåìÿ

êàê ïðè ðàñ÷åòå èçãèáà äåôîðìàöèè â çîíå ðàñòÿæåíèÿ äîñòèãàþò 4 � 5%.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðåøåíèè çàäà÷è èçãèáà èñïîëüçóåòñÿ ýêñòðàïîëèðîâàí�
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Ðèñóíîê 4.5 � Ýêñïåðèìåíòàëüíûå (ñïëîøíûå êðèâûå) è ðàñ÷åòíûå çàâè�

ñèìîñòè ïðîãèáà â öåíòðå áàëêè îò íàãðóçêè: ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ �

êðèâûå A1, êâàäðàòè÷íàÿ (ïîëèíîìîì âòîðîé ñòåïåíè) � A2, êóáè÷åñêàÿ �

A3, ëèíåéíî-ñòåïåííàÿ � A4; а – в � ñîîòâåòñòâåííî îáðàçöû 1 � 3

íàÿ â îáëàñòü á�îëüøèõ äåôîðìàöèé àïïðîêñèìàöèÿ äèàãðàìì ðàñòÿæåíèÿ.

Ýêñòðàïîëÿöèè, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå ïîëèíîìà òðåòüåé ñòåïåíè è ëèíåéíî�

ñòåïåííîé ôóíêöèè, áûñòðî äîñòèãàþò ìàêñèìóìà, ïîñëå ÷åãî íà÷èíàþò óáû�

âàòü, ÷òî íå ñîîòâåòñòâóåò ôèçèêå ïðîöåññà.

Âàðèàíò ðàñ÷åòà ïðè èñïîëüçîâàíèè êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè è ýêñ�

òðàïîëÿöèè äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ êà÷åñòâåííî è êîëè÷åñòâåííî ëó÷øå
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Ðèñóíîê 4.6 � Ðåøåíèå çàäà÷è òðåõòî÷å÷íîãî èçãèáà áåç ó÷åòà ðàçíîñîïðî�

òèâëÿåìîñòè ìàòåðèàëà ðàñòÿæåíèþ (êðèâàÿ 1) è ñæàòèþ (êðèâàÿ 2), ñïëîø�

íàÿ êðèâàÿ � ðåçóëüòàòû ìåõàíè÷åñêèõ èñïûòàíèé

âñåãî îïèñûâàåò íåëèíåéíûé õàðàêòåð èçãèáà îáðàçöà ïîëèìåðíîé ìàòðèöû

ÂÑÝ-1212. Ýòî âåðíî è äëÿ èçãèáà óãëåïëàñòèêà, âûðåçàííîãî âäîëü íàïðàâ�

ëåíèÿ óêëàäêè àðìèðóþùåãî íàïîëíèòåëÿ. Â ñëó÷àå ïîïåðå÷íî àðìèðîâàí�

íîãî óãëåïëàñòèêà âñå âàðèàíòû àïïðîêñèìàöèé äàþò áëèçêèå ê ýêñïåðèìåí�

òó ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, õîòÿ â ýêñïåðèìåíòå ïðè ìàêñèìàëüíûõ íàãðóçêàõ

íàèëó÷øèì âàðèàíòîì îñòàåòñÿ ðàñ÷åò ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàäðàòè÷íûõ àï�

ïðîêñèìàöèé.

Ðàññìîòðèì âëèÿíèå ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ è çàäàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ õà�

ðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà ïðè ìîäåëèðîâàíèè òðåõòî÷å÷íîãî èçãèáà áàëêè èç

óãëåïëàñòèêà, âûðåçàííîãî ïîïåðåê íàïðàâëåíèÿ óêëàäêè àðìèðóþùåãî íà�

ïîëíèòåëÿ. Íà ðèñóíêå 4.6 ïðåäñòàâëåíû ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðè èñïîëü�

çîâàíèè �ðàâíîìîäóëüíîé� ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè ôèçè÷åñêèõ ñîîòíîøå�

íèé: êðèâàÿ 1 � ìîäóëü ïîëó÷åí èç ýêñïåðèìåíòîâ íà ðàñòÿæåíèå, 2 � íà

ñæàòèå (òàáëèöà 4.2). Êàê âèäíî, ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ áåç ó÷åòà ðàçíîñîïðî�

òèâëÿåìîñòè íà îñíîâå ëèíåéíûõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà îòëè÷àþòñÿ îò

ðåçóëüòàòîâ ìåõàíè÷åñêèõ èñïûòàíèé (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) áîëåå ÷åì íà 15%.
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Ðèñóíîê 4.7 � Ïðîãèá 𝑤(𝑥) îáðàçöà 1 äëÿ ðàçíûõ òî÷åê ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè

(îáîçíà÷åíû ñòðåëêàìè). Èñïîëüçîâàíà êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè (A2)

è íàãðóçêà 𝑃 = 100Í. Êðóæêàìè îáîçíà÷åíû òî÷êè, â êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ

ìàêñèìàëüíûé ïðîãèá.

Áîëüøèíñòâî ðåàëüíûõ êîíñòðóêöèé â îáû÷íûõ óñëîâèÿõ ýêñïëóàòàöèè

ïîäâåðæåíî ñëîæíîìó íàãðóæåíèþ, ïðè êîòîðîì â êîíñòðóêöèè îäíîâðåìåí�

íî ïðèñóòñòâóþò çîíû ðàñòÿæåíèÿ, ñæàòèÿ, èçãèáà è èõ ðàçëè÷íûå êîìáè�

íàöèè. Èñïîëüçóÿ òðàäèöèîííûå ìåòîäèêè îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ìà�

òåðèàëîâ è ëèíåéíûå ìîäåëè äåôîðìèðîâàíèÿ (â ÷àñòíîñòè, áåç ó÷åòà ðàçíî�

ñîïðîòèâëÿåìîñòè ìàòåðèàëà ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ) äëÿ ðàñ÷åòà êîíñòðóê�

öèé èç óãëåïëàñòèêîâ, ìîæíî ïîëó÷èòü ñóùåñòâåííî èñêàæåííóþ êàðòèíó

ÍÄÑ, è, êàê ñëåäñòâèå, � íåäîîöåíèòü èëè ïåðåîöåíèòü ïðî÷íîñòü è æåñò�

êîñòü êîíñòðóêöèè. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî óãëåïëàñòèêè èñïîëüçóþòñÿ

äëÿ èçãîòîâëåíèÿ êîíñòðóêöèé îòâåòñòâåííîãî íàçíà÷åíèÿ, ïðè èõ ðàñ÷åòå

íåîáõîäèì ó÷åò ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè ðàñòÿæåíèþ�ñæàòèþ.

Òàê êàê êâàäðàòè÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äàåò íàèáîëåå òî÷íîå ñîîòâåòñòâèå

ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàñ÷åòû â ðàìêàõ

ýòîé àïïðîêñèìàöèè. Ïðåäëîæåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òðåõòî÷å÷íîãî

èçãèáà áàëêè è åå ðåàëèçàöèÿ ïîçâîëÿþò ïåðåìåùàòü ïîëîæåíèå íàãðóçêè,

ò.å. èçìåíÿòü ïàðàìåòð 𝑎. Íà ðèñóíêå 4.7 ïðèâåäåíû ôóíêöèè ïðîãèáà äëÿ

ðàçíûõ òî÷åê ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè 𝑎 = 𝑙/6, 𝑎 = 𝑙/3 è 𝑎 = 𝑙/2 ïðè ôèêñè�
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ðîâàííîé ñèëå íàãðóçêè 𝑃=100Í äëÿ îáðàçöà 1. Ïðè ñìåùåíèè ïîëîæåíèÿ

òî÷êè íàãðóçêè îò öåíòðà ê êðàþ áàëêè ñóùåñòâåííî óìåíüøàåòñÿ çíà÷åíèå

ìàêñèìàëüíîãî ïðîãèáà. Ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíûé ïðîãèá íàáëþäàåòñÿ íå â

òî÷êå ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè, à ëèøü íåçíà÷èòåëüíî ñìåùàåòñÿ îò öåíòðà ê

íåé (íà ðèñóíêå 4.7 îáîçíà÷åíû êðóæêàìè). Íà ðèñóíêå 4.8 ïðèâåäåíû íà�

ïðÿæåíèÿ â áàëêå äëÿ òðåõ ðàññìîòðåííûõ ïîëîæåíèé íàãðóçêè. Äëÿ ðàñ÷å�

òà íàïðÿæåíèé èñïîëüçîâàíû ôîðìóëû (4.3)�(4.5). Ìàêñèìàëüíûå àáñîëþò�

íûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé íàáëþäàþòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïðèëîæåíèÿ

íàãðóçêè. Íàèáîëüøåå íàïðÿæåíèå âîçíèêàåò åñëè íàãðóçêà ïðèëîæåíà â

öåíòð áàëêè, ïðè ýòîì ïðè ñìåùåíèè òî÷êè ïîëîæåíèÿ íàãðóçêè ê êðàþ

áàëêè àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé óìåíüøàþòñÿ.

Ðèñóíîê 4.8 � Ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé 𝜎𝑥𝑥(𝑥, 𝑧) â áàëêå äëÿ ðàçíûõ òî÷åê

ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè. Èñïîëüçîâàíà êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè (A2) è

íàãðóçêà 𝑃 = 100Í.

Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòü ìàòåðèàëà ðàñòÿæåíèþ

è ñæàòèþ ÿâëÿåòñÿ âàæíîé îñîáåííîñòüþ ìàòåðèàëà, êîòîðóþ íåîáõîäèìî

ó÷èòûâàòü. Íî íå ìåíåå âàæíî ó÷èòûâàòü ôèçè÷åñêóþ íåëèíåéíîñòü ìàòå�

ðèàëîâ, êîòîðàÿ â ñëó÷àå ÊÌ ìîæåò îòâå÷àòü êàê çà óïðî÷åíèå ìàòåðèàëà

òàê è çà îñëàáëåíèå åãî æåñòêîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê. Â ðàññìîòðåííûõ èñïû�

òàíèÿõ íà òðåõòî÷å÷íûé èçãèá çîíû ãäå ïðåîáëàäàþò äåôîðìàöèè ñæàòèÿ
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è ðàñòÿæåíèÿ î÷åíü áëèçêè ïî îáúåìó è ñèììåòðè÷íî ðàñïîëîæåíû, à çîíû

áîëüøèõ ïî ìîäóëþ íàïðÿæåíèé îòíîñèòåëüíî íåâåëèêè. Â òàêèõ óñëîâè�

ÿõ ïðîèñõîäèò óñðåäíåå õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â

ðåàëüíûõ êîíñòðóêöèÿõ ñî ñëîæíîé ãåîìåòðèåé, íàõîäÿùèõñÿ â ïîä ïðîèç�

âîëüíîé íàãðóçêîé ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòü ìîæåò ïðîÿâèòüñÿ íàìíîãî ñèëü�

íåå. Åñëè â êîíñòðóêöèè âîçíèêíóò çîíû ãäå áóäóò ïðåîáëàäàòü íå èçãèáíûå

äåôîðìàöèè, à çîíû ðàñòÿæåíèÿ èëè ñæàòèÿ, òî ïðèìåíåíèå óñðåäíåííûõ

õàðàêòåðèñòèê ìîæåò áûòü íåïðèåìëåìûì. Â ýòîì ñëó÷àå òîëüêî ó÷åò ðàçíî�

ãî ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà ïðè ñæàòèè è ðàñòÿæåíèè ìîæåò äàòü àäåêâàòíûé

ðåçóëüòàò.

Выводы по главе 4

1. Ðàçðàáîòàíà è ðåàëèçîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñ÷åòà òðåõòî÷å÷�

íîãî èçãèáà êîìïîçèòíûõ áàëîê, ó÷èòûâàþùàÿ ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîå

ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà è åãî ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòü ðàñòÿæåíèþ è ñæà�

òèþ.

2. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòü ìàòåðèàëà ðàñòÿæåíèþ è ñæà�

òèþ ÿâëÿåòñÿ âàæíîé îñîáåííîñòüþ ìàòåðèàëà, êîòîðóþ íåîáõîäèìî

ó÷èòûâàòü. Íå ìåíåå âàæíî ó÷èòûâàòü ôèçè÷åñêóþ íåëèíåéíîñòü ìà�

òåðèàëîâ, êîòîðàÿ â ñëó÷àå êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà ìîæåò ïðèâî�

äèòü êàê ê óïðî÷åíèþ òàê è ê îñëàáëåíèþ æåñòêîñòíûõ è ïðî÷íîñòíûõ

õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà.

3. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåàëèçîâàíà äëÿ 4-õ âèäîâ àïïðîêñèìàöèé ôè�

çè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé: ëèíåéíîé, êâàäðàòè÷íîé, êóáè÷åñêîé è ëèíåéíî�

ñòåïåííîé. Ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè

ëó÷øå âñåãî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ëàáîðàòîðíûõ èñïûòàíèé.
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Заключение

Â çàêëþ÷åíèå ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.

1. Ðàçðàáîòàí ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä êîëëîêàöèé è íàèìåíüøèõ íåâÿ�

çîê (ÊÍÍ), îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ïîëèíîìîâ âûñîêèõ ñòåïåíåé â

îäíîìåðíîì, äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ. Íà ðÿäå òåñòîâûõ çà�

äà÷ ïîêàçàíû ïðåèìóùåñòâà ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà, â ò.÷. ïåðåä ñòàí�

äàðòíûì ìåòîäîì ÊÍÍ. Ïîêàçàíî, ÷òî íà áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ ðåøåíè�

ÿõ ñ ðîñòîì ñòåïåíè ïîëèíîìîâ íàáëþäàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé ïîðÿ�

äîê óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòè, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü ÷èñëåííûå ðå�

øåíèÿ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.

2. Äëÿ çàäà÷ èçãèáà ìíîãîñëîéíûõ àíèçîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëà�

ñòèí ïîëó÷åíû ðàçðåøàþùèå ñèñòåìû óðàâíåíèé â êèíåìàòè÷åñêèõ ïå�

ðåìåííûõ äëÿ ðàçëè÷íûõ òåîðèé ïëàñòèí: êëàññè÷åñêîé òåîðèè Êèðõ�

ãîôà-Ëÿâà è óòî÷íåííûõ òåîðèé Òèìîøåíêî è Ãðèãîëþêà-×óëêîâà.

Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç îñîáåííîñòåé ðàçðåøàþùèõ ñèñòåì

ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãîñòè è ðàññìîòðåííûõ òåîðèé ïëàñòèí.

Ïîêàçàíî, ÷òî âûáîð è èñïîëüçîâàíèå òîé èëè èíîé òåîðèè ïëàñòèí

ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî (íà 2 ïîðÿäêà) óìåíüøèòü âû÷èñëèòåëüíûå çà�

òðàòû.

3. Äëÿ ðàññìîòðåííûõ òåîðèé ïëàñòèí ðåàëèçîâàí ìîäèôèöèðîâàííûé

ìåòîä ÊÍÍ. Ïðîâåäåí ðàñ÷åò ÍÄÑ ïëàñòèí íà óïðóãîì îñíîâàíèè ñ

èñïîëüçîâàíèåì òðåõ ìîäåëåé ðåàêöèè îñíîâàíèÿ: Âèíêëåðà, Âëàñîâà

è Ïàñòåðíàêà. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ïðèìåíèìîñòè òåîðèé ïëàñòèí
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äëÿ ðàçíûõ îòíîñèòåëüíûõ òîëùèí è ÷èñåë ñëîåâ íà ïðèìåðå çàäà÷è èç�

ãèáà ñ èçâåñòíûì ðåøåíèåì â ðàìêàõ ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè óïðóãî�

ñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî òåîðèÿ Ãðèãîëþêà-×óëêîâà îáåñïå÷èâàåò ïîëó÷åíèå

äîñòàòî÷íî õîðîøåãî ïðèáëèæåíèÿ ê ïðîñòðàíñòâåííîé òåîðèè êàê äëÿ

ìàëûõ, òàê è áîëüøèõ (𝑎/ℎ > 4) îòíîñèòåëüíûõ òîëùèí. Äëÿ òîíêèõ

ïëàñòèí (𝑎/ℎ > 50) öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü òåîðèè Êèðõãîôà-Ëÿâà

èëè Òèìîøåíêî, êîòîðûå òðåáóþò ìåíüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò ïî

ñðàâíåíèþ ñ òåîðèåé Ãðèãîëþêà-×óëêîâà.

4. Ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàñ÷åòà òðåõòî÷å÷íîãî èçãèáà êîì�

ïîçèòíîé áàëêè, ðàçíîñîïðîòèâëÿþùåéñÿ ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ ñ ó÷å�

òîì ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîãî ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà. Ðàçðàáîòàí àëãî�

ðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, äëÿ ðàçíûõ âèäîâ

àïïðîêñèìàöèè ôèçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé. Ïðîâåäåíà âàëèäàöèÿ ðàç�

ðàáîòàííîé ìîäåëè è ïîëó÷åíî õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå ðàñ÷åòîâ ýêñïå�

ðèìåíòàëüíûì äàííûì äëÿ êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè.

5. Ðàçðàáîòàíû è çàðåãèñòðèðîâàíû ïðîãðàììû äëÿ ÝÂÌ äëÿ ðàñ÷åòà

íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ èçîòðîïíûõ è ìíîãîñëîéíûõ

àíèçîòðîïíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí è òðåõòî÷å÷íîãî èçãèáà êîìïî�

çèòíûõ áàëîê ðàçíîñîïðîòèâëÿþùèõñÿ ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ ñ ó÷åòîì

ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîãî ïîâåäåíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïðîâåäåíî èñ�

ñëåäîâàíèå äåôîðìèðîâàíèÿ áàëîê è ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí.
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Приложение

Ôðàãìåíò ïðîãðàììû äëÿ ðàñ÷åòà òðåõòî÷å÷íîãî èçãèáà êîìïîçèòíîé

áàëêè ñ ó÷åòîì ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòè ðàñòÿæåíèþ è ñæàòèþ äëÿ êâàäðà�

òè÷íîé àïïðîêñèìàöèè ôèçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé.

Àëãîðèòì îïèñàí ñ èñïîëüçîâàíèåì ÿçûêàWolfram Research Mathematica.

(*Размеры образцов*)

(*a - длина*)

(*b - ширина*)

(*h = толщина*)

(*Коэффициенты квадратичной аппроксимации физических соотношений*)

(*AComp, BComp - для сжатия*)

(*ATen, BTen - для растяжения*)

(*LocF - Сила нагрузки*)

FPoint=a/2; (*Положение нагрузки*)

(*Распределение изгибающего момента по длине балки*)

M1=LocF*(1-FPoint/a)*x;

M2=LocF*FPoint*(1-x/a);

(*Функция линеаризующая нелинейные уравнения методом Ньютона*)

Linearize[f_,u_,v_,u0_,v0_]:=(

(f[u,v]/.{u->u0,v->v0})+(D[f[u,v],u]/.{u->u0,v->v0})*

(u-u0)+(D[f[u,v],v]/.{u->u0,v->v0})*(v-v0))

Eps=Eps0+z*kappa; (*Выражения для деформаций*)

SigTen=ATen*Eps+BTen*Eps*Eps; (*Выражения для напряжений растяжения*)
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SigComp=AComp*Eps-BComp*Eps*Eps; (*Выражения для напряжений сжатия*)

ZNeut=-Eps0/kappa; (*Определение нейтральной поверхности*)

NForce=b*Nxx; (*Определение продольной силы*)

Nxx=Integrate[SigComp,{z,-h/2,ZNeut}]+

+Integrate[SigTen,{z,ZNeut,h/2}];

MForce=b*Mxx; (*Определение момента силы*)

Mxx=Integrate[SigComp*z,{z,-h/2,ZNeut}]+

+Integrate[SigTen*z,{z,ZNeut,h/2}];

(*Разрешающие уравнения*)

Eq11[Eps0_,kappa_]=Simplify[NForce(**kappa*)];

Eq12[Eps0_,kappa_]=Simplify[MForce(*(MForce-M1)*kappa*kappa*)];

Eq21[Eps0_,kappa_]=Simplify[NForce(**kappa*)];

Eq22[Eps0_,kappa_]=Simplify[MForce(*(MForce-M2)*kappa*kappa*)];

(*Линеаризация и решение разрешающих уравнений*)

Eq11 = Linearize[Eq11,Eps0,kappa,Eps00,kappa0];

Eq12 = Linearize[Eq12,Eps0,kappa,Eps00,kappa0];

Eq21 = Linearize[Eq21,Eps0,kappa,Eps00,kappa0];

Eq22 = Linearize[Eq22,Eps0,kappa,Eps00,kappa0];

Sol=Solve[{Eq11==0,Eq12==M1},{Eps0,kappa}];

kappa1=Simplify[kappa/.Sol[[1]]];

Eps01=Simplify[Eps0/.Sol[[1]]];

Sol=Solve[{Eq21==0,Eq22==M2},{Eps0,kappa}];

kappa2=Simplify[kappa/.Sol[[1]]];

Eps02=Simplify[Eps0/.Sol[[1]]];

(*В качестве начального приближения метода Ньютона

берем решения по линейной теории*)

DDw10=-Part[InitialVal,1];

DDw20=-Part[InitialVal,2];

Du10=Part[InitialVal,3];
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Du20=Part[InitialVal,4];

(*10 итераций метода Ньютона*)

ch1=1;

While[ch1<=10,

StartT=SessionTime[];

Clear[C1,C2,M20];

Pod1={Eps00->Du10,kappa0->-DDw10,x->nX*x};

Pod2={Eps00->Du20,kappa0->-DDw20,x->nX*x};

(*Возникающие краевые задачи для ОДУ решаются

модифицированным (hp-КНН) методом*)

DEq11=kappa1/.Pod1;

DEq12=Eps01/.Pod1;

DEq21=kappa2/.Pod2;

DEq22=Eps02/.Pod2;

CollocEqRightPart[1]=-DEq11;

CollocEqRightPart[2]=-DEq21;

NotebookEvaluate[ToFileName[NotebookDirectory[],"MCLR_1D_w.nb"]];

TecW1=Uh[1,x/h1-1];

TecW2=Uh[2,(x-2*h1)/h2-1];

CollocEqRightPart[1]=DEq12;

CollocEqRightPart[2]=DEq22;

NotebookEvaluate[ToFileName[NotebookDirectory[],"MCLR_1D_u.nb"]];

TecU1=Uh[1,x/h1-1];

TecU2=Uh[2,(x-2*h1)/h2-1];

EndTime=SessionTime[]-StartT;

DDw10=D[TecW1,{x,2}];

Du10=D[TecU1,{x,1}];

DDw20=D[TecW2,{x,2}];

Du20=D[TecU2,{x,1}];
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ch1++;

];

(*Решение по линейной теории*)

LinearCaseSolution[] :=

Module[{M1, M2, M3, M20, Eps, z, ZNeut, kappa, SigTen, SigComp,

NForce, Nxx, temp, sol, MForce, Mxx, kappa1, kappa2, kappa3, w1,

w2, w3, eq1, eq2, Eps01, Eps02},

M1 = LocF*(1 - FPoint/a)*x;

M2 = LocF*FPoint*(1 - x/a);

Eps = (z - ZNeut)*kappa;

SigTen = ATen*Eps;

SigComp = AComp*Eps;

NForce = b*Nxx;

Nxx = Integrate[SigComp, {z, -h/2, ZNeut}] +

Integrate[SigTen, {z, ZNeut, h/2}];

temp = Coefficient[NForce, kappa];

sol = Solve[temp == 0 && ZNeut < h/2 && ZNeut > -h/2, ZNeut];

ZNeut = ZNeut /. sol[[1]];

MForce = b*Mxx;

Mxx = Integrate[SigComp*z, {z, -h/2, ZNeut}] +

Integrate[SigTen*z, {z, ZNeut, h/2}];

sol = Solve[MForce == M1, kappa];

kappa1 = kappa /. sol[[1]];

sol = Solve[MForce == M2, kappa];

kappa2 = kappa /. sol[[1]];

kappa1 = Simplify[kappa1]; kappa2 = Simplify[kappa2];

Eps01 = Simplify[-ZNeut*kappa1]; Eps02 = Simplify[-ZNeut*kappa2];

{kappa1, kappa2, Eps01, Eps02}

]


