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Введение

Объект исследования - численные методы и алгоритмы на предмет их комплекси-

рования для расчета волновых сейсмических полей с учетом локальных осложняю-

щих факторов среды (скоплений мелкомасштабных неоднородностей, анизотропных

формаций, вязкоупругих включений, топографии свободной поверхности).

Актуальность. В настоящее время численное моделирование волновых сей-

смических процессов является одним из основных инструментов исследования, пред-

варяющим, а иногда и заменяющим, физические эксперименты.

С появлением высокопроизводительных вычислительных систем с параллель-

ной архитектурой открылись принципиально новые возможности для изучения осо-

бенностей сейсмических волновых полей в сложно устроенных сейсмогеологических

средах путём проведения полномасштабных численных экспериментов. Однако для

удовлетворения постоянно растущих требований к качеству получаемых сейсмиче-

ских изображений и глубине понимания физики процесса распространения сейсми-

ческих волн в реальных средах необходимы новые подходы и решения в разработке

численных методов, учитывающие всё большее число осложняющих факторов ре-

альных сред - разномасштабность, поглощение сейсмической энергии, анизотропию,

флюидонасыщенность и т.д. Учёт разномасштабности необходим, например, при изу-

чении трещиновато-кавернозных резервуаров в карбонатных отложениях, емкостные

свойства которых определяются скоплениями каверн, а фильтрационные - наличием

разветвленной системы трещин. Анизотропия и поглощение сейсмической энергии -

признаки, в частности, ориентированной флюидозаполненной микроструктуры пла-

ста. Обработка сейсмических данных из регионов со сложным строением верхней ча-

сти разреза и нерегулярной топографией свободной поверхности требует многофак-
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торного учета и компенсации связанных с ними эффектов. Каждый из указанных

осложняющих факторов среды требует специально скорректированного численно-

го метода, точной дискретизации или нерегулярных сеток для моделирования про-

цессов распространения сейсмических волн в таких средах, что может привести к

существенному увеличению времени счета и объема необходимых вычислительных

ресурсов. Поскольку в большинстве случаев эти факторы проявляются локально,

например, в верхней части разреза или в резервуаре мощностью до нескольких со-

тен метров, то актуальной становится разработка численных методов и алгоритмов

моделирования волновых процессов именно в средах с локальными осложняющими

факторами.

Цель исследования - развитие численных методов и их алгоритмической со-

ставляющей для снижения времени вычислений и требований на вычислительные

ресурсы при сохранении точности расчетов волновых полей в упругих средах с ло-

кальными осложняющими факторами.

Научные задачи

1. На основе локального измельчения сеток для конечно-разностных схем разра-

ботать численный метод и алгоритмы расчета волновых сейсмических полей в средах

со скопленими мелкомасшатабных неоднородностей (с системами каверн и трещин).

2. Комбинированием схемы Лебедева и стандартной схемы на сдвинутых сетках

разработать конечно-разностный метод и алгоритм расчета волновых сейсмических

полей в средах с анизотропными формациями.

3. Разработать конечно-разностный алгоритм моделирования волновых процес-

сов в средах с вязкоупругими включениями на основе комбинирования обобщенной

стандартной линейной модели твердого тела и модели идеально упругой среды.

4. Комбинированием разрывного метода Галеркина и метода конечных разно-

стей разработать метод расчета волновых сейсмических полей в моделях с резкокон-

трастными границами со сложной геометрией.

Теория и методы исследования

Для решения поставленной проблемы применялись как классические, так и

современные методы вычислительной математики и теории распространения волн,

позволяющие с высокой точностью описать особенности формирования и распростра-
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нения сейсмическх волновых полей в реалистичных моделях сред. В основе исполь-

зуемого при этом математического аппарата лежат разработанные в ряде смежных

областей вычислительной математики методы и подходы:

– теория корректности начально-краевых задач для гиперболических систем

уравнений в частных производных и разностных уравнений для разработки

методов комбинированием разных математических моделей и численных схем,

используемых для их аппроксимации;

– теория рацональных аппроксимаций для локализации операторов, содержащих

свертку по времени, при построении модели вязкоупругой среды и идеально

согласованных слоев;

– современный математический аппарат численных методов, включая метод ко-

нечных разностей и разрывный метод Галеркина для аппроксимации начально-

краевых задач динамической теории упругости;

– теория распространения волн в упругих и вязкоупругих средах и ее обобщение

на модели анизоропных сред для построения конечно-разностных аппроксима-

ций соответсвующих математических моделей;

– теория уравнений в частных производных и сеточных уравнений для постро-

ения решений в виде плоских волн и дисперсионного анализа используемых

конечно-разностных схем;

– метод сингулярного разложения операторов для проведения дисперсионного

анализа разрывного метода Галеркина, применяемого для аппроксимации урав-

нений динамической теории упругости;

– методы функционального анализа и теории функций комплексного переменно-

го для построения идеально согласованных слоев и анализа уровня нефизичных

отражений от таких слоев;

– тестирование разработанных методов и алгоритмов проводилось сравнитель-

ным анализом с известными аналитическими решениями для случаев, когда
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такие решения могут быть построены в явном виде; для более сложных моделей

верифицировались корректность описания ключевых характеристик решения,

таких как амплитуды волн, времена вступления.

Поскольку разработанные методы основаны на комбинировании разных чис-

ленных методов, конечно-разностных схем, математических моделей среды и несо-

гласованных сеток верификация проводилась сравнительным анализом. Для задан-

ной модели среды решение рассчитывалось с использованием одного из комбиниру-

емых методов (схемы, модели, сетки) после чего проводилось сравнение с резуль-

татами расчета разработанными методами, что позволяло полностью локализовать

ошибку, вызванную именно комбинированием.

Защищаемые научные результаты:

1. С использованием несогласованных сеток с локальным пространственно-

временным измельчением шага разработан, теоретически и экспериментально обос-

нован и протестирован новый метод численного моделирования волновых процессов в

средах со скоплениями неоднородностей субсейсмического масштаба (коридоры тре-

щиноватости, скопления каверн). По результатам численного моделирования пока-

зано, что наличие скоплений флюидозаполенных неоднородностей такого масштаба

приводит к многократному рассеянию сейсмической энергии, отчетливо выделяемо-

му в регистрируемых полях.

2. На основе комбинирования схемы Лебедева и стандартной схемы на сдвину-

тых сетках разработан, теоретически и экспериментально обоснован и протестирован

новый метод численного моделирования волновых процессов в средах, содержащих

локальные анизотропные включения.

3. Разработан, обоснован и реализован в виде научно-исследовательской вер-

сии программного продукта, ориентированного на вычислительные ресурсы с рас-

пределенной памятью, алгоритм моделирования волновых процессов в средах с вяз-

коупругими включениями, основанный на локальном использовании обобощенной

стандартной линейной модели твердого тела с оптимизированным разбиением рас-

четной области.

4. Разработан, теоретически и экспериментально обоснован новый метод рас-

чета волновых полей в моделях с резкоконтрастными границами со сложной геомет-
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рией, включая топографию свободной поверхности, основанный на комбинировании

метода конечных разностей и разрывного метода Галеркина. По результатам числен-

ного моделирования показано, что незначительные, в том числе сезонные, вариации

профиля свободной поверхности могу приводить к потере повторяемости в данных

сейсмического мониторинга.

Научная новизна и личный вклад.

1. С использованием несогласованных сеток с локальным пространственно-

временным измельчением шага разработан, теоретически и экспериментально обос-

нован и протестирован новый метод численного моделирования волновых процес-

сов в средах со скоплениями неоднородностей субсейсмического масштаба, который

включает в себя:

- разработку оригинального способа "вложенных шаблонов" для измельчения

шага сетки по времени во избежание интерполяции решения на границе раздела

сеток;

- теоретический и численный анализ нефизичных отражений от границы раз-

дела сеток при разных способах измельчения сеток: одновременном по пространству

и времени, последовательном и др.;

- анализ корректности получаемой начально-краевой конечно-разностной зада-

чи;

2. На основе комбинирования схемы Лебедева и стандартной схемы на сдвину-

тых сетках разработан, теоретически и экспериментально обоснован и протестирован

новый метод численного моделирования волновых процессов в средах, содержащих

локальные анизотропные включения. Метод базируется на совокупности следующих

оригинальных решений:

- по результатам исследования известных конечно-разностных схем (аппрок-

симации, устойчивости, дисперсионных свойств, дифференциальных приближений)

выбрана и обоснована схема Лебедева для аппроксимации системы уравнений дина-

мической теории упругости для анизотропной среды;

- методом дифференциальных приближений доказано, что схема Лебедева до-

пускает более широкий набор независимых решений, чем аппроксимируемая система

уравнений динамической теории упругости, причем интенсивность таких нефизич-
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ных решений контролируется аппроксимацией начальных и граничных условий;

- на основе теории корректности начально-краевых задач сформулирован необ-

ходимый признак устойчивости многоосного идеально согласованного слоя, или

MPML (от английского Multiaxial Perfectly Matched Layer), разработан критерий вы-

бора оптимального стабилизационного параметра MPML для обеспечения устойчи-

вости решения и минимизации коэффициентов нефизичных отражений (совместно с

Дмитриевым М.Н.);

- комбинирование схемы Лебедева со стандартной схемой на сдвинутых сетках,

применяемой в изотропной части модели, основано на минимизации коэффициентов

отражений, возникающих при прохождении волн через границу раздела сеток, при

этом замыкание системы уравнений для расчета решения в окрестности границы ба-

зируется на учете нефизичных решений, допускаемых схемой Лебедева, свойства ко-

торых исследуются методом дифференциального приближения конечно-разностной

схемы;

- на основе разработанного метода создан научно-исследовательский вариант

проблемно-ориентированного параллельного программного обеспечения для расчета

волновых сейсмических полей в средах с анизотропными включениями (совместно с

Вишневским Д.М.), с помощью которого исследовано проявление анизотропии верх-

ней части разреза в данных вертикального сейсмического профилирования.

3. Разработан, обоснован и реализован в виде научно-исследовательской вер-

сии программного продукта, ориентированного на вычислительные ресурсы с рас-

пределенной памятью, алгоритм моделирования волновых процессов в средах с вяз-

коупругими включениями, основанный на локальном использовании обобощенной

стандартной линейной модели твердого тела с оптимизированным разбиением рас-

четной области, который включает в себя:

- выбор и обоснование обобщенной стандартной линейной модели твердого тела

для корректного описания волновых полей в средах с поглощением сейсмической

энергии;

- построение оптимальной декомпозиции расчетной области, основанной на ми-

нимизации машинного времени, при организации вычислений с использованием биб-

лиотеки MPI (от английского message passing interface).



12

4. Разработан, теоретически и экспериментально обоснован новый метод рас-

чета волновых полей в моделях с резкоконтрастными границами со сложной геомет-

рией, включая топографию свободной поверхности, основанный на комбинировании

метода конечных разностей и разрывного метода Галеркина, который включает ряд

оригинальных решений:

- по результатам теоретического и численного исследования в качестве метода

расчета волновых полей в моделях с резкоконтранстными границами выбирается

разрывный метод Галеркина с центральной аппроксимацией потоков;

- результатами дисперсионного анализа показано, что для расчета волновых

сейсмических полей оптимальным является метод Галеркина с базисными и пробны-

ми функциями - полиномами не выше второй степени;

- комбинирование разрывного метода Галеркина на треугольной сетке и стан-

дартной схемы на сдвинутых сетках предложено проводить в два этапа с введением

"переходного" слоя, в котором применяется классическая схема на несдвинутых сет-

ках, совмещающая в себе свойства метода конечных разностей и метода Галеркина

с базисными функциями - константами;

- разработанный и реализованный в виде научно-исследовательского

проблемно-ориентированного программного продукта алгоритм моделирования

волновых полей использован для анализа влияния изменчивости профиля сво-

бодной поверхности на повторяемость данных наблюдений при сейсмическом

мониторинге резервуаров углеводородов;

- выполненные расчеты показывают, что даже незначительные изменения про-

филя свободной поверхности и верхней части разреза, связанные с сезонными изме-

нениями или техногенными воздействиями, могут приводить к полной потере повто-

ряемости и недостоверности данных.

Теоретическая и практическая значимость результатов.

Разработанные на основе современных достижений в области вычислительной

математики, в частности, теории разностных схем и вариацонных методов решения

гиперболических уравнений, численные методы решения задач динамической теории

упругости для сред с анизотропными, вязкоуругими и мелкомасштабными включени-

ями и резкоконтрастными границами со сложной геометрией позволяют существенно
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снизить время вычислений и потребности в вычислительных ресурсах без снижения

точности для проведения расчетов волновых полей в средах с локальными осложня-

ющими факторами, что является важным вкладом в развитие методологической и

алгоритмической составляющей сейсмических методов исследования земной коры.

1. Разработанный конечно-разностный метод расчета волновых сейсмических

полей, основанный на локальном пространственно-временном измельчении сеток,

позволяет существенно повысить качество моделирования и последующее изучение

моделей распространения волн в средах, содержащих скопления неоднородностей

субсейсмического масштаба - коридоры трещиноватости, системы трещин, скопле-

ния каверн:

- при исследовании мелкомасштабной структуры пласта-коллектора сложных

карбонатных коллекторов терщиновато-кавернозного и трещиновато-порового ти-

пов;

- при выделении рассеянной комопоненты поля для определения с ее использо-

ванием ориентации трещин, их раскрытости, концентрации и флюидозаполнения;

- при анализе физических процессов, таких как потоки флюидов, индуцирован-

ные сейсмическими волнами в мезомасштабной структуре пласта.

2. Разработанный на локальном применении схемы Лебедева конечно-

разностный метод расчета волновых полей позволяет существенно снизить машинное

время, необходимое для расчета волновых полей в средах с анизотропными включе-

ниями без снижения точности численного решения. Научно-исследовательская вер-

сия программного продукта, в которой реализован предложенный метод, может быть

использована:

- для анализа процессов распространения волновых полей в трещиноватых кар-

бонатных коллекторах и в сланцах, поскольку микротрещиноватость с достаточной

точностью описывается эффективными макроскоростными анизотропными моделя-

ми среды;

- для картирования зон аномальных предварительных напряжений, возникаю-

щих, например, в окрестности соляных диапиров, с целью предотвращения аварий-

ных ситуаций при бурении;

- для анализа и последующего учета проявлений анизотропии верхней части
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разреза в сейсмических полях с целью компенсации этих проявлений при обработке

сейсмических данных.

3. Использование разработанного алгоритма конечно-разностного моделирова-

ния волновых процессов в средах с вязкоупругими включениями на основе локаль-

ного использования обобщенной стандартной линейной модели твердого тела и его

программной реализации дает возможность

- выделять проявления потоков, индуцированных сейсмическими волнами в ме-

зомасштабной структуре пласта;

- определять влияние аномальных поглощений, характерных для газовых резер-

вуаров, разрабатывать методы их компенсации при обработке сейсмических данных.

4. Новый метод расчета волновых полей, основанный на комбинировании ко-

нечных разностей и разрывного метода Галеркина, позволяет существенно сокра-

тить потребности в вычислительных ресурсах при расчете волновых полей в моделях

среды с границами со сложной геометрией. В частности, научно-исследовательская

версия программного продукта, в которой реализован предложенный метод, может

применяться:

- для расчета и анализа волновых полей в моделях со сложной топографией

свободной поверхности, что особенно актуально при проведении сейсморазведочных

работ в Восточной Сибири;

- для определения проявлений изменчивости рельефа свободной поверхности и

верхней части разреза в данных сейсмического мониторинга и разработки методик

компенсации этих проявлений.

Реализация результатов.

Представленный в работе метод численного моделирования волновых полей

в среде с мелкомасштабными неоднородностями, с локальным измельчением сеток,

активно применяется для построения сейсмических изображений на основе рассеян-

ных и дифрагированных волновых полей. В частности, специалистами ООО "РН-

КрасноярскНИПИнефть" Мерзликиной А.С. и Шиликовым В.В. разработана мето-

дика картирования зон концентрации флюидозаполненных каверн с использованием

амплитудного анализа поля рассеянных волн. Эта методика легла в основу кандидат-

ской диссертации А.С. Мерзликиной "Реконструкция трещиноватости карбонатных
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коллекторов по рассеянной составляющей сейсмичского волнового поля" , защищен-

ной в ИНГГ СО РАН в 2014 году.

Представленный в работе метод численного моделирования волновых полей

в средах с анизотропными включениями был развит зарубежными коллегами (H.

Bernth, C. Chapman, N. Li, J. de la Puente и др.); в частности, предложены моди-

фикации схемы Лебедева и ее комбинирования со стандартной схемой на сдвинутых

сетках для аппроксимаций высокого порядка и для схем с минимизацией численной

дисперсии. Программная реализация алгоритмов комбинирования схем, ориентиро-

ванная на использование графических сопроцессоров, представлена исследователь-

ским Суперкомпьютерным центром Барселоны (Barcelona Supercomputer Centre).

Реализованный в виде научно-исследовательской версии программного обеспе-

чения метод используется для расчета синтетических сейсмограмм вертикального

сейсмического профилирования в моделях с анизотропией верхней части разреза.

На основе анализа и обработки полученных синтетических данных в Лаборатории

многоволновых сейсмических исследований ИНГГ СО РАН разработана и реализо-

вана методика компенсации расщепления поперечных волн в верхней части разреза

в рамках научно-исследовательской работы (государственное задание) Федерального

государственного бюджетного учреждения науки Института нефтегазовой геологии

и геофизики им. А.А. Трофимука Сибирского отделения Российской академии на-

ук на 2014 - 2016 годы, проект VIII.70.1.4., рег. номер 01201351741. По результатам

этих работ в 2016 году Афониной Е.В. защищена диссертация на соискание ученой

степени кандидата технических наук по теме "Методика обработки данных 2D-3C от-

раженных PS-волн для компенсации их расщепления в азимутально-анизотропных

слоях, залегающих выше целевого интервала исследований".

Все проведенные по теме диссертации исследования являются составной частью

планов НИР (государственное задание) в период с 2007 по 2016 года Федерального

государственного бюджетного учреждения науки Института нефтегазовой геологии

и геофизики им. А.А. Трофимука Сибирского отделения Российской академии наук.

- Приоритетное направление 7.3. Физические поля Земли: природа, взаимодей-

ствие. Геодинамика и внутреннее строение Земли. Проект 7.3.1.3. Развитие методов

поисков нефтегазоносных структур по данным многоволновой сейсморазведки, а так-
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же оценки напряженного состояния, фильтрационных возможностей и устойчивости

продуктивных пластов, 2007 - 2009 годы;

- Приоритетное направление VII.56. Физические поля Земли - природа, взаи-

модействие, геодинамика и внутреннее строение Земли. Проект VII.56.1.4. Развитие

многоволновых сейсмических исследований для поиска нефтегазоносных месторож-

дений и прогноза их напряженного состояния, 2010 - 2012 годы;

- Приоритетное направление VIII.70. Физические поля, внутреннее строение

Земли и глубинные геодинамические процессы. Проект VIII.70.1.1. Разработка иерар-

хии вычислительных моделей и численных методов, ориентированных на использо-

вание современных высокопроизводительных вычислительных систем с гибридной

архитектурой, для описания сейсмических волновых процессов в разномасштабных

средах с флюидонасыщенной микроструктурой и областями концентрации напряже-

ний. Рег. номер - 01201351727, 2013-2017 годы.

Научные задачи, решаемые в диссертационной работе, поддерживались:

1. Российским фондом фундаментальных исследований

- 2007-2009, проект РФФИ № 07-05-00538-а, "Изучение проявлений скопле-

ний неоднородностей субсейсмического масштаба в волновых сейсмических по-

лях"(руководитель д.ф.-м.н. В.А. Чеверда);

- 2008-2010, проект РФФИ № 08-05-00265-а, "Изучение проявления микрострук-

туры кавернозно/трещиновато/пористых резервуаров в сейсмоакустических полях и

прогнозирование их флюидонасыщенности"(руководитель д.ф.-м.н. Г.В. Решетова);

- 2010-2012, проект РФФИ № 10-05-00233-а, "От микроструктуры к макромо-

дели трещиновато-кавернозных резервуаров: гомогенизация, проявление флюидона-

сыщенности, описание рассеянных волн"(руководитель д.ф.-м.н. В.А. Чеверда);

- 2012-2013, проект РФФИ № 12-05-31008-мол-а, "Разработка модульного алго-

ритма для численного моделирования и изучения волновых процессов в трёхмерно-

неоднородных сейсмогеологических средах реалистичного строения"(руководитель

к.ф.-м.н. В.В. Лисица);

- 2013-2015, проект РФФИ № 13-05-00076-а, "Разработка иерархии вычисли-

тельных моделей и численных методов, ориентированных на супер-ЭВМ с гибридной

архитектурой, для описания сейсмических волновых процессов в разномасштабных
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средах с флюидонасыщенной микроструктурой"(руководитель д.ф.-м.н. Г.В. Реше-

това);

- 2013-2015, проект РФФИ № 13-05-12051-офи-м, "Разработка масштабируемо-

го программного обеспечения, реализующего иерархию численных трёхмерных мо-

делей разномасштабных процессов подземной гидродинамики и геофизики. Созда-

ние технологии его применения для вычислительных систем сверхвысокой (вплоть

до экзафлопсной) производительности в целях реконструкции тонкой структу-

ры флюидонасыщенных сред, прогнозирования фильтрационно-ёмкостных свойств

кавернозно-трещиновато-пористых коллекторов и оптимизации режима их разработ-

ки"(руководители д.ф.-м.н., ак. Б.Г. Михайленко и д.ф.-м.н. Ю.М. Лаевский);

- 2014-2016, проект РФФИ № 14-05-00049-а, "Разработка гибридного алгоритма

моделирования волновых полей в частотной области, ориентированного на исполь-

зование в методах полного обращения сейсмических данных для площадных систем

наблюдения"(руководитель к.ф.-м.н. В.В. Лисица);

- 2015-2016, проект РФФИ № 15-35-20022-мол-а-вед, "Определе-

ние фильтрационно-ёмкостных свойств и проницаемости трещинова-

то/кавернозно/пористых коллекторов на основе численного моделирования

волновых процессов в средах с флюидонасыщенной мезомасштабной структу-

рой: поглощение сейсмической энергии, дисперсия, частотно-зависимая анизотро-

пия"(руководитель к.ф.-м.н. В.В. Лисица).

2. Грантом Президента Российской Федерации для поддержки молодых уче-

ных - кандидатов наук № МК 47.2011.5 "Развитие сейсмических/акустических мето-

дов исследования кавернозно-трещиноватых резервуаров: гомогенизация, проявле-

ние флюидонасыщенности, определение фильтрационно-емкостных свойств, описа-

ние рассеянных волн"(руководитель к.ф.-м.н. В.В. Лисица).

Апробация работы и публикации

Всего по теме диссертации соискателем лично и в соавторстве опубликовано

более 70 работ, в том числе 24 статьи, из которых 19 из списка ВАК, 8 индексируются

в базе данных Web of Science, 13 индексируются в базе данных Scopus. Результаты

диссертационной работы обсуждались на 57 ведущих международных и российских

конференциях. Основные:
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- Международные конференции по математическим и вычислительным аспек-

там распространения волн (Waves), Провиденс, США, 2005; Рединг, Великобритания,

2007; По, Франция, 2009; Ванкувер, Канада, 2011; Тунис, Тунис, 2013; Карлсруе, Гер-

мания, 2015.

- Конференции Европейского общества геоученых и инженеров (EAGE

Conference and Exhibition), Лондон, Великобритания, 2007, 2013; Амстердам, Ни-

дерланды, 2009, 2014; Барселона, Испания, 2010; Копенгаген, Дания, 2012; Мадрид,

Испания, 2015.

- Ежегодные конференции Общества промысловой геофизики (SEG Annual

Meeting), Денвер, США, 2010, 2014; Хьюстон, США, 2013; Новый Орлеан, США,

2015.

- Международная конференция Европейского общества геоученых и инжене-

ров, Санкт-Петербуг, 2008, 2010, 2012, 2014, 2016.

- Научно-практическая конференция "Суперкомпьютерные технологии в неф-

тегазовой отрасли" , Москва, 2011, 2012, 2013, 2015, 2016.

- Международная конференция по математическим методам в геофизике

"ММГ-2008" , Новосибирск, 2008.

- Восьмая европейская конференция по вычислительной математике и прило-

жениям "ENUMATH 2009" , Уппсала, Швеция, 2009.

- 14-й международный симпозиум по сейсмической анизотропии "IWSA 2010" ,

Перт, Австралия, 2010.

- Международная конференция по параллельным вычислениям "PARA" ,

Рейкьявик, Исландия, 2010; Хельсинки, Финляндия, 2012.

- Международная конференция по теоретической и вычислительной акустике,

Дрезден, Германия, 2010; Тайпей, Тайвань, 2011.

- 20-я Международная конференция по методам декомпозиции области, Сан-

Диего, США, 2011.

- Европейский конгресс по вычислительным методам в прикладных науках

"ECCOMAS 2012" , Вена, Австрия, 2012.
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Глава 1

Разработка метода и алгоритмов

расчета волновых сейсмических

полей в средах с мелкомасштабной

структурой

1.1 Аналитический обзор известных решений

Одной из наиболее актуальных задач современных сейсмических методов поиска

и разведки углеводородов является реконструкция мелкомасштабной структуры пла-

ста. Обусловлено это тем, что достаточно большая часть резервуаров представлена

карбонатными отложениями, что особенно характерно для коллекторов Восточной

Сибири. Как известно, карбонаты обладают чрезвычайно низкой проницаемостью

[88], при этом аккумуляция углеводородов в них происходит в системах каверн, а

транспортировка углеводородов обеспечивается по системам и скоплениям трещин.

Поэтому, восстановление распределения систем каверн и трещин в карбонатном ре-

зервуаре с использованием сейсмических методов - необходимое условие организации

эффективной разработки месторождений. Поскольку характерные размеры каверн

составляют 1 м, а толщина трещин - до нескольких сантиметров, при этом тре-

щины, как правило, вертикально ориентированы, на этих объектах не образуется

сколько-нибудь значимых отражений, что чрезывычайно затрудняет картирование

20
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таких объектов с помощью традиционных сейсмических методов. Поэтому в настоя-

щее время активно развивается направление, связанное с использованием рассеянной

компоненты волнового поля ,в частности, можно отметить такие методы, как индекс

рассеяния [341], позволяющий определять ориентацию трещин; методы с использо-

ванием энергии Кода-волн [336] для локализации рассеивающих объектов; методы

анализа энергии многократного рассеяния для локализации структуры и выделения

скоплений флюидонасыщенных объектов [304], [333], [47], [216], [259], [368].

При этом разработка новых методов обработки сейсмических данных для вы-

деления и интерпретации рассеянной компоненты поля, а также детальное изучение

протекания волновых процессов в средах с микроструктурой невозможны без досто-

верного полномасштабного численного моделирования. Однако при подобном моде-

лировании с использованием сеточных методов, таких как метод конечных разностей

[53], [13], [373], [238], [316], [36], [30]; метод конечных элементов [388], [100], метод

конечных объемов [389], [390], [120]; метод спектральных элементов [228], [363]; раз-

рывный метод Галеркина [276], [82], [64]; сеточно-характеристические методы [50], [9],

[24], [38], [25] и др. для достоверного описания модели используются сетки с чрезвы-

чайно мелким шагом. Например, характерный размер каверн составляет около 10 см,

то есть порядка 0.001 - 0.01 длины волны, а характерные размеры расчетной области

100 длин волн. Для достоверного описания неоднородности необходимо использовать

сетку с не менее чем двумя точками на неоднородность, тогда общее число точек сет-

ки, необходимое для моделирования составит 2.5 × 1012. Даже если моделирование

выполняется в изотропной среде с использованием наиболее экономичной стандарт-

ной схемы на сдвинутых сетках [373], которая предполагает хранение 12 переменных

на узел сетки, то для проведения расчетов требуется около 100 терабайт оперативной

памяти. Так же можно оценить и требуемое число операций с плавающей точкой, при

необходимости рассчитать решение вплоть до 100 периодов по времени число опера-

ций составит 0.5 экзафлоп. Если еще учесть, что стандартные сейсмические системы

наблюдения предполагают тысячи пунктов возбуждения, то понятно, что проведение

подобного моделирования в настоящее время не представляется возможным.

Можно выделить три основных подхода к изучению проявлений мелкомасштаб-

ной структуры в сейсмических волновых полях: построение эффективных моделей
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(гомогенизация), многомасштабные численные методы, методы с локальным выбо-

ром шага сетки.

В основе первого лежит предположение, что в силу малого размера изучаемых

неоднородностей влиянием каждого отдельного объекта на волновые поля можно

пренебречь, а влияние скоплений таких объектов может быть с достаточной точ-

ностью аппроксимировано некоторой, зачастую достаточно сложной, моделью од-

нородной среды. Среди известных, общепризнанных и верифицировнных и зареко-

мендовавщих себя подходов к осреднению параметров среды можно выделить мо-

дель пороупругих сред Био [114], [115] - принципиально иная по сравнению с моде-

лью на микроуровне модель, описывающая распространние волн в пористой среде,

заполненной жидкостью. Эта модель учитывает и волну, распространяющуюся по

флюиду - медленную волну Био. Существенным недостатком такой модели явля-

ется полуэмпиреческий выбор параметров, особенно коэффициентов модели, обес-

печивающих учет вязкости флюида и определяющих диссипацию энергии волн. К

настоящему времени предложен ряд эмпирических формул, связывающих эти коэф-

фициенты с микроструктурой пласта [306], [262], [127]. Известны и другие модели, в

которых учитывается динамика волновых процессов в средах с флюидонасыщеной

микроструктурой, например, модель континуальной теории фильтрации [23], [22],

или термодинамически согласованная модель двухфазной среды [49]. Однако слож-

ность с установлением связи между коэффициентами модели и микроструктурными

параметрами среды актуальна и для них. Другим широко используемым способом

осреднения параметров среды является модель Гассмана [184], описывающая изме-

нение упругих параметров породы при заполнении порового пространства флюидом

неподвижным. В этом случае результирующая модель - изотропная идельно упругая

среда, то есть учета потоков флюида в модели Гассмана нет. Важно также отметить

способы осреднения пачек тонкослоистых упругих слоев [95], [321]. В таком случае

результирующей является модель анизотропной упругой среды, даже если каждый

из слоев изотропный. Этот подход с высокой точностью описывает распространение

упругих волн в тонкослоистых средах, если толщина каждого слоя не превышает

1/4 длины волны [290]. На сегодня существует весьма большое количество способов

построения эффективных моделей трещиноватых сред. В частности, классические
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модели Хадсона [210], [213], [212]; дифференциальные модели [3], [52], [4], [111], опи-

сывающие распространение волн в среде, заполненной регулярными непересекающи-

мися трещинами "правильной"дискообразной формы. Позднее в работах [219], [220]

предложена теория построения моделей для взаимодействующих трещин. Для учета

диссипации энергии, связанной с рассеянием сейсмических волн на системах трещин,

предложен метод Т-матриц [209]. Этот список можно продолжать долго [324], [188],

[391]. В результате в настоящее время известно большое количество способов постро-

ения макроскоростных моделей трещиноватых сред. Однако, как показывают даже

самые простые лабораторные и численные эксперименты [67], они с той или иной

точностью описывают отклик упругой трещиноватой среды на внешнее воздействие

в квазистатическом - длинноволновом - приближении, в то время как для реалистич-

ных сейсмических длин волн их использование приводит к значительным ошибкам

- более 100%, поэтому осреднения параметров трещиноватых сред являются скорее

качественными, позволяющими оценить ориентацию трещин и их концентрацию по

ориентации и степени анизотропии результирующей модели. Отдельно следует отме-

тить еще один принципиальный недостаток таких моделей - однородность, то есть

распространение волн в таких моделях рассматривается без учета рассеяния сей-

смической энергии, свойственного для скоплений неоднородностей субсейсмического

масштаба. Эти модели не учитывают такие физические эффекты взаимодействия

волн с микроструктурой, как потоки флюидов, индуцированные сейсмическими вол-

нами [280], [126], [128], [378], [122], или возникновение специфических волн в трещи-

нах, например волны Крауклиса [31], [179], [283].

Вторым подходом в изучении влияния мелкомасштабной структуры на волно-

вые поля и их учету при моделировани волновых процессов являются многомасштаб-

ные численные методы. Эти подходы можно рассматривать и как обобщение спосо-

бов построения эффективных макроскоростных моделей среды. Однако эти моде-

ли весьма далеки от классических, содержат большое количество вспомогательных

параметров и уравнений на них, и существенно зависят от численного метода, ис-

пользуемого для моделирования. Среди них целесообразно выделить два. Первый

- метод многомасштабного осреденения [123], [191], [124], [9] для построения много-

масштабной модели с последующим разложением по малому параметру, характер-
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ному размеру неоднородности по отношению к длине волны. Числом членов ряда,

используемых для описания процесса, и определяется точность аппроксимации. Как

показано в работе [124], такой подход позволяет сохранить часть рессеянной энергии,

при его использовании видно формирование Кода-волн и пр. Однако связь между

точностью модели (числом используемых членов ряда в разложении) и сохраняе-

мыми физическими эффектами до сих пор не формализована. Еще один подход -

многомасштабный метод конечных элементов, в частности, многомасштабный раз-

рывный метод Галеркина [138], [66], [281], [185], [282]. Его идеей является построение

адаптивных базисных функций, для метода Галеркина - полное решение статической

задачи в каждой из ячеек грубой сетки, которое, в свою очередь, строится численно

с использованием детальной дискретизации. Как и в предыдущем случае, этот метод

позволяет учитывать специфику распространения волн в средах с мезомасштабной

структурой, однако заранее определить, какие физические особенности сохраняют-

ся, а какие - нет, при использовании заданной аппроксимации невозможно. Кроме

того, сложность и ресурсоемкость метода сдерживают его развитие: к настоящему

времени известна лишь его двумерная реализация [185].

Третьим подходом в численном изучении проявлений скоплений мелкомасштаб-

ных неоднородностей в волновых полях является локальное измельчение сеток при

дискретизации модели так, что в основной части модели используется сетка, опреде-

ляемая свойствами волнового процесса, то есть дискретизация 10-30 точек на доми-

нирующую длину волны, а в области, содержащей скопления мезомасштабных неод-

нородностей, применяется детальная сетка, подходящая для описания структуры,

то есть с дискретизацией более 100 точек на доминирующую длину волны. Отдель-

но следует отметить, что в большинстве случаев модели кавернозно-трещиноватых

резервуаров строятся на основе статистического моделирования [362] на некоторой

заданной мелкой регулярной сетке [174], что приводит к противоречию. С одной сто-

роны, локальное измельчение сеток для методов конечных элементов [387], в част-

ности разрывного метода Галеркина [97], [167], [131], метода конечных объемов [107]

и [108] и сеточно-характеристических методов [50], [9], [25], [24], [38], [39], является

более естественным, чем для метода конечных разностей [373], [53]. С другой сторо-

ны, построение нерегулярной сетки, описывающей распределение мезомасштабных
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неоднородностей, и высокая вычислительная сложность методов на неструктуриро-

ванных сетках делают их применение проблематичным. В то время как метод конеч-

ных разностей соединяет в себе простоту реализации и приемлемую точность [371],

[61], [289], хотя и требует использования несогласованных или разрывных сеток при

локальном измельчении.

Практика показывает, что в основном применяют явные по времени аппрок-

симации как для метода конечных разностей, так и, по возможности, для метода

конечных элементов. Причем в методе конечных элементов существует отдельное

направление, ориентированное на решение именно гиперболических задач, - диаго-

нализация матрицы масс, что позволяет ее достаточно эффективно обращать, то есть

использовать явные по времени соотношения. Этот способ, в англоязычной литера-

туре называемый mass-lumping, представлен, например, в работах [388], [100]. Среди

конечно-разностных аппроксимаций уравнений динамической теории упругости наи-

более распространены схемы на сдвинутых сетках, такие как стандартная схема на

сдвинутых сетках, или SSGS (от английского Standard Staggered Grid Scheme) [373],

[238]; схема Лебедева [36], [152], [245], [110]; схема на повернутых сетках, или RSGS

(от английского Rotated Staggered Grid Scheme) [316]. В них разные компоненты

поля естественным образом определяются на разных слоях по времени с последую-

щим использованием операторов центральных разностей, что приводит к явным по

времени аппроксимациям, которые в англоязычной литературе называют leap-frog.

Наряду с этим известны также сеточно-характеристические методы [51], [50], [38],

[25]. Однако эти методы изначально разрабатываются для решения задач газовой

динамики, которые допускают существенно разрывные решения, точная аппрокси-

мация которых необходима, что требует повышенных вычислительных затрат. Урав-

нения линейной динамической теории упругости подобных решений не допускают,

как следствие, использование сложных в реализации и вычислительно затратных

сеточно-характеристических методов для их решения едва ли представляется целе-

сообразным. При этом, как хорошо известно из теории разностных схем [53], [13],

явные конечно-разностные схемы, аппроксимирующие гиперболические уравнения,

являются условно устойчивыми, то есть значение шага по времени определяется ми-

нимальным шагом по пространству. Как следствие, при использовании локального



26

измельчения шага по пространству в окрестности скоплений мелкомасштабных неод-

нородностей приводит к необходимости измельчения шага по времени, то есть возни-

кает задача локального пространственно-временного измельчения сеток при конечно-

разностном моделировании волновых процессов.

На сегодня известно большое количество методов и алгоритмов на основе ло-

кального пространственно-временого измельчения сеток. В частности большое рас-

пространение такие методы получили при решении параболических систем уравне-

ний [33], [26], [96], [34], [161], где детально развита теория и построены явные условия

устойчивости. При моделировании волновых процессов наиболее простой метод по-

строения алгоритма локального измельчения шагов сетки - интерполяция решения

как по времени, так и по пространству для расчета решения в узлах мелкой сетки

на границе раздела сеток [225]. Позднее показано, что получаемая в этом случае

начально-краевая конечно-разностная задача некорректна: при определенных усло-

виях допускаются экспоненциально растущие решения [143]. Другие методы осно-

ваны на решении задачи разрыва при пересчете решения на следующий временной

слой. Этот подход реализован для метода конечных объемов [107], [108], [121], [254]

и разрывного метода Галеркина [167], [131]. Принципиально иной способ предло-

жен в работах [144], [145] с последующим развитием в ряде работ [218], [154], [287],

[253]: условия согласования на границе раздела сеток строятся из условия сохра-

нения конечно-разностного аналога полной энергии, что гарантирует устойчивость.

Известен метод в котором условия согласования реализуются на основе принципа

эквивалентных напряжений [103], [105], [106]. К сожалению, перечисленные методы

обладают существенным недостатком - они чрезвычайно сложны в реализации, на-

пример в методах, основанных на сохранении энергии [144], условия согласования

являются нелокальными по касательному направлению, причем они задаются неяв-

но, что требует решения систем линейных алгебраических уравнений на каждом вре-

менном шаге. Эти недостатки сдерживают развитие указанных техник в трехмерных

постановках. Так, о применении локального пространственно-временного измельче-

ния в 3D упоминается лишь в работах [121], [167], [131], [106], [253]. Причем только

в одной из них [167] обсуждается параллельная реализация алгоритма на основе

метода декомпозиции расчетной области с использованием библиотек MPI (message
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passing interface). В остальных работах представлены лишь реализации алгоритмов

с использованием вычислительных ресурсов с общей памятью, то есть либо с при-

менением библиотек OpenMP для центральных процессоров, либо с использованием

графических ускорителей [253]. Второй недостаток указанных методов - недопустимо

высокий уровень нефизичных отражений от границы раздела сеток. Здесь следует

уточнить, что постановка задачи моделирования волновых процессов в средах с ме-

зомасштабной структурой - предполагает, что одним из типов целевых волн будут

волны, рассеяные на скоплениях неоднородностей, амплитуда которых не превышает

1% от падающей волны. Это значит, что неизбежно возникающие при использова-

нии различных дискретизаций нефизичные отражения не должны превышать 0.1%

от амплитуды падающей волны для рабочих дискретизаций - 10-30 точек на мини-

мальную длину волны. Анализ же методов показывает, что они данному требованию

не удовлетворяют. В частности, для метода, основанного на сохранении энергии, ко-

эффициент отражения достигает 10%.

1.2 Постановка задачи

Распространение сейсмических волн в изотропной идеально упругой среде описы-

вается системой уравнений динамической теории упругости, которая в декартовой

системе координат записывается в следующем виде:

ρ∂u1

∂t
= σ11

∂x1
+ σ12

∂x2
+ σ13

∂x3
,

ρ∂u2

∂t
= σ12

∂x1
+ σ22

∂x2
+ σ23

∂x3
,

ρ∂u3

∂t
= σ13

∂x1
+ σ23

∂x2
+ σ33

∂x3
,

∂
∂t



σ11

σ22

σ33

σ23

σ13

σ12


=



λ+ 2µ λ λ 0 0 0

λ λ+ 2µ λ 0 0 0

λ λ λ+ 2µ 0 0 0

0 0 0 µ 0 0

0 0 0 0 µ 0

0 0 0 0 0 µ
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(1.1)
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где u⃗ = (u1, u2, u3) - вектор скоростей смещений, σij - компоненты тензора напряже-

ний, ρ - объемная плотность, λ и µ - параметры Ламэ [35], [29].

Начальные условия нулевые:

ui|t=0 = 0, i = 1, 2, 3;

σij|t=0 = 0, i, j = 1, 2, 3.

Постановка задачи типичная - в области x1 ∈ R, x2 ∈ R, x3 ≥ 0. Поверхность x3 = 0

предполагается свободной от внешних нагрузок:

σ13|x3=0 = 0, σ23|x3=0 = 0, σ33|x3=0 = 0.

На бесконечности ставятся условия предельного поглощения, обеспечивающие огра-

ниченность решения. При численном моделировании расчеты проводятся в ограни-

ченной области с построением слабоотражающих граничных условий, обеспечиваю-

щих малость отражений от границ расчетной области. Таким образом аппроксимиру-

ется решение исходной задачи решением задачи в ограниченной области. Существует

ряд способов построения таких условий, например, поглощающие граничные условия

[169] или идеально согласованные слои [104], [146], [250]. При моделировании волно-

вых процессов в средах, содержащих неоднородности субсейсмического масштаба,

используется классическая формулировка идеально согласованного слоя с расщеп-

лением поля [104].

Системы уравнений (1.1) решается методом конечных разностей, предполага-

ющим дискретизацию расчетной области с использованием регулярных прямоуголь-

ных сеток. Шаг сетки определяется длиной волны и составляет (для типичных дис-

кретизаций) от 10 до 20 точек на длину волны. Предполагается, что в сейсмогеологи-

ческой модели присутствуют также неоднородности субволнового размера - от 0.01 до

0.1 длины волны, корректное описание которых требует сеток, содержащих не менее

пяти точек на неоднородность. В связи с этим возникает необходимость разработ-

ки конечно-разностного алгоритма с использованием локального пространственно-

временного измельчения сеток. Решение этой задачи строится на основе удовлетво-

рения двух принципов. Во-первых, используется техника "вложенных шаблонов"при
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измельчении сетки по времени, что обеспечивает низкий уровень нефизичных отра-

жений и локальность оператора перехода. Во-вторых, измельчения сеток по про-

странству и по времени проводится на разных пространственных интерфейсах, что

позволяет избежать проблем с устойчивостью. Следует отметить, что именно обес-

печение устойчивости метода конечных разностей с локальным пространственно-

временным измельчением шага является одной из наиболее сложных и актуальных

задач при разработке таких методов. Теоретическое обоснование подхода, в одномер-

ной постановке, исследование уровня нефизичных отражений и устойчивости алго-

ритма приведено в работе [243], а описание и исследование подхода в применении

к уравнениям динамической теории упругости приводится в работе [252]. Описание

метода в трехмерной постановке и особенностей его параллельной реализации на ос-

нове метода декомпозиции расчетной области приводится в ряде работ [44], [175],

[28], [333]. Метод активно применяется в настоящее время для исследования осо-

бенностей формирования и распространения волновых полей в моделях, содержа-

щих скопления мелкомасштабных включений. К ним относятся модели кавернозно-

трещиноватых карбонатных резервуаров углеводородов, характерных для Восточной

Сибири. Так, на основе полномасштабнного моделирования, с использованием разра-

ботанного алгоритма, было показано, что максимальная интенсивность рассеянной

компоненты волнового поля проявляется в направлении, параллельном трещиновато-

сти, что подтверждается результатами прямого скважинного наблюдения [216], [177],

[335]. Интенсивность рассеяния сейсмической энергии и возможность ее применения

для построения сейсмических изображений с последющей локализаций флюидона-

сыщенных каверн обсуждается в работах [47], [335].
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1.3 Применимость конечно-разностных схем на

сдвинутых сетках для локального измельчения

шагов

1.3.1 Стандартная схема на сдвинутых сетках

Для построения стандартной схемы на сдвинутых сетках [373], аппроксимирующей

систему уравнений динамической теории упругости (1.1), необходимо ввести сетку

с целыми и полуцелыми узлами. Далее для определения узлов сетки используются

обозначения:
(x1)i = ih1, (x1)i+1/2 = (i+ 1/2)h1,

(x2)j = jh2, (x2)j+1/2 = (j + 1/2)h2,

(x3)k = kh3, (x3)k+1/2 = (k + 1/2)h3,

tn = nτ, tn+1/2 = (n+ 1/2)τ,

где hm - шаг сетки в направлении xm, τ - шаг по времени. Затем вводятся сеточные

функции: (u1)i+1/2,j,k, (u2)i,j+1/2,k и т.д. так, что разные компоненты волнового поля

определяются в различных узлах сетки:

(u1)
n
i+1/2,j,k = u1((x1)i+1/2, (x2)j, (x3)k, t

n),

(u2)
n
i,j+1/2,k = u2((x1)i, (x2)j+1/2, (x3)k, t

n),

(u3)
n
i,j,k+1/2 = u3((x1)i, (x2)j, (x3)k+1/2, t

n),

(σ11)
n+1/2
i,j,k = σ11((x1)i, (x2)j, (x3)k, t

n+1/2),

(σ22)
n+1/2
i,j,k = σ22((x1)i, (x2)j, (x3)k, t

n+1/2),

(σ33)
n+1/2
i,j,k = σ33((x1)i, (x2)j, (x3)k, t

n+1/2),

(σ23)
n+1/2
i,j+1/2,k+1/2 = σ23((x1)i, (x2)j+1/2, (x3)k+1/2, t

n+1/2),

(σ13)
n+1/2
i+1/2,j,k+1/2 = σ13((x1)i+1/2, (x2)j, (x3)k+1/2, t

n+1/2),

(σ12)
n+1/2
i+1/2,j+1/2,k = σ12((x1)i+1/2, (x2)j+1/2, (x3)k, t

n+1/2).

Ячейка сетки для стандартной схемы на сдвинутых сетках, иллюстрирующая взаим-

ное расположение компонент волнового поля, позволяющее использовать централь-

ные разности для аппроксимации производных, представлена на рис. 1.1.
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Рисунок 1.1 – Ячейка для стандартной схемы на сдвинутых сетках с пространствен-
ным распределением переменных

Для построения конечно-разностной схемы вводятся следующие операторы.

– Оператор для аппроксимации производной по времени:

Dt[f ]
N
I,J,K =

f
N+1/2
I,J,K − f

N−1/2
I,J,K

τ
=
∂f

∂t

∣∣∣∣N
I,J,K

+O(τ 2), (1.2)

где f - произвольная достаточно гладкая функция. Здесь и далее предполагает-

ся, что индексы, записанные строчными буквами, обозначают целые значения,

индексы, записанные прописными буквами, могут использоваться как для це-

лых, так и полуцелых занчений.

– Оператор для аппроксимации производной по пространственной переменной

x1:

D1[f ]
N
I,J,K =

fN
I+1/2,J,K − fN

I−1/2,J,K

h1
=

∂f

∂x1

∣∣∣∣N
I,J,K

+O(h21). (1.3)

– Операторы D2[f ] и D3[f ], аппроксимирующие производные по остальным на-

правлениям, могут быть получены из оператора (1.3) перестановкой индексов.

Здесь рассматриваются лишь схемы второго порядка аппроксимации как по времени,

так и по пространству, поскольку именно эти схемы являются наиболее распростра-

ненными и эффективными для моделирования волновых процессов в сейсмогеологи-

ческих моделях неоднородной сложноустроенной среды.
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Используя введенные операторы и учитывая геометрию сетки, можно постро-

ить стандартную схему на сдвинутых сетках [373] для аппроксимации системы урав-

нений (1.1):

ρ̂i+1/2,j,kDt[u1]
n−1/2
i+1/2,j,k = D1[σ11]

n−1/2
i+1/2,j,k +D2[σ12]

n−1/2
i+1/2,j,k +D3[σ13]

n−1/2
i+1/2,j,k,

ρ̂i,j+1/2,kDt[u2]
n−1/2
i,j+1/2,k = D1[σ12]

n−1/2
i,j+1/2,k +D2[σ22]

n−1/2
i,j+1/2,k +D3[σ23]

n−1/2
i,j+1/2,k,

ρ̂i,j,k+1/2Dt[u3]
n−1/2
i,j,k+1/2 = D1[σ13]

n−1/2
i,j,k+1/2 +D2[σ23]

n−1/2
i,j,k+1/2 +D3[σ33]

n−1/2
i,j,k+1/2,

Dt[σ11]
n
i,j,k = (λ̂i,j,k + 2µ̂i,j,k)D1[u1]

n
i,j,k + λ̂i,j,kD2[u2]

n
i,j,k + λ̂i,j,kD3[u3]

n
i,j,k,

Dt[σ22]
n
i,j,k = λ̂i,j,kD1[u1]

n
i,j,k + (λ̂i,j,k + 2µ̂i,j,k)D2[u2]

n
i,j,k + λ̂i,j,kD3[u3]

n
i,j,k,

Dt[σ33]
n
i,j,k = λ̂i,j,kD1[u1]

n
i,j,k + λ̂i,j,kD2[u2]

n
i,j,k + (λ̂i,j,k + 2µ̂i,j,k)D3[u3]

n
i,j,k,

Dt[σ23]
n
i,j+1/2,k+1/2 = µ̂i,j+1/2,k+1/2

(
D2[u3]

n
i,j+1/2,k+1/2 +D3[u2]

n
i,j+1/2,k+1/2

)
,

Dt[σ13]
n
i+1/2,j,k+1/2 = µ̂i+1/2,j,k+1/2

(
D3[u1]

n
i+1/2,j,k+1/2 +D1[u3]

n
i+1/2,j,k+1/2

)
,

Dt[σ12]
n
i+1/2,j+1/2,k = µ̂i+1/2,j+1/2,k

(
D1[u2]

n
i+1/2,j+1/2,k +D2[u1]

n
i+1/2,j+1/2,k

)
.

(1.4)

Необходимое условие устойчивости для схемы (1.4) строится аналитически в

следующем виде [373]:

vP τ

√
1

h21
+

1

h22
+

1

h23
≤ 1.

Крышки над коэффициентами ρ̂IJK , λ̂IJK , µ̂IJK используется для того чтобы

подчеркнуть, что они не являются проекцией коэффициентов дифференциальной

задачи на сетку. Задача построения оптимальных в том или ином смысле коэффи-

циентов является самостоятельной задачей, и обзор подходов к ее решению пред-

ставлен в работах [62], [271], [289]. Далее рассматривается достаточно стандартная

постановка, обусловленная спецификой задачи моделирования волновых процессов,

- предполагается, что модель является кусочно-постоянной и внутри ячейки сетки

[(x1)i−1/2, (x1)i+1/2] × [(x2)j−1/2, (x2)j+1/2] × [(x3)k−1/2, (x3)k+1/2] модель постоянна. В

этом случае коэффициенты конечно-разностных уравнений могут быть получены на
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основе метода баланса (глава 3, [53]):

λ̂i,j,k = λi,j,k = λ ((x1)i, (x2)j, (x3)k) ,

µ̂i,j,k = µi,j,k = µ ((x1)i, (x2)j, (x3)k) ,

ρi,j,k = ρ ((x1)i, (x2)j, (x3)k) ,

ρ̂i+1/2,j,k =
1
2
(ρi,j,k + ρi+1,j,k) ,

µ̂i+1/2,j+1/2,k = 4
(
µ−1
i,j,k + µ−1

i+1,j,k + µ−1
i,j+1,k + µ−1

i+1,j+1,k

)−1

(1.5)

Формулы для построения остальных коэффициентов могут быть получены из пред-

ставленных соотношений перестановкой индексов.

1.3.2 Предварительная оценка нефизичных отражений

по результатам дисперсионного анализа

Прежде чем переходить описывать алгоритм локального измельчения сеток для

моделирования волновых процессов в упругих средах, необходимо одномерной поста-

новке проанализировать свойства локального использования разных шагов сетки. В

случае распространения плоской волны в направлении, параллельном одной из коор-

динатных осей, пусть вдоль оси x1, которая далее обозначается x, система уравнений

(2.2) сводится к одномерной системе уравнений акустики:

(λ+ 2µ)
∂p

∂t
− ∂u

∂x
= 0, ρ

∂u

∂t
− ∂p

∂x
= 0, . (1.6)

где u - скорость, p - минус давление, одна из компонент тензора напряжений. Пред-

полагается, что система задана в области (t, x) ∈ D = {t ≥ 0, x ∈ R}. Начальные

условия - нулевые. Предполагается, что коэффициенты уравнения равны единице,

в противном случае задача может быть обезразмерена, для удовлетворения этому

условию.

Стандартная схема на сдвинутых сетках для системы уравнений (1.6) имеет
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следующий вид:
pnj − pn−1

j

τ
=
u
n−1/2
j+1/2 − u

n−1/2
j−1/2

h
,

u
n+1/2
j+1/2 − u

n−1/2
j+1/2

τ
=
pnj+1 − pnj

h
,

(1.7)

где τ и h - шаги сетки по времени и пространству соответственно.

Использование разных дискретизаций с необходимостью приводит к возникно-

вению дополнительной численной ошибки. При рассмотрении гиперболических задач

эта ошибка может быть локализована и представлена в виде нефизичных отражен-

ных волн от границы раздела сеток. Интенсивность же нефизичных отражений для

линейных гиперболических задач можно оценить основываясь на технике диспер-

сионного анализа, который детально описан в работах [142], [245], [110], [270], [316],

[325], [74], в том числе в применении к рассматриваемой схеме 1.4.

Фазовая скорость распространения решения в виде плоской волны системы

(1.7) представляется в виде:

cj =
Nj

αjπ
arcsin

(
αj sin

(
π

Nj

))
, (1.8)

где Nj = 2π
khj - число точек на длину волны на сетке с номером j и αj = τj

hj - от-

ношение Куранта, τ j и hj - шаги сетки с номером j по времени и по пространству

соответственно, k - волновое число. При этом коэффициент отражения от граница

раздела двух сеток определяется по формуле

R =
cj − ci
cj + ci

,

где cj и ci - фазовые скорости на сетке с номерами j и i соответственно. Здесь коэффи-

циент отражения соответствует случаю распространения волны с сетки с номером i

на сетку с номером j. Используя эту формулу, можно оценить значения коэффициен-

тов отражения для реалистичных дискретизаций. Ниже приводятся оценки для трех

типов измельчения сеток: измельчение пространственного шага сетки, измельчение

шага сетки по времени, одновременное измельчение шагов сетки как по простран-

ству, так и по времени. При этом в последнем случае коэффициент измельчения -
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отношение соответствующих шагов смежных сеток - одинаков для пространствен-

ных и временных шагов. Такое упрощение не приводит к ограничению общности

результатов, тем более что одновременное измельчение неустойчиво и применяться

не будет.

Типичными дискретизациями, используемыми при моделировании волновых

процессов с применением схемы (1.7), являются число точек на длину волны от 15

до 50; число Куранта, изменяющееся в интервале [0.1; 1]; коэффициенты измельче-

ния в пределах от 1 до 50. Именно для таких дискретизаций проводится анализ

нефизичных коэффициентов отражения.

Прежде всего следует отметить, что с ростом числа точек на длину волны ко-

эффициенты отражений стремятся к нулю со вторым порядком относительно шага

сетки (рис. 1.2), что подтверждается аналитически, на основе дисперсионного соот-

ношения (1.8). При этом зависимость коэффициентов отражения от чисел Куранта

для разных типов измельчения сеток является существенно различной (рис. 1.3). Так,

при измельчении шага по пространству коэффициенты отражения не зависят от чи-

сел Куранта на грубой сетке. При измельчении только шага по времени наблюдается

рост коэффициентов отражения с ростом чисел Куранта, а при одновременном из-

мельчении, наоборот, с ростом чисел Куранта отражения слабеют. Зависимость от

коэффициентов измельчения все методы демнстрируют достаточно быстрый выход

на асимптотику при увеличении коэффициента измельчения (рис. 1.4). Причем эта

асимптотика определяется именно грубой сеткой - дисперсионной ошибкой фазо-

вой скорости на грубой сетке. При этом фазовая скорость решения на мелкой сет-

ке сходится со вторым порядком к точному решению с увеличением коэффициента

измельчения, что и определяет скорость сходимости коэффициентов отражения к

асимптотике. Отсюда следует, что нефизичные коэффициенты отражения от разде-

ла сеток, обусловленные различием дисперсионных свойств, не превосходят 3 · 10−3

для типичных дискретизаций - число точек на длину волны 15-50, число Куранта

в интервале [0.1; 1]. Поэтому вводится формальное определение слабоотражающего

алгоритма измельчения сеток.

Определение 1. Алгоритм измельчения сеток является слабоотражающим, если

нефизичные коэффициенты отражения от границы раздела сеток не превосходят



36

15 20 25 30 35 40 45 50
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4
x 10

-3

Число точек грубой сетки на длину волны

К
о
э
ф

ф
и

ц
и

е
н
т
 о

т
р
а
ж

е
н
и

я

Одновременное

По времени

По пространству

Рисунок 1.2 – Зависимость коэффициентов отражения от числа точек на длину
волны. По результатам дисперсионного анализа. Число Куранта 0.7, коэффициент
измельчения 5

оценок, полученных при дисперсионном анализе.

1.4 Конечно-разностный метод расчета волновых

полей на основе локального измельчения сеток

1.4.1 Алгоритм измельчения сеток в одномерной постановке

Рассматривается система уравнений (1.6), соответствующая одномерной постанов-

ке задачи в области {t ≥ 0, x ∈ R}. Для численного решения этой системы исполь-

зуется стандартная конечно-разностная схема на сдвинутых сетках (1.7) с шагами h

и τ при x < 0 и с шагами h/L и τ/K при x > 0. Здесь L и K - коэффициенты из-

мельчения по пространству и по времени. Конечно-разностная задача записывается
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Рисунок 1.3 – Зависимость коэффициентов отражения от числа Куранта. По ре-
зультатам дисперсионного анализа. Число точек на длину волы 30, коэффициент
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Рисунок 1.4 – Зависимость коэффициентов отражения от коэффициента измельче-
ния. По результатам дисперсионного анализа. Число Куранта 0.7, число точек на
длину волны 30
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в виде:
pnj − pn−1

j

τ
=
u
n−1/2
j+1/2 − u

n−1/2
j−1/2

h
, j < 0,

u
n+1/2
j+1/2 − u

n−1/2
j+1/2

τ
=
pnj+1 − pnj

h
, j < 0,

p
n+k/K
j+l/L − p

n+(k−1)/K
j+l/L

τ/K
=

=
u
n+(2k−1)/2K
j+(2l+1)/2L − u

n+(2k−1)/2K
j+(2l−1)/2L

h/L
,

j > 0,

u
n+(2k−1)/2K
j+(2l−1)/2L − u

n+(2k−3)/2K
j+(2l−1)/2L

τ/K
=

=
p
n+(k−1)/K
j+l/L − p

n+(k−1)/K
j+(l−1)/L

h/L
,

j > 0.

(1.9)

Рассмотрение ограничивается случаем, когда коэффициенты измельчения K и L есть

целые нечетные числа. Такой выбор обусловлен двумя факторами. Во-первых, со-

гласованием сеток, то есть, если ввести грубую сетку в области x > 0, то каждой

ее точке будет соответствовать точка мелкой сетки, причем в ней будет определе-

на та же самая компонента волнового поля. Очевидно, что мелкая сетка содержит и

дополнительные узлы, однако согласование является одним из принципиальных тре-

бований при разработке алгоритма. Во-вторых, с практической точки зрения, данное

требование не накладывает сколько-нибудь значимых ограничений на применимость

алгоритма, особенно для моделирования волновых процессов в средах с микроне-

однородностями, где используемые коэффициенты измельчения составляют три и

более. Параметры k и l, используемые в схеме (1.9), целые числа, применяющиеся

обозначения узлов с дробными индексами такие, что k = 0, ..., K− 1 и l = 0, ..., L− 1.

При этом случай K = 1 означает, что измельчение по времени не применяется, а

используется лишь измельчение по пространству, L = 1 - измельчение проводится

только по времени, K = L = 1 - схема без измельчения.

С использованием уравнения (1.9) решение находится всюду в расчетной обла-

сти, за исключением границы x = 0 или j = 0. При построении формул для расчета

решения на интерфейсе pn+k/K
0 используется конечно-разностная аппроксимация рас-

сматриваемой системы уравнений (1.6), а также аппроксимация волнового уравнения

второго порядка. При этом рассматриваются две принципиально разные ситуации:
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– расчет решения во временном интервале t ∈ (tn, tn+1/2];

– расчет решения во временном интервале t ∈ (tn+1/2, tn+1].

1.4.1.1 Расчет решения во временном интервале t ∈ (tn, tn+1/2].

На этом временном интервале требуется вычислить решение p
n+k/K
0 для k =

1, ..., (K−1)/2, для чего конечно-разностная схема, аппроксимирующая систему урав-

нений первого порядка, неприменима, поскольку ее использование подразумевает

знание переменной u на дробных слоях по времени на грубой сетке. Однако перемен-

ная u может быть исключена из системы уравнений (1.6) с переходом к волновому

уравнению второго порядка относительно переменной p:

∂2p

∂t2
− ∂2p

∂x2
= 0.

Это уравнение аппроксимируется схемой "крест"со вторым порядком:

pN+1
J − 2pNJ + pN−1

J

(δt)2
=
pNJ+1 − 2pNJ + pNJ−1

(δx)2
. (1.10)

В схеме намеренно используются заглавные буквы для обозначения индексов и пе-

ременные δt и δx для обозначения шагов сетки, чтобы подчеркнуть, что схема (1.10)

аппроксимирует волновое уравнение со вторым порядком на любой равномерной сет-

ке, не обязательно связанной с сетками, используемыми в схеме (1.9). Следует от-

метить, что аппроксимация, устойчивость и численная дисперсия схем (1.10) и (1.7)

совпадают [142].

При использовании схемы (1.10) для расчета решения p
n+k/K
0 , k = 1, ..., (K −

1)/2 достаточно переписать схему в следующем виде с использованием "вложенных

шаблонов":
p
n+k/K
0 − 2pn0 + p

n−k/K
0

(τk/K)2
=
pn1 − 2pn0 + pn−1

h2
. (1.11)

Использование полученного соотношения предполагает, что известны компоненты

pn0 , pn±1 на временном слое с номером n, а также значение pn−k/K
0 , определенное на

интерфейсе, но на слое ниже tn. Здесь свойство согласования сеток используется яв-
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но, поскольку значение pn1 , определенное на мелкой сетке, используется шаблоном

крупной сетки. На графическом представлении шаблона, используемого для вычис-

ления решения на интерфейсе (рис. 1.5) приведен случай K = L = 5, когда значения

p
n+1/5
0 (рис. 1.5 вверху) и pn+2/5

0 (рис. 1.5 внизу) вычисляются по формуле (1.11).

1.4.1.2 Расчет решения во временном интервале t ∈ (tn+1/2, tn+1]

Для расчета решения на интерфейсе в указанном интервале используется стан-

дартная схема на сдвинутых сетках (1.7) с вложенными шаблонами в силу того, что

значения pn+k/K
0 , k = 1, ..., (K − 1)/2 предполагаются известными, вычисленными по

формуле (1.11). Конечно-разностные формулы для расчета решения pn+1/2+(2k+1)/2K
0 ,

k = 0, ..., (K − 1)/2 могут быть представлены в виде:

p
n+1/2+(2k+1)/2K
0 − p

n+1/2−(2k+1)/2K
0

(2k + 1)τ/K
=

=
u
n+1/2
1/2 − u

n+1/2
−1/2

h
.

(1.12)

где переменные un+1/2
±1/2 вычисляются по формулам (1.9), при этом важным яв-

ляется согласование сеток.

На шаблонах операторов, используемых в соотношениях (1.12), (рис. 1.6) при-

ведены случаи, соответствующие расчету компонент pn+3/5
0 (рис. 1.6 вверху), pn+4/5

0

(рис. 1.6 посередине) и pn+1
0 (рис. 1.6 внизу) на границе раздела сеток. Коэффициен-

ты измельчения K и L в представленном примере равны пяти.

Отдельно следует сказать, что полученная конечно-разностная схема (1.9),

(1.11), (1.12) построена с использованием симметричных шаблонов, как следствие

- все дифференциальные операторы аппроксимируются со вторым порядком. При

этом как следует из построения, схема может применяться для разных целых нечет-

ных коэффициентов измельчения. В частности, при L = 1 пространственные шаги

сетки не изменяются, а измельчение производится только для шага по времени. В

случае K = 1 шаг по времени фиксирован, при этом формулы (1.11) не применяют-

ся, а формулы (1.12) вырождаются в стандартное конечно-разностное соотношение.

Аналогично и для случая K = L = 1.
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Рисунок 1.5 – Вложенные шаблоны операторов, аппроксимирующих уравнение вто-
рого порядка на интерфейсе. Коэффициент измельчения сетки равен пяти.
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n
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Рисунок 1.6 – Вложенные шаблоны операторов, аппроксимирующих уравнение пер-
вого порядка на интерфейсе. Коэффициент измельчения сетки равен пяти.
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1.4.2 Разработка алгоритма в двумерной постановке

Система уравнений динамической теории упругости в двумерной постановке может

быть получена из системы (1.1) в предположении независимости решения от одной из

пространственных переменных. Пусть такой переменной является x2, в этом случае

система уравнений принимает вид:

ρ
∂u1
∂t

=
∂σ11
∂x1

+
∂σ13
∂x3

,

ρ
∂u3
∂t

=
∂σ13
∂x1

+
∂σ33
∂x3

,

∂σ11
∂t

= (λ+ 2µ)
∂u1
∂x1

+ λ
∂u3
∂x3

,

∂σ33
∂t

= λ
∂u1
∂x1

+ (λ+ 2µ)
∂u3
∂x3

,

∂σ13
∂t

= µ
∂u3
∂x1

+ µ
∂u1
∂x3

,

(1.13)

где u1 и u3 - компоненты вектора скорости, σ11, σ33 и σ13 - компоненты тензора

напряжений, ρ - плотность, λ и µ - параметры Ламэ.

Для аппроксимации этой системы уравнений применяется стандартная схема на

сдвинутых сетках [373] с использованием двух разных сеток. Первая сетка - грубая,

с шагами τ , h1 и h3, определяемая по правилу:

TC = {tN |N = 0, 1/2, 1, ...; }, (1.14)

ΩC = {((x1)I , (x3)J)|I = 0,±1/2,±1, ...; J = 0,±1/2,±1, ...}. (1.15)

Вторая сетка - мелкая, с шагами τ/K, h1/L1 и h3/L3, где K, L1 и L3 - натуральные

нечетные числа:

T F = {tN+k/K |N = 0, 1/2, 1, ...; k = 1, ..., K}, (1.16)

ΩF = {((x1)I+l1/L1 , (x3)J+l3/L3)|

I = 0,±1/2,±1, ...; J = 0,±1/2,±1, ...; l1 = 1, ..., L1; l3 = 1, ..., L3}.
(1.17)

Для обеспечения устойчивости алгоритма, основанного на локальном

пространственно-временном измельчении сеток, вводится транзитная зона, в кото-



43

рой используется грубая сетка по пространству (1.15), но мелкая - по времени (1.16).

Для удобства вводятся подсетки по следующим правилам:

для грубой сетки

TC
σ = {tn+1/2|n ∈ N}, TC

u = {tn|n ∈ N}, (1.18)

ΩC
σ11

= ΩC
σ33

= {((x1)i, (x3)j)|i ∈ Z; j ∈ Z},

ΩC
σ13

= {((x1)i+1/2, (x3)j+1/2)|i ∈ Z; j ∈ Z},

ΩC
u1

= {((x1)i+1/2, (x3)j)|i ∈ Z; j ∈ Z},

ΩC
u3

= {((x1)i, (x3)j+1/2)|i ∈ Z; j ∈ Z}.

(1.19)

для мелкой сетки
T F
σ = {tn+1/2+k/K |n ∈ N, k = 1, ..., K},

T F
u = {tn+k/K |n ∈ N, k = 1, ..., K},

T F = T F
σ + T F

u .

(1.20)

ΩF
σ11

= ΩF
σ33

= {((x1)i+l1/L1 , (x3)j+l3/L3)|i ∈ Z; j ∈ Z},

ΩF
σ13

= {((x1)i+1/2+l1/L1 , (x3)j+1/2+l3/L3)|i ∈ Z; j ∈ Z},

ΩF
u1

= {((x1)i+1/2+l1/L1 , (x3)j+l3/L3)|i ∈ Z; j ∈ Z},

ΩF
u3

= {((x1)i+l1/L1 , (x3)j+1/2+l3/L3)|i ∈ Z; j ∈ Z},

l1 = 1, ..., L1, l3 = 1, ..., L3,

ΩF = ΩF
σ11

+ ΩF
σ13

+ ΩF
u1

+ ΩF
u3
.

(1.21)

Несложно показать, что каждый из наборов подсеток - состоит непересекаю-

щихся множеств, объединение которых совпадает с соответствующей сеткой:

TC
u ∩ TC

σ = ∅, TC
u ∪ TC

σ = TC .

При этом требование нечетности коэффициентов измельчения сеток K, L1 и L3 обес-

печивает выполнение следующих вложений:

TC
u ⊆ T F

u , TC
σ ⊆ T F

σ ,

ΩC
σ11

⊆ ΩF
σ11
, ΩC

σ13
⊆ ΩF

σ13
,

ΩC
u1

⊆ ΩF
u1
, ΩC

u3
⊆ ΩF

u3
,

(1.22)

то есть каждому узлу грубой сетки соответствует один узел мелкой сетки, что явля-
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ется принципиально важным при разработке алгоритма.

Сеточные функции удобно определить по следующим правилам:

на грубой сетке

(uC1 )
N
IJ = u1(t

N , (x1)I , (x3)J), (tN , (x1)I , (x3)J) ∈ TC
u × ΩC

u1
,

(uC2 )
N
IJ = u2(t

N , (x1)I , (x3)J), (tN , (x1)I , (x3)J) ∈ TC
u × ΩC

u2
,

(σC
11)

N
IJ = σ11(t

N , (x1)I , (x3)J), (tN , (x1)I , (x3)J) ∈ TC
σ × ΩC

σ11
,

(σC
33)

N
IJ = σ33(t

N , (x1)I , (x3)J), (tN , (x1)I , (x3)J) ∈ TC
σ × ΩC

σ33
,

(σC
13)

N
IJ = σ13(t

N , (x1)I , (x3)J), (tN , (x1)I , (x3)J) ∈ TC
σ × ΩC

σ13
,

на мелкой сетке

(uF1 )
N
IJ = u1(t

N , (x1)I , (x3)J), (tN , (x1)I , (x3)J) ∈ T F
u × ΩF

u1
,

(uF2 )
N
IJ = u2(t

N , (x1)I , (x3)J), (tN , (x1)I , (x3)J) ∈ T F
u × ΩF

u2
,

(σF
11)

N
IJ = σ11(t

N , (x1)I , (x3)J), (tN , (x1)I , (x3)J) ∈ T F
σ × ΩF

σ11
,

(σF
33)

N
IJ = σ33(t

N , (x1)I , (x3)J), (tN , (x1)I , (x3)J) ∈ T F
σ × ΩF

σ33
,

(σF
13)

N
IJ = σ13(t

N , (x1)I , (x3)J), (tN , (x1)I , (x3)J) ∈ T F
σ × ΩF

σ13
,

в переходной зоне

(uT1 )
N
IJ = u1(t

N , (x1)I , (x3)J), (tN , (x1)I , (x3)J) ∈ T F
u × ΩC

u1
,

(uT2 )
N
IJ = u2(t

N , (x1)I , (x3)J), (tN , (x1)I , (x3)J) ∈ T F
u × ΩC

u2
,

(σT
11)

N
IJ = σ11(t

N , (x1)I , (x3)J), (tN , (x1)I , (x3)J) ∈ T F
σ × ΩC

σ11
,

(σT
33)

N
IJ = σ33(t

N , (x1)I , (x3)J), (tN , (x1)I , (x3)J) ∈ T F
σ × ΩC

σ33
,

(σT
13)

N
IJ = σ13(t

N , (x1)I , (x3)J), (tN , (x1)I , (x3)J) ∈ T F
σ × ΩC

σ13
.

При этом конечно-разностные операторы вводятся следующим образом:

на грубой сетке

DC
t [F ]

N
I,J =

F
N+1/2
I,J −F

N−1/2
I,J

τ
= ∂f

∂t
|NI,J +O(τ 2),

(tN , (x1)I , (x3)J) ∈ TC × ΩC ,
(1.23)

DC
1 [F ]

N
I,J =

FN
I+1/2,J

−FN
I−1/2,J

h1
= ∂f

∂x1
|NI,J +O(h21),

DC
3 [F ]

N
I,J =

FN
I,J+1/2

−FN
I,J−1/2

h3
= ∂f

∂x3
|NI,J +O(h23),

(tN , (x1)I , (x3)J) ∈ TC × ΩC ,

(1.24)
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где f - достаточно гладкая функция, F - соответствующая ей сеточная функция; на

мелкой сетке

DF
t [F ]

N
I,J =

F
N+ 1

2K
I,J − F

N− 1
2K

I,J

τ/K
=
∂f

∂t
|NI,J +O(τ 2),

(tN , (x1)I , (x3)J) ∈ T F × ΩF ,

(1.25)

DF
1 [f ]

N
I,J =

FN
I+ 1

2L1
,J
− FN

I− 1
2L1

,J

h1/L1

=
∂f

∂x1
|NI,J +O(h21),

DF
3 [f ]

N
I,J =

FN
I,J+ 1

2L3

− FN
I,J− 1

2L3
,J

h3/L3

=
∂f

∂x3
|NI,J +O(h23),

(tN , (x1)I , (x3)J) ∈ T F × ΩF .

(1.26)

С использованием введенных обозначений стандартная схема на сдвинутых сет-

ках, аппроксимирующая систему уравнений динамической теории упругости, запи-

сывается в следующем виде (пример для грубой сетки по пространству и времени):

ρ̂I,JD
C
t [u

C
1 ]

N
I,J = DC

1 [σ
C
11]

N
I,J +DC

3 [σ
C
13]

N
I,J ,

(t, x1, x3) ∈ TC
σ × ΩC

u1
,

ρ̂I,JD
C
t [u

C
3 ]

N
I,J = DC

1 [σ
C
13]

N
I,J +DC

3 [σ
C
33]

N
I,J ,

(t, x1, x3) ∈ TC
σ × ΩC

u2
,

DC
t [σ

C
11]

N
I,J = (λ̂I,J + 2µ̂I,J)D

C
1 [u

C
1 ]

N
I,J + λ̂I,JD

C
3 [u

C
3 ]

N
I,J ,

(t, x1, x3) ∈ TC
u × ΩC

σ11
,

DC
t [σ

C
33]

N
I,J = λ̂I,JD

C
1 [u

C
1 ]

N
I,J + (λ̂I,J + 2µ̂I,J)D

C
3 [u

C
3 ]

N
I,J ,

(t, x1, x3) ∈ TC
u × ΩC

σ11
,

DC
t [σ

C
13]

N
I,J = µ̂I,JD

C
1 [u

C
3 ]

N
I,J + µ̂I,JD

C
3 [u

C
1 ]

N
I,J ,

(t, x1, x3) ∈ TC
u × ΩC

σ13
.

(1.27)

Схема на мелкой сетке может быть получена из приведенной выше заменой верхнего

индекса C в обозначениях переменных, операторов и точек сетки - на F . Аналогично

для схемы в переходной зоне - замена верхнего индекса C в обозначениях операторов,

аппроксимирующих производные по времени, и в обозначениях сеток по времени на

индекс F , а в переменных - на индекс T .

После введения дискретизаций и построения соответствующих конечно-

разностных схем, аппроксимирующих систему уравнений динамической теории упру-
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гости, задачу разработки алгоритма пространственно-временного измельчения сеток

можно формализовать, разбив на две независимые задачи.

Задача 1. Измельчение шага по времени. Пусть в области QC = {t > 0, x1 ∈

R, x3 < J0h3} введена грубая сетка GC = TC × ΩC, в области QT = {t > 0, x1 ∈

R, J0h3 < x3 < J1h3} введена грубая сетка по пространству и мелкая по времени -

GT = T F ×ΩC и система уравнений динамической теории упругости аппроксимиро-

вана с использованием стандартной схемы на сдвинутых сетках. Пусть при этом

решение известно на всех временных слоях вплоть до целого слоя t = tn. Необ-

ходимо разработать алгоритм пересчета решения на следующий временной слой

t = tn+1 в рассматриваемой расчетной области.

Задача 2. Измельчение шага по пространству. Пусть в области QT = {t >

0, x1 ∈ R, J0h3 < x3 < J1h3} введена грубая сетка по пространству и мелкая по

времени - GT = T F × ΩC, в области QF = {t > 0, x1 ∈ R, J1h3 < x3} введена мелкая

сетка как по пространству, так и по времени: GF = T F ×ΩF и система уравнений

динамической теории упругости аппроксимирована с использованием стандартной

схемы на сдвинутых сетках. Пусть при этом решение известно на всех времен-

ных слоях вплоть до целого слоя t = tn+k/K. Необходимо разработать алгоритм

пересчета решения на следующий временной слой t = tn+(k+1)/K в рассматриваемой

расчетной области.

На схематическом представлении декомпозиции расчетной области - ее проек-

ции на плоскость (t, x3) (на рис. 1.7), - видно, что построение формул для расчета

решения проводится для случая, когда J0 - целое, то есть интерфейс, на котором

выполняется измельчение сетки по времени, проходит через целые узлы сетки, а J1

- полуцелое, то есть интерфейс, на котором применяется измельчение сетки по про-

странству, проходит через полуцелые узлы сетки. Такой выбор не принципиален, и

положения интерфейсов фиксируются лишь для определенности.

1.4.2.1 Измельчение шага по времени в двумерной постановке

При решении задачи 1 предполагается, что грубая по времени сетка с шагом τ

введена при x3 < J0h3, а сетка с шагом τ/K - при x3 > J0h3, число K - нечетное
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Рисунок 1.7 – Схематическое представление сетки при локальном измельчении

положительное. Шаги сетки по пространству - одинаковые. Для расчета решения

в каждой из областей используется схема (1.27) на соответствующей сетке. Анало-

гично рассуждениям, приведенным в предыдущем разделе, для расчета решения на

интерфейсе используются конечно-разностные соотношения на вложенных времен-

ных шаблонах. При этом часть компонент волнового поля вычисляется по формулам,

аппроксимирующим уравнения первого порядка, а часть - по формулам для уравне-

ния второго порядка. Как и в предыдущем разделе, рассматриваются два различных

случая:

– расчет решения во временном интервале t ∈ (tn, tn+1/2] с использованием для

расчета компонент тензора напряжений σ11 и σ33 схемы для уравнений первого

порядка, а для u1 - схемы для уравнения второго порядка;

– расчет решения во временном интервале t ∈ (tn+1/2, tn+1] с использованием для

расчета компоненты вектора скорости u1 схемы для уравнений первого порядка,

а для σ11 и σ33 - схемы для уравнения второго порядка.

Расчет решения во временном интервале t ∈ (tn, tn+1/2]. Считается, что во

всех точках по пространству, включая интерфейс между сетками, решение известно

вплоть до временного слоя tn = nτ , где n - целое. Расчет компонент тензора на-

пряжений σ11 и σ33 внутри рассматриваемого временного интервала не представляет
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сложности, поскольку используется конечно-разностная аппроксимация уравнений

первого порядка на вложенных шаблонах по времени, схематическое представление

которых приведено на рис. 1.8:

(σ11)
n+(2k−1)/2K
i,J0

− (σ11)
n−(2k−1)/2K
i,J0

(2k − 1)τ/2K
= (λ̂+ 2µ̂)i,J0D

C
1 [u1]

n
i,J0

− λ̂i,J0D
C
3 [u3]

n
i,J0
,

(σ33)
n+(2k−1)/2K
i,J0

− (σ33)
n−(2k−1)/2K
i,J0

(2k − 1)τ/2K
= λ̂i,J0D

C
1 [u1]

n
i,J0

− (λ̂+ 2µ̂)i,J0D
C
3 [u3]

n
i,J0
,

(tn, (x1)i, (x3)J0) ∈ TC
u × ΩC

σll
,

(1.28)

где k = 1, ..., (K + 1)/2, K - коэффициент измельчения по времени.

Для расчета компоненты вектора скорости u1 необходим переход к уравнению

второго порядка с последующей аппроксимацией на вложенных шаблонах по време-

ни. Уравнение второго порядка для расчета u1 может быть получено исключением

компонент тензора напряжений из первого уравнения системы (1.13) [16]:

ρ
∂2u1
∂t2

=
∂

∂x1

(
(λ+ 2µ)

∂u1
∂x1

+ λ
∂u3
∂x3

)
+

∂

∂x3

(
µ
∂u3
∂x1

+ µ
∂u1
∂x3

)
. (1.29)

Для аппроксимации пространственной части этого уравнения используется схема на

сдвинутых (по пространству) сетках, которая может быть получена исключением

компонент тензора напряжений из уравнений для стандартной схемы на сдвинутых

сетках, как следствие, эта схема сохраняет дисперсионные свойства стандартной схе-

мы на сдвинутых сетках, а ее локальное использование не вносит дополнительной

ошибки в решение. Для аппроксимации производной по времени используются вло-
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Рисунок 1.8 – Двумерное представление схемы на вложенных шаблонах для расчета
решения со слоя tn на слой tn+1/2. Шаблоны для пересчета напряжений приведены
слева, для пересчета скоростей - справа.

женные шаблоны (рис. 1.8):

ρ̂i+1/2,J0

(u1)
n+k/K
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− 2(u1)
n
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n
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n
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1 [u3]

n
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n
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h3
+

+
µ̂i+1/2,J0+1/2D

C
3 [u1]

n
i+1/2,J0+1/2 − µ̂i+1/2,J0−1/2D

C
3 [u1]

n
i+1/2,J0−1/2

h3
,

(tn, (x1)i+1/2, (x3)J0) ∈ TC
u × ΩC

u1
,

(1.30)

где k = 1, ..., (K − 1)/2, K нечетное.

Расчет решения во временном интервале t ∈ (tn+1/2, tn+1]. Внутри этого ин-

тервала расчет компоненты вектора скорости u1 на интерфейсе j = J0 проводится с

использованием аппроксимации уравнения первого порядка на вложенных шаблонах
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Рисунок 1.9 – Пространственный шаблон используемый для аппроксимации уравне-
ния второго порядка, при измельчении шага по времени. Черным выделены точки,
вовлеченные в вычисления.

по времени (рис. 1.10):
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(u1)
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σ × ΩC

u1
,

(1.31)

где k = 1, ..., (K + 1)/2.

Для расчета компонент σ11 и σ33 тензора напряжений необходим переход к

уравнениям второго порядка, который выполняется исключением компонент вектора

скорости из уравнений (1.13):

∂2σ11
∂t2

= (λ+ 2µ)
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ρ
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1

ρ

∂σ13
∂x3

)
+ (λ+ 2µ)

∂

∂x3

(
1

ρ

∂σ13
∂x1

+
1

ρ

∂σ33
∂x3

)
.

(1.32)

Как и в предыдущем случае, полученные уравнения аппроксимируются схемой на

сдвинутых сетках по пространству и вложенных шаблонах по времени, что позволяет

сохранить дисперсионные свойства. В результате схема, аппроксимирующая первое
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Рисунок 1.10 – Двумерное представление схемы на вложенных шаблонах для рас-
чета решения со слоя tn+1/2 на слой tn+1. Шаблоны для пересчета горизонтальной
компоненты скорости приведены слева, для пересчета напряжений - справа.

из представленных, уравнений принимает вид (рис. 1.10):
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(1.33)

где k = 1, ..., (K − 1)/2. Уравнение для расчета σzz может быть получено из пред-

ставленного выше соответствующей заменой коэффициентов и компонент волнового

поля.

Следует уточнить, что и здесь все рассмотрения и построения приводятся при-

менительно к схеме на сдвинутых сетках, аппроксимирующей систему уравнений

динамической теории упругости, [373], [243], [28], [44], [252]. Однако предлагаемый

подход - аппроксимация на вложенных шаблонах - применима для широкого клас-

са задач и методов их численного решения, основным требованием, определяющим
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его применимость, является решение линейных гиперболических уравнений с ис-

пользованием явных по времени и локальных по пространству численных методов.

Например, уравнения акустики и уравнения Максвелла, как для изотропных так и

для анизотропных сред. Возможно также решение уравнений второго порядка, как

скалярных, так и векторных. К численным методам, допускающим применение та-

кого подхода относятся стандартные схемы на сдвинутых сетках, в частности схема

Йи [385] для системы уравнений Максвелла в изотропной среде, схемы на частично

сдвинутых сетках, такие как схема Лебедева [237], [36], в применении к уравнениям

теории упругости [93], [245], [110] и уравнениям Максвелла [152] в анизотропной сре-

де. Этот подход обобщается также на метод конечных объемов [389], [390], разрывный

метод Галеркина [82] и др.

1.4.2.2 Измельчение шага по пространству в двумерной постановке

При решении задачи 2 предполагается, что грубая по пространству сетка с шагами

h1 и h3 введена при x3 ≤ J1h3, а сетка с шагами h1/L1 и h3/L3 - при x3 > J1h3, ин-

декс J1 предполагается полуцелый, числа L1 и L3 - нечетные положительные. Шаги

сетки по времени - одинаковые и равные τ/K. На схематическом представлении про-

странственной сетки в окрестности границы x3 = J1h3 (рис. 1.11) видно, что важным

аспектом построения схемы с измельчением шага по пространству является "разде-

ление" сеток: грубая сетка используется в области x3 ≤ J1h3, в то время как мелкая

сетка вводится в области x3 ≥ (J1 +
1
L3
)h3. Такой сдвиг позволяет в последующем

использовать одномерную интерполяцию поля вдоль границы раздела для перехода

с одной сетки на другую. Аналогичная техника используется, например, в работах

[233] и [84]. Итак, задача 2 сводится к построению формул расчета решения на двух

линиях сетки x3 = J1h3 (грубая сетка) и x3 = (J1 +
1

2L3
)h3 (мелкая сетка), в то время

как в остальных точках решение может быть рассчитано с использованием схемы

(1.27).

Переход с грубой сетки на мелкую. Для расчета решения на линии

x3 = (J1 +
1

2L3
)h3 во всех узлах мелкой сетки по направлению x1 используeтся стан-

дартная конечно-разностная схема на сдвинутых сетках (1.27) с мелким шагом по
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Рисунок 1.11 – Проекция сетки на плоскость (x1, x3) в окрестности границы про-
странственного измельчения сеток. Черным выделены переменные, используемые
для расчета решения на мелкой сетке, но полученные интерполированием перемен-
ных с крупной сетки.

пространству [252]:
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N
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) ∈ T F
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σ11
.

Волнистая линия над переменными обозначает, что для их вычисления использу-

ется пролонгация решения (от английского prolongation) на пространство сеточных

функций, определенных на мелкой сетке, основанное на быстром преобразовании

Фурье (БПФ) [178], [298], [1]. В силу сдвига сеток на половину шага мелкой сетки в

направлении x3, достаточно ограничиться одномерной процедурой пролонгации по

касательному направлению - вдоль линии x3 = J1h3 (рис. 1.11). Отличие используе-

мой в алгоритме процедуры пролонгации решения от интерполяции состоит в том,
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что высокочастотная часть спектра исключается из рассмотрения, поэтому реше-

ние в узлах интерполяции не сохраняется. С одной стороны, такой подход позволяет

уменьшить объем данных, которые передаются с одной сетки на другую [28], [333].

С другой стороны, исключение высоких частот служит низкочастотным фильтром,

сглаживающим решение. Обоснованность такого сглаживания, правила выбора ча-

стотного диапазона и его влияние на решение обсуждается в работе [252]. Следует

заметить, что необходимость сглаживания решения характерна и для классических

многосеточных методов [345], применяемых для решения эллиптических и парабо-

лических задач.

Переход с мелкой сетки на грубую. Для расчета решения на линии x3 =

J1h3 используется стандартная схема на сдвинутых сетках (1.27) с грубым шагом по

пространству:

ρ̂i,J1D
F
t [u3]

N
i,J1

= DC
1 [σ13]

N
i,J1

+DC
3 [σ̌33]

N
i,J1
,

(tN , (x1)i, (x3)J1) ∈ T F
σ × ΩC

u3
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DF
t [σ13]

N
i+1/2,J1

= µ̂i+1/2,J1

(
DC
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N
i+1/2,J1

+D3[ǔ1]
N
i+1/2,J1

)
,

(tN , (x1)i, (x3)J1) ∈ T F
u × ΩC

σ13
.

(1.34)

Здесь символˇнад переменными используется для того, чтобы подчеркнуть, что они

могут отличаться от соответствующих компонент сеточных функций, определенных

на мелкой сетке. В силу того что коэффициенты измельчения - нечетные целые чис-

ла, для пространственных сеток верны вложения ΩC
σ33

⊆ ΩF
σ33

и ΩC
u1

⊆ ΩF
u1

и каж-

дой компоненте сеточной функций (σ̌33)i+1/2,J1 соответствует компонента сеточной

функции (σ33)i+1/2,J1 , вычисляемая на мелкой сетке с использованием схемы (1.27).

Поэтому самым простым алгоритмом перехода с мелкой сетки на грубую является

иньективное сужение (от английского restriction) (σ̌33)i+1/2,J1 = (σ33)i+1/2,J1 . Одна-

ко этот подход может приводить к неустойчивости численного решения [345], [233],

[103], [105]. В предлагаемом алгоритме [252] сужение решения основано на примене-

нии низкочастотных фильтров на основе БПФ.
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1.4.3 Измельчение сеток метода в трехмерной постановке

Рассматривается система уравнений динамической теории упругости, записанная

в декартовой системе координат:

ρ
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= µ
∂u2
∂x1

+ µ
∂u1
∂x2
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(1.35)

где u⃗ = (u1, u2, u3)
T - вектор скорости, σij - компоненты тензора напряжений i, j =

1, 2, 3, ρ - плотность, λ и µ - параметры Ламэ.

Для аппроксимации этой системы уравнений применяется стандартная схема

на сдвинутых сетках [373] с использованием двух разных сеток. Аналогично двумер-

ной постановке, вводятся грубая (1.14) и мелкая (1.16) сетки по времени с шагами

τ и τ/K соответственно, где коэффициент измельчения K - нечетное число. Гру-

бая и мелкая сетки по пространству отличаются от введенных выше (1.15) и (1.17)

наличием третьего пространственного направления:

ΩC = {((x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I3)|Im = 0,±1/2,±1, ...;m = 1, 2, 3}, (1.36)

ΩF = {((x1)I1+l1/L1 , (x2)I2+l2/L2 , (x3)I3+l3/L3)|

Im = 0,±1/2,±1, ...; lm = 1, ..., Lm; m = 1, 2, 3}.
(1.37)

Вводятся подсетки, в узлах которых определены различные компоненты век-

тора скорости и тензора напряжений. В частности, разбиение для грубой сетки при-
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нимает следующий вид:

ΩC
u1

= {((x1)i1+1/2, (x2)i2 , (x3)i3)|im ∈ Z;m = 1, 2, 3},

ΩC
u2

= {((x1)i1 , (x2)i2+1/2, (x3)i3)|im ∈ Z;m = 1, 2, 3},

ΩC
u3

= {((x1)i1 , (x2)i2 , (x3)i3+1/2)|im ∈ Z;m = 1, 2, 3},

ΩC
σ11

= {((x1)i1 , (x2)i2 , (x3)i3)|im ∈ Z;m = 1, 2, 3},

ΩC
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= {((x1)i1 , (x2)i2+1/2, (x3)i3+1/2)|im ∈ Z;m = 1, 2, 3},

ΩC
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= {((x1)i1+1/2, (x2)i2 , (x3)i3+1/2)|im ∈ Z;m = 1, 2, 3},

ΩC
σ12

= {((x1)i1+1/2, (x2)i2+1/2, (x3)i3)|im ∈ Z;m = 1, 2, 3}.

(1.38)

Аналогичное представление верно для мелкой сетки.

На построенных сетках вводятся конечно-разностные операторы по следующим

правилам:

на грубой сетке
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(1.40)

где f - достаточно гладкая функция, F - соответствующая ей сеточная функция;

на мелкой сетке
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(1.41)
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(1.42)

Используя введенные обозначения, стандартная схема на сдвинутых сетках, ап-

проксимирующая систему уравнений динамической теории упругости, записывается

в виде (пример для грубой сетки по пространству и времени):
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(1.43)
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Схема на мелкой сетке может быть получена из приведенной выше заменой верх-

него индекса C в обозначениях переменных, операторов и точек сетки на F . Ана-

логично для схемы в переходной зоне - замена верхнего индекса C в обозначениях

операторов, аппроксимирующих производные по времени, и в обозначениях сеток по

времени на индекс F , а в переменных - на индекс T .

Постановка задачи пространственно-временного измельчения сеток, как и спо-

соб ее решения, аналогичны приведенным в предыдущем разделе, поэтому ниже при-

водятся лишь конечные формулы расчета решения при измельчении шага сетки по

времени на границе x3 = (x3)I03 , где I03 - целое число, и расчета решения при про-

странственном измельчении сетки на границе x3 = (x3)I13 , где I13 - полуцелое.

1.4.3.1 Измельчение шага по времени

На границе раздела сеток x3 = (x3)I03 , где I03 - целое число, определены следующие

компоненты волнового поля (рис. 1.1): σ11, σ22, σ33, σ12, u1 и u2. Для полноты пред-

ставления алгоритма ниже приведены формулы расчета решения на интерфейсе с

использованием техники вложенных шаблонов.

Расчет решения во временном интервале t ∈ (tn, tn+1/2]. При пересчете

решения с целого на полуцелый слой по времени компоненты тензора напряжений

вычисляются на основе аппроксимации уравнений первого порядка, компоненты век-
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тора скорости - с использованием аппроксимации уравнений второго порядка.
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(1.44)

где k = 1, ..., (K + 1)/2, K - коэффициент измельчения по времени. Верхние ин-

дексы в обозначениях переменных в этом уравнении опускаются, поскольку часть

используемых переменных определена на грубой сетке по пространству и времени, и

должна обозначаться индексом C, а часть определена на грубой сетке по простран-

ству и мелкой по времени, и должна обозначаться T . При этом действие операторов,

аппроксимирующих пространственные производные, определены на сеточных функ-

циях как одного множества, так и второго.

Для расчета компонент вектора скорости u1 и u2 используются уравнения вто-

рого порядка:
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(1.45)
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которые аппроксимируются по правилам:
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(1.46)

где k = 1, ..., (K− 1)/2, K - нечетное. Второе уравнение аппроксимируется аналогич-

но.

Расчет решения во временном интервале t ∈ (tn+1/2, tn+1]. Внутри этого

интервала расчет компонент вектора скорости на интерфейсе I3 = I03 проводится с

использованием аппроксимации уравнения первого порядка на вложенных шаблонах

по времени:
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где k = 1, ..., (K + 1)/2 [252].

Для расчета компонент σ11, σ22, σ33 и σ12 тензора напряжений используются

уравнения второго порядка:
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(1.48)

Уравнения на σ22 и σ33 получаются из уравнения (1.48) соответствующей заменой

коэффициентов λ на λ+ 2µ и наоборот.

Аппроксимация приведенных уравнений строится с использованием вложенных

шаблонов по времени:
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(1.49)

где k = 1, ..., (K − 1)/2. Уравнения для расчета σ22 и σ33 могут быть получены из

представленного выше соответствующей заменой коэффициентов и компонент вол-
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нового поля.

1.4.3.2 Измельчение шага по пространству

Пусть грубая сетка по пространству с шагами h1, h2, h3 введена при x3 ≤ I13h3,

а сетка с шагами hM/LM , M = 1, 2, 3 - при x3 > I13h3, индекс I13 - полуцелый, ко-

эффициенты измельчения LM - нечетные положительные, шаги сетки по времени -

одинаковые равные τ/K. Решение на линии x3 ≤ I13h3 вычисляется по формулам, ис-

пользуемым на грубой сетке, но с процедурой сужения решения на основе сглажива-

ния; решение на линии x3 = (I13+
1

2L3
)h3 рассчитывается по формулам, используемым

на мелкой сетке, с двумерной интерполяцией решения.

Переход с грубой сетки на мелкую. Для расчета решения на линии x3 =

(I13+
1

2L3
)h3 используется стандартная конечно-разностная схема на сдвинутых сетках

(1.43) с мелким шагом по пространству:
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1
2L3

+

+DF
2 [σ22]

N
I1,I2,I13+

1
2L3

+DF
3 [σ̃23]

N
I1,I2,I13+

1
2L3

,

(tN , (x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I13+ 1
2L3

) ∈ T F
σ × ΩF

u2
,

DF
t [σ11]

N
I1,I2,I13+

1
2L3

=
(
λ̂I1,I2,I13+ 1

2L3

+ 2µ̂I1,I2,I13+
1

2L3

)
DF

1 [u1]
N
I1,I2,I13+

1
2L3

+

+λ̂I1,I2,I13+ 1
2L3

DF
2 [u2]

N
I1,I2,I13+

1
2L3

+ λ̂I1,I2,I13+ 1
2L3

DF
3 [ũ3]

N
I1,I2,I13+

1
2L3

,

(tN , (x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I13+ 1
2L3

) ∈ T F
u × ΩF

σ11
,

DF
t [σ12]

N
I1,I2,I13+

1
2L3

= µ̂N
I1,I2,I13+

1
2L3

(
DF

1 [u2]
N
I1,I2,I13+

1
2L3

+DF
2 [u1]

N
I1,I2,I13+

1
2L3

)
,

(tN , (x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I13+ 1
2L3

) ∈ T F
u × ΩF

σ12
.

(1.50)

Волнистая линия над переменными означает, что для их вычисления используется

интерполяция решения на основе быстрого преобразования Фурье (БПФ) [178], [298],

[1]. Уравнения для вычисления σ22 и σ33 могут быть получены из уравнения для
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расчета σ11 соответствующей заменой коэффициентов.

Переход с мелкой сетки на грубую. Для расчета решения на линии x3 =

I13h3 используется стандартная схема на сдвинутых сетках (1.27) с грубым шагом по

пространству:

ρ̂I1,I2,I13D
F
t [u3]

N
I1,I2,I13

= DC
1 [σ13]

N
I1,I2,I13

+DC
2 [σ23]

N
I1,I2,I13

+DC
3 [σ̌33]

N
I1,I2,I13

,

(tN , (x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I13 ) ∈ T F
σ × ΩF

u3
,

DF
t [σ13]

N
I1,I2,I13

= µ̂I1,I2,I13

(
DC

1 [u3]
N
I1,I2,I13

+D3[ǔ1]
N
I1,I2,I13

)
,

(tN , (x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I13 ) ∈ T F
u × ΩF

σ13
,

DF
t [σ23]

N
I1,I2,I13

= µ̂I1,I2,I13

(
DC

2 [u3]
N
I1,I2,I13

+D3[ǔ2]
N
I1,I2,I13

)
,

(tN , (x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I13 ) ∈ T F
u × ΩF

σ23
,

(1.51)

где символˇнад переменными указывает что они получены с использованием низко-

частотных фильтров на основе БПФ.

1.5 Анализ разработанного метода

1.5.1 Анализ коэффициентов отражения

от границы раздела сеток

Исследование нефизичных коэффициентов отражения от границы раздела се-

ток предполагает явное построение этих коэффициентов с дальнейшим выполнением

асимптотического анализа для определения скорости сходимости, а также численно-

го анализа для определения величины этих отражений для характерных дискрети-

заций. Особое внимание при этом уделяется отдельно измельчению по времени и

отдельно по пространству, поскольку, как показано в работе [243], одновременное

измельчение всегда неустойчиво и не представляет практического интереса.

Рассматривается конечно-разностная схема (1.9) с условиями согласования на

границе раздела сеток (1.11) и (1.12). Решение вне интерфейса, то есть при j < 0 и
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j > 0, может быть представлено в виде плоской волны: p(t, x)

u(t, x)

 =

= C1

 1

−1

 ei(ωt−kx) + C2

 1

1

 ei(ωt+kx),

(1.52)

где ω - временная частота, а k - волновое число (пространственная частота). При

этом для решения на грубой сетке частота и волновое число связаны дисперсионным

соотношением:
sinωτ/2

τ/2
= ±sin kch/2

h/2
,

следовательно волнове число имеет явное представление:

kc = ±2

h
sin−1

(
h

τ
sin(ωτ/2)

)
.

Детали дисперсионного анализа конечно-разностных схем приведены в работах

[142, 144, 143, 243]. Необходимо формально зафиксировать ветвь квадратного корня

в выражении для kc для определения направления распространения волны, однако

в представлении (1.52) этот знак уже зафиксирован и входит явно в показатель экс-

поненты. Следовательно, чтобы представление (1.52) стало решением системы (1.9),

в выражении для kc необходимо выбрать знак плюс.

Для решения на мелкой сетке связь частоты и волнового числа задается соот-

ношением:

kf =
2L

h
sin−1

(
K

L

h

τ
sin
[ ωτ
2K

])
.

В силу линейности изучаемого волнового процесса можно предположить, что времен-

ная частота одинакова в обоих случаях. Тогда, как показано в работах [143], [144],

[145], для решения на грубой сетке выполняется соотношение:

kc

(
ω +

4mπ

τ

)
= kc(ω)

для любого целого m. Однако для решения на мелкой сетке моды с номерами m =
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0, 1, ..., K−1 являются независимыми. Для их учета вводится следующее обозначение:

kqf (ω) = kf

(
ω +

4πq

τ
+

4Kπm

τ

)
= kf (ωq),

где q = 0, ..., K − 1, а m - целое.

Описание исследования коэффициентов нефизичных отражений приводится на

примере прохождения волны из области с грубой сеткой в область с мелкой сеткой.

При этом результаты будут верны и для обратной ситуации.

Рассматривается плоская волна, распространяющаяся слева направо в области

с грубой сеткой. После прохождения через границу раздела сеток она распадается

на несколько независимых мод: отраженная волна с коэффициентом отражения R,

истинная проходящая волна с волновым числом k0f и коэффициентом прохождения

T 0 и K − 1 артефактных проходящих волн с волновыми числами kq, q = 1, ..., K − 1

и коэффициентами прохождения T q. Тогда решение в области j < 0 представляется

в виде линейной комбинации падающей и отраженной волн: p

u

 =

 1

−1

 ei(ωt−kcx) +R

 1

1

 ei(ωt+kcx),

а в области j > 0 - в виде линейной комбинации проходящих волн: p

u

 = =
K−1∑
q=0

T q

 1

−1

 ei(ωpt−kqfx).

Для определения решения непосредственно на границе j = 0 необходимо ввести в

рассмотрение дополнительные переменные pq0:

p(t, 0) =
K−1∑
q=1

pq0e
iωqt.

Подставив приведенные выше выражения в конечно-разностную схему (1.9), (1.11),

(1.12) и исключив дополнительные переменные pq0, можно получить систему линей-

ных алгебраических уравнений, связывающих коэффициенты отражения и прохож-
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дения,

R−
K−1∑
q=0

T q = −1,

K−1∑
q=0

T q

(
2iKh

(2r + 1)τ
sin

(
ωqτ

2r + 1

2K

)
+ e−ikqfh/2

)
+

+Re−ikch/2 = eikch/2,

r = 0, ..., (K − 1)/2

K−1∑
q=0

T q

([
2iKh

rτ

]2
sin2

(
ωqτ

r

2K

)
− e−ikqfh + 2

)
−

−Re−ikch = eikch

r = 1, ..., (K − 1)/2.

(1.53)

Эта система замкнута и может быть решена. Однако, прежде чем переходить

к построению этого решения, следует провести асимптотический анализ и устано-

вить скорость сходимости коэффициентов отражения/прохождения для конечно-

разностной постановки к коэффициентам для дифференциальной задачи, тем более

что для этого не требуется явного знания решения.

1.5.1.1 Асимптотический анализ

Такой анализ позволяет оценить скорость сходимости численного решения к ана-

литическому, в рассматриваемом случае - коэффициентов отражения/прохождения

при стремлении шага сетки к нулю. Система уравнений (1.53) включает два пара-

метра (шага сетки): шаг по времени τ и шаг по пространству h. Поэтому формально

необходимо рассматривать решение при стремлении этих параметров к точке (0, 0).

Однако в силу линейности задачи и выбора схемы второго порядка аппроксимации

как по времени, так и по пространству, рассмотрение достаточно ограничить случа-

ем линейной зависимости между шагами, для чего в рассмотрение вводится число

Куранта:

α =
τ

h
∈ [0, 1]
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и система (1.53) переписывается в компактной форме:

A(τ)v(τ) = b(τ), (1.54)

где A - матрица системы, v - вектор решения и b - вектор правых частей зависят от

шага сетки. Для исследования поведения решения при τ → 0 не требуется строить

его в явном виде, достаточно воспользоваться разложением в ряд Тейлора каждой

функции, входящей в систему (1.53), и сгрупировать по степеням τ :

A(0)v(0) = b(0),
dA

dτ
(0)v(0) + A(0)

dv

dτ
(0) =

db

dτ
(0),

d2A

dτ 2
(0)v(0) +

dA

dτ
(0)

dv

dτ
(0) + A(0)

d2v

dτ 2
(0) =

d2b

dτ 2
(0).

...

В результате могут быть сфорлурированны следующие утверждения.

Утверждение 1. Если матрица A(0) невырождена и решение системы A(0)v(0) =

b(0) совпадает с решением дифференциальной задачи, тогда решение системы (1.54)

сходится к решению дифференциальной задачи как минимум с первым порядком по

τ при τ → 0.

Утверждение 2. Если выполняется утверждение 1 и, более того, верно равенство
dA
dτ
(0)v(0) = db

dτ
(0), тогда dv

dτ
(0) ≡ 0 и решение системы (1.54) сходится к решению

дифференциальной задачи как минимум со вторым порядком по τ , при τ → 0.

Итак, для доказательства второго порядка сходимости коэффициентов отраже-

ния и прохождения достаточно проверить эти утверждения для системы уравнений

(1.53). Для доказательства первого порядка сходимости необходимо рассмотреть си-
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стему уравнений A(0)v(0) = b(0):

R(0)−
K−1∑
q=0

T q(0) = −1,

K−1∑
q=0

T q(0)

(
2iK

α(2r + 1)
sin

(
2πq(2r + 1)

K

)
+ e−ik̂q

)
+

+R(0) = 1,

r = 0, ..., (K − 1)/2,

K−1∑
q=0

T q(0)

([
2iK

αr

]2
sin2

(
2πqr

K

)
− e−i2k̂q + 2

)
−

−R(0) = 1,

r=1,...,(K-1)/2,

где

k̂q = L sin−1

(
K

Lα
sin

[
2πq

K

])
,

здесь q = 0, ..., (K−1)/2. Детальное описание построения этой системы представлено

в работе [243].

Несложно проверить, что матрица такой системы невырождена, следовательно

система допускает единственное решение:

R(0) = 0, T 0(0) = 1,

T q(0) = 0, q = 1, ..., K − 1.
(1.55)

Это решение в точности совпадает с решением дифференциальной задачи - коэффи-

циент отражения равен нулю, а истинный коэффициент прохождения - единице. При

этом коэффициенты прохождения для артефактных волн также равны нулю. Итак,

решение системы (1.53) сходится к решению дифференциальной задачи как мини-

мум с первым порядком. Для доказательства второго порядка сходимости, согласно
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утверждению 2, необходимо рассмотреть систему уравнений dA
dτ
(0)v(0) = db

dτ
(0):

K−1∑
q=0

T q(0)

(
2 cos

(
2πq(2r + 1)

K

)
− e−ik̂qβq

)
+

−R(0) = 1

r = 0, ..., (K − 1)/2,

K−1∑
q=0

T q(0)

(
2iK

rα
sin

(
4πqr

K

)
+ e−i2k̂qβq

)
−

+R(0) = 1

r = 1, ..., (K − 1)/2,

где

βq =
cos (2πq/K)√

1− ( K
Lα

sin [2πq/K])2
.

Детальное описание построения этой системы представлено в работе [243].

Несложно показать, что приведенное выше равенство выполняется на решении

v(0), заданном формулами (1.55), то есть при T 0(0) = 1, а все остальные компо-

ненты равны нулю. Это означает, что согласно утверждению 4, коэффициенты от-

ражения/прохождения для конечно-разностной задачи сходятся к коэффициентам

дифференциальной задачи как минимум со вторым порядком при τ → 0.

1.5.2 Численное исследование коэффициентов отражения и

прохождения

1.5.2.1 Одномерная постановка

В предыдущем разделе было доказано, что нефизичные коэффициенты отраже-

ния/прохождения сходятся к нулю со вторым порядком при уменьшении шага сетки.

Однако результаты асимптотического анализа не всегда являются достаточными, по-

скольку для реалистичных, достаточно грубых дискретизаций значения этих коэф-

фициентов могут быть высокими. Например, в методе предложенном в работе [144],

они могут достигать значения 0.1 при использовании сетки с 20 точками на длину
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Рисунок 1.12 – Коэффициенты отражения/прохождения в зависимости от простран-
ственной частоты для одновременного измельчения сеток с отношением шагов рав-
ным трем. Синяя линия соответствует коэффициенту отражения, красная - физич-
ному коэффициенту прохождения, зеленая и черная - нефизичным коэффициентам
прохождения, розовая линия представляет спектр зондирующего сигнала. Число Ку-
ранта - 0.3, число точек на длину волны на грубой сетке 20.

волны. Поэтому важным свойством предлагаемого подхода к локальному измельче-

нию сеток является величина нефизичных коэффициентов отражения/прохождения

при использовании типичных дискретизаций - 20-50 точек на длину волны и чи-

сел Куранта в пределах от 0.1 до 1. Для исследования коэффициентов отраже-

ния/прохождения система (1.53) решается численно для заданного диапазона из-

менения параметров. Вне зависимости от типа измельчения сеток: одновременное

измельчение, измельчение только по времени, измельчение только по пространству,

видно (рис. 1.12-1.14), что в пределах частотного диапазона, соответствующего спек-

тру зондирующего сигнала, коэффициент прохождения и коэффициенты прохож-

дения нефизичных мод близки к нулю, в то время как коэффициент прохождения

физичной волны близок к единице. При расширении частотного диапазона ошибка

быстро нарастает, однако на этих частотах целевой сигнал практически равен ну-

лю, следовательно такой диапазон не представляет практического интереса. Важно,

что в пределах всего представленного диапазона пространственных частот, вплоть

до частот, соответствующих дискретизациям в две точки на длину волны, не наблю-

дается неограниченного роста коэффициентов отражения/прохождения, что можно

рассматривать в качестве выполнения необходимого признака устойчивости метода.

Полученные коэффициенты отражения проверяются серией численных экспе-

риментов. С использованием разработанного алгоритма численно моделируется рас-
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Рисунок 1.13 – Коэффициенты отражения/прохождения в зависимости от простран-
ственной частоты для измельчения сеток по времени с отношением шагов равным
трем. Синяя линия соответствует коэффициенту отражения, красная - физичному
коэффициенту прохождения, зеленая и черная - нефизичным коэффициентам про-
хождения, розовая линия представляет спектр зондирующего сигнала. Число Куран-
та - 0.3, число точек на длину волны на грубой сетке 20.
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Рисунок 1.14 – Коэффициенты отражения/прохождения в зависимости от простран-
ственной частоты для измельчения сеток по пространству с отношением шагов рав-
ным трем. Синяя линия соответствует коэффициенту отражения, красная - физич-
ному коэффициенту прохождения, зеленая и черная - нефизичным коэффициентам
прохождения, розовая линия представляет спектр зондирующего сигнала. Число Ку-
ранта - 0.3, число точек на длину волны на грубой сетке 20.
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пространение плоской волны из области с грубой сеткой в область с мелкой сеткой

и наоборот. После чего измеряется величина отражений, вызванных прохождени-

ем волны через границу раздела сеток. Коэффициенты отражения построены как

отношение максимума амплитуды отраженной волны к максимуму амплитуды пада-

ющей волны. Полученные таким образом коэффициенты отражения сравниваются с

коэффициентами, полученными в результате свертки решения системы (1.53) с зон-

дирующим сигналом. На рисунках 1.15, 1.17 и 1.19 видно, что с увеличением числа

точек на длину волны при дискретизации задачи коэффициенты отражения сходятся

к нулю. При этом коэффициенты, измеренные при моделировании распространения

волн и вычисленные с использованием свертки решения системы (1.53) с зондиру-

ющим сигналом, с высокой точностью совпадают. Важно, что эти коэффициенты

ниже, чем оценки, полученные на основе дисперсионного анализа. В зависимости от

типа измельчения поведение коэффициента отражения с изменением числа Куран-

та (рис. 1.16, 1.18 и 1.20) может различаться, однако, как и в предыдущем случае,

измеренные коэффициенты отражения совпадают с рассчитанными на основе сверт-

ки решения системы (1.53) с зондирующим сигналом. Поведение численных коэф-

фициентов аналогично поведению решения, полученному на основе дисперсионного

анализа, но значения вычисленных коэффициентов ниже оценочных. Следовательно

разработанный алгоритм локального измельчения сеток является слабоотражающим

(в смысле определения 1) для типичных дискретизаций - число точек на длину волны

от 20 до 50, число Куранта в интервале [0, 1].

1.5.2.2 Численное исследование отражений от границы раздела сеток

в двумерной постановке

Как уже отмечалось выше, использование разных сеток в смежных подобластях

модели приводит к появлению нефизичной границы, что влечет появление нефизич-

ных отражений, обусловленных различием дисперсионных свойств дискретизован-

ных задач. Так как представленный алгоритм ориентирован на расчет волновых по-

лей в моделях со скоплениями мелкомасштабных неоднородностей, отклик которых

в волновых полях составляет порядка 1% от энергии падающей волны, в качестве

приемлемого уровня нефизичных отражений предлагается брать 0.1% от амплиту-
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Рисунок 1.15 – Коэффициенты отражения для одновременного измельчения сеток
в зависимости от числа точек на длину волны. Черные линии соответствует оценке
на основе дисперсионного анализа, синие линии - коэффициенты отражения, полу-
ченные в результате решения системы (1.53), маркеры соответствуют результатам
численного моделирования. Сплошные линии и крестики соответствуют числу Ку-
ранта равному 0.1, прерывистые линии и круги - числу Куранта 0.7.
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Рисунок 1.16 – Коэффициенты отражения для одновременного измельчения сеток
в зависимости от числа Куранта. Черные линии соответствует оценке на основе дис-
персионного анализа, синие линии - коэффициенты отражения, полученные в ре-
зультате решения системы (1.53), маркеры соответствуют результатам численного
моделирования. Сплошные линии и крестики соответствуют числу точек на длину
волны равному 20, прерывистые линии и круги - 35.
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Рисунок 1.17 – Коэффициенты отражения для измельчения сеток по времени в за-
висимости от числа точек на длину волны. Черные линии соответствует оценке на
основе дисперсионного анализа, синие линии - коэффициенты отражения, получен-
ные в результате решения системы (1.53), маркеры соответствуют результатам чис-
ленного моделирования. Сплошные линии и крестики соответствуют числу Куранта
равному 0.1, прерывистые линии и круги - числу Куранта 0.7.
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Рисунок 1.18 – Коэффициенты отражения для измельчения сеток по времени в зави-
симости от числа Куранта. Черные линии соответствует оценке на основе дисперси-
онного анализа, синие линии - коэффициенты отражения, полученные в результате
решения системы (1.53), маркеры соответствуют результатам численного модели-
рования. Сплошные линии и крестики соответствуют числу точек на длину волны
равному 20, прерывистые линии и круги - 35.
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Рисунок 1.19 – Коэффициенты отражения для измельчения сеток по пространству
в зависимости от числа точек на длину волны. Черные линии соответствует оценке
на основе дисперсионного анализа, синие линии - коэффициенты отражения, полу-
ченные в результате решения системы (1.53), маркеры соответствуют результатам
численного моделирования. Данные результаты верны для всех чисел Куранта из
интервала [0, 1].
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Рисунок 1.20 – Коэффициенты отражения для измельчения сеток по пространству
в зависимости от числа Куранта. Черные линии соответствует оценке на основе дис-
персионного анализа, синие линии - коэффициенты отражения, полученные в ре-
зультате решения системы (1.53), маркеры соответствуют результатам численного
моделирования. Сплошные линии и крестики соответствуют числу точек на длину
волны равному 20, прерывистые линии и круги - 35.
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ды падающей волны. Серия численных экспериментов показывает, с одной сторо-

ны, что алгоритм обеспечивает второй порядок сходимости коэффициентов нефиз-

хичных отражений к нулю, при стремлении шага сетки к нулю, с другой стороны,

демонстрирует, что для реалистичных дискретизаций (порядка 20 точек на длину

волны) обеспечивает низкий уровень нефизичных отражений.

Рассматривается область 6000 м по горизонтали и 2200 м по вертикали. Пара-

метры среды: VP = 4500 м/с, VS = 3000 м/с и ρ = 2000 кг/м3. Измельчение шага по

времени проводится в области Ωt = {(x, z) : x ∈ [500; 5500], z ∈ [1100; 1600]}, мел-

кий шаг по пространству используется в области Ωs = {(x, z) : x ∈ [515; 5485], z ∈

[1115; 1585]}. Источник типа объемного расширения располагается в точке x = 3000

м и z = 600 м. В качестве функции источника используется импульс Риккера с до-

минирующей частотой 30 Гц. Измельчение сетки проводится в 9 раз. Волновое поле,

фиксируется на двух линиях наблюдения: линия 1 - x3 = 850 м и линия 2 - x3 = 1350

м (рис. 1.21). Решение рассчитывается на серии вложенных сеток с шагами грубой

сетки 5, 2.5 и 1.25 м.

Для исключения отражений от границ расчетной области используется

идеально-согласованный слой [104], [146] толщиной 40 точек, при этом области, в

которых производится измельчение сеток, всегда могут быть отделены от границ

расчетной области, поэтому взаимные эффекты измельчения и слабоотражающих

граничных условий не рассматриваются. К тому же, подобный подход позволяет

использовать измельчение в сочетании с любым методом ограничения расчетной об-

ласти, такими как идеально-согласованные слои с расщеплением поля [104], [146],

идеально-согласованные слои с оптимальной дискретизацией [293], [250], [42], идеаль-

но согласованные слои с комплексным сдвигом частоты [162], [163], слои, основанные

на уравнениях типа свертки [227], многоосные слои [267], [19], [20] и др.

В качестве эталонного, то есть лишенного нефизичных отражений, рассмат-

ривается решение, рассчитанное на грубой сетке и зарегистрированное на линии 2

- x3 = 1350 м (рис 1.22 слева). Для выделения нефизичных отражений рассматри-

вается разность решений, рассчитанных как с измельчением сеток, так и без него,

зарегистрированных на линии 1 - x3 = 850 м (рис. 1.22). На сейсмограммы эталонного

решения, нормированного на себя, (рис. 1.23) и разностных сейсмограммах, нормиро-
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1

2

Рисунок 1.21 – Геометрия расчетной области для численного эксперимента по ис-
следованию нефизичных отражений. Темным обозначен PML, пунктирная линия и
точки обозначают интерфейсы измельчения сеток по времени и пространству соот-
ветственно. Отраженные волны фиксируются на линии 1, эталонное решение фик-
сируется на линии 2

ванных на эталонное решение, содержащих лишь нефизичные отражения для разных

дискретизаций (рис. 1.24-1.26), видно, что амплитуды нефизичных отражений сни-

жаются в четыре раза, когда шаг сетки уменьшается вдвое, что подтверждает второй

порядок сходимости. С другой стороны, даже для сетки с шагом 5 м, то есть при

дискретизации порядка 10 точек на минимальную длину волны, уровень нефизич-

ных отражений не превосходит 10−3 от амплитуды падающей волны, что позволяет

считать предлагаемый алгоритм слабоотражающим.

1.5.3 Теоретический анализ устойчивости

Как показано в работе [143], неустойчивость алгоритмов, основанных на локаль-

ном измельчении сеток, может быть вызвана двумя факторами. Первый - некоррект-

ность условий согласования на границе раздела сеток, в этом случае неустойчивость
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Рисунок 1.22 – Эталонное решение, зарегистрированное на линии x3 = 1350 м.
(слева). Отраженное волновое поле, зарегистрированное на линии x3 = 850 м. (спра-
ва)
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Рисунок 1.23 – Трассы для разных выносов. Пунктирной линией обозначается эта-
лонное решение, сплошной линией - отраженное волновое поле
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Рисунок 1.24 – Трассы с усилением для разных выносов, рассчитанные с исполь-
зованием крупной сетки с шагом 5 м. Пунктирной линией обозначается эталонное
решение, сплошной линией - отраженное волновое поле
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Рисунок 1.25 – Трассы с усилением для разных выносов, рассчитанные с исполь-
зованием крупной сетки с шагом 2.5 м. Пунктирной линией обозначается эталонное
решение, сплошной линией - отраженное волновое поле



80

−1 0 1

x 10
−4

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

∆ x=0

−1 0 1

x 10
−4

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

∆ x=500

−1 0 1

x 10
−4

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

∆ x=1000

−1 0 1

x 10
−4

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

∆ x=1500

−1 0 1

x 10
−4

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

∆ x=2000

−1 0 1

x 10
−4

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

∆ x=2500

Рисунок 1.26 – Трассы с усилением для разных выносов, рассчитанные с использо-
ванием крупной сетки с шагом 1.25 м. Пунктирной линией обозначается эталонное
решение, сплошной линией - отраженное волновое поле

проявляется даже при однократном прохождении волны через эту границу. Второй

фактор - многократное прохождение волн через границу раздела сеток, обусловлен-

ное наличием физических границ в модели.

Неустойчивость первого типа можно определить аналитически с использовани-

ем определителя Лопатинского [232], [317], [318]. Детальное обсуждение этого подхо-

да в применении к задачи локального измельчения сеток для волнового уравнения

представлено, в частности, в работе [109], где показано, что разностная задача из-

мельчения сеток на основе техники вложенных шаблонов является корректной. То

есть, в случае однократного прохождения волны через границу раздела сеток реше-

ние является устойчивым.

Неустойчивость второго типа проявляется в моделях с дополнительными грани-

цами, в таком случае всегда возникают моды, распространяющиеся между границей

раздела сеток и физической границей. Именно эти решения могут быть неустойчи-

выми. Их детальное описание и исследование для алгоритма, основанного на ин-

терполяции по времени, представлено в работе [143]. Для исследования такого типа

неустойчивости используется известный необходимый спектральный признак устой-

чивости конечно-разностной схемы для начально-краевой задачи [53], [13]:

Если схема устойчива, тогда все собственные числа λ оператора перехода лежат
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в единичном круге: |λ| ≤ 1.

Схема (1.9) для одномерной постановки задачи измельчения сеток рассматрива-

ется в предположении, что j = −J, ..., J с нулевыми граничными условиями. Граница

раздела сеток задается в точке j = 0. После этого строятся операторы перехода для

разных типов измельчения сеток и вычисляются их собственные значения для разных

J . В результате установлено, что алгоритм, основанный на одновременном измель-

чении сеток, то есть при K ̸= 1 и L ̸= 1, всегда неустойчив, поскольку существуют

собственные значения, лежащие вне единичного круга (рис. 1.27).

В случае, если измельчение проводится отдельно, либо только по пространству,

либо только по времени, собственные числа оператора перехода всегда лежат на

единичной окружности при условии, что число Куранта меньше единицы (рис. 1.27).

Аналогичное распределение спектра характерно и для поэтапного измельчения сеток,

то есть когда измельчение по времени и по пространству проводится в различных

точках j = jt и j = js соответственно, при этом jt < js.

В дополнение к исследованию необходимого признака устойчивости проведены

серии численных экспериментов, в которых рассчитывается решение на больших вре-

менах. Рассматривается пространственный интервал [0, 10λ], где λ - доминирующая

длина волны. Временной интервал выбирается 106 периодов волны. Измельчение се-

ток проводится в точке 5λ в случае одновременного измельчения и в точках 5λ и 5.5λ

- для последовательного измельчения. При одновременном измельчении наблюдает-

ся рост энергии на относительно небольших временах - десятикратное увеличение

энергии к моменту времени 10 периодов. В экспериментах с последовательным из-

мельчением сеток роста энергии не наблюдается [243].

1.5.4 Численный анализ устойчивости

Несмотря на детальный анализ устойчивости алгоритма измельчения сеток в

одномерной постановке в случае, если размерность пространства выше единицы, воз-

можно проявление неустойчивости, связанной с измельчением шага по пространству

[233], [103], [252].

Для исследования неустойчивых мод проведены серии численных эксперимен-
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Рисунок 1.27 – Спектр оператора перехода для одновременного измельчения сеток
(вверху) и последовательного измельчения сеток (внизу)
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Рисунок 1.28 – Проявление неустойчивости в области мелкой сетки для измельчения
в 3, 9 и 27 раз. Размеры областей приведены в точках мелкой сетки.

тов. Рассматривается однородная изотропная среда с параметрами VP = 4500 м/с,

VS = 3000 м/с и ρ = 2000 кг/м3. Расчетная область - квадрат со стороной 2000 м.

Основная (грубая) дискретизация области проводится с шагом 2.5 м. Область с про-

странственным измельчением сетки определяется по правилу Ωs = {(x1, x3) : x1 ∈

[1000, 1150], x3 ∈ [1000, 1150]}. При этом размер области Ωs составляет 60× 60 точек

грубой сетки. Параметры эксперимента: частота зондирующего сигнала - импульс

Риккера с центральной частотой 5-40 Гц с шагом 5 Гц; коэффициенты измельчения

шагов сетки - от 3 до 27 с шагом 2, то есть рассматриваются все возможные коэф-

фициенты измельчения в этом диапазоне. При этом измельчение шага по времени не

производится.

В результате расчетов отчетливо проявляется неустойчивость в области Ωs для

коэффициентов измельчения в 3, 9, 27 (рис. 1.28). Видно, что неустойчивые решения

- высокочастотные моды, спектр которых сосредоточен в окрестности частот f1 ≈ 2
h1

и f3 ≈ 2
h3

,где h1 и h3 - шаги грубой сетки. То есть вне зависимости от частоты

зондирующего сигнала и коэффициентов измельчения иньективное сужение реше-

ния с мелкой сетки на грубую приводит к появлению неустойчивых мод, с частотой,

близкой к предельной частоте грубой сетки. Для проверки этого утверждения вычис-

ляются БПФ (быстрое преобразование Фурье) спектры решений, примеры которых

приведены на рис. 1.29. Следует заметить, что БПФ применяется к решениям на мел-

ких сетках, однако во всех случаях спектры локализуютя в окрестности 60-й моды

по каждой компоненте волнового вектора, то есть наивысшей частоты, допускаемой

используемой грубой сеткой.
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Рисунок 1.29 – БПФ спектр решения на мелкой сетке после развития неустойчивости
при использования измельчения в 3 (слева), в 9 (по центру) и в 27 (справа) раз.

Для устранения таких мод и стабилизации алгоритма используется низкоча-

стотный фильтр на основе БПФ для построения сужения решения [252]. В силу того

что рассматриваются конечно-разностные схемы второго порядка аппроксимации,

для обеспечения достаточной точности расчетов используются сетки с не менее чем

10 точками на минимальную длину волны [142]. В результате информативными яв-

ляются не более 30% БПФ спектра - низкочастотная часть, в то время как высо-

кочастотная часть пренебрежимо мала, что отчетливо видно на рис. 1.30. Однако

неустойчивые моды - высокочастотные решения (рис. 1.30), поэтому построение низ-

кочастотного фильтра, подавляющего высокие частоты не представляет сложности.

Достаточно в качестве такого фильтра использовать следующие сглаживание (чер-

ная линия на рис. 1.30):

Φ(ξ) =


1, ξ < ξ1,

φ(ξ), ξ ∈ [ξ1; ξ2],

0, ξ > ξ2,

где ξ - параметр БПФ, а

φ(ξ) = 0.5

[
1− cos

(
π(ξ2 − ξ1 − ξ)

ξ2 − ξ1

)]
, ξ ∈ [0, ξ2 − ξ1].

Здесь ξ1 и ξ2 - границы интервала плавного подавления решения. Границы интервала

выбираются по результатам серии численных экспериментов, а в настоящей реализа-

ции алгоритма используются ξ1 = 1
3
ξmax, ξ2 = 2

3
ξmax, где ξmax - максимальная частота
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Рисунок 1.30 – Пример БПФ спектра решения (синий) и неустойчивых мод (крас-
ный) на границе измельчения сеток. Черная линия представляет низкочастотный
фильтр.

на грубой сетке, как показано на рис. 1.30.

1.6 Применение метода для решения прикладных

задач

1.6.1 Расчет волновых полей в среде

с карстовыми скоплениями

Описанный выше алгоритм применяется для расчета волновых полей в двумерной

модели среды, содержащей карстовые скопления в тонкослоистой пачке (рис. 1.31).

Такая модель характерна для карбонатных резервуаров, где углеводороды аккуму-

лируются в карстах, характерный размер которых составляет порядка 0.1-0.5 м, а

транспорт флюида обеспечивается системой трещин - коридорами трещиноватости.

Цель эксперимента - определение особенностей волновых полей, связанных с наличи-

ем каверн, и возможности их выделения на фоне регулярного сигнала - отраженных

волн от границ слоев.

В качестве базовой модели вмещающей среды выбирается однородная изотроп-
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Область измельчения сетки

Рисунок 1.31 – Двумерная модель кавернозно-трещиноватого резервуара углеводо-
родов в однородной вмещающей среде

ная упругая среда со скоростями VP = 4000 м/с, VS = 2850 м/с и плотностью ρ = 2800

кг/м3. В тонкослоистой пачке скорости варьируются в пределах 3600 ≤ VP ≤ 4500

м/с, 2500 ≤ VS ≤ 3000 м/с, плотность предполагается постоянной 2800 кг/м3. Ис-

точник типа центра объемного расширения располагается на свободной поверхности

при x1 = 900 м. В качестве сигнала используется импульс Рикера с доминирующей

частотой 25 Гц. Для дискретизации расчетной области используется сетка с шагами

h1 = h3 = 2.5 м, что составляет порядка 20 точек на минимальную длину волны.

Для описания строения кавернозного резервуара в области [10; 1500] × [900; 1200] м

вводится мелкая сетка с шагом 0.1 м по каждому пространственному направлению,

аналогично локально выбирается шаг по времени - в 25 раз меньше шага в грубой

дискретизации (рис. 1.31).

На сейсмограммых по результатам расчета волнового поля (рис. 1.32) отчетливо

видны волны, рассеянные на скоплениях мелкомасштабных неоднородностей.

1.6.2 Моделирование взаимодействия волн

с границей раздела газ-вода в трещине гидроразрыва

Цель эксперимента - оценка возможности выделения газоводяного контакта в

трещине гидроразрыва пласта по данным межскважинного просвечивания.
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Рисунок 1.32 – Сейсмограмма, зарегистрированная на свободной поверхности для
модели с карстовыми включениями. Цифрами обозначены следующие волны: 1 -
прямая продольная волна, 2 - прямая поперечная волна и волна Релея, 3 и 4 - отра-
женные PP- и PS-волны, 5 - PP- и PS-рассеянье и 6 - отраженная SP-волна.
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1.6.2.1 Актуальность задачи

Поскольку сланцы - низкопроницаемы, разработка месторождений газа в них в

настоящее время осуществляется методом гидроразрыва пласта (ГРП) так как ины-

ми щадящими способами приток газа не обеспечивается. Причем предполагается, что

приток из породы обеспечивается лишь в непосредственной близости от поверхности

трещины - порядка нескольких сантиметров. При этом согласно данным микросей-

смического мониторинга [189], трещины гидроразрыва простираются на несколько

сот метров от ствола скважины, и именно на основе этих данных проводятся оцен-

ки продуктивности скважин. Однако, после ГРП большая часть используемой жид-

кости, примерно 80% объема, остается в пласте, блокируя приток газа в трещину,

как показано на схематическом представлении модели в окрестности скважины (рис.

1.33). При этом идеальным считается случай (рис. 1.33 слева), когда трещины гид-

роразрывов образуют регулярную систему так, что в каждую из них поступает весь

газ из объема, ограниченного пунктирными линиями. Однако в качестве реалистич-

ного рассматривается случай, когда большая часть газа из продуктивного пласта

блокирована из-за обводнения трещин гидроразрыва (рис. 1.33 справа). В результа-

те оценка запасов газа, по данным микросейсмического мониторинга, оказывается

существенно завышенной. Поэтому определение границ газоводяного контакта непо-

средственно в трещине гидроразрыва с использованием сейсмических методов и, в

частности, метода межскважинного просвечивания актуально. При этом определение

влияния газоводяного контакта в трещине гидроразрыва на сейсмические волновые

поля проводится методом полномасштабного численного моделирования.

1.6.2.2 Постановка задачи

Построение сейсмогеологической модели среды для исследования взаимодействия

сейсмических волн с границей раздела газ-вода в трещинах гидроразрыва выполня-

ется в два этапа. Первый - определение геометрии объектов, положения скважин и

трещин гидроразрывов согласно стандартным схемам, используемым при разработке

месторождений сланцевого газа. Второй - построение обоснованной с точки зрения

физики горных пород макроскоростной модели упругой среды, описывающей рас-
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Рисунок 1.33 – Схематическое представление организации добычи сланцевого га-
за - система горизонтальных скажин и трещин гидроразрывов. Слева - идеальный
случай, при котором обеспечивается приток из всего продуктивного пласта, справа -
случай, при котором большая часть трещин гидроразрыва обводнена так, что приток
обеспечивается лишь из околоскважинного пространства (выделено цветом)

пространение сейсмических волн в пористой микронеоднородной флюидонасыщен-

ной среде.

Для разработки месторождения сланцевого газа используется система горизон-

тальных скважин, пробуренных в направлении, нормальном к направлению макси-

мальных напряжений в породе. Расстояние между скважинами составляет 150 м. В

каждой скважине проводится серия гидроразрывов пласта с шагом 15 м. Посколь-

ку предполагается моделирование процесса распространения волновых полей меж-

ду двумя соседними скважинами, рассмтривается модель, включающая в себя две

скважины и три трещины гидроразрыва. Размеры модели: 200 м в направлении, нор-

мальном к осям скважин, и 60 м вдоль скважины. Предполагается, что скважины

и трещины гидроразрывов на расстоянии до 30 м от ствола скважины заполнены

смесью газа и воды в следующем объемном соотношении: 70 % газа, 30% воды. На

расстоянии 36 м от ствола начинается зона с полным обводнением - "поровое" про-

странство в трещине ГРП заполнено водой. Соответственно в интервале 30-36 м от

ствола - переходная зона, в которой "поровое" пространство заполнено смесью газа

и воды так, что объемная доля газа линейно увеличивается от 0 до 70 % (рис. 1.34).

Причем рассматриваются обсаженные скважины, то есть в модели учитывается на-

личие стальной колонны и цементажа: диаметр скважины 15 см, толщина стальной
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Рисунок 1.34 – Схематическое представление модели, используемой для расчета
волновых полей при межскважинном просвечивании.

колонны 1 см, толщина цемента 2 см, толщина трещины гидроразрыва 1 см.

Затем задаются сейсмические параметры. В качестве вмещающей породы рас-

сматриваются сланцы, свойства которых хорошо изучены [357], [375], в частности ис-

пользуются следующие значения: Vp = 3000 м/с, Vs = 1200 м/с и плотность ρ = 2500

кг/м3. В модели учитывается наличие стальной обсадной колонны - Vp = 5700 м/с,

Vs = 3100 м/с, ρ = 7900 кг/м3, цементажа - Vp = 4200 м/с, Vs = 2400 м/с, ρ = 1500

кг/м3. Предполагается, что скважины заполнены смесью газа и воды с объемными

долями 70 и 30 % соответственно, при удалении от скважины (в переходной зоне от 30

до 36 м от оси скважины) концентрация газа в смеси падает до нуля. Для определе-

ния эффективных сейсмических параметров рассматриваемых смесей используется

осреднение при условии постоянства давления [263]. Распределение скорости акусти-

ческих волн и плотности в смеси в зависимости от концентрации газа приведено на

рис. 1.35. Используются следующие параметры флюида в скважинах: Vp = 600 м/с,

ρ = 300 кг/м3.

Известно, что при ГРП в трещину закачивается проппант - традиционно песок

и более крупные объекты (керамические шарики), которые обеспечивают "раскры-

тость" трещины после прекращения нагнетания давления жидкости. Такое заполне-

ние пространства внутри трещины обеспечивает достаточно высокую проницаемость.
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Рисунок 1.35 – Зависимость параметров эффективной среды от концентрации газа
в смеси газ-вода. Слева - параметры смеси, справа - параметры модели, полученной
методом Гассмана.

С точки зрения построения модели это означает, что пространство внутри трещин

гидроразрыва следует рассматривать в виде модели упругой высокопористой среды,

заполненной флюидом. Понятно, что измельчение сетки для явного учета строения

порового пространства с характерным размером зерен проппанта от 0.1 мм до 5.0

мм нецелесообразно, а нужен переход к эффективным макроскоростным моделям

среды с поровым пространством, заполненным флюидом. Здесь рассмотрения огра-

ничиваются классической моделью Гассмана [184], [263]. В отличие от теории Био

пороупругих сред [114], [115], использование модели Гассмана не предполагает пере-

хода к более сложным математическим моделям, а лишь аппроксимацию парамет-

ров модели изотропной упругой среды, при этом не учитывается часть физических

эффектов, связанных с распространением волн в пороупругих средах, таких как на-

личие дополнительной волны Био, дисперсия и диссипация волн [114], [115], [226].

С одной стороны, учет этих эффектов не является частью исследования. С другой

стороны, моделирование волновых процессов в пороупругих средах существенно бо-

лее сложная, с вычислительной точки зрения, задача [127], [262], решение которой

целесообразно лишь в случае, если изучаемый - моделируемый - процесс напрямую

связан с медленной волной Био или с частотной зависимостью модели. Основной

интерес представляет рассеяние регулярных объемных сейсмических волн на гра-

ницах раздела газ-вода в трещине гидроразрыва. В таком случае модель Гассмана

является достаточной для определения распределения упругих параметров среды
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Рисунок 1.36 – Параметры среды в направлении, нормальном к осям скважин, вдоль
линии, проходящей через трещину. Черными вертикальными линиями обозначены
позиции скважин

внутри трещин гидроразрыва в зависимости от состава флюида, заполняющего по-

ровое пространство (рис. 1.35). Установлено, что наибольшее влияние концентрация

газа оказывает на скорости продольных волн, в то время как плотность и скорость

поперечных волн практически не изменяются (рис. 1.35). На графике зависимости

параметров модели в трещине гидроразрыва от геометрии модели (рис. 1.36) видно,

что скорость продольной волны в эффективной модели зависит от концентрации газа

нелинейно, а изменчивость очень высокая в окрестности малых концентраций. Это

значит, что на интервале 3 м (менее 0.25 длины волны) перепад скорости составляет

почти 20%.

1.6.2.3 Результаты моделирования

Расчеты проводятся с использованием локального пространственно-временного

измельчения сеток в окрестностях трещин гидроразрывов. Всего таких зон выделено

три. Шаги грубой сетки составляют 1 см, шаги мелкой сетки - 2 мм, то есть дис-

кретизация трещины по толщине составляет 5 точек. Источники акустических волн

располагаются на оси левой скважины, в качестве зондирующего сигнала выбирается

импульс Риккера с доминирующей частотой 200 Гц. Волновые поля рассчитывается

как для полной модели с обводнением удаленной части трещин гидроразрыва, так и
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Рисунок 1.37 – Моментальный снимок волнового поля в полной модели (слева),
разность между волновыми полями для полной модели и для модели с газозапол-
ненными трещинами (справа)

для упрощенной модели, в которой трещины гидроразрыва предполагаются запол-

ненными газом (70 % газа, 30 % воды). Итак, исследуется влияние именно наличия

зоны обводнения на процесс распространения сейсмических волн. На моментальных

снимках волновых полей в разные моменты времени и разности между полями в пол-

ной модели и в модели с газозаполненными трещинами (рис. 1.37 - 1.39) прослежива-

ется влияние обводнения трещины. Однако на сейсмограммах, зарегестрированных

в правой скважине, данный эффект выделить гораздо сложнее (рис. 1.40). Из ана-

лиза разностной сейсмограммы (рис. 1.40 справа) можно сделать лишь качественные

оценки о том, что наибольшее проявление обводнения в волновых полях наблюдается

в динамике распротранения прямых волн, а не в рассеянии энергии на контакте газ-

вода. Детальный анализ трасс, зарегистрированных сейсмограмм (рис. 1.41 и 1.42)

показывает, что различие во временах вступления и амплитудах этих волн для двух

рассматриваемых моделей составляет менее 1%. Учитывая тот факт, что уровень

помех в реальных сейсмических данных, включая данные межскважинного просве-

чивания, зачастую превышает 1 %, можно утверждать, что проявление обводнения

в трещинах гидроразрыва в волновых сейсмических полях является пренебрежимо

малым.
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Рисунок 1.38 – Моментальный снимок волнового поля в полной модели (слева),
разность между волновыми полями для полной модели и для модели с газозапол-
ненными трещинами (справа)
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Рисунок 1.39 – Моментальный снимок волнового поля в полной модели (слева),
разность между волновыми полями для полной модели и для модели с газозапол-
ненными трещинами (справа)
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Рисунок 1.40 – Давление, зарегистрированное в правой скважине (слева), разность
сейсмограмм для полной модели и модели с газозаполненными трещинами (справа).
По горизонтальной оси отложено время в секундах, по вертикальной - координата
положения приемника на оси скважины
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Рисунок 1.41 – Трасса, записанная в правой скважине. Черная линия соответствует
решению в модели с обводнением, синяя - в модели с газозаполненными трещинами
гидроразрыва. Прямоугольниками выделены части графика, увеличенные на рис.
1.42.
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Рисунок 1.42 – Давление, зарегистрированное в правой скважине (слева), разность
сейсмограмм для полной модели и модели с газозаполненными трещинами гидрораз-
рыва (справа). По горизонтальной оси отложено время в секундах, по вертикальной
- координата положения приемника на оси скважины.
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1.6.3 Оценка влияния флюидонасыщения

мелкомасштабных неоднородностей на интенсивность

рассеяния

Это исследование выполняется для определения особенностей распростране-

ния волновых полей в моделях, содержащих мелкомасштабные включения с разным

заполнением кавернозно-трециноватого пространства. В частности, для выделения

флюидонасыщенных и минерализованных каверн и трещин по результатам обра-

ботки и интерпретации рассеянной компоненты волнового поля путем построения

и изучения реалистичной сейсмогеологической модели среды с учетом физических

свойств пород и проведения полномасштабных расчетов волновых полей. Обработка

и интерпретация данных с выделением характерных признаков флюидонасыщения

проводилась специалистами ООО ”РН-КрасноярскНИПИнефть”, в частности Мерз-

ликиной А.С. и детально обсуждается в работах [259], [368]. Ниже результаты обра-

ботки и интерпретации используются лишь как иллюстративный материал.

1.6.3.1 Построение модели

Построение реалистичной сейсмогеологической модели среды выполняется в два

этапа. Первый - разработка макроскоростной модели, описывающей распределение

основных горизонтов и сейсмических параметров в слоях. Такая модель предостав-

лена специалистами ООО ”РН-КрасноярскНИПИнефть”. Затем - введение в модель

скоплений мелкомасштабных неоднородностей, характерные размеры и положение

которых задаются. Используются следующие размеры: 4 км в направлении, парал-

лельном характерной ориентации каверн/трещин, в дальнейших обозначениях - ось

X, 3 км в направлении, нормальном к трещинам, далее - ось Y , и 3 км в глубину

- ось Z. Модель включает 11 субгоризонтальных слоев, скорости продольных волн

в которых вариьируются от 4500 м/с до 6500 м/с, что характерно для карбонатных

отложений ( рис. 1.43-1.46).

Далее в макроскоростную модель вводятся мелкомасштабные неоднородности

размером 1.0× 0.25× 1.0 м. Важно, что в сеточную модель неоднородности вводят-

ся локально. То есть макроскоростная модель дискретизована с шагом 3.75 м. Для
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Рисунок 1.43 – Общий вид модели для изучения влияния флюидонасыщения на
интенсивность рассеяния. Флюидонасыщенные включения обозначены темно-синим
цветом, минерализованные - голубым
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Рисунок 1.44 – Вид модели для изучения влияния флюидонасыщения на интенсив-
ность рассеяния в плоскости XZ параллельной трещиноватости. Флюидонасыщенные
включения обозначены темно-синим цветом, минерализованные - голубым
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Рисунок 1.45 – Вид моделий для изучения влияния флюидонасыщения на интен-
сивность рассеяния в плоскости YZ - нормальной к трещинам. Флюидонасыщенные
включения обозначены темно-синим цветом, минерализованные - голубым.
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Рисунок 1.46 – Вид резервуара в горизонтальной плоскости для изучения влия-
ния флюидонасыщения на интенсивность рассеяния. Флюидонасыщенные включе-
ния обозначены темно-синим цветом, минерализованные - голубым.
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дискретизации резервуара (части модели, содержащей скопления неоднородностей)

применяется сетка с шагом 0.25 м и именно на этой сетке локально вводятся неод-

нородности. Распределение неоднородностей задается равномерным с вероятностью,

обеспечивающей объемную концентрацию неоднородностей 5%.

Для определения свойств неоднородностей как минирализованных, так и флю-

идонасыщенных используется модель Гассмана [184]. При этом параметры эффек-

тивной идеально упругой среды вычисляются по физическим параметрам скелета

пористой породы и флюида, заполняющего поровое пространство, по следующим

формулам:
Ksat

KG −Ksat

=
Kdry

KG −Kdry

+
Kfl

φ(KG −Kfl)
,

µsat = µdry, ρsat = φρfl + (1− φ)ρdry,

(1.56)

где K = λ + 2/3µ - модуль всестороннего сжатия, µ - модуль сдвига (один из па-

раметров Ламэ), ρ - плотность, φ - пористость [263]. Используемые индексы: sat -

эффективные параметры для флюидонасыщенной среды, dry - параметры сухой по-

роды, G - параметры зерен, образующих пористую породу, fl - параметры флюида,

заполняющего поровое пространство.

Здесь предпосылкой является то, что неоднородности указанной природы и

размеров - каверны и трещины - всегда заполнены высокопористым упругим мате-

риалом, а скелет порового пространства, заполняющего каверны и трещины, сформи-

рован из зерен вмещающей породы. В таком случае заполнение пространства проис-

ходило разрушенными в результате закритических деформаций обломками породы.

Такое предположение подтверждается результатами исследований в области геоме-

ханики приразломных зон [173], [153]. Исходя из этого задаются петрофизические

параметры зерен пористой среды, заполняющей включения, и параметры флюида.

Однако для построения модели среды, заполняющей неоднородности, необходимо,

согласно формулам (1.56), задать параметры сухой пористой породы. Для оценки

этих параметров используется эмпирическая модель [68]:

Kdry = KG(1− φ)
3

1−φ , µdry =
Kdry

KG
µG, ρdry = ρG(1− φ). (1.57)

Для описания зерен используются параметры (на 15% выше аналогичных парамет-
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ров вмещающей среды): KG = 80 ГПа, µG = 47, 7 ГПа, ρG = 2840 кг/м3, φ = 0.3.

Тогда параметры сухой породы принимают следующие значения: KG = 17 ГПа,

µG = 10 ГПа, ρG = 2000 кг/м3. Модель флюидонасыщенной породы рассчитыва-

ется в предположении полного заполнения порового пространства нефтью (скорость

волн Vfl = 1500 м/с, плотность ρ = 800 кг/м3): Ksat = 8 ГПа, µG = 10 ГПа, ρG = 1680

кг/м3, что соответствует сейсмическим скоростям: Vp = 3570 м/с, Vs = 2440 м/с.

Модель для минерализованных трещин рассчитывается в предположении, что

заполняющая порода состоит из тех же зерен, однако с существенно более плотной

упаковкой - меньшей пористостью, что также согласуется с геомеханичискими мо-

делями приразломных зон [173], [153]. В этом случае в минерализованных трещинах

пористость предполагается 3%, что соответствует значениям сейсмических скоростей

в минерализованных трещинах: Vp = 6800 м/с, Vs = 3940 м/с, и плотности ρ = 2755

кг/м3.

1.6.3.2 Рассчитанные волновые поля

Расчет волновых полей в полученной модели проводится для серии источников,

расположенных на свободной поверхности на линии Y = 1500 м. Шаг приемников

по направлению X составляет 200 м. Моделируется воздействие источника типа вер-

тикальной силы с импульсом Риккера с доминирующей частотой 30 Гц в качестве

функции источника. Для сравнительного анализа наибольший интерес представля-

ют три основных положения источников в точках X = 1000 м - непосредственно

над флюидонасыщенными включениями, X = 2000 м - между скоплениями флюи-

донасыщенных и минерализованных включений и X = 3000 м - над минерализован-

ными включениями. Рассматриваемые положения источников обозначены красны-

ми треугольниками на рис. 1.43. (Расчеты выполнялись д.ф.-м.н. Г.В. Решетовой с

использованием разработанной ею научно-исследовательской версии программного

обеспечения с использованием кластера Сибирского суперкомпьютерного центра.)

Рассчитанные волновые поля (рис. 1.47-1.49), зарегистрированные на уровне ре-

зервуара, позволяют наблюдать процесс взаимодействия сейсмических волн с мелко-

масштабными неоднородностями. Видно, что часть энергии оказывается "зажатой"

в трещине. Эта энергия порождает продолжительные по времени вторичные колеба-
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Рисунок 1.47 – Схема системы наблюдений и волновые поля, зарегистрированные
на уровне резервуара в момент времени t = 0.45 c для разных положений источников

ния, что приводит к переизлучению сейсмических волн в среду (рис. 1.50-1.52).

Для изучения проявлений неоднородностей в волновых полях проводится две

серии экспериментов: рассчитывается поле в модели со скоплениями неоднородно-

стей и без них. После чего анализируется разность зарегистрированных на поверхно-

сти волновых полей. На сейсмограммах, зарегистрированных на линии наблюдения,

параллельной трещинам (рис. 1.53), и на разностных сейсмограммах, не содержащих

прямых и отраженных волн (рис. 1.54), видно, что энергия рассеянной компонен-

ты при взаимодействии волн с флюидонасыщенной структурой существенно выше,

чем при взаимодействии с минерализованными трещинами, сейсмический отклик от

флюидонасыщенной структуры продолжительнее по времени.

1.6.3.3 Обработки данных полевых наблюдений

Обработка и интерпретации как синтетических, так и полевых данных выполнены

в ООО ”РН-КрасноярскНИПИнефть” Мерзликиной А.С., и детально обсуждаются

в работах [259], [368]. Здесь они используются лишь как иллюстративный матери-

ал. Выделение рассеянной компоненты поля проводится методом несимметричного
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Рисунок 1.48 – Схема системы наблюдений и волновые поля, зарегистрированные
на уровне резервуара в момент времени t = 0.9 c для разных положений источников

0 1000 2000 3000 4000
3000

0 1000 2000 3000 4000
3000

ось x (м)ось x (м)

Плоскость XY,  Z=2220 м, 1.35t= c

о
с
ь

y
 (

м
)

0

1000

2000

Плоскость XY,  Z=2220 м, 1.35t= c

о
с
ь

y
 (

м
)

0

1000

2000

Плоскость XY,  Z=2220 м, 1.35t= c

ось x (м)

о
с
ь

y
 (

м
)

0 1000 2000 3000 4000

0

1000

2000

3000

Плоскость XY,  Z=2220 м

ось x (м)

о
с
ь

y
 (

м
)

0 1000 2000 3000 4000

0

1000

2000

3000

Рисунок 1.49 – Схема системы наблюдений и волновые поля, зарегистрированные
на уровне резервуара в момент времени t = 1.35 c для разных положений источников
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Рисунок 1.50 – Схема системы наблюдений и волновые поля, зарегистрированные
на вертикальной плоскости, параллельной трещинам, в момент времени t = 0.45 c
для разных положений источников

суммирования [216] и [335]. На временном сейсмическом разрезе ( рис. 1.55) отчетли-

во прослеживаются повышенные значения энергии рассеянных волн, при этом ано-

малия имеет характерную вытянутую по времени форму, что как раз и связано с

продолжительным временным откликом флюидонасыщенной среды на сейсмическое

воздействие. Аналогичные аномалии выделяются на полевых данных Юрубчено-

Тохомского лицензионного участка (рис. 1.56). В ООО ”РН-КрасноярскНИПИнефть”

выполнено картирование энергии многократного рассеяния, с использованием кото-

рого, в совокупности с данными обработки и интерпретации регулярной компоненты

поля, оконтурены перспективные нефтегазоносные участки (рис. 1.57), что в даль-

нейшем подтверждено результатами разведочного бурения (рис. 1.58).
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Рисунок 1.51 – Схема системы наблюдений и волновые поля, зарегистрированные
на вертикальной плоскости, параллельной трещинам, в момент времени t = 0.9 c для
разных положений источников.
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Рисунок 1.52 – Схема системы наблюдений и волновые поля, зарегистрированные
на вертикальной плоскости, параллельной трещинам, в момент времени t = 1.35 c
для разных положений источников
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Рисунок 1.53 – Схема системы наблюдений и сейсмограммы (вертикальная ком-
понента вектора скорости), зарегистрированные на линии Y = 1500 м для разных
положений источников
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Рисунок 1.54 – Схема системы наблюдений и разностные сейсмограммы (вертикаль-
ная компонента вектора скорости), зарегистрированные на линии Y = 1500 м для
разных положений источников
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Рисунок 1.55 – Временной сейсмический разрез, полученный по данным моделиро-
вания, приведенным в предыдущем разделе. Цветом указана амплитуда рассеянной
компоненты волнового поля в условных единицах.
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Рисунок 1.56 – Временной сейсмический разрез, полученный по данным полевых
сейсмических наблюдений на Юрубчено-Тохомском лицензионном участке. Цветом
указана амплитуда рассеянной компоненты волнового поля в условных единицах.

Рисунок 1.57 – Карта распределения интенсивности многократного рассеяния (в
условных единицах) на Юрубчено-Тохомском лицензионном участке.
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Рисунок 1.58 – Образцы керна с признаками нефтенасыщения, полученного в резуль-
тате разведочного бурения по данным картирования интенсивности многократного
рассеяния сейсмических полей.



Глава 2

Разработка метода и алгоритмов

расчета волновых полей

сейсмических в средах

с анизотропными включениями

2.1 Изученность решения задачи

Сейсмическая анизотропия - зависимость скоростей сейсмических волн от на-

правления - широко распространенное свойство, учет которого необходим при обра-

ботке сейсмических данных [16], [381]. Наличие анизотропии может быть обуслов-

лено широким набором факторов, начиная от структуры кристаллической решетки

минералов и заканчивая мезомасштабными неоднородностями, такими как тонко-

слоистые пропластки мощностью до одной пятой длины волны. Если же говорить о

причинах анизотропии, оказывающей наибольшее влияние на сейсмические волно-

вые поля, то следует выделить прежде всего породы с преимущественной ориента-

цией зерен либо породы, обладающие плитчатой отдельностью, характерной, напри-

мер, для глинистых сланцев [375], [75], [342]. Наличием тонкослоистых пропластков

приводит к различию скорости распространения в направлении, нормальном зале-

ганию, и скорости распространения волн вдоль слоев. Этот эффект детально иссле-

дован теоретически [95], [321], [392], [191] экспериментально [133] и численно [78],

109
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[290]. Наибольший практический интерес представляет сейсмическая анизотропия,

связанная с наличием ориентированной трещиноватости в пласте, поскольку именно

по этой зависимости скорости от направления распространения волн можно судить

об ориентации трещин, об их распределении, возможном флюидонасыщении и, как

следствие, о фильтрационно-емкостных свойствах коллектора. Однако здесь следует

отметить, тот факт, что, в отличие от тонкослоистых пропластков, где теоретические

модели эффективных анизотропных сред верифицированы как лабораторно, так и

численно, в случае трещиноватых сред известен ряд моделей [52], [3], [210], [147],

[219], [323], [188], [207] и др., которые однозначно выделяют лишь направление оси

симметрии получаемой трансверсально-изотропной среды, в то время как получае-

мые значения сейсмических скоростей варьируются в весьма широком диапазоне. В

частности, в работе [67] на основе прямого численного моделирования показано, что

ни одна из рассматриваемых моледей не является достаточно точной макроскорост-

ной аппроксимацией исходной трещиноватой среды, что, как следствие, приводит к

искажению коэффициентов отражения от трещиноватого слоя. Еще одним важным

физическим свойством, определяющим наличие анизотропии в среде, является пред-

варительное напряженное состояние, отличное от гидростатического. Лабораторные

исследования, подтверждающие такого рода эффекты, представлены, например, в

работах [330], [140], а численные исследования выполнены Е.В. Лысем [5]. Подобные

локальные аномалии распределения напряжений в среде могут возникать в окрест-

ности скважин из-за локальной разгрузки породы [334], [380], [346], [79] или при

наличии интрузий с существенно отличными от вмещающей породы механическими

свойствами, таких как соляные диапиры [327].

Приведенные примеры говорят об актуальности задачи численного моделиро-

вания волновых процессов в анизотропных упругих средах. Традиционно такое моде-

лирование проводится во временной области с использованием явных по времени под-

ходов, вне зависимости от способа аппроксимации пространственной части оператора

[371]. В этом случае, в отличие от неявных схем или построения решения в частотной

области, не нужно решать систему линейных алгебраических уравнений на каждом

шаге по времени или для каждой отдельной частоты. В результате вычислительная

сложность алгоритма, число операций, объем необходимой для решения оперативной
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памяти и время вычислений для явных по времени алгоритмов существенно ниже,

чем для неявных и для алгоритмов в частотной области, даже с использованием

таких технологий решения систем алгебраических уравнений, как аппроксимации

матрицами малого ранга [194], [54], [8]. При аппроксимации пространственной части

оператора, как уже отмечалось, возможно использование любого известного сеточно-

го метода: метода конечных разностей [74], [348], [373], [238], [316]; метода конечных

элементов, особенно с диагонализацией матрицы масс или mass-lumped [100], [388];

метода спектральных элементов, получившего большое распространение в приложе-

нии к задачам сейсмологии [228], [363]; метода конечных объемов [389], [390], [121];

сеточно-характеристических методов [50], [9], [25], [24], [38], [39]; разрывного метода

Галеркина [205], [190], [276], [82], [222], [166], [41]. При всем многообразии числен-

ных методов и реализованных на их основе алгоритмов наиболее эффективным и

широко применимым остается метод конечных разностей. Связано это прежде всего

с тем, что все иные методы требуют построения тетрагональной сетки, которая с

достаточной точностью описывала бы положения, по крайней мере, основных интер-

фейсов в модели, в то время как метод конечных разностей позволяет использовать

регулярные параллелепипедальные сетки, сохраняя при этом приемлемую точность

[371], [62], [289]. Более того, использование метода конечных разностей позволяет

легко проводить распараллеливание алгоритма на основе метода декомпозиции рас-

четной области, при котором используются геометрические критерии разбиения на

параллелепипедальные подобласти [288], [11], [10].

Среди конечно-разностных схем, применяемых для расчета волновых полей в

упругих средах, прежде всего следует выделить стандартную схему на сдвинутых

сетках, аппроксимирующую систему уравнений динамической теории упругости в

случае изотропной среды [372], [373], [238]. В применении к сейсмическому модели-

рованию подход получил широкое распространение с середины 80-х годов прошлого

столетия, хотя полный аналог схемы на сдвинутых сетках для уравнений Максвелла

был представлен еще в 1966 году в работе [385]. Тем не менее в настоящее время

именно стандартная схема на сдвинутых сетках остается наиболее часто используе-

мым инструментом при моделировании волновых процессов в изотропных упругих

средах, а также в трансверсально-изотропных и средах с орторомбической симмет-
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рией, если оси симметрии этих сред совпадают с осями координат [298], [45], [270],

[62], [58]. Обусловлено это тем, что в указанных случаях тензор жесткости, опре-

деляющий свойства среды, имеет блочно-диагональную структуру, что позволяет

представить закон Гука как набор из четырех независимых систем уравнений, а

как следствие, открывается возможность их формального рассмотрения в разных

узлах сетки. Если же симметрия среды ниже и тензор жесткости теряет специфиче-

скую структуру, то применение стандартной схемы на сдвинутых сетках приведет к

необходимости интерполяции компонент поля, а как следствие, снижению точности

вычислений. Детально эта проблема обсуждается в работе [215]. Для преодоления

указанной трудности предлагаются две схемы на частично сдвинутых сетках: схе-

ма на повернутых сетках [316] и схема Лебедева [36]. Следует отметить, что схема

Лебедева была предложена в 1964 году для построения разностных аналогов орто-

гональных разложений дифференциальных операторов, а в приложении к задачам

геофизики ее предложил использовать В. Друскин с соавторами [152], [93]. Принцип,

лежащий в основе обеих схем, - определение всех компонент заданного тензора в од-

них и тех же точках сетки, в то время как все компоненты другого тензора могут

быть определены в иных точках пространства. Указанные схемы отличаются вза-

имным расположением узлов сетки, в которых определены все компоненты тензора

напряжений и все компоненты вектора скоростей смещений. В результате возникает

отличие в дисперсионных свойствах этих двух подходов, как следствие - в выборе

шага сетки и в вычислительной сложности алгоритмов, основанных на их примене-

нии. При этом схема Лебедева требует на 30% меньше объема оперативной памяти,

чем схема на повернутых сетках, для проведения моделирования с заданной точно-

стью [245] и [110]. Сравнение схемы Лебедева со стандартной схемой на сдвинутых

сетках показывает, что схема Лебедева требует в точности в четыре раза больше вы-

числительных ресурсов, чем стандартная схема на сдвинутых сетках. Более того, в

случае изотропной среды схема Лебедева распадается на четыре независимые стан-

дартные схемы на сдвинутых сетках [43]. В работе [43] методом дифференциального

приближения [59] показано, что схема Лебедева аппроксимирует существенно более

широкую систему уравнений, чем исходная система динамической теории упругости.

Расширенная система обладает набором из 24 характеристик (12 типов волн), в то
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время как исходная - лишь шестью (три типа волн). Важно отметить, что артефакт-

ные решения связаны с истинными волнами и определены во всех точках сетки, что

существенно осложняет их выделение и исключение. Здесь следует отметить, что

геометрия схемы Лебедева такова, что объединением сеток двух независимых схем

Лебедева, смещенных друг относительно друга на полшага сетки по одному из про-

странственных направлений, является классическая несдвинутая сетка. В результате

использование классической схемы на несдвинутых сетках требует в два раза больше

вычислительных ресурсов, чем применение схемы Лебедева в случае аппроксимации

системы уравнений динамической теории упругости, записанной в терминах скоро-

стей и напряжений. Сравнение различных конечно-разностных схем, применяемых

для сейсмического моделирования, приведено в серии работ профессора П. Мокзо

[61], [271], [291]. Учитывая результаты дисперсионного анализа и оценки вычисли-

тельной сложности алгоритмов, можно говорить о том, что схема Лебедева является

в настоящее время наиболее эффективным инструментом для расчета сейсмических

полей [245], [110], однако в сравнении со стандартной схемой на сдвинутых сетках

она чрезвычайно ресурсоемка. При этом зачастую анизотропия проявляется в среде

достаточно локально, например в трещиноватом резервуаре, погруженном в изотроп-

ное вмещающее пространство. Поэтому алгоритм, комбинирующий схему Лебедева

со стандартной схемой на сдвинутых сетках так, чтобы схема Лебедева использова-

лась лишь в небольшой части модели, содержащей анизотропную формацию, предло-

жен в работах [247], [6], [288], при этом объединение схем проводится минимизацией

нефизичных коэффициентов отражения от границы раздела подобластей, в которых

используются разные схемы.

Приведенные выше рассуждения про порядок аппроксимации уравнений дина-

мической теории упругости и дисперсионный анализ различных конечно-разностных

схем применимы только в случае, если рассматриваются однородные среды, в то вре-

мя как реалистичные сейсмогеологические модели всегда содержат резкоконтраст-

ные границы раздела, на которых коэффициенты уравнений претерпевают разрыв.

Численное решение в окрестности таких разрывов заслуживает отдельного рассмот-

рения. Все численные методы можно разделить на два класса в зависимости от того,

как аппроксимируется уравнение в окрестности разрыва коэффициентов. Первый
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класс - методы, основанные на точном описании границы раздела и явной аппрок-

симации условий на контакте. Однако такой подход сложно реализуем, поскольку

число интерфейсов может измеряться сотнями, могут присутствовать всевозможные

структурные нарушения пластов и их выклинивания, что приводит к пересечению

интерфейсов и чрезвычайно затрудняет построение сеток. Примеры реализации по-

добных подходов приведены в работах [199], [200], [350], [339], [160], [21]. Принци-

пиально иным классом методов являются однородные схемы (важно отметить, что

в англоязычной литературе используется противоположный термин heterogeneous),

идея которых состоит в том, чтобы использовать одинаковые формулы во всей рас-

четной области, но модифицировать специальным образом коэффициенты модели

в окрестности границ раздела. В частности, эта идея применительно к одномерно-

му уравнению второго порядка приводится и детально анализируется в работе [53]

и названа "методом баланса". В применении к уравнениям динамической теории

упругости, записанным в виде системы уравнений второго порядка, построение под-

ходящих модификаций коэффициентов для конечно-разностных схем бурно обсуж-

дается в 80-90-х годах прошлого века, в частности, интерес представляют работы

[235], [343]. Впоследствии в употребление вошла "стандартная схема на сдвинутых

сетках"[373], для которой модификации коэффициентов предлагаются в работах [62],

[272], [249], [141], [344], [193], [192]. Здесь следует особо отметить три первые рабо-

ты. В статье [62] авторы рассматривают стандартную схему на сдвинутых сетках,

а границы раздела в среде предполагаются совпадающими с линиями сетки (гра-

ницами ячеек сетки). В этом случае, основываясь на методе баланса [53], авторами

показано, что для сохранения второго порядка сходимости необходимо использовать

среднее арифметическое для модификации плотности и среднее гармоническое для

модификации сдвигового модуля. В работе [272] предлагается подход, позволяющий

проводить модификацию коэффициентов схемы в окрестности интерфейса, пере-

секающего ячейку сетки, в том числе и для наклонных интерфейсов. Он основан

на методе осреднения тонкослоистых пачек [95], [321], что приводит к локальному

использованию эффективных анизотропных моделей. Следует отметить, что если

исходная модель изотропна, то результирующая модифицированная модель будет

трансверсально-изотропной с осью симметрии, ортогональной интерфейсу. В резуль-
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тате для границ раздела, параллельных линиям сетки, данный подход можно рас-

сматривать как естественное обобщение метода баланса, при этом все еще возможно

использование стандартной схемы на сдвинутых сетках [373]. Если же рассматрива-

ется наклонный интерфейс, результирующий тензор жесткости в системе координат,

с которой связана сетка, не будет иметь блочно-диагональной структуры, то есть

возникает необходимость использования более сложных алгоритмов, например схе-

мы Лебедева или схемы на повернутых сетках, локально в окрестности границы, что

достаточно тяжело реализуемо. Еще одним подходом к построению модификаций

коэффциентов схемы является требование сохранения скорости сходимости коэф-

фициентов отражения/прохождения конечно-разностных решений в виде плоских

волн при прохождении через интерфейс, предложенный в работах [249], [299], [301].

Этот подход представлен только для интерфейсов, параллельных линиям сетки, его

достоинством является возможность формального доказательства второго порядка

сходимости там, где он достигается. В дополнение, этот подход позволяет проводить

построение модификаций на границах контакта жидкость-упругая среда, где преды-

дущие методы неприменимы. Указанные выше сложности с модификацией коэф-

фициентов схемы в окрестности интерфейсов наиболее актуальны для стандартной

схемы на сдвинутых сетках и схемы Лебедева, где, если граница раздела даже совпа-

дает с линией сетки, требуется модификация компонент тензора жесткости [245], [62],

[271]. Отличительной особенностью схемы на повернутых сетках является отсутствие

необходимости модифицирования тензора жесткости в случае, если граница раздела

совпадает с линией сетки. Именно это ее свойство постулируется в качестве основ-

ного достоинства, поскольку в случае границы раздела жидкость-упругость такая

схема не требует никаких специальных модификаций, а, как следствие, ожидается,

что она сохраняет по крайней мере второй порядок сходимости. Однако, как по-

казано в работе [289] по результатам численных экспериментов, наличие границы

раздела жидкость-упругость понижает до первого порядок сходимости решения как

для схемы Лебедева, так и для схемы на повернутых сетках.

Задачей, заслуживающей отдельного внимания при моделировании волновых

процессов, особенно в анизотропных средах, является ограничение расчетной об-

ласти, или построение слабоотражающих граничных условий. В геофизике прак-
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тический интерес представляет численное моделирование волновых процессов в

трехмерно-неоднородных анизотропных упругих средах. Расчет волновых полей про-

водится в ограниченной подобласти неограниченной области. В связи с этим возни-

кает необходимость введения искусственных слабоотражающих граничных условий

для ограничения расчетной области. В настоящее время известно достаточно боль-

шое количество подходов к построению таких условий [196], [365]. Идеей, лежащей в

основе первого класса граничных условий, является требование равенства нулю воз-

мущения, распространяющегося вдоль "приходящей" характеристики. В результате

могут быть получены граничные условия третьего рода, в которые входит оператор

Пуанкарэ-Стеклова (Dirichlt-to-Neumann map) для дополнения расчетной области.

В случае, если решается скалярное волновое уравнение в однородной среде, этот

оператор имеет достаточно простой вид в частотной области, однако в физическом

пространстве он является нелокальным псевдодифференциальным оператором как

по времени, так и по пространственным направлениям, касательным к границе. Ме-

тоды, основанные на работе непосредственно с получаемым оператором, называются

"нелокальные слабоотражающие граничные условия". Один из способов работы с та-

кими операторами - разделение на пространственную и временную часть, после чего

пространственная часть аппроксимируется с использованием спектральных методов,

а для учета временной части используется аппроксимация экспонентами [77], [76],

[256], [204]. Этот подход является достаточно эффективным с вычислительной точки

зрения, однако применим только в случае сферических границ и однородной модели,

по крайней мере в окрестности границы. Более того его обобщение для уравнений

динамической теории упругости к настоящему моменту неизвестно. Другой подход к

построению нелокальных условий представлен в работах [338], [300], [337], [340], [55],

идея которого состоит в предварительном решении задачи для внешности расчетной

области, расширенной достаточно, чтобы отражения от ее внешних границ не верну-

лись в целевую область за расчетное время, и использовании полученного решения

на границе. Ясно, что, если решение для внешности построено, то такие условия не

требуют сколько-нибудь значимых вычислительных затрат. Более того, такие усло-

вия применимы к гиперболическим задачам вне зависимости от сложности модели,

включая, что важно, уравнения динамической теории упругости для анизотропной
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среды. Однако основным недостатком указанного подхода, который не позволяет

применять метод для решения реалистичных задач, является необходимость пере-

счета граничных условий всякий раз, когда меняется модель среды. Причем этот

расчет является существенно (в несколько раз) более ресурсоемким, чем построение

решения внутри расчетной области. Еще одним подходом к построению слабоотра-

жающих граничных условий является локализация оператора Пуанкаре-Стеклова.

Идея этого метода состоит в построении рациональной аппроксимации оператора

в частотной области, после чего действие обратного преобразования Фурье может

быть вычислено аналитически. При этом здесь существуют две возможности - ра-

бота непосредственно с полиномами высоких степеней, возникающими в числителе

и знаменателе аппроксимирующей функции, либо представление аппроксимаций в

виде суммы рациональных функций с полиномами не выше первой степени в зна-

менателе. В первом случае могут быть получены граничные условия, содержащие

производные высокого порядка как по пространству, так и по времени [169]. Однако

использование таких граничных условий высокого порядка (выше второго) приво-

дит к неустойчивости. Во втором случае, после введения дополнительных перемен-

ных, оператор факторизуется на произведение набора дифференциальных операто-

ров первого порядка [87], [101], [187]. Общей трудностью поглощающих граничных

условий является сложность обобщения на систему уравнений динамической теории

упругости.

Принципиально иная идея лежит в основе метода идеально согласованных сло-

ев, или PML (от английского Perfectly Matched Layers). Данный подход предполагает

окружение расчетной области слоем со специфическими нефизичными свойствами,

обеспечивающими экспоненциальное затухание решения по мере распространения в

нем и отсутствие отражений от границы раздела слой - целевая область. Впервые

такая задача была сформулирована и решена в приложении к системе уравнений

Максвелла в работе [104]. Этот подход обладает рядом преимуществ: простота по-

строения и реализации, применимость для широкого класса моделей, высокая эф-

фективность - толщина слоя не более 10 точек, то есть менее 10% от объема задачи.

На сегодня этот подход детально изучен и развит. Так, в работе [146] представлен

алгоритм построения демпфирующих функций, минимизирующих толщину погло-
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щающего слоя. В дальнейшем предлагаются многочисленные модификации этого

подхода, направленные на упрощение реализации, подавление эванисцентных мод

и прочее [85], [87], [206], [353]. Из всего многообразия модификаций PML следует

упомянуть следующие. Во-первых, введение дополнительного комплексного сдвига

частоты при замене переменных, используемой в PML. Такой подход и получил со-

ответствующее название - complex frequency shifted PML или CFS-PML [162], [163].

Введение сдвига позволяет избежать накопления низкочастотной ошибки, проявля-

ющейся на больших временах расчета. Во-вторых, локализация свертки по времени

[227], [260]. При построении стандартного PML вводится комплексная замена пере-

менных только по направлению, нормальному границе раздела, притом применяется

она в частотной области. Для построения дифференциальных уравнений во времен-

ной области необходимо расщепление переменных поля на сумму двух составляю-

щих, в результате число переменных в PML удваивается по сравнению с числом

переменных в исходных уравнениях. Сверточная формулировка [227], [260] только

формально позволяет обойти увеличение переменных. На самом же деле, это увели-

чение происходит позднее, уже во временной области, когда вводятся дополнитель-

ные переменные для локализации свертки. В-третьих, принципиально иным является

подход к оптимизации PML, предложенный в работе [293]. Идея этого подхода состо-

ит в том, что для построения PML применяется чисто мнимая замена переменных,

как показано в этой работе, такая замена является оптимальной. После чего реше-

ние задачи в PML аппроксимируется с использованием оптимальных рациональных

аппроксимаций аналогично тому, как происходит построение локальных поглощаю-

щих граничных условий [169], [101], но вместо введения дополнительных переменных

и дифференциальных соотношений на них на границе, вводятся узлы оптимальной

или спектрально-согласованной сетки [165], [90], [91], [164] так, что решение получен-

ной дискретизованной задачи в точности совпадает с используемой рациональной

аппроксимацией. В результате такой подход обеспечивает экспоненциальную сходи-

мость в зависимости от числа узлов, что позволяет использовать от 3 до 5 узлов сет-

ки для получения приемлемого результата, а число неизвестных (компонент поля) в

PML не увеличивается. Обобщения данного подхода на систему уравнений динами-

ческой теории упругости представлены в [42], [250]. Распространенность этот метод
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не получил по двум причинам. Во-первых, сложность построения рациональной ап-

проксимации и спектрально-согласованных сеток, соответствующих этой аппрокси-

мации. Во-вторых, при построении аппроксимируется оператор Пуанкаре-Стеклова

для дифференциальной задачи, а в целевой области применяется конечно-разностная

аппроксимация, в результате на границе возникают отражения (порядка 1% от пада-

ющей волны), обусловленные ошибкой аппроксимации уравнений в целевой области,

которые невозможно подавить, увеличивая чисто точек в PML.

Несмотря на все достижения в оптимизации PML, одна из основных сложно-

стей, связанная с использованием слабоотражающих граничных условий, все еще

остается нерешенной - устойчивость PML при моделировании волновых процессов

в анизотропных средах. Первое детальное исследование этой проблемы представле-

но в работе [102], где показано, что в случае если проекции вектора медленности и

вектора групповой скорости на направление, в котором строится PML, имеют раз-

ный знак, то получаемая задача Коши некорректна и допускает экспоненциально

растущие решения. В однородной изотропной среде таких ситуаций возникнуть не

может, поскольку там направления указанных векторов всегда совпадают, однако

в анизотропной среде могут возникать каустики волновых фронтов, где направле-

ния векторов существенно различаются, примеры таких моделей сред приведены в

работах [102], [19], [45]. В течение последних десяти лет предложен ряд подходов

к построению слабоотражающих граничных условий, направленных на преодоление

указанной трудности. Например, уже упоминавшиеся прозрачные нелокальные гра-

ничные условия [338], [300], [337], когда для построения условий решается задача во

внешности расчетной области. На аналогичных принципах основан подход расши-

рения расчетной области с последующим применением спектрально-согласованных

сеток для снижения вычислительных затрат [45], [251], [90], [93]. Указанные мето-

ды универсальны и применимы для сред с любым типом анизотропии, однако они

чрезвычайно ресурсоемки, что делает их неприменимыми для решения реалистич-

ных задач. Отдельно следует отметить методы, связанные с построением локаль-

ных граничных условий [101], условий, основанных на конечно-элементных аналогах

спектрально-согласованных сеток [319], [320] и др. Эти работы посвящены построе-

нию условий для скалярных задач либо для системы уравнений Максвелла, где труд-
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ности с устойчивостью PML связаны с наклоном оси симметрии среды относительно

используемой системы координат [102]. Большинство из них основаны на коррекции

наклона. В анизотропной упругой среде такие методы не позволяют избавиться от

сложности, поскольку нарушение необходимого условия устойчивости PML (разно-

направленность векторов медленности и групповой скорости) в болшинстве случаев

связано не с наклоном кристаллографических осей относительно системы коорди-

нат, а с более сложным поведением индикатрис скоростей. Способом, получившим

наибольшее распространение при моделировании волн в анизотропных упругих сре-

дах, является многоосный идеально согласованный слой, или MPML (от английского

Multi-axial PML), предложенный в работе [267]. Идея его состоит в применении за-

мены переменных не только по направлению, нармальному к границе раздела PML

- целевая область, но и по касательным направлениям, но выбирать их с некоторым,

достаточно малым весом. Следует отметить, что если замены по всем направлениям

совпадают, этот способ эквивалентен методу, в англоязычной литературе называемо-

му sponge layer [331], или, что то же самое, методу с введением в уравнения членов

более низкого порядка. В результате получаемая задача Коши остается корректной

для любой модели среды. Однако, как показано в работе [19], наличие демпфирова-

ния в касательных направлениях приводит к отражению волн от границы раздела

MPML - целевая область, которые линейно зависят от величины касательного демп-

финга. В результате возникает задача построения оптимального набора демпфиру-

ющих множителей для MPML, то есть такого, который обеспечивает устойчивость,

но минимизирует отражения [20]. В силу простоты реализации и универсальности

этот способ получает широкое распространение, хотя, в сравнение со стандартными

формулировками PML, он требует больших вычислительных затрат, а отражения от

границы раздела MPML - целевая область выше, чем у стандартного PML.
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2.2 Постановка задачи

Рассматривается система уравнений динамической теории упругости, записанная

в декартовой системе координат:

ρ
∂ui
∂t

=
∂σij
∂xj

,

∂εkl
∂t

=
1

2

(
∂uk
∂xl

+
∂ul
∂xk

)
,

σij = Cijklεkl,

(2.1)

где u⃗ = (u1, u2, u3) - вектор скоростей смещений, σij и εkl - компоненты тензоров на-

пряжений и деформаций, ρ - объемная плотность, Cijkl - компоненты тензора упругих

модулей или тензора жесткости [29]. Если не оговорено противного, предполагается

суммирование по повторяющимся индексам.

Система уравнений (2.1) обладает следующими свойствами ([16], [381]):

– тензоры напряжений и деформаций симметричные, то есть

σij = σji, εkl = εlk;

– тензор упругих модулей обладает следующим набором симметрий

Cijkl = Cjikl = Cijlk = Cklij;

– тензор упругих модулей положительно определенный, то есть для любого сим-

метричного тензора ξij верно

Cijklξijξkl ≥ α∥ξij∥2, α > 0.

Указанные свойства симметрии тензоров позволяют упростить уравнения (2.1),

заменив тензор четвертого ранга тензором второго ранга. Если ввести отображение
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p : {1, 2, 3} × {1, 2, 3} → {1, 2, 3, 4, 5, 6}, действующее по правилу:

p(1, 1) = 1, p(2, 3) = p(3, 2) = 4,

p(2, 2) = 2, p(1, 3) = p(3, 1) = 5,

p(3, 3) = 3, p(1, 2) = p(2, 1) = 6,

то система (2.1) может быть переписана в виде:

ρ∂u1

∂t
= σ11

∂x1
+ σ12

∂x2
+ σ13

∂x3
,

ρ∂u2

∂t
= σ12

∂x1
+ σ22

∂x2
+ σ23

∂x3
,

ρ∂u3

∂t
= σ13

∂x1
+ σ23

∂x2
+ σ33

∂x3
,

∂
∂t



σ11

σ22

σ33

σ23

σ13

σ12


=



c11 c12 c13 c14 c15 c16

c12 c22 c23 c24 c25 c26

c13 c23 c33 c34 c35 c36

c14 c24 c34 c44 c45 c46

c15 c25 c35 c45 c55 c56

c16 c26 c36 c46 c56 c66





∂u1

∂x1

∂u2

∂x2

∂u3

∂x3

∂u2

∂x3
+ ∂u3

∂x2

∂u3

∂x1
+ ∂u1

∂x3

∂u1

∂x2
+ ∂u2

∂x1


.

(2.2)

Начальные условия предполагаются нулевыми:

ui|t=0 = 0, i = 1, 2, 3;

σij|t=0 = 0, i, j = 1, 2, 3.

Типичной является постановка задачи в области x1 ∈ R, x2 ∈ R, x3 ≥ 0. Поверхность

x3 = 0 предполагается свободной от внешних нагрузок:

σ13|x3=0 = 0, σ23|x3=0 = 0, σ33|x3=0 = 0.

На бесконечности предполагаются условия предельного поглощения, обеспечиваю-

щие ограниченность решения. При численном моделировании расчеты проводятся

в ограниченной области, что приводит к необходимости построения слабоотражаю-

щих граничных условий, обеспечивающих малость отражений от границ расчетной

области, с аппроксимацией решения исходной задачи решением задачи в ограничен-
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ной области. Известно несколько способов построения таких условий для изотропной

среды, однако при анизотропии применение слабоотражающих граничных условий

может приводить к неустойчивости решения. Поэтому предлагается использовать

метод многоосных идеально согласованных слоев [267], [19], [158], при этом решает-

ся задача оптимизации этих слоев с целью понижения нефизичных отражений от

границ расчетной области при сохранении устойчивости решения.

Система уравнений 2.2 решается методом конечных разностей на частично раз-

несенных сетках [36]. Однако такая общая постановка является чрезвычайно ресур-

соемкой по сравнению со схемами на разнесенных сетках, когда компоненты одного

вектора могут использоваться в разных узлах (1.4). Поэтому в этой главе решает-

ся задача разработки алгоритма, комбинирующего две конечно-разностные схемы

так, что схема Лебедева или схема на частично разнесенных сетках применяется в

области, содержащей анизотропные включения, в то время как в основной части

расчетной области применяется схема на разнесенных сетках (1.4).

2.3 Исследование конечно-разностных схем

для расчета волновых полей

в анизотропных средах

В настоящее время известен ряд способов моделирования волновых процес-

сов в анизотропных средах с использованием разных численных методаов. Наибо-

лее распространенным в силу высокой вычислительной эффективности, простоты

параллельной реализации и применимости к средам любой сложности является ме-

тод конечных разностей [371]. Среди всего многообразия конечно-разнотсных схем

для исследования выбираются лишь схемы, ориентированные на решение системы

уравнений линейной динамической теории упругости для анизотропных сред. В этом

случае рассмотрение достаточно ограничить схемами второго порядка точности, но с

существенно отличными сетками и, как следствие, пространственными шаблонами,

в частности, схемой Лебедева [36], [93], [245] и схемой на повернутых сетках [316].

При этом удобно проводить рассмотрение двух- и трехмерной постановок отдельно.
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2.3.1 Аппроксимация, устойчивость, численная дисперсия

2.3.1.1 Двумерная постановка

Рассматривается система динамической теории упругости в двумерной постановке,

записанная в декартовой системе координат в дивергентной форме: ρI 0

0 S

 ∂tu⃗

∂tσ⃗

−
2∑

m=1

 0 Am

A∗
m 0

 ∂mu⃗

∂mσ⃗

 =

 f⃗u

f⃗σ

 , (2.3)

где u⃗ = (u1, u2)
T - вектор скоростей смещений, σ⃗ = (σ11, σ22, σ12)

T - векторная запись

тензора напряжений, ρ - плотность среды, S - тензор податливости (обратный к

тензору жесткости C) [16], [381], который является симметричным положительно

определенным. В последующем используются обозначения:

S =


s11 s12 s13

s12 s22 s23

s13 s23 s33

 =


c11 c12 c13

c12 c22 c23

c13 c23 c33


−1

= C−1.

Важными являются два частных случая: ортотропная среда и изотропная среда.

Если оси симметрии ортотропной среды совпадают с осями координат, тензор жест-

кости имеет вид:

C =


c11 c12 0

c12 c22 0

0 0 c33

 . (2.4)

Для построения конечно-разностной аппроксимации системы уравнений (2.3)

удобно ввести сетки с разнесенными узлами: с целыми (xm)im = imhm и полуцелы-

ми (xm)im+1/2 = (im + 1/2)hm узлами по каждому пространственному направлению,

а также по времени tn = τn и tn+1/2 = τ(n + 1/2), индексы, записанные строчными

буквами, целые. Параметры hm и τ обозначают шаги по пространственным направле-

ниям и времени соответственно. На введенных сетках удобно определить операторы
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центральных разностей:

Dt[g]
n
i1,i2

=
g
n+1/2
i1,i2

− g
n−1/2
i1,i2

τ
=
∂g

∂t

∣∣∣∣n
i1,i2

+O(τ 2), (2.5)

DL
1 [g]

n
i1,i2

=
gni1+1/2,i2

− gni1−1/2,i2

h1
=
∂g

∂t

∣∣∣∣n
i1,i2

+O(h21), (2.6)

DR
1 [g]

n
i1,i2

=
1

2

gni1+1/2,i2+1/2 − gni1−1/2,i2−1/2

h1
+

1

2

gni1+1/2,i2−1/2 − gni1−1/2,i2+1/2

h1
=

=
∂g

∂t

∣∣∣∣n
i1,i2

+O(h21).
(2.7)

Операторы, аппроксимирующие производные по второму пространственному на-

правлению, могут быть получены из (2.6) и (2.7) перестановкой индексов.

Используя введенные операторы, строятся три наиболее широко применимые

схемы, аппроксимрующие систему динамической теории упругости (2.3). Первая схе-

ма - стандартная схема на сдвинутых сетках [258], [372], [373], которая применяется в

случае, если среда изотропная или ортотропная, что связанно с блочно-диагональной

структурой тензора жесткости (2.4). Вторая схема, применяемая для анизотропных

моделей сред, - схема Лебедева [237], [36], [152], [93] и третья схема - схема на повер-

нутых сетках [316], [315].

Стандартная схема на сдвинутых сетках. Для построения этой схемы необхо-

димо определить разные компоненты поля в разных узлах по пространству, после

чего воспользоваться операторами (2.5) и (2.6) для аппроксимации производных:

(ρ̂)i1+1/2,i2Dt[u1]
n−1/2
i1+1/2,i2

= DL
1 [σ11]

n−1/2
i1+1/2,i2

+DL
2 [σ12]

n−1/2
i1+1/2,i2

,

(ρ̂)i1,i2+1/2Dt[u2]
n−1/2
i1,i2+1/2 = DL

1 [σ12]
n−1/2
i1,i2+1/2 +DL

2 [σ22]
n−1/2
i1,i2+1/2,

Dt[σ11]
n
i1,i2

= (ĉ11)i1,i2D
L
1 [u1]

n
i1,i2

+ (ĉ12)i1,i2D
L
2 [u2]

n
i1,i2

,

Dt[σ22]
n
i1,i2

= (ĉ12)i1,i2D
L
1 [u1]

n
i1,i2

+ (ĉ22)i1,i2D
L
2 [u2]

n
i1,i2

,

Dt[σ12]
n
i1+1/2,i2+1/2 = (ĉ33)i1+1/2,i2+1/2

(
DL

1 [u2]
n
i1+1/2,i2+1/2 +DL

2 [u1]
n
i1+1/2,i2+1/2

)
.

(2.8)

Из геометрии сетки (рис. 2.1) видно, что симметрия шаблонов обеспечивает второй

порядок аппроксимации в случае постоянных коэффициентов. Схема условно устой-
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чива при:

Ψ = τ
[
max

α
vP (α)

]√ 1

h21
+

1

h22
≤ 1, (2.9)

где Ψ - число Куранта, а vP - фазовая скорость продольной волны в среде. В силу

того что модель может быть анизотропна (ортотропна), скорость зависит от направ-

ления распространения, что требует выбора максимально возможной скорости для

построения условия устойчивости. В случае использования равных шагов по про-

странственным направлениям данное условие принимает вид [373]:

Ψ =

√
2τ [maxα vP (α)]

h
≤ 1. (2.10)

Численная дисперсия, допускаемая этой схемой (относительная ошибка фазовой

скорости), определяется по следующей формуле [141], [142]:

vfd

v
=

√
2N

γP,SΨπ
arcsin

(
γP,SΨ√

2

√
sin2

(
π cos(α)

N

)
+ sin2

(
π sin(α)

N

))
, (2.11)

где α - угол, определяющий направление распространения волны, N = 2π
|k|h - число

точек на длину волны, k - волновой вектор, h = h1 = h2 - пространственный шаг

сетки, Ψ - число Куранта, определяемое соотношением (2.9), γP,S - безразмерный

параметр: γS = vS/vP < 1 и γP = vP/vP = 1, определяющий величину отношения

поперечной и продольной скоростей волн в среде.

В случае неоднородной среды возникает необходимость вычисления коэффици-

ентов схемы для использования в заданных точках, именно поэтому в приведенной

схеме (2.8) используются крышки над параметрами модели, чтобы подчеркнуть, что

их построение требует отдельных процедур. Традиционно при использовании стан-

дартной схемы на сдвинутых сетках предполагается, что коэффициенты - достаточно

гладкие ограниченные функции внутри ячейки сетки, более того, достаточно ограни-

читься рассмотрением постоянных внутри ячейки сетки коэффициентов. При этом

под ячейкой понимается прямоугольник с вершинами в дробных узлах по обоим про-

странственным направлениям: CL = [(x1)i1−1/2; (x1)i1+1/2]× [(x2)i2−1/2; (x2)i2+1/2] (рис.

2.1). В этом случае для построения коэффициентов схемы на границах ячейки до-
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Рисунок 2.1 – Сетки для стандартной схемы на сдвинутых сетках (слева вверху),
схемы Лебедева (справа вверху), схемы на повернутых сетках (слева внизу). Ячейки
сеток, в которых определяются параметры модели, обозначены серым цветом
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статочно воспользоваться методом баланса [53], в результате могут быть получены

следующие формулы:
ρ̂i1+1/2,i2 =

1
2
(ρi1+1,i2 + ρi1,i2) ,

ρ̂i1,i2+1/2 =
1
2
(ρi1,i2+1 + ρi1,i2) ,

(2.12)

(ĉ33)i1+1/2,i2+1/2 = 4
(

1
(c33)i1,i2

+ 1
(c33)i1+1/2,i2

+ 1
(c33)i1,i2+1/2

+ 1
(c33)i1+1/2,i2+1/2

)−1

. (2.13)

Схема Лебедева. Для построения схемы Лебедева, аппроксимирующей систему

уравнений динамической теории упругости (2.3) для всех физически обоснованных

типов анизотропии, удобно ввести частично сдвинутые сетки, определяемые по пра-

вилу:

ΩL
u = {((x1)I1 , (x2)I2)|I1 + I2 /∈ Z} = {((x1)i1 , (x2)i2+1/2)}

∪
{((x1)i1+1/2, (x2)i2)},

ΩL
σ = {((x1)I1 , (x2)I2)|I1 + I2 ∈ Z} = {((x1)i1 , (x2)i2)}

∪
{((x1)i1+1/2, (x2)i2+1/2)}.

(2.14)

Здесь и далее предполагается, что индексы, записанные строчными буквами, - целые;

индексы, записанные прописными, могут быть как целыми, так и полуцелыми. После

этого все компоненты вектора скорости определяются в узлах из множества ΩL
u , а

все компоненты тензора напряжений - на сетке ΩL
σ ( рис. 2.1). Такая геометрия сетки

позволяет использовать операторы (2.5) и (2.6) для аппроксимации производных в

системе (2.3), в результате схема Лебедева представляется в виде:

ρ̂I1,I2Dt[u1]
n−1/2
I1,I2

= DL
1 [σ11]

n−1/2
I1,I2

+DL
2 [σ12]

n−1/2
I1,I2

, ((x1)I1 , (x2)I2) ∈ ΩL
u ,

ρ̂I1,I2Dt[u2]
n−1/2
I1,I2

= DL
1 [σ12]

n−1/2
I1,I2

+DL
2 [σ22]

n−1/2
I1,I2

, ((x1)I1 , (x2)I2) ∈ ΩL
u ,

Dt[σ11]
n
I1,I2

Dt[σ22]
n
I1,I2

Dt[σ12]
n
I1,I2

 = ĈI1,I2


DL

1 [u1]I1,I2

DL
2 [u2]I1,I2

DL
1 [u2]I1,I2 +DL

2 [u1]I1,I2

 , ((x1)I1 , (x2)I2) ∈ ΩL
σ .

(2.15)

В силу того что при построении схемы Лебедева используются те же операто-

ры, что и для стандартной схемы на сдвинутых сетках, ее свойства (аппроксимация,

устойчивость, численная дисперсия) полностью совпадают со свойствами стандарт-

ной схемы на сдвинутых сетках (2.9), (2.10), (2.11). Данный факт будет обсуждаться

ниже в разделе, посвященном комбинированию этих двух схем.
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В случае неоднородной среды применение метода баланса для схемы Лебедева

позволяет вычислять лишь значения плотности на границах ячейки сетки, причем

формулы для их вычисления совпадают с формулами, используемыми для стан-

дартной схемы на сдвинутых сетках (2.12). Применение такой техники для расчета

компонент тензора жесткости в углах ячейки невозможно в силу того, что на гра-

ницах ячейки некоторые компоненты тензора напряжений, например σ11 на границе

x2 = const, претерпевают разрыв. Поэтому для модификации тензора жесткости

используются формулы, аналогичные формулам осредения тонкослоистых пачек.

Для примера достаточно рассмотреть закон Гука в окрестности горизонталь-

ного интерфейса. В этом случае компоненты σ22, σ12 и ε11 непрерывны при переходе

через границу, в то время как остальные компоненты претерпевают разрыв. Пере-

упорядочив уравнения в законе Гука, можно получить:

 σN

σT

 =


σ22

σ12

σ11

 =


c22 c23 c12

c23 c33 c13

c12 c13 c11




ε22

ε12

ε11

 =

 CNN CNT

CTN CTT

 εN

εT

 .

После решения этих уравнений относительно разрывных компонент поля σT и εN

применяются интегральные осреднения по ячейке:

< σT >=< CTT − CTN(CNN)−1CNT > εTI1,I2+ < CTN(CNN)−1 > σN
I1,I2

< εN >= − < (CNN)−1CNT > εTI1,I2+ < (CNN)−1 > σN
I1,I2

,
(2.16)

где <> означает интегральное осреднение по ячейке, а σN
I1,I2

и εTI1,I2 - значения со-

ответствующих функций в центрах ячеек. После решения системы относительно на-

пряжений получают модифицированные компоненты тензора жесткости.

Схема на повернутых сетках. Для построения третьей из рассматриваемых

конечно-разностных схем - схемы на повернутых сетках - необходимо ввести сетку

по следующему правилу:

ΩR
σ = {((x1)i1 , (x2)i2)},

ΩR
u = {((x1)i1+1/2, (x2)i2+1/2)}.

(2.17)
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Здесь предполагается, что индексы, записанные прописными буквами - целые ( рис.

2.1). С использованием конечно-разностных операторов (2.5) и (2.7) схема на повер-

нутых сетках записывается в виде:

ρ̂I1,I2Dt[u1]
n−1/2
I1,I2

= DR
1 [σ11]

n−1/2
I1,I2

+DR
2 [σ12]

n−1/2
I1,I2

, ((x1)I1 , (x2)I2) ∈ ΩR
u ,

ρ̂I1,I2Dt[u2]
n−1/2
I1,I2

= DR
1 [σ12]

n−1/2
I1,I2

+DR
2 [σ22]

n−1/2
I1,I2

, ((x1)I1 , (x2)I2) ∈ ΩR
u ,

Dt[σ11]
n
I1,I2

Dt[σ22]
n
I1,I2

Dt[σ12]
n
I1,I2

 = ĈI1,I2


DR

1 [u1]I1,I2

DR
2 [u2]I1,I2

DR
1 [u2]I1,I2 +DR

2 [u1]I1,I2

 , ((x1)I1 , (x2)I2) ∈ ΩR
σ .

(2.18)

Для данной схемы верны следующие соотношения: число Куранта

ΨR =
τ [maxα vP (α)]

min(h1, h2)
≤ 1, (2.19)

что в случае использования равных шагов упрощается до выражения

ΨR =
τ [maxα vP (α)]

h
≤ 1. (2.20)

Численная дисперсия, допускаемая этой схемой (относительная ошибка фазовой ско-

рости), определяется по формуле:

vfd

v
=

N

γP,SΨRπ
×

× arcsin

(
γP,SΨ

R

√
sin
(

π cos(α)√
2N

)
cos
(

π sin(α)√
2N

)
+ sin

(
π sin(α)√

2N

)
cos
(

π cos(α)√
2N

))
.

(2.21)

Несложно заметить, что замена переменных β = α + π/4 и l =
√
2h переводит

дисперсионное соотношение (2.21) в дисперсионное соотношение для схемы Лебеде-

ва (2.11). Аналогично для чисел Куранта. Это означает, что схема на повернутых

сетках и схема Лебедева эквивалентны, если используются для расчета решения в

однородной среде. При наличии неоднородности среды с интерфейсами, совпадаю-

щими с границами ячейки сетки (на рис. 2.1), модификация коэффициентов схемы

на повернутых сетках подразумевает лишь пересчет плотности, в то время как ком-

поненты тензора жесткости используются только в центре ячеек. Для модификации
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плотности достаточно воспользоваться методом баланса [53]:

ρ̂i1+1/2,i2+1/2 =
1

4

(
ρi1,i2 + ρi1+1/2,i2 + ρi1,i2+1/2 + ρi1+1/2,i2+1/2

)
. (2.22)

Это свойство схемы на повернутых сетках традиционно рассматривается как ее ос-

новное преимущество, особенно при моделировании волновых полей в средах, со-

держащих прослойки с жидкостью [316], [315], [117], [176]. Однако, как показано в

следующем разделе, данное обстоятельство не влияет на скорость сходимости чис-

ленного решения при наличии границы раздела жидкость - упругость.

2.3.1.2 Трехмерная постановка

Рассматривается система динамической теории упругости в трехмерной постанов-

ке, записанная в декартовой системе координат в дивергентной форме: ρI 0

0 S

 ∂tu⃗

∂tσ⃗

−
3∑

m=1

 0 Am

A∗
m 0

 ∂mu⃗

∂mσ⃗

 =

 f⃗u

f⃗σ

 , (2.23)

где u⃗ = (u1, u2, u3)
T - вектор скоростей смещений, σ⃗ = (σ11, σ22, σ33, σ23, σ13, σ12)

T -

векторная запись тензора напряжений, ρ - плотность среды, S - тензор податливо-

сти, обратный к тензору жесткости C, [16], [381], то есть S = C−1, симметричный

положительно определенный.

Важными являются два частных случая: среда с орторомбической симметрией

и изотропная среда. В первом случае, если оси симметрии среды совпадают с осями

координат, тензор жесткости имеет вид:

C =



c11 c12 c13 0 0 0

c12 c22 c23 0 0 0

c13 c23 c33 0 0 0

0 0 0 c44 0 0

0 0 0 0 c55 0

0 0 0 0 0 c66


. (2.24)
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Частными случаями орторомбической симметрии являются модели трансверсально-

изотропной и кубической симметрии, в которых существуют дополнительные связи

на элементы тензора жесткости [16].

Для построения конечно-разностной аппроксимации системы уравнений (2.23)

вводятся сетки с разнесенными узлами: с целыми (xm)im = imhm и полуцелыми

(xm)im+1/2 = (im + 1/2)hm узлами по каждому пространственному направлению, а

также по времени tn = τn и tn+1/2 = τ(n+ 1/2). В этих обозначениях индексы, запи-

санные строчными буквами, - целые, параметры hm и τ - шаги по пространственным

направлениям и времени соответственно. На введенных сетках удобно определить

операторы центральных разностей:

Dt[g]
n
i1,i2,i3

=
g
n+1/2
i1,i2,i3

− g
n−1/2
i1,i2,i3

τ
=
∂g

∂t

∣∣∣∣n
i1,i2,i3

+O(τ 2), (2.25)

DL
1 [g]

n
i1,i2,i3

=
gni1+1/2,i2,i3

− gni1−1/2,i2,i3

h1
=
∂g

∂t

∣∣∣∣n
i1,i2,i2

+O(h21), (2.26)

A23[g]
n
i1+1/2,i2,i3

= 0.25(gni1+1/2,i2+1/2,i3+1/2 + gni1+1/2,i2−1/2,i3+1/2+

+gni1+1/2,i2+1/2,i3−1/2 + gni1+1/2,i2−1/2,i3−1/2),

DR
1 [g]

n
i1,i2,i3

=
A23[g]

n
i1+1/2,i2,i3

− A23[g]
n
i1−1/2,i2,i3

h1
=
∂g

∂t

∣∣∣∣n
i1,i2,i3

+O(h21).

(2.27)

Операторы, аппроксимирующие производные по другим пространственным направ-

лениям, могут быть получены из соотношений (2.26) и (2.27) циклической переста-

новкой индексов.

Используя введенные операторы, можно построить три наиболее широко при-

менимые схемы, аппроксимрующие систему уравнений динамической теории упруго-

сти (2.23). Первая схема - стандартная схема на сдвинутых сетках [258], [372], [373],

которая применяется в случае, если среда изотропная или ортотропная, что связанно

с блочно-диагональной структурой тензора жесткости (2.24). Вторая схема применя-

ется для анизотропных моделей сред - схема Лебедева [237], [36], [152], [93] и третья

схема, также ориентированная на расчет волновых полей в анизотропных средах -

схема на повернутых сетках [316], [315].
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Стандартная схема на сдвинутых сетках. Для построения этой схемы необ-

ходимо определить разные компоненты поля в разных узлах по пространству (рис.

2.2), после чего воспользоваться операторами (2.25) и (2.26) для аппроксимации про-

изводных:

(ρ̂)i1+1/2,i2,i3Dt[u1]
n−1/2
i1+1/2,i2,i3

= DL
1 [σ11]

n−1/2
i1+1/2,i2,i3

+DL
2 [σ12]

n−1/2
i1+1/2,i2,i3

+DL
3 [σ13]

n−1/2
i1+1/2,i2,i3

,

(ρ̂)i1,i2+1/2,i3Dt[u2]
n−1/2
i1,i2+1/2,i3

= DL
1 [σ12]

n−1/2
i1,i2+1/2,i3

+DL
2 [σ22]

n−1/2
i1,i2+1/2,i3

+DL
3 [σ23]

n−1/2
i1,i2+1/2,i3

,

(ρ̂)i1,i2,i3+1/2Dt[u3]
n−1/2
i1,i2,i3+1/2 = DL

1 [σ13]
n−1/2
i1,i2,i3+1/2 +DL

2 [σ23]
n−1/2
i1,i2,i3+1/2 +DL

3 [σ33]
n−1/2
i1,i2,i3+1/2,

Dt[σ11]
n
i1,i2,i3

= (ĉ11)i1,i2,i3D
L
1 [u1]

n
i1,i2,i3

+ (ĉ12)i1,i2,i3D
L
2 [u2]

n
i1,i2,i3

+ (ĉ13)i1,i2,i3D
L
3 [u3]

n
i1,i2,i3

,

Dt[σ22]
n
i1,i2,i3

= (ĉ12)i1,i2,i3D
L
1 [u1]

n
i1,i2,i3

+ (ĉ22)i1,i2,i3D
L
2 [u2]

n
i1,i2,i3

+ (ĉ23)i1,i2,i3D
L
3 [u3]

n
i1,i2,i3

,

Dt[σ33]
n
i1,i2,i3

= (ĉ13)i1,i2,i3D
L
1 [u1]

n
i1,i2,i3

+ (ĉ23)i1,i2,i3D
L
2 [u2]

n
i1,i2,i3

+ (ĉ33)i1,i2,i3D
L
3 [u3]

n
i1,i2,i3

,

Dt[σ23]
n
i1,i2+1/2,i3+1/2 = (ĉ44)i1,i2+1/2,i3+1/2

(
DL

2 [u3]
n
i1,i2+1/2,i3+1/2 +DL

3 [u2]
n
i1,i2+1/2,i3+1/2

)
,

Dt[σ13]
n
i1+1/2,i2,i3+1/2 = (ĉ55)i1+1/2,i2,i3+1/2

(
DL

3 [u1]
n
i1+1/2,i2,i3+1/2 +DL

1 [u3]
n
i1+1/2,i2,i3+1/2

)
,

Dt[σ12]
n
i1+1/2,i2+1/2,i3

= (ĉ66)i1+1/2,i2+1/2,i3

(
DL

1 [u2]
n
i1+1/2,i2+1/2,i3

+DL
2 [u1]

n
i1+1/2,i2+1/2,i3

)
.

(2.28)

Как видно из построения, эта схема обеспечивает второй порядок аппроксимации в

случае постоянных коэффициентов. Схема условно устойчива при:

Ψ = τ
[
max

α
vP (α)

]√ 1

h21
+

1

h22
+

1

h23
≤ 1, (2.29)

где Ψ - число Куранта, а vP - фазовая скорость продольной волны в среде. В мо-

дели среды с анизотропией скорость зависит от направления распространения, что

требует выбора максимально возможной скорости для построения оценок в условии

устойчивости. При использования равных шагов по пространственным направлени-

ям это условие принимает вид [373]:

Ψ =

√
3τ [maxα vP (α)]

h
≤ 1. (2.30)
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Рисунок 2.2 – Сетки для стандартной схемы на сдвинутых сетках (слева), схемы
Лебедева (в центре), схемы на повернутых сетках (справа)

Численная дисперсия, допускаемая этой схемой (относительная ошибка фазовой ско-

рости), определяется по следующей формуле [141], [142], [245]:

vfd

v
=

√
3N

γP,SΨπ
arcsin

(
γP,SΨ√

3

√
k̃21 + k̃22 + k̃23

)
,

k̃1 = sin
(

π cos(α) cos(β)
N

)
,

k̃2 = sin
(

π cos(α) sin(β)
N

)
,

k̃3 = sin
(

π sin(α)
N

)
,

(2.31)

где α и β - углы, определяющие направление распространения волны, N = 2π
|k|h -

число точек на длину волны, k - волновой вектор, h = h1 = h2 = h3 - простран-

ственный шаг сетки, Ψ - число Куранта, определяемое соотношением (2.29), γP,S -

безразмерный параметр: γS = vS/vP < 1 и γP = vP/vP = 1, определяющий величину

отношения поперечной и продольной скоростей волн в среде. Это соотношение верно

для изотропной среды, где скорости поперечных волн совпадают.

Как и в двумерной постановке, здесь предполагается, что коэффициенты урав-

нений определены в точках с целыми индексами - центрах ячеек, поэтому возникает

необходимость вычисления коэффициентов схемы в тех точках, в которых они необ-

ходимы для построения схемы. В частности, плотность вычисляется на гранях ячей-

ки как среднее арифметическое значений в соседних ячейках, аналогично формуле

((2.12)). Компоненты тензора жесткости c44, c55 и c66 вычисляются на ребрах яче-

ек как среднее гармоническое значений в соседних ячейках, аналогично формулам

(2.13).
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Схема Лебедева. Для построения схемы Лебедева, аппроксимирующей систему

уравнений динамической теории упругости (2.23) для всех физически обоснованных

типов анизотропии, вводятся частично сдвинутые сетки, определяемые по правилу

ΩL
u = {((x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I3)|I1 + I2 + I3 /∈ Z},

ΩL
σ = {((x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I3)|I1 + I2 + I3 ∈ Z}.

(2.32)

Здесь и далее предполагается, что индексы, записанные строчными буквами, - целые;

индексы, записанные прописными, могут быть как целыми, так и полуцелыми. После

этого все компоненты вектора скорости определяются в узлах из множества ΩL
u , а

все компоненты тензора напряжений - на сетке ΩL
σ (рис. 2.2). Такая геометрия сетки

позволяет использовать операторы (2.25) и (2.26) для аппроксимации производных

в системе (2.23), в результате схема Лебедева представляется в виде:

ρ̂I1,I2,I3Dt[u1]
n−1/2
I1,I2,I3

= DL
1 [σ11]

n−1/2
I1,I2,I3

+DL
2 [σ12]

n−1/2
I1,I2,I3

+DL
3 [σ13]

n−1/2
I1,I2,I3

,

ρ̂I1,I2,I3Dt[u2]
n−1/2
I1,I2,I3

= DL
1 [σ12]

n−1/2
I1,I2,I3

+DL
2 [σ22]

n−1/2
I1,I2,I3

+DL
3 [σ23]

n−1/2
I1,I2,I3

,

ρ̂I1,I2,I3Dt[u3]
n−1/2
I1,I2,I3

= DL
1 [σ13]

n−1/2
I1,I2,I3

+DL
2 [σ23]

n−1/2
I1,I2,I3

+DL
3 [σ33]

n−1/2
I1,I2,I3

,

((x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I3) ∈ ΩL
u ,

Dt[σ11]
n
I1,I2,I3

Dt[σ22]
n
I1,I2,I3

Dt[σ33]
n
I1,I2,I3

Dt[σ23]
n
I1,I2,I3

Dt[σ13]
n
I1,I2,I3

Dt[σ12]
n
I1,I2,I3


= ĈI1,I2,I3



DL
1 [u1]I1,I2,I3

DL
2 [u2]I1,I2,I3

DL
3 [u3]I1,I2,I3

DL
2 [u3]I1,I2,I3 +DL

3 [u2]I1,I2,I3

DL
3 [u1]I1,I2,I3 +DL

1 [u3]I1,I2,I3

DL
1 [u2]I1,I2,I3 +DL

2 [u1]I1,I2,I3


,

((x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I3) ∈ ΩL
σ .

(2.33)

В силу того, что при построении схемы Лебедева используются те же самые

операторы, что и для стандартной схемы на сдвинутых сетках, ее свойства (аппрок-

симация, устойчивость, численная дисперсия) полностью совпадают со свойствами

стандартной схемы на сдвинутых сетках (2.29), (2.30), (2.31). Более того, несложно

заметить, что в случае изотропной или ортотропной среды схема Лебедева распада-

ется на четыре независимые стандартные схемы на сдвинутых сетках [6].
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В случае неоднородной среды формулы построения коэффициентов схемы сов-

падают с формулами для двумерной задачи - используется осреднение коэффициен-

тов для слоистой среды, полученное в работе [321].

Схема на повернутых сетках. Для построения третьей из рассматриваемых

конечно-разностных схем - схемы на повернутых сетках - вводится сетка (рис. 2.2):

ΩR
σ = {((x1)i1 , (x2)i2), (x3)i3)},

ΩR
u = {((x1)i1+1/2, (x2)i2+1/2), (x3)i3+1/2)}.

(2.34)

Здесь предполагается, что индексы, записанные прописными буквами - целые. С

использованием конечно-разностных операторов (2.25) и (2.27) схему на повернутых

сетках можно записать в следующем виде:

ρ̂I1,I2,I3Dt[u1]
n−1/2
I1,I2,I3

= DR
1 [σ11]

n−1/2
I1,I2,I3

+DR
2 [σ12]

n−1/2
I1,I2,I3

+DR
3 [σ13]

n−1/2
I1,I2,I3

,

ρ̂I1,I2,I3Dt[u2]
n−1/2
I1,I2,I3

= DR
1 [σ12]

n−1/2
I1,I2,I3

+DR
2 [σ22]

n−1/2
I1,I2,I3

+DR
3 [σ23]

n−1/2
I1,I2,I3

,

ρ̂I1,I2,I3Dt[u3]
n−1/2
I1,I2,I3

= DR
1 [σ13]

n−1/2
I1,I2,I3

+DR
2 [σ23]

n−1/2
I1,I2,I3

+DR
3 [σ33]

n−1/2
I1,I2,I3

,

((x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I3) ∈ ΩR
u ,

Dt[σ11]
n
I1,I2,I3

Dt[σ22]
n
I1,I2,I3

Dt[σ33]
n
I1,I2,I3

Dt[σ23]
n
I1,I2,I3

Dt[σ13]
n
I1,I2,I3

Dt[σ12]
n
I1,I2,I3


= ĈI1,I2,I3



DR
1 [u1]I1,I2,I3

DR
2 [u2]I1,I2,I3

DR
3 [u3]I1,I2,I3

DR
2 [u3]I1,I2,I3 +DR

3 [u2]I1,I2,I3

DR
3 [u1]I1,I2,I3 +DR

1 [u3]I1,I2,I3

DR
1 [u2]I1,I2,I3 +DR

2 [u1]I1,I2,I3


,

((x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I3) ∈ ΩR
σ .

(2.35)

Как показано в работах [316], [245], [110], для этой схемы число Куранта

ΨR =
τ [maxα,β vP (α, β)]

min(h1, h2, h3)
≤ 1, (2.36)

что в случае использования равных шагов упрощается в

ΨR =
τ [maxα,β vP (α, β)]

h
≤ 1. (2.37)
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Численная дисперсия, допускаемая этой схемой (относительная ошибка фазовой ско-

рости), определяется по следующей формуле:

vfd

v
=

N

γP,SΨRπ
arcsin

(
γP,SΨ

R

√
k̃21 + k̃22 + k̃23

)
,

k̃1 = sin
(

π cos(α) cos(β)
N

)
cos
(

π cos(α) sin(β)
N

)
cos
(

π sin(α)
N

)
,

k̃2 = cos
(

π cos(α) cos(β)
N

)
sin
(

π cos(α) sin(β)
N

)
cos
(

π sin(α)
N

)
,

k̃3 = cos
(

π cos(α) cos(β)
N

)
cos
(

π cos(α) sin(β)
N

)
sin
(

π sin(α)
N

)
.

(2.38)

В отличие от двумерной постановки в трехмерном случае не существует эк-

вивалентности между дисперсионными соотношениями для стандартной схемы на

сдвинутых сетках (схемы Лебедева) и схемы на повернутых сетках. В этом случае

требуется дополнительный сравнительный анализ приведенных схем, представлен-

ный в работе [245]. Прежде чем переходить к такому анализу, следует уточнить, что

в случае неоднородоной среды для схемы на повернутых сетках необходимо модифи-

цировать лишь плотность среды, которая вычисляется как среднее арифметическое

значений в прилегающих ячейках сетки.

Сравнительный анализ схемы Лебедева и схемы на повернутых сетках.

В трехмерной постановке не существует соответствия между дисперсионными соот-

ношениями для схемы Лебедева и схемы на сдвинутых сетках, как следствие - для

оценки вычислительной сложности и ресурсоемкости алгоритмов, на них основан-

ных, требуется дополнительный анализ, который позволит определить соотношения

на шаги сеток, обеспечивающие примерно одинаковый уровень численной дисперсии.

Удобно ввести в рассмотрение величину дисперсионной ошибки:

ε(α, β,N, ψ) = 1− vfd

v
,

где vfd определяется либо формулой (2.31), в этом случае используется обозначение

εL, либо формулой (2.38), тогда ошибка обозначается как εR.

Несложно показать, что для схем второго порядка аппроксимации по времени

и по пространству значение фазовой скорости конечно-разностного решения всегда

ниже, чем значение скорости дифференциальной задачи. Это означает, что функции
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ε∗(α, β,N, ψ) ≥ 0 для всех физически обоснованных значений аргументов. Более

того, ошибка - монотонная функция аргументов N числа точек на длину волны и

ψ числа Куранта. Поэтому можно рассмотреть зависимость ошибки от направления

распространения волны для фиксированных значений прочих параметров. Согласно

результатам, представленным в работе [245], выделяются два набора экстремальных

направлений:

PL =
{
(α, β) =

(
0, πm

2

)}∪{
(α, β) =

(
π
2
+ πn, ∀

)}
,

PR =
{
(α, β) =

(
arcsin

[
1√
3

]
+ πn

2
, π
4
+ πm

2

)}
,

(2.39)

где n и m - целые числа. При этом выполняются следующие оценки:

εL((α, β) ∈ PR, N, ψ) ≤ εL(α, β,N, ψ) ≤ εL((α, β) ∈ PL, N, ψ),

εR((α, β) ∈ PL, N, ψ) ≤ εR(α, β,N, ψ) ≤ εR((α, β) ∈ PR, N, ψ).

С учетом представленных оценок проводится дальнейшее ислледование ошибки,

только в экстремальных направлениях. В частности, асимптотический анализ при

больших N приводит к следующим выражениям:

εLmax = 1
6

(
1− 1

3
ψ2γ2

)
+O

(
1
N4

)
, εLmin = 1

18
(1− ψ2γ2) +O

(
1
N4

)
,

εRmax = 7
18

(
1− 3

7
ψ2γ2

)
+O

(
1
N4

)
, εRmin = 1

6
(1− ψ2γ2) +O

(
1
N4

)
.

Из приведенных выражений следует, что, начиная с некоторого N , выполняются

соотношения:

εL
(
α, β,

N√
2
, ψ

)
≤ εR (α, β,N, ψ) ≤ εL

(
α, β,

N√
3
, ψ

)
.

Полученные выражения означают, что для достижения примерно одинаковой ошиб-

ки фазовой скорости при расчете решения схемой Лебедева и схемой на сдвинутых

сетках необходимо выполнение следующего соотношения на шаги сеток (число точек

на длину волны):
hL
√
3
≤ hR ≤ hL

√
2
,

√
2NL ≤ NR ≤

√
3NL. (2.40)
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Это соотношение означает, что шаг сетки для схемы на повернутых сетках все-

гда должен быть меньше, чем для схемы Лебедева, для достижения примерно оди-

наковой точности. При этом, если учесть, что уменьшение пространственного шага

в
√
3 раз приводит к росту числа узлов сетки в 3

√
3 ≈ 4.5 раза, то можно получить

оценку на объем оперативной памяти ΠR и ΠL, необходимой для хранения перемен-

ных поля при проведении расчетов с применением каждой из рассматриваемых схем:

1

3
ΠR ≤ ΠL ≤ 2

3
ΠR.

Из этого следует, что схема Лебедева требует в 1.5-3 раза меньшего объема опе-

ративной памяти, чем схема на повернутых сетках, для моделирования волновых

процессов в анизотропных упругих средах. Более того, аналогично с двумерной по-

становкой в случае анизотропиии с симметрией не ниже орторомбической, схема

Лебедева распадается на четыре независимых стандартных схемы на сдвинутых сет-

ках, что позволяет еще больше сократить потребности в вычислительных ресурсах. В

дополнение, схема Лебедева полностью наследует дисперсионные свойства стандарт-

ной схемы на сдвинутых сетках, в результате ее с высокой эффективностью можно

комбинировать с указанной схемой.

2.3.2 Сходимость численного решения в моделях

с контрастными границами

Свойства конечно-разностных схем, такие как аппроксимация и устойчивость,

исследуются для случаев однородной среды - модели с постояными коэффициента-

ми. Однако применяются конечно-разностные схемы для расчета волновых полей

в сложноустроенных неоднородных средах, то есть для уравнений с разрывными

коэффициентами. При этом зачастую не удается доказать, что порядок аппроксима-

ции уравнений выше первого, хотя в ряде случаев скорость сходимости численного

решения может быть второго порядка [249], [62]. Поэтому необходимо проведение

численного анализа скорости сходимости решений, получаемых при расчете волно-

вых полей стандартной схемой на сдвинутых сетках, схемой Лебедева и схемой на
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повернутых сетках. Рассматриваются три практически значимые случая:

– горизонтальная граница раздела слоев, совпадающая с линией сетки (границей

ячейки);

– плоская наклонная граница раздела слоев;

– контакт трех блоков с разными свойствами (рис. 2.7).

Скорость сходимости решения рассчитывается на серии вложенных сеток с ша-

гами hk = 2−kh0, где h0 = 1 м. Измельчение шага проводится вплоть до h7 = h0/128 ≈

8 мм. После чего для каждой пары решений, вычисленных на сетках с последова-

тельными номерами, рассчитывается относительная ошибка в норме L2:

ϵk = ∥vk − vk−1∥2/∥vk∥2 (2.41)

и строятся показатели сходимости:

δk = ϵk/ϵk−1. (2.42)

Для линейных конечно-разностных операторов, аппроксимирующих линейные диф-

ференциальные операторы, верно соотношение [53], [13]:

δk ≈
(

hk
hk+1

)γ

, (2.43)

где γ - порядок сходимости конечно-разностного решения. В представленных экс-

периментах отношение шагов равно двум, то есть hk/hk+1 = 2, следовательно, если

решение сходится со вторым порядком, то показатель близок к четырем, то есть

δk ≈ 4, в случае понижения скорости сходимости до первого порядка ожидается, что

δk ≈ 2.

Во всех экспериментах используются сочетания моделей сред со следующими

парамтрами:

– изотропная упругая среда 1 (IS1): ρ = 1800 кг/м3, vp = 1900 м/с, vs = 1200 м/с;

– изотропная упругая среда 2 (IS2): ρ = 2200 кг/м3, vp = 2400 м/с, vs = 1400 м/с;
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– изотропная упругая среда 3 (IS3): ρ = 1600 кг/м3, vp = 1600 м/с, vs = 900 м/с;

– идеальная жидкость (IF): ρ = 1000 кг/м3, vp = 1500 м/с, vs = 0 м/с;

– анизотропная упругая среда 1 (AS1): ρ = 1800 кг/м3,

C =


3.6 1.8 −0.9

1.8 3.24 0

−0.9 0 2.7

× 109 кг·с/м;

– изотропная упругая среда 2 (AS2): ρ = 2200 кг/м3,

C =


4.4 2.2 2.2

2.2 6.6 2.2

2.2 2.2 4.4

× 109 кг·с/м;

– изотропная упругая среда 3 (AS3): ρ = 1600 кг/м3,

C =


1.6 0.8 0.8

0.8 2.4 0.8

0.8 0.8 1.6

× 109 кг·с/м.

В качестве тестовых рассматриваются начально-краевые задачи с нулевыми

правыми частями. Возмущение задается в виде начальных данных:

u1 = 0, u2 = 0,

σ12 = 0, σ11 = σ22 = exp {−0.1 ((x1 − xs1)
2 + (x− 2− xs2)

2)} .

Недиссипативные граничные условия для каждой из рассмотренных схем вводятся

индивидуально, исходя из геометрии сеток. В частности, на вертикальной границе

x1 = (x1)i01+1/2 используются следующие условия:

– для стандартной схемы - u1 = 0, σ12 = 0;

– для схемы на повернутых сетках - u1 = 0, u2 = 0;
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– для схемы Лебедева - u1 = 0, u2 = 0, σ12 = 0, σ11 = 0.

Для каждой из схем приведенные переменные определены непосредственно на

указанной границе, как следствие - граничные условия удовлетворяются точно. Здесь

следует отметить переопределенность условий для схемы Лебедева, однако, как пока-

зано в работах [247], [248], [43], [246] схема Лебедева аппроксимирует более широкую

систему уравнений, чем система уравнений динамической теории упругости, кото-

рая обладает большим числом характеристик. Откуда следует, что в двумерной по-

становке число граничных условий необходимо удвоить для корректной постановки

краевой задачи.

Размеры расчетной области фиксируются для всех экспериментов и составляют

3000 м в каждом направлении. Источник располагается в точке с координатами xs1 =

1500 м и xs2 = 750 м.

Для построения коэффициентов конечно-разностных схем в окрестности ин-

терфейсов используются следующие способы:

– Граница раздела упругих изотропных слоев. Для стандартной схемы на сдвину-

тых сетках [372] и схемы на повернутых сетках [316] применяется метод баланса

[53], для схемы Лебедева [36] используется осреднение тонкослоистых пачек [95].

– Граница раздела анизотропных слоев. Для схемы на повернутых сетках [316]

применяется метод баланса [53], для схемы Лебедева [36] используется осред-

нение тонкослоистых пачек [321].

– Граница раздела упругая среда - жидкость. Для всех рассматриваемых схем

применяется метод, основанный на анализе коэффициентов отражения [245],

[301], [299].

2.3.2.1 Горизонтальная граница раздела

Первая серия экспериментов проводится для модели с одной горизонтальной

границей раздела, расположенной на уровне x2 = 1500 м. Серия состоит из четырех

наборов экспериментов: граница раздела двух изотропных упругих слоев, граница
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Рисунок 2.3 – Показатель сходимости конечно-разностных решений для моделей с
горизонтальной границей, разделяющей изотропные (слева) и анизотропные (спра-
ва) упругие слои. SSGS - стандартная схема на сдвинутых сетках, RSGS - схема на
повернутых сетках, LS - схема Лебедева, wLS и wSSGS - соответствующие схемы, без
модификации коэффициентов.

раздела двух анизотропных слоев, граница раздела жидкость - упругая среда (изо-

тропная и анизотропная).

В случае контакта изотропных упругих слоев в верхней части модели использу-

ется модель IS1, в нижней части - IS2. Аналогично для контакта двух анизотропных

слоев: в верхней части - AS1, в нижней части - AS2. Из анализа графиков, при-

веденных на рис. 2.3, видно, что в случае горизонтальной границы раздела двух

упругих слоев (изотропных или анизотропных) каждая из рассматриваемых схем

сохраняет второй порядок сходимости при использовании подходящей модификации

коэффициентов конечно-разностной схемы. Для иллюстрации необходимости прове-

дения такой модификации на рис. 2.3 приведены также индикаторы сходимости для

стандартной схемы на сдвинутых сетках и схемы Лебедева, которые применяются

без модификации коэффициентов. Видно, что в этом случае скорость сходимости

падает до первого порядка.

В случае контакта жидкость - упругая среда эксперименты проводятся с ис-

пользованием модели идеальной жидкости IF в нижней части расчетной области и

моделей IS1 или AS1 (для изотропной и анизотропной сред соответственно) в верх-

ней части расчетной области, для источника, полностью погруженного в упругую
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среду. В этом случае только стандартная схема на сдвинутых сетках сохраняет вто-

рой порядок сходимости (рис. 2.4), если непосредственно на контакте жидкости с

упругим слоем µ = 0. В остальных случаях - при использовании схемы Лебедева,

схемы на повернутых сетках и стандартной схемы на сдвинутых сетках без модифи-

кации коэффициентов - порядок сходимости падает до первого. Это особенно важно

в отношении схемы на повернутых сетках, применение которой в описанном случае

требует лишь модификации плотности, а не тензора жесткости, и которая считается

наиболее точной для учета контакта жидкость-упругая среда [316], [315]. Одной из

физических причин понижения порядка сходимости можно считать тот факт, что

на контакте жидкость-упругая среда нормальная компонента вектора скорости яв-

ляется непрерывной, в то время как касательная компонента может претерпевать

разрыв. В случае использования стандартной схемы на сдвинутых сетках, при усло-

вии что интерфейс совпадает с линиями сетки (границами ячеек), на интерфейсе

определена именно нормальная компонента, в то время как касательная компонента

вектора скорости смещена на полшага вглубь слоев. Как следствие, сеточная функ-

ция, соответствующая этой компоненте, претерпевает разрыв непосредственно на

интерфейсе. В случае использования схемы Лебедева или схемы на повернутых сет-

ках на границах ячеек определены все компоненты вектора скорости, в результате

разрывы касательных компонент вектора скорости на интерфейсе не допускаются,

что приводит к аппроксимации условий проскальзывания с первым порядком.

2.3.2.2 Наклонная граница

Вторая серия экспериментов проводится для модели с одной плоской наклон-

ной границей раздела, угол наклона составляет 30◦ по отношению к горизонтали.

При этом в качестве точной модели рассматривается именно модель с наклонным

интерфейсом без ее предварительной дискретизации на какой бы то ни было сетке.

Расчеты проводятся для контакта двух изотропных слоев IS1 в верхней части

модели и IS2 - в нижней части и контакта двух изотропных слоев AS1 в верхней

части модели и AS2 - в нижней части. Вне зависимости от типа упругой среды и

способа модификации коэффициентов конечно-разностных схем в окрестности гра-

ницы раздела, скорость сходимости численного решения не выше первого порядка
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Рисунок 2.4 – Показатель сходимости конечно-разностных решений для моделей
с горизонтальной границей раздела жидкость-упругая среда (изотропная - слева,
анизотропная - справа). SSGS - стандартная схема на сдвинутых сетках, RSGS -
схема на повернутых сетках, LS - схема Лебедева, wLS и wSSGS - соответствующие
схемы без модификации коэффициентов.

(рис. 2.5). Аналогичные результаты получены при расчете решения в модели с на-

клонной границей раздела между жидкостью и упругой средой (рис. 2.6). В этом

эксперименте основной ошибкой, связанной с аппроксимацией дифференциального

оператора, является "ступенчатое" приближение границы раздела. Это означает, что

проекция модели на сетку осуществляется с первым порядком, что приводит к пер-

вому порядку сходимости численного решения.

2.3.2.3 Контакт трех блоков

Третья серия экспериментов проводится для модели, составленной из трех блоков

так, что в верхней части модели при x2 < 1500 м рассматривается однородная среда

- идеальная жидкость IF, изотропная упругая IS1, или анизотропная упругая AS1, в

зависимости от эксперимента. В нижней части, при x2 > 1500 м, модель разделена

на два блока, один - x1 < 1500 м, заполненный либо изотропной, либо анизотроп-

ной упругой средой с параметрами IS2 или AS2 соответственно, второй - x1 > 1500

м, заполненный либо изотропной средой IS3, либо анизотропной средой AS3 ( рис.

2.7). Такие модели, в которых присутствуют только горизонтальные и вертикаль-

ные границы, представляют практический интерес по двум причинам. Во-первых,
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Рисунок 2.5 – Показатель сходимости конечно-разностных решений для моделей
с наклонной границей, разделяющей изотропные (слева) и анизотропные (справа)
слои. SSGS - стандартная схема на сдвинутых сетках, RSGS - схема на повернутых
сетках, LS - схема Лебедева.
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Рисунок 2.6 – Показатель сходимости конечно-разностных решений для моделей с
наклонной границей раздела жидкость - упругая среда: изотропная (слева) и анизо-
тропная (справа). SSGS - стандартная схема на сдвинутых сетках, RSGS - схема на
повернутых сетках, LS - схема Лебедева.
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Рисунок 2.7 – Схематическое изображение модели среды, состоящей из трех блоков

в силу распространенности, например, модели околоскважинного пространства при

рассмотрении вертикальных скважин [298], [251], [45]. Во-вторых, такие модели мо-

гут рассматриваться как исходные точные модели среды, поскольку стандартным

способом задания моделей является определение параметров среды на некоторой за-

частую достаточно грубой сетке (порядка 2-4 точек на длину волны). Такие модели

в принципе содержат только горизонтальные и вертикальные границы, и началь-

ное строение среды, со всеми сложными интерфейсами, однозначно восстановить

по этим данным невозможно. При использовании таких моделей шаг сетки обычно

уменьшается примерно до дискретизаций 10-30 точек на длину волны, но модель

при этом не уточняется. Формально можно поставить задачу уточнения строения

модели при измельчении сетки, однако она не имеет однозначного решения, а полу-

чаемые аппроксимации интерфейсов будут не точнее уже заданных на грубой сетке.

В результате расчеты проводятся для блочных моделей сред, не зависящих от шага

сетки. Самым простым примером такой модели как раз и является рассматриваемая

модель среды из трех блоков.

Показатели сходимости конечно-разностных решений для модели среды, состо-

ящей из трех блоков ( рис. 2.8 и 2.9), свидетельствуют, что скорость сходимости
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Рисунок 2.8 – Показатель сходимости конечно-разностных решений для моделей,
состоящих из трех блоков, заполненных упругой средой (изотропной - слева и ани-
зотропной - справа). SSGS - стандартная схема на сдвинутых сетках, RSGS - схема
на повернутых сетках, LS - схема Лебедева.

решений такая же, как и в случае среды с одной горизонтальной границей раздела.

Исключение составляет лишь схема на повернутых сетках, демонстрирующая пони-

жение порядка.

Результаты экспериментов свидетельствуют, что все рассматриваемые схемы -

стандартная схема на сдвинутых сетках [373], схема на повернутых сетках [316] и

схема Лебедева [36], [245] - сохраняют второй порядок сходимости только в случае

границ, совпадающих с границами ячеек сетки. При этом на контакте жидкости

и упругой среды второй порядок сходимости сохраняет лишь стандартная схема на

сдвинутых сетках, в то время как более сложные подходы демонстрируют понижение

скорости сходимости.

2.3.3 Ограничение расчетной области

2.3.3.1 Постановка задачи

Для ограничения расчетной области при моделировании волновых процессов

используется метод идеально-согласованных слоев, или PML [104]. На сегодня из-

вестны различные модификации PML, в частности, внимания заслуживает PML с

комплексным сдвигом частоты, или CFS-PML [162], [163], использование которого

избавляет от слабозатухающих низкочастотных мод. Однако здесь PML рассмат-
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Рисунок 2.9 – Показатель сходимости конечно-разностных решений для моделей,
содержащих слой жидкости и два блока с упругой средой (изотропной - слева и
анизотропной - справа). SSGS - стандартная схема на сдвинутых сетках, RSGS -
схема на повернутых сетках, LS - схема Лебедева.

ривается лишь в исходной формулировке, поскольку все представленные для него

результаты легко обобщаются на CFS-PML.

Пусть в области {t > 0, x ∈ R2} задана линейная гиперболическая система

уравнений первого порядка

∂u

∂t
+ A1

∂u

∂x1
+ A2

∂u

∂x2
= f(x, t) (2.44)

с некоторыми начальными условиями вида u(t = 0) = g(x) и условиями на беско-

нечности, обеспечивающими отсутствие волн, приходящих из бесконечности. Пред-

полагается также, что носители функций f(x, t) и g(x) ограниченные и лежат внутри

целевой области Ωtrg = {x ∈ [xmin
1 , xmax

1 ]× [xmin
2 , xmax

2 ]}. Следует отметить, что такое

представление является общим и включает в себя систему уравнений акустики, ди-

намической теории упругости, уравнений Максвелла и др. в зависимости от выбора

матриц A1 и A2 [15], [16].

Задача ограничения расчетной области состоит в следующем: в области

Ωcomp = [xMIN
1 , xMAX

1 ] × [xMIN
2 , xMAX

2 ], такой что Ωcopm ⊆ Ωtrg, сформулировать

задачу, решение которой с достаточной точностью совпадает с решением исход-

ной задачи внутри целевой области Ωtrg. Суть метода идеально согласованных слоев
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в том, что в целевой области Ωtrg решается исходная система уравнений (2.44), а в

области Ωcomp/Ωtrg - в дополнении до всей расчетной области применяется комплекс-

ная замена переменных в системе (2.44), которая обеспечивает затухание решения.

При этом параметры замены переменных и толщина слоя определяются из условия

минимизации ошибки или, что то же самое, из условия минимизации нефизичных

отражений. Впервые этот подход предлагается в работе [104], где в качестве замены

переменных используется следующая (для PML в направлении оси x1):

∂

∂x1
7→
(
1 +

d1(x1)

iω

)
∂

∂x1
,

применение которой во временной области приводит к следующей системе уравнений:

∂u1

∂t
+ d1u

1 − A1
∂u

∂x1
= 0,

∂u2

∂t
− A2

∂u

∂x2
= 0, (2.45)

где u = u1+u2. Выбор оптимального демпфирующего параметра предложен в работе

[146].

Позднее предложен подход, основанный на комплексном сдвиге частоты, ис-

пользование которого позволяет избавиться от неустойчивости, связанной с низко-

частотными модами [162], [163], в этом случае замена переменных принимает вид:

∂

∂x1
7→ iω + d1(x1) + α

iω + α

∂

∂x1
.

Следует подчеркнуть, что основной интерес представляет применение PML при

моделирования волновых процессов в анизотропных средах и связанные с этим про-

блемы с устойчивостью. В этом случае отличий между классическим PML и CFS-

PML нет.

Неустойчивость PML в применении к задачам расчета решения для анизотроп-

ных сред впервые сформулирована и исследована в работе [102]. Также в этой ра-

боте сформулирован необходимый признак устойчивости PML для анизотропных

сред: для устойчивости необходимо, чтобы проекции векторов медленности и груп-

повой скорости волны на направление PML имели одинаковый знак. Это условие

сформулировано в терминах свойств среды и не включает в себя параметры PML,
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следовательно модификация параметров PML никак не влияет на устойчивость, и

требуется принципиально иное решение. В 2008 году в работе [267] предложен мно-

гоосный PML, или MPML, при построении которого в каком-либо пространственном

направлении, например x1, проводится комплексная замена для всех пространствен-

ных переменных:

∂

∂x1
7→
(
1 +

d1(x1)

iω

)
∂

∂x1
,

∂

∂x2
7→
(
1 +

d2(x1)

iω

)
∂

∂x2
,

что приводит к следующей системе уравнений во временной области:

∂u1

∂t
+ d1u

1 − A1
∂u

∂x1
= 0,

∂u2

∂t
+ d2u

2 − A2
∂u

∂x2
= 0. (2.46)

Несложно заметить, что при d2 ≡ 0 многоосный PML сводится к стандартно-

му PML [104], а при d2 ≡ d1, если избавиться от расщепления переменных, способ

эквивалентен введению младшего члена в исходную систему уравнений [59], в ан-

глоязычной литературе такой подход известен как sponge layer [331]. При этом, с

одной стороны, введение дополнительного параметра позволяет ослабить необходи-

мое условие устойчивости MPML для анизотропных сред [267], [20], [158], по крайней

мере при d2 ≡ d1 задача будет корректна. С другой стороны, наличие касательно-

го демпфинга приводит к увеличению нефизичных отражений [19], [157]. Поэтому

возникает задача минимизации касательного демпфинга, обеспечивающего устойчи-

вость для заданной модели среды.

2.3.3.2 Необходимое условие устойчивости

Для проведения дальнейших рассуждений необходимо напомнить следующие

определения и ввести соответствующие обозначения:

– фазовая скорость v = ω(k⃗)

|⃗k|
,

– вектор медленности S⃗ = k⃗
ω
,

– вектор групповой скорости V⃗g = ∇kω(k),

– нормализованный волновой вектор K⃗ = k⃗

|⃗k|
.
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В этих обозначениях ω - временная частота, k⃗ - волновой вектор, параметры,

определяющие решение в виде плоской волны:

u = U0e
i(ωt−(k⃗,x)).

Подстановкой решения в виде плоской волны в исходную систему (2.44) и систе-

му уравнений на MPML (2.46) находятся дисперсионные соотношения, связывающие

частоту и волновой вектор в исходной задаче:

F (ω, k⃗) = det(ωI + k1A1 + k2A2) = 0, (2.47)

и в MPML:

Fpml(ω, k⃗) = F

(
ω,

k1
1− id1/ω

,
k2

1− id2/ω

)
= 0. (2.48)

Соотношение в PML получается заменой переменных. Здесь и далее предполагается,

что частота ω отделена от нуля.

По определению система (2.46) устойчива, если выполняется условие:

∀k⃗ ∀ωm(k⃗) ℑωm(k⃗) ≥ 0.

Далее рассматриваются только высокочастотные решения, или, что то же самое, ма-

лые демпфинги, для которых выполняется соотношение εj =
dj

|⃗k|
<< 1. С использова-

нием введенных обозначений для фазовой скорости и нармализованного волнового

вектора дисперсионное соотношение (2.48) записывется в виде:

Fpml(ω, k⃗, ε⃗) = F

(
v(K⃗, ε⃗),

K1

1− iε1/v(K⃗, ε⃗)
,

K2

1− iε2/v(K⃗, ε⃗)

)
.

Используя разложение фазовой скорости в ряд Тейлора в окрестности точки |ε| = 0,

представление для фазовой скорости записывается в следущем виде:

v(K⃗, ε⃗) = v(K⃗) + ε1
∂v(K⃗, ε⃗)

∂ε1
+ ε2

∂v(K⃗, ε⃗)

∂ε2
+O(|ε|2).
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Для вычисления производных по εj используется теорема о неявной функции:

∂v(K⃗, ε⃗)

∂εj
= −

(
∂Fpml(v, K⃗)

∂K1

∂K1

∂εj
+
∂Fpml(v, K⃗)

∂K2

∂K2

∂εj

)(
∂Fpml(v, K⃗)

∂v

)−1

. (2.49)

Принимая во внимание определение групповой скорости:

V j
g =

∂ω

∂kj
=
∂v(K⃗)

∂Kj

= −∂F (v, K⃗)

∂Kj

(
∂F (v, K⃗)

∂v

)−1

,

выражение (2.49) переписывается как

∂v(K⃗, ε⃗)

∂εj
||ε⃗|=0 = V 1

g

∂K1

∂εj
||ε⃗|=0 + V 2

g

∂K2

∂εj
||ε⃗|=0. (2.50)

С использованием введенных обозначений получено равенство:

∂Ki

∂εj
||ε⃗|=0 =

 0 for i ̸= j

Sj for i = j
,

где Sj - компоненты вектора медленности. После подстановки полученных значе-

ний в выражение (2.50), равенства, определяющие производные фазовой скорости

по параметрам PML, записываются в виде:

∂v(K⃗, ε⃗)

∂εj
||ε⃗|=0 = iV j

g (K⃗)Sj(K⃗).

В результате фазовая скорость для решения в виде плоской волны в MPML пред-

ставляется в виде:

v(K⃗, ε⃗) = v(K⃗) + iε1V1(K⃗)S1(K⃗) + iε2V2(K⃗)S2(K⃗) +O(|ε|2),

что позволяет сформулировать необходимое условие устойчивости MPML: Для

устойчивости MPML (2.46) для гиперболической системы уравнений (2.44) необ-

ходимо выполнение следующего условия:

∀K⃗ ε1V1(K⃗)S1(K⃗) + ε2V2(K⃗)S2(K⃗) ≥ 0,
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где ε1 и ε2 - нормализованные нормальный и касательный демпфинги. Если, более

того, демпфинги линейно связаны, то есть ε2 = βε1, то условие представляется в

виде:

∀K⃗ V1(K⃗)S1(K⃗) + βV2(K⃗)S2(K⃗) ≥ 0.

В частности, если d2 = 0 (β = 0), полученный необходимый признак устойчивости

совпадает с признаком, сформулированным в работе [102].

2.3.3.3 Численные эксперименты

Цель экспериментов - численное исследование устойчивости MPML для анизо-

тропных сред в зависимости от выбора касательного демпфинга. Все эксперименты

проводятся для двумерной системы уравнений линейной теории упругости. В каче-

стве тестовых взяты две модели ортотропной среды [16], [381], [102] со следующими

параметрами:

– Модель I - c11 = 4.0 кг·с/м, c22 = 20 кг·с/м, c33 = 2.0 кг·с/м, c12 = 7.5 кг·с/м,

ρ = 1 кг/м3;

– Модель II - c11 = 6.43 ·1010 кг·с/м, c22 = 3.86 ·1010 кг·с/м, c33 = 1.06 ·1010 кг·с/м,

c12 = 3.81 · 1010 кг·с/м, ρ = 2500 кг/м3.

Здесь cij - компоненты тензора жесткости, ρ - плотность среды. Модель I приводится

в работе [102] и является общепризнанной моделью для тестирования слабоотража-

ющих граничных условий для анизотропных упругих сред. Модель II характерна

для глинистых сланцев [357], [375]. Индикатрисы медленности и групповой скорости

для моделей I и II, приведенные на рис. 2.10 и 2.11 соответственно, демонстрируют

характерный признак нарушения необходимого условия устойчивости [102] для клас-

сического PML [104] - наличие каустик в направлениях главных осей на индикатрисах

групповой скорости. Именно на этих каустиках направление вектора групповой ско-

рости существенно отличается от направления вектора медленности. В этом случае

мнимая часть фазовой скорости волн в классическом PML отрицательна, что явно

прослеживается на рис. 2.12 и 2.13. С использование необходимого признака устой-

чивости MPML получены оценки стабилизирующих параметров MPML: для модели
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Рисунок 2.10 – Слева - зависимость медленности, справа - групповой скорости от
направления распространения волны для модели I. Пунктирная линия соответствует
qP-волне, сплошная - qS.

I - β1 = 0.104 и β2 = 0.256 для MPML в направлении x1 и x2 соответственно; для

модели II - β1 = 0.0883, β2 = 0.0724. В данных обозначениях βj - коэффициент про-

порциональности между касательным и нормальным демпфингом при построении

MPML в направлении xj.

Для численного исследования устойчивости моделирование волновых процес-

сов в однородной анизотропной среде проводится в области [0, 5λ0] × [0, 5λ0] для

первой модели и [0, 10λ0]× [0, 10λ0] - для второй модели, где λ0 - максимальная дли-

на волны, соответствующая доминирующей частоте источника. В качестве функции

источника используется импульс Риккера с доминирующей частотой 30 Гц. Источ-

ник располагается в центре расчетной области. Пространственная дискретизация

составляет 40 точек на минимальную длину волны, число Куранта Ψ = 0.7. На

мнгновенных снимках волнового поля (рис. 2.14 и 2.15) видно, что использование

классического PML приводит к возникновению и разыитию неустойчивости, в то

время как MPML с построенными стабилизирующими параметрами остается устой-

чивым.
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Рисунок 2.11 – Слева - зависимость медленности, справа - групповой скорости от на-
правления распространения волны для модели II. Пунктирная линия соответствует
qP-волне, сплошная - qS.
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Рисунок 2.12 – Зависимость мнимой части фазовой скорости (показателя устойчиво-
сти) от направления распространения волны для модели I для классического PML.
Слева - для PML в направлении x1, справа - x2. Пунктирная линия соответствует
qP-волне, сплошная - qS.
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Рисунок 2.13 – Зависимость мнимой части фазовой скорости (показателя устойчиво-
сти) от направления распространения волны для модели II для классического PML.
Слева - для PML в направлении x1, справа - x2. Пунктирная линия соответствует
qP-волне, сплошная - qS.

2.3.4 Нефизичные решения в виде плоских волн

2.3.4.1 Двумерная постановка

Схема Лебедева, как и большинство численных схем, допускает наличие нефи-

зичных высокочастотных мод с длиной волны λ = 2h, где h - шаг сетки. Такие

моды в англоязычной литературе называют plus-minus modes [142], [86]. При этом

геометрия сетки для схемы Лебедева такова, что эти моды полностью независимы,

и при разработке алгоритмов моделирования волновых процессов с использованием

схемы Лебедева необходимо учитывать наличие у получаемой разностной системы

более широкого набора характеристик, чем у исходной системы уравнений динами-

ческой теории упругости, в частности возникает задача постановки и аппроксимации

граничных и начальных условий, а также правой части [43], [248].

Система уравнений динамической теории упругости, записанная в дивергент-

ной форме (2.3):

 ρI 0

0 S

 ∂tu⃗

∂tσ⃗

−
2∑

m=1

 0 Am

A∗
m 0

 ∂mu⃗

∂mσ⃗

 =

 f⃗u

f⃗σ

 ,

обладает набором из пяти характеристик, так что ее дисперсионное соотношение
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Рисунок 2.14 – Снимки волнового поля (u1) для модели I в разные моменты време-
ни. Снимки слева соответствуют классическому PML. Снимки справа соответствуют
MPML для β1 = 0.104, β2 = 0.256.
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Рисунок 2.15 – Снимки волнового поля (u1) для модели II в разные моменты време-
ни. Снимки слева соответствуют классическому PML. Снимки справа соответствуют
MPML для β1 = 0.0883, β2 = 0.0724.
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может быть записано в виде [29], [15], [16]:

D+ = iω
(
ω2 − V 2

qP (α)(k
2
1 + k22)

) (
ω2 − V 2

qS(α)(k
2
1 + k22)

)
, (2.51)

где ω - временная частота, k⃗ = (k1, k2)
T - волновой вектор, α = arctan (k2/k1) - угол,

определяющий направление распространения, VqP и VqS - фазовые скорости волн,

в общем случае зависящие от направления распространения. Здесь используются

традиционные обозначения для скоростей qP и qS для квазипродольной и квази-

поперечной волн, однако в общем случае данное деление является условным.

Если среда изотропна, зависимости скорости волны от направления распро-

странения нет, а решение в виде плоской волны записывается в явном виде. Решение

для продольной, или P-волны:

u1

u2

σ11

σ22

σ12


= BP

 UP+
0

ΣP+
0

 ei(ωt−kP+
1 x1−kP+

2 x2),

 UP+
0

ΣP+
0

 =



nP+
1

nP+
2

−(λ+ 2µ)(nP+
1 )2 − λ(nP+

2 )2

−λ(nP+
1 )2 − (λ+ 2µ)(nP+

2 )2

−2µnP+
1 nP+

2


,

(2.52)

где BP - некоторая константа, nP+
1 и nP+

2 - компоненты вектора медленности nj =

kj/ω, а частота связана с волновым вектором соотношением ω2−v2P |⃗k|2 = 0. Решение



161

для поперечной или S-волны есть

u1

u2

σ11

σ22

σ12


= BS

 US+
0

ΣS+
0

 ei(ωt−kS+
1 x1−kS+

2 x2),

 US+
0

ΣS+
0

 =



nS+
2

−nS+
1

−2µnS+
1 nS+

2

2µnS+
1 nS+

2

µ((nS+
1 )2 − (nS+

2 )2)


,

(2.53)

где BS - константа, nS+
1 и nS+

2 - компоненты вектора медленности nj = kj/ω, а частота

связана с волновым вектором соотношением: ω2−v2S |⃗k|2 = 0. Значение возникающего

здесь знака плюс в обозначениях объясняется ниже.

Для построения решения в виде плоской волны для системы уравнений, получа-

емых в результате аппрокимации уравнений динамической теории упругости схемой

Лебедева, вводятся дополнительные обозначения и разбиение сетки:

Ω1
σ = {((x1)I1 , (x2)I2)|I1 ∈ Z, I2 ∈ Z},

Ω2
σ = {((x1)I1 , (x2)I2)|I1 /∈ Z, I2 /∈ Z},

Ω1
u = {((x1)I1 , (x2)I1)|I1 /∈ Z, I2 ∈ Z},

Ω2
u = {((x1)I1 , (x2)I1)|I1 ∈ Z, I2 /∈ Z}.

Это разбиение эквивалентно представлению сетки для схемы Лебедева в виде ком-

бинации двух сеток для стандартной схемы на сдвинутых сетках.

После определения сеточных функций σl и ul, l = 1, 2 в узлах с соответствую-

щими верхними индексами в обозначениях схема Лебедева (2.15) переписывается в
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виде:
ρIDt[u

1]n+1/2 = DL
1 [σ

1]n+1/2 +DL
2 [σ

2]n+1/2, x ∈ Ω1
u,

ρIDt[u
2]n+1/2 = DL

1 [σ
2]n+1/2 +DL

2 [σ
1]n+1/2, x ∈ Ω2

u,

SDt[σ
1]n = DL

1 [u
1]n +DL

2 [u
2]n, x ∈ Ω1

σ,

SDt[σ
2]n = DL

1 [u
2]n +DL

2 [u
1]n, x ∈ Ω2

σ,

(2.54)

где DL
m - конечно-разностные операторы, аппроксимирующие частные производные

вдоль соответствующих пространственных направлений.

Используя метод дифференциальных приближений [59], несложно показать,

что первое дифференциальное приближение полученной конечно-разностной схемы

есть:  ρI 0

0 DS

 ∂t −
2∑

m=1

 0 Am

AT
m 0

 ∂m

 U

Σ

 =

 FU

FΣ

 (2.55)

где U = ((u1)T , (u2)T )T , Σ = ((σ1)T , (σ2)T )T , FU = ((f1
u)

T , (f 2
u)

T )T , FΣ = ((f 1
σ)

T , (f 2
σ)

T )T ,

а

DS =

 S 0

0 S

 , A1 =

 A1 0

0 A1

 , A2 =

 0 A2

A2 0

 .

После замены переменных:
u−

u+

σ−

σ+

 =


I −I 0 0

I I 0 0

0 0 I −I

0 0 I I




u1

u2

σ1

σ2

 (2.56)
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система (2.55) распадается на две независимые подсистемы:

 ρI 0

0 S

 ∂tu
+

∂tσ
+

−

 0 A1

A∗
1 0

 ∂1u
+

∂1σ
+

−

−

 0 A2

A∗
2 0

 ∂2u
+

∂2σ
+

 =

 f+
u

f+
σ

 , ρI 0

0 S

 ∂tu
−

∂tσ
−

−

 0 A1

A∗
1 0

 ∂1u
−

∂1σ
−

+

+

 0 A2

A∗
2 0

 ∂2u
−

∂2σ
−

 =

 f−
u

f−
σ

 .

(2.57)

Первая подсистема совпадает с системой уравнений динамической теории упругости

(2.3), вторая - отличается знаком перед производными по направлению x2.

Дисперсионное соотношение, определяющее связь между частотами при по-

строении решения в виде плоских волн для системы (2.55), в точности совпадает с

соотношением для системы (2.57), которое, в свою очередь, может быть получено

как произведение дисперсионных соотношений каждой из подсистем (2.57):

D = D+(ω, k1, k2)D+(ω, k1,−k2) = D+(ω, k1, k2)D−(ω, k1, k2) ≡

≡ ω2
[
ω2 − v2P (α)|⃗k|2

] [
ω2 − v2S(α)|⃗k|2

]
×

×
[
ω2 − v2P (−α)|⃗k|2

] [
ω2 − v2S(−α)|⃗k|2

]
= 0.

Построенное дисперсионное соотношение показывает, что система (2.55) обладает на-

бором из десяти характеристик (включая две вертикальные ω = 0), в то время как

система уравнений динамической теории упругости обладает лишь пятью, включая

одну вертикальную. При этом фазовые скорости распространения нефизичных ре-

шений отличаются от скоростей истинных решений зависимостью от направления.

Понятно, что для устранения нефизичных мод из решения необходимо корректное

задание правых частей, начальных и граничных условий. В частности, необходимо

выполнение условия f−
u ≡ 0, f−

σ ≡ 0, аналогично - для начальных и граничных

условий [93], [248].

В случае изотропной среды, где нет зависимости скорости от направления, по-
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лучаемые два набора решений кинематически неразличимы, однако получаемые ре-

шения отличны: 

u1

u2

σ11

σ22

σ12


= BP

 UP−
0

ΣP−
0

 ei(ωt−kP−
1 x1−kP−

2 x2),

 UP−
0

ΣP−
0

 =



nP−
1

−nP−
2

−(λ+ 2µ)(nP−
1 )2 − λ(nP−

2 )2

−λ(nP−
1 )2 − (λ+ 2µ)(nP−

2 )2

2µnP−
1 nP−

2


.

(2.58)



u1

u2

σ11

σ22

σ12


= BS

 US−
0

ΣS−
0

 ei(ωt−kS−
1 x1−kS−

2 x2),

 US−
0

ΣS−
0

 =



−nS−
2

−nS−
1

2µnS−
1 nS−

2

−2µnS−
1 nS−

2

µ((nS−
1 )2 − (nS−

2 )2)


.

(2.59)

Индексы P−, S− используются, чтобы подчеркнуть, что решение удовлетворяет вто-

рой подсистеме из (2.57).

2.3.4.2 Трехмерная постановка

Как и в двумерной постановке, прежде чем переходить к описанию алгоритма,

комбинирующего схему Лебедева со стандартной схемой на сдвинутых сетках, необ-

ходимо построить нефизичные решения, допускаемые схемой Лебедева. Рассматрива-



165

ется система уравнений динамической теории упругости, записанная в дивергентной

форме в декартовой системе координат (2.23):

 ρI 0

0 S

 ∂tu⃗

∂tσ⃗

−
3∑

m=1

 0 Am

A∗
m 0

 ∂mu⃗

∂mσ⃗

 =

 f⃗u

f⃗σ

 ,

матрицы Am имеют следующий вид:

A1 =


1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 0

 ,

A2 =


0 0 0 0 0 1

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

 ,

A3 =


0 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0

 .

Для упрощения удобно ввести новые обозначения:

Ŝ =

 ρI 0

0 S

 , Âj =

 0 Aj

A∗
j 0

 , w =

 u

σ


и переписать систему (2.23) в следующем виде:

S
∂w

∂t
−

3∑
m=1

Am
∂w

∂xm
= 0. (2.60)

Дисперсионное соотношение для этой системы уравнений хорошо известно и

может быть представлено как:

D++(k⃗) = D(k1, k2, k3) =

= Cω
[
ω2 − v2qP

(
k⃗

|⃗k|

)
|⃗k|2
] [
ω2 − v2qS1

(
k⃗

|⃗k|

)
|⃗k|2
] [
ω2 − v2qS2

(
k⃗

|⃗k|

)
|⃗k|2
]
,
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где vqP , vqS1 и vqS2 - фазовые скорости квазипродольной и двух квазипоперечных

волн. Схема Лебедева (2.33) также записывается в конечно-разностной дивергентной

форме: ρI 0

0 S

 Dt[u]
n−1/2
I1,I2,I3

Dt[σ]
n
I′1,I

′
2,I

′
3

−
3∑

m=1

 0 Am

A∗
m 0

 DL
m[u]

n
I′1,I

′
2,I

′
3

DL
m[σ]

n−1/2
I1,I2,I3

 = 0, (2.61)

где ((x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I3) ∈ ΩL
u и ((x1)I′1 , (x2)I′2 , (x3)I′3) ∈ ΩL

σ .

Для построения диффенциального приближения схемы Лебедева и вычисле-

ния полного дисперсионного соотношения вводится разбиение сеток ΩL
u и ΩL

σ , как

представлено в работах [248], [43]:

Ω1
σ = {((x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I3) ∈ ΩL

σ |I1 ∈ Z, I2 ∈ Z, I3 ∈ Z},

Ω2
σ = {((x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I3) ∈ ΩL

σ |I1 /∈ Z, I2 /∈ Z, I3 ∈ Z},

Ω3
σ = {((x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I3) ∈ ΩL

σ |I1 /∈ Z, I2 ∈ Z, I3 /∈ Z},

Ω4
σ = {((x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I3) ∈ ΩL

σ |I1 ∈ Z, I2 /∈ Z, I3 /∈ Z},

Ω1
u = {((x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I3) ∈ ΩL

u |I1 /∈ Z, I2 ∈ Z, I3 ∈ Z},

Ω2
u = {((x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I3) ∈ ΩL

u |I1 ∈ Z, I2 /∈ Z, I3 ∈ Z},

Ω3
u = {((x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I3) ∈ ΩL

u |I1 ∈ Z, I2 ∈ Z, I3 /∈ Z},

Ω4
u = {((x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I3) ∈ ΩL

u |I1 /∈ Z, I2 /∈ Z, I3 /∈ Z},

ΩL
σ =

4∪
l=1

Ωl
σ,

ΩL
u =

4∪
l=1

Ωl
u,

На каждой из полученных сеток определяются соответствующие компоненты поля,

например, σl компоненты тензора напряжений - в точках сетки Ωl
σ. С использованием
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введенных обозначений схема Лебедева записывается в расширенной форме:

ρIDt[u
1]NI1,I2,I3 − A∗

1D
L
1 [σ

1]NI1,I2,I3 − A∗
2D

L
2 [σ

2]NI1,I2,I3 − A∗
3D

L
3 [σ

3]NI1,I2,I3 = 0,

N /∈ Z, ((x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I3) ∈ Ω1
u,

ρIDt[u
2]NI1,I2,I3 − A∗

1D
L
1 [σ

2]NI1,I2,I3 − A∗
2D

L
2 [σ

1]NI1,I2,I3 − A∗
3D

L
3 [σ

4]NI1,I2,I3 = 0,

N /∈ Z, ((x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I3) ∈ Ω2
u,

ρIDt[u
3]NI1,I2,I3 − A∗

1D
L
1 [σ

3]NI1,I2,I3 − A∗
2D

L
2 [σ

4]NI1,I2,I3 − A∗
3D

L
3 [σ

1]NI1,I2,I3 = 0,

N /∈ Z, ((x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I3) ∈ Ω3
u,

ρIDt[u
4]NI1,I2,I3 − A∗

1D
L
1 [σ

4]NI1,I2,I3 − A∗
2D

L
2 [σ

3]NI1,I2,I3 − A∗
3D

L
3 [σ

2]NI1,I2,I3 = 0,

N /∈ Z, ((x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I3) ∈ Ω4
u,

SDt[σ
1]NI1,I2,I3 − A1D

L
1 [u

1]NI1,I2,I3 − A2D
L
2 [u

2]NI1,I2,I3 − A3D
L
3 [u

3]NI1,I2,I3 = 0,

N ∈ Z, ((x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I3) ∈ Ω1
σ,

SDt[σ
2]NI1,I2,I3 − A1D

L
1 [u

2]NI1,I2,I3 − A2D
L
2 [u

1]NI1,I2,I3 − A3D
L
3 [u

4]NI1,I2,I3 = 0,

N ∈ Z, ((x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I3) ∈ Ω2
σ,

SDt[σ
3]NI1,I2,I3 − A1D

L
1 [u

3]NI1,I2,I3 − A2D
L
2 [u

4]NI1,I2,I3 − A3D
L
3 [u

1]NI1,I2,I3 = 0,

N ∈ Z, ((x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I3) ∈ Ω3
σ,

SDt[σ
4]NI1,I2,I3 − A1D

L
1 [u

4]NI1,I2,I3 − A2D
L
2 [u

3]NI1,I2,I3 − A3D
q
3[u

2]NI1,I2,I3 = 0,

N ∈ Z, ((x1)I1 , (x2)I2 , (x3)I3) ∈ Ω4
σ.

(2.62)

Такое представление схемы Лебедева приводит к следующему первому диффе-

ренциальному приближению [59]:

 ρE12 0

0 S

 ∂

∂t
−

3∑
r=1

 0 A∗
r

Ar 0

 ∂

∂xr

 U

Σ

 = 0 +O(τ 2, hqr), (2.63)

где U = ((u1)T , (u2)T , (u3)T , (u4)T )T , аналогичное представление верно для Σ. Матри-

цы, входящие в формулу, имеют вид:

S =


S 0 0 0

0 S 0 0

0 0 S 0

0 0 0 S

 , A1 =


A1 0 0 0

0 A1 0 0

0 0 A1 0

0 0 0 A1

 ,
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A2 =


0 A2 0 0

A2 0 0 0

0 0 0 A2

0 0 A2 0

 , A3 =


0 0 A3 0

0 0 0 A3

A3 0 0 0

0 A3 0 0

 .

где S - тензор податливости, а матрицы Am определены выше. После применения

замены переменных
u−−

u+−

u−+

u++

 =


I3 −I3 −I3 I3

I3 I3 −I3 −I3
I3 −I3 I3 −I3
I3 I3 I3 I3




u1

u2

u3

u4

 . (2.64)

(аналогично для Σ) система (2.63) распадается на 4 независимых системы:

(
Ŝ
∂

∂t
− Â1

∂

∂x1
+ Â2

∂

∂x2
+ Â3

∂

∂x3

) u−−

σ−−

 =

 f−−
u

f−−
σ

 ,

(
Ŝ
∂

∂t
− Â1

∂

∂x1
− Â2

∂

∂x2
+ Â3

∂

∂x3

) u+−

σ+−

 =

 f+−
u

f+−
σ

 ,

(
Ŝ
∂

∂t
− Â1

∂

∂x1
+ Â2

∂

∂x2
− Â3

∂

∂x3

) u−+

σ−+

 =

 f−+
u

f−+
σ

 ,

(
Ŝ
∂

∂t
− Â1

∂

∂x1
− Â2

∂

∂x2
− Â3

∂

∂x3

) u++

σ++

 =

 f++
u

f++
σ

 .

(2.65)

Дисперсионное соотношение исходной системы (2.63) в точности совпадает с

дисперсионным соотношением для системы (2.65), которое представляется в виде:

D(k⃗) = D++(k1,−k2,−k3)D++(k1, k2,−k3)D++(k1,−k2, k3)D++(k1, k2, k3) =

= D−−(k⃗)D+−(k⃗)D−+(k⃗)D++(k⃗).

Это представление означает, что схема Лебедева аппроксимирует систему урав-

нениий, обладающую 24 характеристиками так, что шесть из них совпадают с харак-

теристиками системы уравнений динамической теории упругости, а остальные явля-

ются нефизичными модами. Здесь и далее истинные решения обозначаются верхним
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индексом ++, остальные - индексами +−, −+ и −−. Чтобы установить связь меж-

ду решениями расщепленной системы (2.65) и решениями исходной системы (2.63)

применяется обратная замена переменных:

g1 = 0.25(g++ + g−+ + g+− + g−−),

g2 = 0.25(g++ − g−+ + g+− − g−−),

g3 = 0.25(g++ + g−+ − g+− − g−−),

g4 = 0.25(g++ − g−+ − g+− + g−−),

(2.66)

где g - произвольная функция.

Численный эксперимент. Для подтверждения наличия нефизичных мод в чис-

ленном решении, полученном с использованеим схемы Лебедева, проводится числен-

ный эксперимент: моделируется распространение волн в трансверсально-изотропной

среде с наклонной осью симметрии. Для задания модели используются параметры

Томпсона [357]:

ρ = 2570kg/m3, vP = 4450m/s, vS = 2585m/s,

ε = 0.091, γ = 0.046, δ = 0688,

где ρ - плотность, vP и vS - скорости продольной и поперечной волн в направлении

оси симметрии среды, ε, γ и δ - параметры Томпсона, характеризующие интенсив-

ность анизотропии. Групповые скорости всех трех волн для данной модели среды

приведены на рис. 2.16.

Для иллюстрации изучаемого эффекта проявления нефизичных мод предпола-

гается, что ось симметрии среды наклонена на 60◦ относительно координатной оси

x3 и повернута на 30◦ от оси x1 (рис. 2.17).

Для упрощения волновой картины используется источник типа центра расши-

рения, что исключает возникновение быстрой поперечной волны. Источник распола-

гается в центре расчетной области, а решение фиксируется в горизонтальной плоско-

сти x3 = 2400 м в момент времени t = 1 c. Такая геометрия эксперимента позволяет

наблюдать все решения: один набор физичных мод и три набора артефактных ре-
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Рисунок 2.16 – Групповые скорости волн в рассматриваемой модели трансверсально-
изотропной среды

x3 x2

x1

60

30

Рисунок 2.17 – Ориентация оси симметрии трансверсально-изотропной среды относитель-
но используемой системы координат
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Рисунок 2.18 – Мгновенный снимок волнового поля для эксперимента с источником,
излучающим как физичные, так и нефизичные моды (слева), сечение соответствующей
плоскостью поверхностей групповых скоростей (справа). Сплошные линии соответствуют
квазипоперечным волнам, штрихованые - квазипродольным

шений.

Первый расчет проводится с применением источника, допускающего все типы

решений с одинаковой интенсивностью. Расчеты показывают, что в волновой кар-

тине устойчиво проявляются восемь волн: четыре квазипродольных и четыре ква-

зипоперечных (рис. 2.18). При этом положение фронтов в точности совпадает с ин-

дикатрисами групповых скоростей в рассматриваемой плоскости. Во втором расчете

источник выбирается таким образом, чтобы минимизировать энергию артефактных

решений, в результате на мгновенном снимке волнового поля присутствуют лишь

физичные моды (на рис. 2.19).
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Рисунок 2.19 – Мгновенный снимок волнового поля для эксперимента с источником,
излучающим только физичные моды (слева), сечение соответствующей плоскостью поверх-
ностей групповых скоростей (справа). Сплошная линия соответствуют квазипоперечной
волне, штрихованая - квазипродольной

2.4 Комбинирование схемы Лебедева

и стандартной схемы на сдвинутых сетках

2.4.1 Алгоритм комбинирования конечно-разностных схем в

двумерной постановке

2.4.1.1 Дифференциальная постановка

Пусть в области x2 < h2/2 определена система уравнений (2.55) с нулевыми началь-

ными условиями и подходящими условиями на бесконечности. В области x2 > h2/2

задана система уравнений динамической теории упругости (2.3), также с нулевы-

ми начальными и подходящими условиями на бесконечности. Необходимо постро-

ить корректные условия согласования на границе раздела x2 = h2/2. Такие условия

должны обеспечивать равенство нулю коэффициентов отражения при прохождении

физичных волн через границу раздела, но предотвращать прохождение нефизичных

мод из области x2 < h2/2 в область x2 > h2/2.

Основываясь на результатах, приведенных в предыдущем разделе, в качестве
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таких условий используются следующие:

uv1 = u+1 , σv
22 = σ+

22, u−2 = 0,

uv2 = u+2 , σv
12 = σ+

12, σ−
12 = 0,

(2.67)

где переменные с верхним индексом v определены в области x2 ≤ h2/2, а переменные

с индексами + или − соответствуют переменным из системы (2.55), определенной

при x2 > h2/2. Условия в первых двух столбцах обеспечивают непрерывность век-

тора скорости и нормальных компонент тензора напряжений для физичных мод на

границе при прохождении волн через интрефейс. Условия в третьем столбце обеспе-

чивают полное отражение нефизичных мод.

В силу того что функции f± не используются в схеме Лебедева в явном виде,

необходимо переписать приведенные выше уравнения в следующем виде:

uv1 = u11 + u21, uv2 = 2u12 = 2u12,

σv
22 = σ1

22 + σ2
22, σv

12 = 2σ1
12 = 2σ2

12.
(2.68)

Корректность начально-краевой задачи с указанными граничными условиями мо-

жет быть доказана с использованием метода определителя Лопатинского [317], [318],

[232]. Прежде чем переходить к аппроксимации полученных уравнений, детально

исследуются коэффициенты отражения/прохождения плоских волн на полученной

границе раздела. При падении объемной волны любого типа на границу x2 = h2/2

возникает шесть волн: две - распространяющиеся вверх в области x2 < h2/2, две

физичные моды, распространяющиеся вниз в области x2 > h2/2, и две нефизичные

моды, распространяющиеся вниз в области x2 > h2/2. При этом в качестве начально-

го возмущения - падающей волны - рассматривается суперпозиция всех возможных

приходящих волн. В этом случае решение в окрестности границы записывается в

виде:
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при x2 < h2/2:  u

σ

 = Rp

 UP+
down

ΣP+
down

 ei(ωt−kP+
1 x1−kP+

2 x2)+

+Rs

 US+
down

ΣS+
down

 ei(ωt−kS+
1 x1−kS+

2 x2)+

+Ap

 UP+
up

ΣP+
up

 ei(ωt−kP+
1 x1+kP+

2 x2)+

+As

 US+
up

ΣS+
up

 ei(ωt−kS+
1 x1+kS+

2 x2);

при x2 > h2/2:  u

σ

 = R+
p

 UP+
up

ΣP+
up

 ei(ωt−kP+
1 x1+kP+

2 x2)+

+R+
s

 US+
up

ΣS+
up

 ei(ωt−kS+
1 x1+kS+

2 x2)+

+R−
p

 UP−
up

ΣP−
up

 ei(ωt−kP−
1 x1+kP−

2 x2)+

+R−
s

 US−
up

ΣS−
up

 ei(ωt−kS−
1 x1+kS−

2 x2)+

+B+
p

 UP+
down

ΣP+
down

 ei(ωt−kP+
1 x1−kP+

2 x2)+

+B+
s

 US+
down

ΣS+
down

 ei(ωt−kS+
1 x1−kS+

2 x2)+

+B−
p

 UP−
down

ΣP−
down

 ei(ωt−kP−
1 x1−kP−

2 x2)+

B−
s

 US−
down

ΣS−
down

 ei(ωt−kS−
1 x1−kS−

2 x2).

В этих обозначениях Rp, Rs, R+
p и т.д. - коэффициенты линейной комбинации па-

дающих волн, например, случай Rp = 1, а все остальные коэффициенты - нули -

соответствуют падению продольной волны на границу раздела из верхней подоб-
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ласти. Коэффициенты Ap, As, B+
p и т.д. - коэффициенты отражения/прохождения.

Индексы up и down используются, чтобы подчеркнуть направление распространения

волны и выбрать нужный знак в компонентах волнового вектора.

Из явных выражений для решений в виде плоских волн (2.52), (2.53), (2.58),

(2.59) в предположении положительности k2 следуют равенства для P-волн:

 UP+
up

ΣP+
up

 =

 UP−
down

ΣP−
down

 =

 UP−

ΣP−

 , UP−
up

ΣP−
up

 =

 UP+
down

ΣP+
down

 =

 UP+

ΣP+

 .

Аналогичные равенства верны и для поперечных волн.

Подстановка явных выражений для решений в виде плоских волн (2.52), (2.53),

(2.58), (2.59) в условия согласования (2.68) с использованием приведенных выше со-

отношений позволяет выписать набор систем линейных алгебраических уравнений

относительно коэффициентов отражения/прохождения Ap, As, B±
p и B±

s :



uP−
2 uS−2 −uP+

2 −uS+2 uP−
2 uS−2

uP−
2 uS−2 −uP+

2 −uS+2 −uP−
2 −uS−2

uP−
1 uS−1 −uP+

1 −uS+1 0 0

σP−
12 σS−

12 −σP+
12 −σS+

12 σP−
12 σS−

12

σP−
12 σS−

12 −σP+
12 −σS+

12 −σP−
12 −σS−

12

σP−
22 σS−

22 −σP+
22 −σS+

22 0 0





Ap

As

B+
p

B+
s

B−
p

B−
s


=

=



−uP+
2 −uS+2 uP−

2 uS−2 uP−
2 −uS−2

−uP+
2 −uS+2 uP−

2 uS−2 −uP−
2 uS−2

−uP+
1 −uS+1 uP−

1 uS−1 0 0

−σP+
12 −σS+

12 σP−
12 σS−

12 σP−
12 −σS−

12

−σP+
12 −σS+

12 σP−
12 σS−

12 −σP−
12 σS−

12

−σP+
22 −σS+

12 σP−
22 σS−

22 0 0





Rp

Rs

R+
p

R+
s

R−
p

R−
s


,

(2.69)

где uP±
j , uS±j , σP±

ij и σS±
ij - компоненты соответствующих векторов поляризации, вве-

денные выше. Рассматривая отдельно падение волны каждого типа, можно постро-
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ить шесть соответствующих решений, однако задача может быть сформулирована в

матричной форме:

MY = R,

где M - матрица системы, R - матрица правых частей, а Y - матрица неизвестных

коэффициентов отражения/прохождения.

Легко показать, что матрица M невырождена для всех волновых векторов за

исключением k = (k1, 0)
T , который соответствует распространению волны вдоль

границы раздела. Это направление можно исключить из рассмотрения, поскольку

предполагается, что среда в окрестности границы раздела однородна, а источники

достаточно удалены от границы. Воспользовавшись явным представлением решения

(2.52), (2.53), (2.58), (2.59), можно получить соотношения на компоненты векторов

поляризации:
uP−
1 = uP+

1 , uP−
2 = −uP+

2 ,

uS−1 = −uS+1 , uS−2 = uS+2 ,

σP−
12 = −σP+

12 , σP−
22 = σP+

22 ,

σS−
12 = σS+

12 , σS−
22 = −σS+

22 ,

(2.70)

которые позволяют обратить матрицуM аналитически, и записать решение системы:

Y =M−1R =



0 0 1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 −1


. (2.71)

Из этого представления следует, что в случае падения на границу раздела физичной

моды как со стороны области, где используется система уравнений динамической

теории упругости, так и со стороны подобласти, где задана система (2.55), эта волна

проходит через интерфейс без отражений или конвертаций. В случае падения волны,

отвечающей нефизичной моде, она полностью отражается с коэффициентом ±1 без

конвертаций в волны иного типа.
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2.4.1.2 Конечно-разностная постановка

Пусть в области z < hz/2 используется стандартная схема на сдвинутых сетках,

а в области z > hz/2 применяется схема Лебедева. Границей раздела сеток предпола-

гается линия z = hz/2, на которой определены компоненты σ12 и u2 для стандартной

схемы на сдвинутых сетках. Выбор интерфейса, проходящего через полуцелые узлы

сетки, сделан с целью упрощения рассуждений, однако полученные ниже формулы

применимы и к случаю границы раздела, совпадающей с целыми узлами сетки.

На рассматриваемом интерфейсе определены семь компонент сеточных вектор-

ных полей:

(uv2)
n
i,1/2, (σ

v
12)

n
i+1/2,1/2, (u

2
k)

n
i,1/2, (σ

2
kl)

n
i+1/2,1/2,

где k, l = 1, 2, верхний индекс v используется для компонент, определенных на сетке

для стандартной схемы на сдвинутых сетках, в то время как верхние индексы 1 и

2 соответствуют компонентам решения на схеме Лебедева. Для построения формул

расчета решения на границе раздела сеток удобно использовать метод неопределен-

ных коэффициентов [13], [53], которые выбираются так, чтобы выполнялись следу-

ющие условия:

– длина шаблона в направлении x2 не превосходит 3/2h2;

– коэффициенты отражения/прохождения аппроксимируются не ниже чем со

вторым для физичных мод и не ниже чем с первым - для нефизичных мод.

Такой выбор требования обусловлен тем, что нефизичные моды исходно являются

ошибкой аппроксимации второго порядка малости [93], [248]. В результате второе

условие обеспечивает третий порядок малости ошибок, связанных с прохождением

нефизичных волн через границу раздела сеток.
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Уравнения для построения решения на границе записываются в виде:

ρDt[u
v
2]
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(2.72)
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(2.73)

Операторы, аппроксимирующие производные Dt и D1, определяются по формулам

(2.5) и (2.6). Символ ′, используемый над переменными, означает, что в приведен-

ных формулах используются компоненты поля, интерполированные по касательно-

му направлению. Достаточно предположить, что интерполирование проводилось с

некоторой заданной точностью, то есть переменные могут быть представлены в ви-

де: σ́v
12 = σv

12(1 + δ12), σ́2
22 = σ2

22(1 + δ22), úv2 = uv2(1 + δ2), ú21 = u21(1 + δ1), где δkl

- ошибка интерполяции. В дальнейших рассуждениях предполагается, что ошибка

интерполяции стремиться к нулю с порядком m, то есть δkl = O(hm1 ).

Аналогично рассуждениям, приведенным выше для дифференциальной поста-

новки, в случае использования метода конечных разностей решение можно искать

в виде плоской волны. При этом для рассматриваемых схем дисперсионные соотно-

шения будут совпадать с соотношениями для соответствующих дифференциальных

задач с точностью до замены ω на ω̂ и kj на k̂j, где

ω̂ = 2 sin(ωτ/2)
τ

, k̂j =
2 sin(kjhj/2)

hj
.
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При этом вектора поляризации для конечно-разностных решений могут быть полу-

чены из векторов поляризации решений дифференциальных (2.52), (2.53), (2.58) и

(2.59) аналогичной заменой переменных. В результате для конечно-разностной за-

дачи рассматривается падение разных типов волн на границу раздела сеток, после

чего выписывается набор систем линейных алгебраических уравнений для отыска-

ния конечно-разностных коэффициентов отражения/прохождения. Удобно восполь-

зоваться обозначениями, аналогичными предыдущим, и записать задачу в виде:

M̂(h2)Ŷ (h2) = R̂(h2), (2.74)

где M̂ - матрица системы, Ŷ - матрица неизвестных, R̂ - матрица правых частей,

каждая из которых зависит от шагов сетки.

Для исследования скорости сходимости коэффициентов отраже-

ния/прохождения к аналогичных коэффициентам для дифференциальной задачи

рассматривается разложение системы по степеням малости по h2:

M̂(0)Ŷ (0) = R̂(0),

dM̂

dh2
(0)Ŷ (0) + M̂(0)

dŶ

dh2
(0) =

dR̂

dh2
(0),

d2M̂

dh22
(0)Ŷ (0) +

dM̂

dh2
(0)

dŶ

dh2
(0) + M̂(0)

d2Ŷ

dh22
(0) =

d2R̂

dh22
(0),

...

что позволяет сформулировать следующие утверждения:

Утверждение 3. Если матрица M̂(0) невырождена и решение системы

M̂(0)Ŷ (0) = R̂(0) совпадает с решением системы для дифференциальной задачи, то

есть Ŷ (0) = Y , тогда имеет место первый порядок сходимости решения конечно-

разностной задачи к решению дифференциальной задачи, то есть ∥Ŷ (h2) − Y ∥ =

O(h2).

Утверждение 4. Если утверждение 3 верно и равенства dlM̂
dhl

2
(0)Ŷ (0) = dlR̂

dlh2
(0) вы-

полняются для всех l = 1, ..., L, тогда dlŶ
dhl

2
(0) ≡ 0 и решение конечно-разностной

задачи сходится к решению дифференциальной задачи с порядком не ниже L+ 1.
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Соответственно построение коэффициентов конечно-разностных соотношений

(2.72) и (2.73) сводится к удовлетворению утверждения 3 для всех типов волн и

утверждения 4 при L = 2 для физичных мод.

Прежде всего необходимо построить матрицу система M̂ и матрицу правых

частей R̂. Для этого достаточно рассмотреть конечно-разностные аналоги первых

трех уравнений из системы (2.69), которые могут быть получены из уравнений (2.72)

подстановкой в них решения в виде плоской волны:
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S+
2 e−ikS2 h2/2+

+
(
R+

p û
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S−
2 −R−

s û
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(2.75)
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P−
2 cp(h2) + Âs2û

S−
2 cs(h2)+

+
(
B̂+

p û
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P−
1 eik

P
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P+
1 eik

P
2 h2 b̄p(h2) +R−

s û
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где
ap(h2) = α1 + α3/2(1 + δ)e−ikP2 h2/2 + α1/2(1 + δ)eik

P
2 h2/2,

as(h2) = α1 + α3/2(1 + δ)e−ikS2 h2/2 + α1/2(1 + δ)eik
S
2 h2/2,

bp(h2) = α1 − α3/2(1 + δ)e−ikP2 h2/2 − α1/2(1 + δ)eik
P
2 h2/2,

bs(h2) = α1 − α3/2(1 + δ)e−ikS2 h2/2 − α1/2(1 + δ)eik
S
2 h2/2,

cp(h2) = (1 + δ)
[
β1/2e

ikP2 h2/2 + β−1/2e
−ikP2 h2/2

]
,

cs(h2) = (1 + δ)
[
β1/2e

ikS2 h2/2 + β−1/2e
−ikS2 h2/2

]
.

В данных обозначениях Âp и т.д. - конечно-разностные аналоги соответствующих

коэффициентов дифференциальной задачи. Обозначения āp,s, b̄p,s, c̄p,s используются

для комплексного сопряжения переменных ap,s, bp,s и cp,s соответственно. Параметр

δ - ошибка интерполяции, которая убывает как hq1. Недостающие три уравнения от-

личаются от приведенных заменой u2 на σ12 и u1 на σ22.

Для обеспечения первого порядка сходимости необходимо выполнение утвер-

ждения 3, в котором рассматривается полученная система уравнений в точке h2 = 0.

В этом случае
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где
a = ap,s(0) = āp,s(0) = α1 + α3/2 + α1/2,

b = bp,s(0) = b̄p,s(0) = α1 − α3/2 − α1/2,

c = cp,s(0) = c̄p,s(0) = β1/2 + β−1/2.

Несложно показать, что полученная матрица невырождена при углах падения

волны, отличных от π/2, соответственно существует и единственное решение рас-

сматриваемого набора систем. Однако, чтобы избежать обращения матрицы M̂(0),

для обеспечения первого порядка сходимости достаточно потребовать выполнения

равенства M̂(0)Y = R̂(0) на решении дифференциальной задачи. Подстановка соот-

ветствующих решений дифференциальной задачи приводит к следующим соотноше-

ниям на коэффициенты схемы:

– при падении физичных мод на границу раздела рассматриваются только пер-

вые четыре столбца правых частей и решений, что приводит к необходимости

выполнения двух уравнений на α и β:

2α0 + α1 + α3/2 + α1/2 = 0,

β1 + 2β1/2 + 2β−1/2 = 0.
(2.78)

– Случай падения нефизичной продольной волны соответствует рассмотрению

пятого столбца правых частей и решений, что приводит к уравнению:

α1 − α3/2 − α1/2 = 0. (2.79)

– В случае падения нефизичной поперечной волны получаемые уравнения вы-

полняются для любых параметров α и β.

Для обеспечения более высокого порядка сходимости решения, отвечающего

физичным модам, необходимо воспользоваться утверждением 4 и обеспечить выпол-

нение равенств:
dM̂
dh2

(0)Y ′ = dR̂′

dh2
(0), d2M̂

dh2
2
(0)Y ′ = d2R̂′

dh2
2
(0). (2.80)

В этих обозначениях штрихи используются для того, чтобы подчеркнуть, что рас-

сматриваются только первые четыре столбца соответствующих матриц, отвечающие
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физичным решениям. Из первого соотношения (2.80), обеспечивающего второй по-

рядок сходимости, следуют два уравнения на параметры схемы:

α1 +
3
2
α3/2 +

1
2
α1/2 = 2,

β1 + β1/2 − β−1/2 = 1.
(2.81)

Выполнение второго соотношения из равенства (2.80) обеспечивается при удовлетво-

рении равенств:
α1 +

9
4
α3/2 +

1
4
α1/2 = 2,

β1 − 1
2
β1/2 − 1

2
β−1/2 = 1.

(2.82)

С использованием полученных выше соотношений на коэффициенты схемы со-

ставляются замкнутые системы линейных алгебраических уравнений для их постро-

ения: 

2α0 + α1 + α3/2 + α1/2 = 0,

α1 − α3/2 − α1/2 = 0,

α1 +
3
2
α3/2 +

1
2
α1/2 = 2,

α1 +
9
4
α3/2 +

1
4
α1/2 = 2,

(2.83)


β1 + 2β1/2 + 2β−1/2 = 0,

β1 + β1/2 − β−1/2 = 1,

β1 − 1
2
β1/2 − 1

2
β−1/2 = 1.

(2.84)

Решение которых есть:

α3/2 =
2
7
, α1 =

8
7
, α1/2 =

6
7
, α0 = −8

7
, (2.85)

β1 =
4
3
, β1/2 = −1

2
, β−1/2 = −1

6
. (2.86)

Полученные коэффициенты разностных соотношений, используемых на грани-

це склейки сеток, обеспечивают второй порядок сходимости коэффициентов отраже-

ния/прохождения для физичных мод и первый - для решений нефизичной природы.

При этом необходимо. чтобы интерполяция по касательному направлению выполня-

лась как минимум с третьим порядком точности. Отдельно следует подчеркнуть, что

понижение скорости сходимости коэффициентов отражения для нефизичных мод не
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приводит к ухудшению сходимости решения в целом, поскольку такие моды явля-

ются артефактными и подавляются дополнительно, например, выбором корректных

граничных условий, начальных условий и правых частей, как описано в работах [93],

[248].

2.4.2 Разработка алгоритма в трехмерной постановке

2.4.2.1 Явное представление решения в виде плоских волн

для изотропной среды

Для дальнейшего комбинирования схемы Лебедева со стандартной схемой на

сдвинутых сетках необходимо не только знание фазовых скоростей нефизичных мод,

но и их вектора поляризации. Учитывая, что комбинирование схем происходит в

области, где среда изотропна, достаточно ограничиться построением решений именно

для такой среды.

Плоская волна - это решение вида u

σ

 =

 u0

σ0

 ei(ωt−k1x1−k2x2−k3x3),

где круговая частота ω и волновой вектор k⃗ удовлетворяют дасперсионному соотно-

шению

ω3(ω2 − V 2
P |⃗k|2)(ω2 − V 2

S |⃗k|2)2 = 0,

где VP и VS - скорости продольной и поперечной волн, соответственно. В случае изо-

тропной среды система уравнений динамической теории упругости допускает одно

решение в виде продольной волны и два решения в виде волн поперечных, однако

разделить два последних решения невозможно (собственные вектора, отвечающие

кратному собственному числу), поэтому выбор векторов поляризации для попереч-

ных волн проводится исходя из условия максимального упрощения выкладок.

Сначала необходимо ввести компоненты волнового вектора, вектора медленно-
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сти и нормализованного волнового вектора:

k1 = |k| cos(α) cos(β), k2 = |k| cos(α) sin(β), k3 = |k| sin(α),

sA1 = cos(α) cos(β)/VA, sA2 = cos(α) sin(β)/VA, sA3 = sin(α)/VA,

n1 = cos(α) cos(β), n2 = cos(α) sin(β), n3 = sin(α),

где A обозначает тип волны, углы α и β используются для определения направления

распространения.

В зависимости от типа волны компоненты вектора поляризации представляют-

ся в виде:

L++ =



qA1 VA

qA2 VA

qA3 VA

−(λ+ 2µ)qA1 n1 − λqA2 n2 − λqA3 n3

−λqA1 n1 − (λ+ 2µ)qA2 n2 − λqA3 n3

−λqA1 n1 − λqA2 n2 − (λ+ 2µ)qA3 n3

−µqA2 n3 − µqA3 n2

−µqA1 n3 − µqA3 n1

−µqA2 n1 − µqA1 n2



ei(ωt−(k⃗A,x⃗)) =

=
(
uA1 uA2 uA3 σA

11 σA
22 σA

33 σA
23 σA

13 σA
12

)T
ei(ωt−kA1 x1−kA2 x2−kA3 x3)

где вектора qP , qS1 и qS2 представляются в виде:

qP1 = cos(α) cos(β), qP2 = cos(α) sin(β), qP3 = sin(α),

qS11 = sin(α) cos(β), qS12 = sin(α) sin(β), qS13 = − cos(α),

qS21 = − sin(β), qS22 = cos(β), qS23 = 0.

(2.87)

Необходимо определить направление распространения волны относительно на-

правления x3, для этого удобно зафиксировать знак компоненты k3 волнового век-

тора. Пусть для определенности k3 ≥ 0, а волна называется нисходящей, если знак

перед k3 в показателе экспоненты отрицательный, иначе волна является восходящей.
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Для нефизичных мод решения в виде плоских волн имеют следующий вид:

L−+ =



qA1 VA

−qA2 VA
qA3 VA

−(λ+ 2µ)qA1 n1 − λqA2 n2 − λqA3 n3

−λqA1 n1 − (λ+ 2µ)qA2 n2 − λqA3 n3

−λqA1 n1 − λqA2 n2 − (λ+ 2µ)qA3 n3

+µqA2 n3 + µqA3 n2

−µqA1 n3 − µqA3 n1

+µqA2 n1 + µqA1 n2



ei(ωt−(k⃗A,x⃗)) =

=
(
uA1 −uA2 uA3 σA

11 σA
22 σA

33 −σA
23 σA

13 −σA
12

)T
ei(ωt−kA1 x1−kA2 x2−kA3 x3)

L+− =



qA1 VA

qA2 VA

−qA3 VA
−(λ+ 2µ)qA1 n1 − λqA2 n2 − λqA3 n3

−λqA1 n1 − (λ+ 2µ)qA2 n2 − λqA3 n3

−λqA1 n1 − λqA2 n2 − (λ+ 2µ)qA3 n3

+µqA2 n3 + µqA3 n2

+µqA1 n3 + µqA3 n1

−µqA2 n1 − µqA1 n2



ei(ωt−(k⃗A,x⃗)) =

=
(
uA1 uA2 −uA3 σA

11 σA
22 σA

33 −σA
23 −σA

13 σA
12

)T
ei(ωt−kA1 x1−kA2 x2−kA3 x3)



187

L−− =



qA1 VA

−qA2 VA
−qA3 VA

−(λ+ 2µ)qA1 n1 − λqA2 n2 − λqA3 n3

−λqA1 n1 − (λ+ 2µ)qA2 n2 − λqA3 n3

−λqA1 n1 − λqA2 n2 − (λ+ 2µ)qA3 n3

−µqA2 n3 − µqA3 n2

+µqA1 n3 + µqA3 n1

+µqA2 n1 + µqA1 n2



ei(ωt−(k⃗A,x⃗)) =

=
(
uA1 −uA2 −uA3 σA

11 σA
22 σA

33 σA
23 −σA

13 −σA
12

)T
ei(ωt−kA1 x1−kA2 x2−kA3 x3).

Для построения формул комбинирования схемы Лебедева и стандартной схемы

на сдвинутых сетках необходимо также привести явные формулы для восходящих

волн:

W++ =
(
uA1 uA2 −uA3 σA

11 σA
22 σA

33 −σA
23 −σA

13 σA
12

)T
ei(ωt−kA1 x1−kA2 x2+kA3 x3),

W−+ =
(
uA1 −uA2 −uA3 σA

11 σA
22 σA

33 σA
23 −σA

13 −σA
12

)T
ei(ωt−kA1 x1−kA2 x2+kA3 x3),

W+− =
(
uA1 uA2 uA3 σA

11 σA
22 σA

33 σA
23 σA

13 σA
12

)T
ei(ωt−kA1 x1−kA2 x2+kA3 x3),

W−− =
(
uA1 −uA2 uA3 σA

11 σA
22 σA

33 −σA
23 σA

13 −σA
12

)T
ei(ωt−kA1 x1−kA2 x2+kA3 x3).

2.4.2.2 Коэффициенты отражения/прохождения в дифференциальной

постановке

Как и в двумерном случае, комбинирование схемы Лебедева и схемы на сдвину-

тых сетках предлагается проводить на основе аппроксимации коэффициентов отра-

жения/прохождения, более того, эти коэффициенты явно строить не нужно, доста-

точно рассмотреть поведение матрицы системы уравнений, их определеяющей, при

стремлении к нулю шага сетки. Пусть схема на сдвинутых сетках используется для

аппроксимации системы уравнений динамической теории упругости в области z < 0,

при этом в области z > 0 применяется слема Лебедева, аппроксимирующая, как
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показано выше, модифицированную систему (2.63). В силу того что система (2.63)

допускает более широкий набор решений, чем система уравнений упругости, есте-

ственными условиями согласования, обспечивающими беспрепятственное прохожде-

ние физичных мод через границу z = 0, и полное отражение нефизичных мод на

этой границе являются следующие:

σV · n|z=0 = σ++ · n|z=0, uV |z=0 = u++|z=0.

u+−
3 = u−+

3 = u−−
3 = 0|z=0,

σ+−
23 = σ−+

23 = σ−−
23 = 0|z=0,

σ+−
13 = σ−+

13 = σ−−
13 = 0|z=0.

С использованием определителя Лопатинского [317], [318] можно показать кор-

ректность получаемой начально-краевой задачи.

В силу того что в схеме Лебедева используются переменные W j, являющиеся

линейной комбинацией переменных W++, W+− и т.д., условия согласования перепи-

сываются с виде:
σV
23 = 4σ1

23 = 4σ2
23 = 4σ3

23 = 4σ4
23,

σV
13 = 4σ1

13 = 4σ2
13 = 4σ3

13 = 4σ4
13,

uV3 = 4u13 = 4u23 = 4u33 = 4u43,

σV
33 = σ1

33 + σ2
33 + σ3

33 + σ4
33,

uV1 = u13 + u21 + u31 + u41,

uV2 = u12 + u22 + u32 + u42.

(2.88)

Для построения матрицы для нахождения коэффициентов отражения/прохождения

рассмотриваются 15 возможных ситуаций: падение трех разных волн из области, в

которой используется стандартная схема на сдвинутых сетках, падение трех физич-

ных мод из области, в которой применяется схема Лебедева, падение девяти разных

нефизичных мод из области со схемой Лебедева.

Вне зависимости от типа волны, падающей на границу z = 0, она всегда порож-

дает 15 независимых волн, три из которых восходящие, распространяющиеся в обла-

сти со стандартной схемой на сдвинутых сетках, остальные 12 - нисходящие волны

в области, в которой применяется схема Лебедева. Поэтому удобно рассматривать
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падение всех возможных волн одновременно, точнее, рассматривать их линейную

комбинацию. В результате решение в окрестности интерфейса записывается в виде:

V V =
∑3

A=1R
V
AL

++
A +

∑3
A=1B

V
AW

++
A ,

V L =
∑4

k=1

∑3
A=1R

k
AW

k
A +

∑4
k=1

∑3
A=1B

k
AL

k
A,

(2.89)

где первое уравнение определяет решение в области со схемой на сдвинутых сет-

ках, а второе - в области со схемой Лебедева. Переменные R∗
A - вектор, состоящий

из коэффициентов линейной комбинации падающих волн, определяют правую часть

системы уравнений, в то время как B∗
A - компоненты вектора неизвестных коэф-

фициентов отражения/прохождения. Индекс A используется для обозначения типа

волны, в то время как верхние индексы V и ++ обозначают тип моды для схемы

на сдвинутых сетках и схемы Лебедева соответственно. В дополнение используются

верхние индексы k = 1, 2, 3, 4 для обозначения компоненты решения на схеме Лебед-

ва. Подстановкой приведенных выражений в условия согласования можно получить

соотношения: ∑
A∈{P,S1,S2}

BV
AW

++
A −

4∑
k=1

∑
A∈{P,S1,S2}

Bk
AL

k
A =

= −
∑

A∈{P,S1,S2}
RV

AL
++
A +

4∑
k=1

∑
A∈{P,S1,S2}

Rk
AW

k
A.

Используя приведенную выше связь между W k и W±±, полученная система уравне-
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ний может быть записана в матричной форме:



−σA
23 −σA

23 σA
23 σA

23 −σA
23

−σA
23 −σA

23 −σA
23 σA

23 σA
23

−σA
23 −σA

23 σA
23 −σA

23 σA
23

−σA
23 −σA

23 −σA
23 −σA

23 −σA
23

−σA
13 −σA

13 −σA
13 σA

13 σA
13

−σA
13 −σA

13 σA
13 σA

13 −σA
13

−σA
13 −σA

13 −σA
13 −σA

13 −σA
13

−σA
13 −σA

13 σA
13 −σA

13 σA
13

−uA3 −uA3 −uA3 uA3 uA3

−uA3 −uA3 uA3 uA3 −uA3
−uA3 −uA3 −uA3 −uA3 −uA3
−uA3 −uA3 uA3 −uA3 uA3

σA
33 −σA

33 0 0 0

uA2 −uA2 0 0 0

uA1 −uA1 0 0 0





BV
P

BV
S1

BV
S2

BL++
P

BL++
S1

BL++
S2

BL−+
P

BL−+
S1

BL−+
S2

BL+−
P

BL+−
S1

BL+−
S2

BL−−
P

BL−−
S1

BL−−
S2



=

=



−σA
23 −σA

23 σA
23 σA

23 −σA
23

−σA
23 −σA

23 −σA
23 σA

23 σA
23

−σA
23 −σA

23 σA
23 −σA

23 σA
23

−σA
23 −σA

23 −σA
23 −σA

23 −σA
23

−σA
13 −σA

13 −σA
13 σA

13 σA
13

−σA
13 −σA

13 σA
13 σA

13 −σA
13

−σA
13 −σA

13 −σA
13 −σA

13 −σA
13

−σA
13 −σA

13 σA
13 −σA

13 σA
13

−uA3 −uA3 −uA3 uA3 uA3

−uA3 −uA3 uA3 uA3 −uA3
−uA3 −uA3 −uA3 −uA3 −uA3
−uA3 −uA3 uA3 −uA3 uA3

−σA
33 σA

33 0 0 0

−uA2 uA2 0 0 0

−uA1 uA1 0 0 0





RV
P

RV
S1

RV
S2

RL++
P

RL++
S1

RL++
S2

RL−+
P

RL−+
S1

RL−+
S2

RL+−
P

RL+−
S1

RL+−
S2

RL−−
P

RL−−
S1

RL−−
S2



.
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Далее удобно использовать краткую запись системы:

MBB =MRR, (2.90)

где MB и MR - матрицы, введенные выше. Для решения полученной системы следует

подействовать преобразованием

T =



1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 −1 1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 −1 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 −1 −1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 −1 1 −1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 −1 −1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 −1 −1 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 1 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 −1 −1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 −1 −1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



.

слева, при этом

TMBB =M ′
BB = TMRR =M ′

RR,
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где

M ′
B = TMB =



−4σA
23 −4σA

23 0 0 0

0 0 4σA
23 0 0

0 0 0 4σA
23 0

0 0 0 0 −4σA
23

−4σA
13 −4σA

13 0 0 0

0 0 −4σA
13 0 0

0 0 0 4σA
13 0

0 0 0 0 4σA
13

−4uA3 −4uA3 0 0 0

0 0 −4uA3 0 0

0 0 0 4uA3 0

0 0 0 0 4uA3

σA
33 −σA

33 0 0 0

uA2 −uA2 0 0 0

uA1 −uA1 0 0 0


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M ′
R = TMR =



−4σA
23 −4σA

23 0 0 0

0 0 4σA
23 0 0

0 0 0 4σA
23 0

0 0 0 0 4σA
23

−4σA
13 −4σA

13 0 0 0

0 0 −4σA
13 0 0

0 0 0 4σA
13 0

0 0 0 0 4σA
13

−4uA3 −4uA3 0 0 0

0 0 −4uA3 0 0

0 0 0 4uA3 0

0 0 0 0 4uA3

−σA
33 σA

33 0 0 0

−uA2 uA2 0 0 0

−uA1 uA1 0 0 0


Несложно заметить, что полученные матрицы M ′

B и M ′
R отличаются только переста-

новкой столбцов, то есть существует матрица перестановок K, приведенная ниже

K =



0 I 0 0 0

I 0 0 0 0

0 0 I 0 0

0 0 0 I 0

0 0 0 0 I


,

такая что

M ′
BK =M ′

R, M ′
B =M ′

RK,

где I - единичная матрица размером 3 × 3. В результате, если матрица M ′
B невы-

рождена, то для любой правой части (в том числе и для рассматриваемого набора

правых частей) выполняется равенство

B = KR.
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Из вида матрицы K немедленно следует, что в дифференциальной постановке

построенные условия согласования обеспечивают прохождение физичных мод через

интерфейс с коэффициентом прохождения единица, в то время как артефактные

моды полностью отражаются от границы раздела.

2.4.2.3 Коэффициенты отражения/прохождения

для конечно-разностной задачи

Пусть в области z < z1/2 используется стандартная схема на сдвинутых сетках,

а в области z > z1/2 применяется схема Лебедева. Для комбинирования указанных

схем необходимо построить уравнения для расчета компонент волнового поля непо-

средственно на границе z = z1/2, что включает в себя переменные uV3 , σV
23 и σV

13,

соответствующие стандартной схеме на сдвинутых сетках, и u3, u4, σ3 и σ4, относя-

щиеся к схеме Лебедева. Построение формул на интерфейсе предлагается проводить

методом неопределенных коэффициентов:

ρDt[u
V
3 ]

n−1/2
i,j,1/2 = D1[σ

V
13]

n−1/2
i,j,1/2 +D2[σ

V
23]

n−1/2
i,j,1/2 +Dα[σ33]

n−1/2
i,j,1/2 ,

(u33)
n
i,j,1/2 = 1/4(uV3 )

n
i,j,1/2,

ρDt[u
3
1]

n−1/2
i,j,1/2 = D1[σ

3
11]

n−1/2
i,j,1/2 +D2[σ

4
12]

n−1/2
i,j,1/2 +Dβ[σ13]

n−1/2
i,j,1/2 ,

ρDt[u
3
2]

n−1/2
i,j,1/2 = D1[σ

3
12]

n−1/2
i,j,1/2 +D2[σ

4
22]

n−1/2
i,j,1/2 +Dγ[σ23]

n−1/2
i,j,1/2 ,

ρDt[u
4
1]

n−1/2
i+1/2,j+1/2,1/2 = D1[σ

4
11]

n−1/2
i+1/2,j+1/2,1/2 +D2[σ

3
12]

n−1/2
i+1/2,j+1/2,1/2 +Dδ[σ13]

n−1/2
i+1/2,j+1/2,1/2,

ρDt[u
4
2]

n−1/2
i+1/2,j+1/2,1/2 = D1[σ

4
12]

n−1/2
i+1/2,j+1/2,1/2 +D2[σ

3
22]

n−1/2
i+1/2,j+1/2,1/2 +Dε[σ23]

n−1/2
i+1/2,j+1/2,1/2,

(u33)
n
i+1/2,j+1/2,1/2 = 1/4(ǔ33)

n
i+1/2,j+1/2,1/2,
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где операторы Dα, Dβ, Dγ и Dε представимы в виде:

h3Dα[σ33]
n−1/2
i,j,1/2 = α0(σ

V
33)

n−1/2
i,j,0 + α3

1/2(σ̂
3
33)

n−1/2
i,j,1/2 + α4

1/2(σ̃
4
33)

n−1/2
i,j,1/2+

+α1
1(σ

1
33)

n+1/2
i,j,1/2 + α2

1(σ̌
2
33)

n+1/2
i,j,1/2 + α3

3/2(σ̂
3
33)

n−1/2
i,j,3/2 + α4

3/2(σ̃
4
33)

n−1/2
i,j,3/2 ,

h3Dβ[σ13]
n−1/2
i,j,1/2 = β−1/2(σ̂V

13)
n−1/2
i,j,−1/2 + β3

1/2(σ̂
3
13)

n−1/2
i,j,1/2 + β4

1/2(σ̃
4
13)

n−1/2
i,j,1/2+

+β1
1(σ

1
13)

n+1/2
i,j,1/2 + β2

1(σ̌
2
13)

n+1/2
i,j,1/2 ,

h3Dγ[σ23]
n−1/2
i,j,1/2 = γ−1/2(σ̃V

23)
n−1/2
i,j,−1/2 + γ31/2(σ̂

3
23)

n−1/2
i,j,1/2 + γ41/2(σ̃

4
23)

n−1/2
i,j,1/2+

+γ11(σ
1
23)

n+1/2
i,j,1/2 + γ21(σ̌

2
23)

n+1/2
i,j,1/2 ,

h3Dδ[σ13]
n−1/2
i+1/2,j+1/2,1/2 = δ−1/2(σ̃V

13)
n−1/2
i+1/2,j+1/2,−1/2 + δ31/2(σ̃

3
13)

n−1/2
i+1/2,j+1/2,1/2+

+δ41/2(σ̂
4
13)

n−1/2
i+1/2,j+1/2,1/2 + δ11(σ̌

1
13)

n+1/2
i+1/2,j+1/2,1/2 + δ21(σ

2
13)

n+1/2
i+1/2,j+1/2,1/2,

h3Dε[σ23]
n−1/2
i+1/2,j+1/2,1/2 = ε−1/2(σ̂V

23)
n−1/2
i+1/2,j+1/2,−1/2 + ε31/2(σ̃

3
23)

n−1/2
i+1/2,j+1/2,1/2+

+ε41/2(σ̂
4
23)

n−1/2
i+1/2,j+1/2,1/2 + ε11(σ̌

1
23)

n+1/2
i+1/2,j+1/2,1/2 + ε21(σ

2
23)

n+1/2
i+1/2,j+1/2,1/2,

В этих обозначениях f̂ используется для компонент, интерполированных в направ-

лении x1, f̃ - в направлении x2 и f̌ используется для обозначения интерполяции по

двум касательным направлениям. Здесь используется интерполяция, основанная на

быстром преобразовании Фурье, которая предполагает спектральную сходимость, в

результате ошибкой интерполяции можно пренебречь, считая, что все используемые

переменные в необходимых точках определены точно. В результате можно опустить

верхние индексы, означающие номер слоя по времени, а также индексы, указываю-

щие на точки сетки вдоль касательных направлений. Более того, операторы Dβ и Dγ

отличаются только направлениями, по которым проводится интерполяция компонент

поля, аналогично для операторов Dδ и Dε. В результате рассмотрение ограничивает-

ся набором из трех операторов Dα, Dβ и Dδ, а формулы, используемые для расчета



196

компонент вектора скорости на интерфейсе, представляются в виде:

ρDt[u
V
3 ]1/2 = D1[σ

V
13]1/2 +D2[σ

V
23]1/2 +Dα[σ33]1/2,

(u33)1/2 = 1/4(uV3 )1/2,

ρDt[u
3
1]1/2 = D1[σ

3
11]1/2 +D2[σ

4
12]1/2 +Dβ[σ13]1/2,

ρDt[u
3
2]1/2 = D1[σ

3
12]1/2 +D2[σ

4
22]1/2 +Dβ[σ23]1/2,

ρDt[u
4
1]1/2 = D1[σ

4
11]1/2 +D2[σ

3
12]1/2 +Dδ[σ13]1/2,

ρDt[u
4
2]1/2 = D1[σ

4
12]1/2 +D2[σ

3
22]1/2 +Dδ[σ23]1/2,

(u43)1/2 = 1/4(uV3 )1/2,

(2.91)

где
h3Dα[σ33]1/2 = α0(σ

V
33)0 + α3

1/2(σ
3
33)1/2 + α4

1/2(σ
4
33)1/2+

+α1
1(σ

1
33)1 + α2

1(σ
2
33)1 + α3

3/2(σ
3
33)3/2 + α4

3/2(σ
4
33)3/2,

h3Dβ[σi3]1/2 = β−1/2(σ
V
i3)−1/2 + β3

1/2(σ
3
i3)1/2 + β4

1/2(σ
4
i3)1/2+

+β1
1(σ

1
i3)1 + β2

1(σ
2
i3)1,

h3Dδ[σi3]1/2 = δ−1/2(σ
V
i3)−1/2 + δ31/2(σ

3
i3)1/2 + δ41/2(σ

4
i3)1/2+

+δ11(σ
1
i3)1 + δ21(σ

2
i3)1,

(2.92)

Аналогично формулы для расчета компонент тензора напряжений записыва-

ются в виде:

Dt[σ
V
13]1/2 = µD1[u

V
3 ]1/2 + µDα[u1]1/2,

Dt[σ
V
23]1/2 = µD2[u

V
3 ]1/2 + µDα[u2]1/2,

(σ3
13)1/2 = 1/4(σV

13)1/2,

(σ4
13)1/2 = 1/4(σV

13)1/2,

(σ3
23)1/2 = 1/4(σV

23)1/2,

(σ4
23)1/2 = 1/4(σV

23)1/2,

Dt[σ
3
ii]1/2 = Cii11D1[u

3
1]1/2 + Cii22D2[u

4
2]1/2 + Cii33Dβ[u3]1/2,

Dt[σ
3
12]1/2 = µD1[u

3
2]1/2 + µD2[u

4
1]1/2,

Dt[σ
4
ii]1/2 = Cii11D1[u

4
1]1/2 + Cii22D2[u

3
2]1/2 + Cii33Dδ[u3]1/2,

Dt[σ
4
12]1/2 = µD1[u

4
2]1/2 + µD2[u

3
1]1/2,

(2.93)
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Построение неизвестных коэффициентов проводится по аналогии с двумерным

случаем - рассматривается падение плоских волн всех типов как из области со стан-

дартной схемой на сдвинутых сетках, так из области со схемой Лебедева. В результате

можно получить набор систем уравнений вида:

M̂B(h, α⃗, β⃗, δ⃗)B̂(h) = M̂R(h, α⃗, β⃗, δ⃗)R, (2.94)

где M̂B и M̂R - матрицы коэффициентов, зависящие как от шагов сетки, так и от

искомых коэффициентов α⃗, β⃗, δ⃗. Вектор R состоит из коэффициентов, определяющих

линейную комбинацию падающих плоских волн, а вектор B̂ - вектор коэффициентов

отражения/прохождения.

Чтобы конечно-разностные коэффициенты отражения/прохождения сходились

к соответствующим коэффициентам для дифференциальной задачи при h→ 0, необ-

ходимо и достаточно, чтобы решение системы (2.94) при h = 0 существовало и совпа-

дало с решением системы уравнений для дифференциальной постановки. Аналогич-

но с двумерным случаем: для выполнения указанных условий достаточно полного

совпадения матриц M̂B(0) и MB из формулы (2.90), аналогично для матриц M̂R(0)

и MR, что приводит к системе линейных уравнений на α⃗, β⃗ и δ⃗:

−4β−1/2 = β3
1/2 + β4

1/2 + β1
1 + β2

1 ,

−4δ−1/2 = +δ31/2 + δ41/2 + δ11 + δ21,

−4α0 = +α3
1/2 + α4

1/2 + α1
1 + α2

1 + α3
3/2 + α4

3/2,

α3
1/2 − α4

1/2 + α1
1 − α2

1 + α3
3/2 − α4

3/2 = 0,

−α3
1/2 − α4

1/2 + α1
1 + α2

1 − α3
3/2 − α4

3/2 = 0,

−α3
1/2 + α4

1/2 + α1
1 − α2

1 − α3
3/2 + α4

3/2.

(2.95)

Как и в двумерном случае, для нефизичных мод достаточно обеспечить первый

порядок сходимости, в то время, как для физичных решений скорость сходимости

должна быть не ниже третьего порядка. Это значит, что в случае рассмотрения



198

правых частей вида

Rp =



0 I

I 0

0 0

0 0

0 0


,

необходимо выполнение равенств

dM̂B

dh3
|h3=0B(0) = dM̂R

dh3
|h3=0Rp,

d2M̂B

dh2
3
|h3=0B(0) = d2M̂R

dh2
3
|h3=0Rp.

В силу того что решение B(0) совпадает с решением дифференциальной задачи, оно

представимо в виде

B(0) =



0 I

I 0

0 0

0 0

0 0


.

В таком случае для выполнения сформулированных выше равенств достаточно сов-

падения первых шести столбцов матриц djM̂B

dhj
3

|h3=0 и djM̂R

dhj
3

|h3=0, что приводит к урав-

нениям:
−2β−1/2 = −1/2β3

1/2 − 1/2β4
1/2 − β1

1 − β2
1 + 1,

2δ−1/2 = +1/2δ31/2 + 1/2δ41/2 + δ11 + δ21 − 1,

4 = +1/2α3
1/2 + 1/2α4

1/2 + α1
1 + α2

1 + 3/2α3
3/2 + 3/2α4

3/2,

−β−1/2 = +1/4β3
1/2 + 1/4β4

1/2 + β1
1 + β2

1 − 1,

−δ−1/2 = +1/4δ31/2 + 1/4δ41/2 + δ11 + δ21 − 1,

4 = +1/4α3
1/2 + 1/4α4

1/2 + α1
1 + α2

1 + 9/4α3
3/2 + 9/4α4

3/2.

(2.96)

Комбинируя полученные уравнения, можно составить системы для отыскания

неопределнных коэффициентов конечно-разностной схемы, используемой на границе
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раздела стандартной схемы на сдвинутых сетках и схемы Лебедева:

4β−1/2 + β3
1/2 + β4

1/2 + β1
1 + β2

1 = 0,

2β−1/2 − 1/2β3
1/2 − 1/2β4

1/2 − β1
1 − β2

1 = −1,

β−1/2 + 1/4β3
1/2 + 1/4β4

1/2 + β1
1 + β2

1 = 1,

(2.97)

4δ−1/2 + δ31/2 + δ41/2 + δ11 + δ21 = 0,

2δ−1/2 − 1/2δ31/2 − 1/2δ41/2 − δ11 − δ21 = −1,

δ−1/2 + 1/4δ31/2 + 1/4δ41/2 + δ11 + δ21 = 1,

(2.98)

α3
1/2 + α4

1/2 + α1
1 + α2

1 + α3
3/2 + α4

3/2 + 4α0 = 0,

α3
1/2 − α4

1/2 + α1
1 − α2

1 + α3
3/2 − α4

3/2 = 0,

α3
1/2 + α4

1/2 − α1
1 − α2

1 + α3
3/2 + α4

3/2 = 0,

α3
1/2 − α4

1/2 − α1
1 + α2

1 + α3
3/2 − α4

3/2 = 0,

1/2α3
1/2 + 1/2α4

1/2 + α1
1 + α2

1 + 3/2α3
3/2 + 3/2α4

3/2 = 4,

1/4α3
1/2 + 1/4α4

1/2 + α1
1 + α2

1 + 9/4α3
3/2 + 9/4α4

3/2 = 4.

(2.99)

Прежде всего следует отметить, что системы уравнений для построения β и

γ полностью совпадают, так что достаточно ограничиться решением лишь одной из

них. При этом системы являются недоопределенными, поэтому для единственности

решения необходимо сформулировать дополнительные требования, например, повы-

шение порядка. Однако предлагается иной подход: коэффициенты β3
1/2 и β4

1/2 сто-

ят перед конечно-разностными компонентами поля, соответствующими одной и той

же компоненте поля в дифференциальной постановке, но определенными в разных

точках пространства по направлениям, параллельным границе раздела сеток [247].

Поэтому естественным требованием является совпадение обсуждаемых коэффици-

ентов, то есть β3
1/2 = β4

1/2 = β1/2. Аналогично для β1
1 и β2

1 : β1
1 = β2

1 = β1. В результате

система (2.97) замыкается, и ее решение есть:

β−1/2 = − 1
12
, β1/2 = −1

2
, β1 =

2
3
. (2.100)

Подобные рассуждения применимы при построении решения систем (2.98) и (2.99).

При этом несложно понять, что решение системы (2.98) совпадает с (2.100) с точно-
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стью до замены β на δ, а решение (2.99) есть

α1/2 =
6
7
, α1 =

8
7
, α3/2 =

2
7
, α0 = −8

7
. (2.101)

2.5 Численный анализ метода

2.5.1 Прохождение волны из области со стандартной схемой

на сдвинутых сетках в область со схемой Лебедева

Первая серия экспериментов проводится для исследования отражений, возни-

кающих при падении продольной волны на границу раздела сеток в случае падения

со стороны стандартной схемы на сдвинутых сетках. Размер расчетной области со-

ставляет 1000× 1000 м, дискретизованной с шагом 1 м. Модель среды - однородная

изотропная с плотностью ρ = 1000 кг/м3 и скоростями продольной и поперечной

волн VP =
√

λ+2µ
ρ

= 2500 м/с и VS =
√

µ
ρ
= 1400 м/с соответственно. Источник типа

центра расширения располагается в точке с координатами x1 = 500 м, x2 = 450 м.

Расчеты проводятся для набора правых частей, отличающихся частотным составом,

в качестве функции источника используется импульс Риккера с центральной часто-

той 200, 100 и 50 Гц. В результате при сохранении физических размеров расчетной

области и шага сетки расчеты проводятся для разных дискретизаций волнового поля

- 12, 25 и 50 точек на длину волны (ppw). Расчетная область ограничивается иде-

ально согласованными слоями, в частности применяется многоосный PML [267], [19],

[20].

Этот набор экспериментов эквивалентен расчетам на серии вложенных сеток с

отношением шагов два, что позволяет проводить исследование скорости сходимости,

поскольку отношение ошибки на сетке с шагом h к ошибке на сетке с шагом h/2

составляет 2α, где α - порядок сходимости. В качестве ошибки в рассматриваемом

наборе экспериментов выступают нефизичные отражения от границы раздела сеток.

Для выделения этих отражений для каждой правой части вычисляются два реше-

ния. Расчет первого проводится с использованием схемы Лебедева во всей расчетной

области. Второй - с применением гибридного алгоритма, так что стандартная схе-
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Решение, 100Гц, t=0.00914с
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Рисунок 2.20 – Мгновенный снимок волнового поля, рассчитанного для зондирующего
сигнала с частотой 100 Гц (слева). Модель однородная изотропная. Справа - абсолютная
ошибка решения.

ма на сдвинутых сетках применяется при x2 < 500 м., а схема Лебедева - в нижней

части модели, то есть при 500 < x2 < 1000 м. В результате разность полученных вол-

новых полей при x2 < 500 м содержит лишь отражения от границы раздела сеток.

Мгновенный снимок волнового поля для эксперимента с частотой 100 Гц и абсолют-

ная ошибка - разность между решениями, рассчитанными гибридным алгоритмом

и схемой Лебедева, - приведены на рис. 2.20. Видно, что ошибка составляет 10−6

от амплитуды решения, то есть находится на уровне машинной точности (расчеты

проводились с одинарной точностью).

2.5.2 Прохождение физичных решений из области со схемой

Лебедева

в область со стандартной схемой на сдвинутых сетках

Исследование прохождения волны из области со схемой Лебедева в область со

стандартной схемой на сдвинутых сетках проводится по схожей схеме. Однако для

формирования и разделения физичных и нефизичных решений на схеме Лебедева

в модель вводится анизотропный слой. Размер расчетной области 1200 × 1200 м.

Модель - двухслойная:

– Изотропный слой с параметрами ρ = 1000 кг/м3, VP = 2500 м/с и VS = 1400
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Решение, частота 50 Гц

Рисунок 2.21 – Моментальный снимок волнового поля при численном моделировании
падения физичной моды из области со схемой Лебедева. Частота источника 50 Гц

м/с, x2 < 450 м;

– Анизотропный слой с параметрами ρ = 1000 кг/м3,

C =


2 1 1

1 3 1

1 1 2

× 109, кг/м/с2

при 450 < x2 < 1200 м.

Стандартная схема на сдвинутых сетках используется при x2 < 400 м, а схема

Ледебева - при x2 > 400 м. Точечный источник типа объемного расширения распола-

гается в точке x1 = 600 м, x2 = 600 м. В качестве функции источника используется

импульс Риккера с частотой 50, 50
√
2, 100, 100

√
2 и 200 Гц. На моментальном снимке

волнового поля для импульса с частотой 50 Гц (рис. 2.21 и 2.22) видно, что абсолют-

ная ошибка - разность между решениями, вычисленными гибридным алгоритмом

и схемой Лебедева, - для разных дискретизаций обусловлена только комбинирова-

нием конечно-разностных схем, поскольку остальные условия проведения расчетов

одинаковы. Как следует из приведенных снимков волновых полей, ошибка - отраже-

ние - убывает в 3 ≈ 2
√
2 раза при уменьшении шага в

√
2 раза, что подтверждает

сходимость коэффициентов отражения к нулю с третьим порядком.
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Рисунок 2.22 – Абсолютная ошибка в экспериментах, при численном моделировании па-
дения волны (физичного решения) из области со схемой Лебедева для частот 50, 50

√
2 и

100 Гц
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Решение, 50 Гц

Рисунок 2.23 – Моментальный снимок волнового поля при численном моделировании
падения нефизичной моды из области со схемой Лебедева. Частота источника 50 Гц

2.5.3 Прохождение нефизичных решений из области со схе-

мой Лебедева

в область со стандартной схемой на сдвинутых сетках

Для моделирования падения нефизичных мод на границе раздела сеток прово-

дится эксперимент, аналогичный предыдущему, с тем лишь отличием, что источник

сконструирован так, чтобы излучать только нефизичные моды в анизотропной слое.

Построение такого источника в деталях обсуждается в работах [93], [248], [43]. Ошиб-

кой в этом случае являются волны, проходящие в область со стандартной схемой на

сдвинутых сетках. Моментальный снимок волнового поля для этого эксперимента

приведен на рис. 2.23. Решение в области, где применяется стандартная схема на

сдвинутых сетках, приведено на рис. 2.24 для частот 50, 50
√
2 и 100 Гц. Согласно

построению гибридного алгоритма, ошибка, вызванная прохождением нефизичных

решений через границу раздела сеток, должна убывать с первым порядком, что под-

тверждается результатами, приведенным на рис. 2.24. Видно, что при уменьшении

частоты в
√
2 раз ошибка падает пропорционально, то есть в 1.4 раза. Здесь следует

учитывать, что, согласно результатам, представленным в работах [93], [248], кор-

ректная аппроксимация правых частей обеспечивает второй порядок малости самих

этих мод. В результате их прохождение через границу раздела не понижает общего

порядка сходимости решения.
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Рисунок 2.24 – Решение в области со стандартной схемой на сдвинутых сетках для экс-
перимента, в котором источник возбуждает только нефизичные моды на схеме Лебедева.
Частота источника 50 Гц (вверху), 72 Гц (в середине), 100 Гц (внизу)

2.5.4 Проявление нефизичных решений при наличии в модели

анизотропного слоя

Серия экспериментов проводится для исследования ошибки при падении вол-

ны из области стандартной схемы на сдвинутых сетках для случая, когда в моде-

ли присутствует анизотропный слой. Рассматривается простейший пример модели -

изотропная среда с горизонтальным анизотропным слоем, на который ориентирован

гибридный алгоритм. При этом простота модели позволяет явно проследить ошибки,

связанные с комплексированием разностных схем.

Размер модели составляет 3000 м по горизонтали и 2500 м по глубине. Шаг

сетки - 1 м. Модель состоит из трех горизонтальных слоев:

– изотропные слои с параметрами: ρ = 1000 кг/м3, VP = 2500 м/с и VS = 1400

м/с на глубинах x2 < 1700 м и x2 > 2000 м;
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– анизотропный слой с параметрами: ρ = 1000 кг/м3,

C =


2 1 1

1 3 1

1 1 2

 кг/м/с2,

1700 < x2 < 2000 м.

В представленном эксперименте стандартная схема на сдвинутых сетках ис-

пользуется в области x2 ∈ [0, 1600] м, а схема Лебедева применяется при x2 > 1600

м, причем граница раздела сеток не совпадает с границами слоев, а схема Лебеде-

ва используется в более широкой области, чем та, которую занимает анизотропная

формация.

Источник типа центра расширения располагается в точке x1 = 1250 м и

x2 = 1500 м. В качестве функции источника рассматривается импульс Риккера с

центральной частотой 25, 50 и 100 Гц, поэтому исследование скорости сходимости

алгоритма проводится на фиксированной сетке. Решения рассчитываются как с ис-

пользованием гибридного алгоритма, так и с применением схемы Лебедева во всей

расчетной области (рис. 2.25). Из разности решений, рассчитанных с использовани-

ем схемы Лебедева и гибридного подхода (рис. 2.26), видно, что ошибка, вызван-

ная комплексированием схем, уменьшается пропорционально квадрату частоты, что

подтверждает второй порядок сходимости численного решения. Более того, из при-

веденных примеров следует, что для наиболее используемых дискретизаций, то есть

порядка 20-50 точек на доминирующую длину волны, численные коэффициенты от-

ражения не превосходят 5 · 10−3, что является приемлемым уровнем помехи при

расчете сейсмических волновых полей.
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Рисунок 2.25 – Моментельный снимок волнового поля при моделировании падения волны
из области стандартной схемы на сдвинутых сетках для модели с анизотропным слоем.
Граница раздела сеток обозначена синей линией, границы слоя - черными линиями. Частота
в источнике 50 Гц
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Рисунок 2.26 – Разность решений, рассчитанных с использованием схемы Лебедева и
гибридного подхода для модели с анизотропным слоем. Слева - частота в источнике 50 Гц,
справа - 25 Гц.
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2.6 Применение метода для решения прикладных

задач

2.6.1 Расчет волновых полей для модели Северного моря с

анизотропным слоем

Расчет волновых полей в модели Гулфакс (район Северного моря) [355], в кото-

рой присутствуют анизотропные формации (рис. 2.27), проводится с использованием

разработанного гибридного алгоритма. В качестве модели анизотропной среды рас-

сматривается ортотропная среда с наклонной осью симметрии. Этот тип анизотро-

пии один из наиболее простых (имеет наибольшее число элементов симметрии) [16],

а ортотропная модель среды есть редукция трансверсально-изотропной либо орто-

ромбической модели на двумерный случай при условии совпадения осей симметрии.

Однако при отклонении осей симметрии ортотроной среды от координатных осей

тензор жесткости перестает обладать специальной структурой. Поэтому, с вычис-

лительной точки зрения, ортотропная среда ничем не отличается от общего случая

анизотропии. При этом для ее физического описания удобно использовать парамет-

ры Томпсона [357]. Угол наклона оси симметрии ортотропной среды в приведенной

модели составляет 45◦. Важно отметить, что анизотропная формация представляется

субгоризонтальным слоем.

Расчет волновых полей для представленной модели проводится как с примене-

нием гибридного алгоритма, так и с использованием схемы Лебедева во всей расчет-

ной области. При применении гиибридного алгоритма схема Лебедева используется

в слое 1490 < x2 < 2050 м. Моделирование проводится для источников, излучающих

сигнал с центральной частотой 10 и 20 Гц. Шаг сетки составляет 5 м так, что в слу-

чае частоты 20 Гц дискретизация поля близка к 20 точкам на доминирующую длину

волны.

Мгновенный снимок волнового поля (вертикальная компонента вектора ско-

рости смещений), рассчитанного с использованием гибридного алгоритма в момент

времени t = 1.2 с, приведен на рис. 2.28. Из разности решений, вычисленных с ис-

пользованием гибридного алгоритма и с применением только схемы Лебедева (рис.
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Рисунок 2.27 – Модель Гулфакс, слева - распределение скоростей продольных волн, справа
- распределение значений параметра ε, характеризующего интенсивность анизотропии

2.29), видно, что уровень ошибки падает квадратично с уменьшением частоты (уве-

личением дискретизации поля). Более того, для реалистичных дискретизации - от

20 точек на доминирующиую длину волны - ошибка не превосходит 3 · 10−3.

Отдельно следует отметить, что на этой модели проводилась дополнительная

верификация алгоритма и его тестирование для определения ускорения, которое

обеспечивается комбинированием разных схем по сравнению с расчетом решения

с применением схемы Лебедева. Решение рассчитывалось на коротком временном

интервале до момента времени 0.2 с использованием схемы Лебедева в подобластях,

занимающих от 10% до 50% расчетной области и схемой только Лебедева. После чего

ускорение определялось как отношение времени, затраченного она расчет схемой Ле-

бедева ко времени расчета гибридным алгоритмом. Теоретические оценки ускорения

и экспериментальные значения приведены на рис. 2.30

2.6.2 Проявление анизотропии верхней части разреза

в данных вертикального сейсмического

профилирования

Анизотропия верхней части разреза может вносить существенные искажения в

результаты обработки и интерпретации данных вертикального сейсмического профи-

лирования в случае, если эти процедуры ориентированы на работу с изотропными

моделями среды. В частности, при анализе поля обменных волн одним из основных
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Решение, 20 Гц, t=1.2 с
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Рисунок 2.28 – Вертикальная компонента вектора скорости, рассчитанная гибридным
алгоритмом в модели Гулфакс. Частота сигнала в источнике 20 Гц. Синие линии обозначают
границы раздела сеток
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Рисунок 2.29 – Разность решений, рассчианных с применением гибридного подхода и
схемы Лебедева во всей расчетной области. Слева - частота 20 Гц, справа - 10 Гц
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Рисунок 2.30 – Ускорение гибридного алгоритма по отношению к алгоритму, основанному
на применении только схемы Лебедева, в зависимости от относительного объема анизотроп-
ной подобласти в процентах. Синяя линия соответствует теоретической оценке, красные
маркеры - результаты экспериментальных измерений.
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проявлений анизотропии считается расщепление квазипоперечных волн, в результате

которого число обменных волн возрастает. Поэтому необходимо достоверно отделять

волны, причиной проявления которых является анизотропия верхней части разре-

за, от волн, проявление которых связано с анизотропией трещиноватого резервуара.

Более того, анизотропия верхней части разреза может существенно искажать как

кинематику, так и динамику сигнала, что затрудняет анализ анизотропии целевых

горизонтов [48], [56]. Для анализа указанных эффектов, а также для разработки и

апробации процедур учета анизотропии верхней части разреза, которые проводятся в

лаборатории многоволновой сейсморазведки Института нефтегазовой геологии и гео-

физики СО РАН [221], [17], [18] было проведено моделирование волновых процессов

в упрощенной модели Юрубчено-Тохомской зоны Восточной Сибири. Эта сейсмо-

геологическая модель состоит из пяти горизонтальных слоев, два из которых (один

в верхней части разреза, второй - на уровне целевого горизёонта) анизотропные -

трансверсально-изотропные с горизонтальной осью симметрии. При этом направле-

ние оси симметрии среды для указанных слоев отличается, что характерно для этого

региона:

– изотропный слой при 0 ≤ z ≤ 100 м; Vp = 1000 м/с, Vs = 450 м/с, ρ = 1800

кг/м3;

– анизотропный слой в верхней части, 100 ≤ z ≤ 600 м; Vp = 3500 м/с, Vs = 1750

м/с, ρ = 2100 кг/м3, ε = 0.105, δ = 0.033, γ = 0.105, азимут оси симметрии

(отсчитывается от оси x) 30o;

– изотропный слой при 600 ≤ z ≤ 1100 м; Vp = 4000 м/с, Vs = 2100 м/с, ρ = 2400

кг/м3;

– анизотропный слой на уровне целевого горизонта, 1100 ≤ z ≤ 1600 м; Vp = 5000

м/с, Vs = 2450 м/с, ρ = 2800 кг/м3, ε = 0.105, δ = 0.058, γ = 0.105, азимут оси

симметрии (отсчитывается от оси x) 60o;

– изотропный слой при 600 ≤ z ≤ 1100 м; Vp = 4000 м/с, Vs = 2100 м/с, ρ = 2400

кг/м3.
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Рисунок 2.31 – Волновое поле в момент времени t = 0.35 c в плоскости, проходящей через
источник, для модели среды с двумя анизотропными слоями

Описание модели в анизотропных слоях приводится с использованием парамет-

ров Томсона [357], где скорости задаются вдоль оси симметрии трансверсально-

изотропной среды.

Источник располагается на удалении 2 км от оси скважины на линии с нулевым

азимутом, то есть на оси x. Волновые поля фиксируются на оси скважины с шагом

10 м. В качестве функции источника используется импульс Риккера с центральной

частотой 30 Гц. Расчет проводится в области 2.5× 4.5 км в горизонтальных направ-

лениях и 2 км в глубину. Со всех сторон используются условия M-PML [267], [19],

[20]. Шаг сетки - 1 м.

На рис. 2.31 - 2.33 приведены моментальные снимки волнового поля σxx в плос-

кости Oxz, то есть в плоскости, содержащей линию приема и точку положения источ-

ника. Во втором и четвертом слоях отчетливо прослеживается расщепление попереч-

ных волн, указывающее на наличии анизотропии. На сейсмограмме (Y-компонента

скорости) (рис. 2.34) видно расщепление поперечных волн в верхнем анизотропном

слое с их последующим распространением в виде обменных проходящих волн в бо-

лее глубокие слои и дальнейшим расщеплением S-волн в нижнем анизотропном слое.

Отдельно следует отметить наличие интенсивных обменных поперечных волн от по-

дошвы анизотропных слоев, что обусловлено именно наличием анизотропии.
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Рисунок 2.32 – Волновое поле в момент времени t = 0.65 c в плоскости, проходящей через
источник, для модели среды с двумя анизотропными слоями
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Рисунок 2.33 – Волновое поле в момент времени t = 0.85 c в плоскости, проходящей через
источник, для модели среды с двумя анизотропными слоями
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Рисунок 2.34 – Сейсмограммы, зарегистрированные на оси скважины (радиальная, каса-
тельная и вертикальная компоненты скорости)



Глава 3

Разработка алгоритма расчета

волновых сейсмических полей

в средах с вязкоупругими

включениями

3.1 Аналитический обзор известных решений

Поглощение сейсмической энергии - затухание волн по мере распространения -

широко распространенное явление в земной коре, обусловленное широким набором

факторов и физических процессов. В частности, высокими значениями поглощения

характеризуются слабоконсолидированные породы, такие как пески и почвы в верх-

ней части разреза [305]. Породам, поровое пространство которых заполнено тяже-

лыми высоковязкими нефтями, особенно битумозным пескам, свойственно поглоще-

ние сейсмической энергии вплоть до значений коэффициента добротности порядка

единицы [273], [150], [99], [351], [224], [172], [198]. Аномально высокое поглощение ха-

рактерно для газовых резервуаров, вплоть до того, что наличие газовых шапок не

позволяет проводить построение сейсмических изображений среды под ними. Этот

эффект может быть связан, например, с фазовыми переходами газ-жидкость в ре-

зультате перепада давления при распространении сейсмической волны [366], [132].

Еще одним примером физического процесса, возникновение и протекание которого

215
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в среде может быть обусловлено распространением сейсмических волн и затратами

сейсмической энергии, являются потоки флюидов, связанные с изменением порового

давления. В настоящее время выделяют два вида потоков. Первый - переток флюида

в поровом пространстве, или squirt flow [294], [292], [217], [274], [69], где интенсив-

ность поглощения сейсмической энергии зависит от множества факторов, например,

от капиллярных сил [308] . Однако для возникновения таких потоков требуется до-

статочно маленькая длина волны - высокая частота зондирующего сигнала. Поэтому

такой механизм поглощения сейсмической энергии проявляется в основном в акусти-

ческом диапазоне частот, то есть на частотах порядка киллогерц [280], [156], [309],

[286]. Второй вид потоков флюидов, способный вызвать существенное поглощение

сейсмической энергии, - потоки в среде с мезомасштабной структурой: с кавернами,

трещинами и коридорами трещиноватости. Именно этот вид потоков носит назва-

ние "потоки, индуцированные сейсмическими волнами" , или wave induced fluid flows

(сокращенно WIFF), и проявляется этот эффект в сейсмическом диапазоне частот,

то есть максимальное затухание волн наблюдается на частотах порядка 10 Гц [307],

[280], [122], [326], [303], [361], [328]. Отдельно следует сказать о поглощении сейсмиче-

ской энергии, связанном с рассеянием волны на мелкомасштабных неоднородностях,

таких как каверны, скопления трещин и прочее [195]. Это далеко не полный перечень

причин проявления поглощения сеймической энергии в геологических средах, кото-

рый говорит о важности и практической значимости учета диссипации сейсмической

энергии в геологических средах и необходимости моделирования волновых процессов

в средах с поглощением.

Поглощение сейсмической энергии в среде задается специальной сверточной

формой закона Гука [32]. В общем случае анизотропной вязкоупругой среды пред-

полагается, что каждая из компонент обобщенного тензора жесткости есть незави-

симая функция времени или частоты, если рассмотрения проводятся в частотной

области. Такая запись удобна с математической точки зрения, поскольку позволя-

ет строить конечно-размерные аппроксимации системы уравнений и использовать

численные методы для их решения, однако она достаточно сложна для физической

интерпретации. В связи с этим известен ряд работ по построению физичных пара-

метризаций системы уравнений, описывающей распространение сейсмических волн
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в среде с поглощением, включая изотропные среды, где вводится параметризация,

связанная с типом волны. В частности, для модели изотропной среды традицион-

но вводятся поглощения для продольных и поперечных волн в виде мнимых частей

скорости. После чего восстанавливается обобщенный тензор жесткости. Реализация

такого подхода достаточно проста в случае изотропной среды, что связано с воз-

можностью полного разделения системы уравнений динамической теории упруго-

сти на два независимых волновых уравнения путем введения потенциалов на основе

теорем о разложении векторных полей. Другой интерпретацией возможности раз-

деления решений в изотропной среде является независимость собственных векторов

тензора Грина-Кристоффеля (векторов поляризации) от компонент тензора жест-

кости [16]. В результате вещественная и мнимая части собственных чисел тензора

Грина-Кристоффеля (скорости и поглощения) однозначно связаны только с соот-

ветствующими компонентами тензора жесткости, что и позволяет однозначно вво-

дить поглощение в изотроной среде заранее фиксируя его значения для каждой из

волн. В случае анизотропной среды поглощение сейсмической энергии может быть

связаны с рядом факторов, основным из которых является наличие систем ориен-

тированных трещин, заполненных флюидом [213], [280], [122], [326], [94]. При этом

возникают две задачи, связанные между собой. Первая - построение обобщенного

тензора упругих модулей, такого, чтобы анизотропные свойства среды как по скоро-

стям, так и по поглощениям обладали заданной симметрий и/или совпадали с данны-

ми измерений/наблюдений. Второй - введение "физичной"параметризации тензора

упругих модулей, по крайней мере для наиболее простых анизотропных сред, таких

как трансверсально-изотропные и орторомбические. Причем обе задачи решаются в

частотной области, где тензор упругих модулей представляется комплекснозначной

функцией частоты, а свертка переписывается в виде произведения.

При решении первой задачи - построении обобщенного тензора упругих мо-

дулей по результатам измерений поглощений разных типов волн - интересны два

подхода: основанный на методе малых возмущений собственных значений матрицы

Грина-Кристоффеля и основанный на методе собственных напряжений/деформаций

среды. Суть первого подхода состоит в следующем. Пусть вещественная часть тен-

зора, определяющая скорости упругих волн в среде без поглощения (relaxed tensor)
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или, что то же самое, определяющая упругие свойства среды при статической на-

грузке, известна точно. В этом случае можно построить самосопряженный веще-

ственный тензор Грина-Кристоффеля и его представление в базисе из собственных

векторов, после чего рассматривать данные измерений или наблюдений поглощения в

заданных направлениях для определенных волн в качестве возмущения собственных

значений симметричной матрицы. Далее с использованием метода малых возмуще-

ний восстанавливается система линейных алгебраических уравнений, связывающая

возмущения собственных чисел матрицы Грина-Кристоффеля с возмущением ком-

понент тензора упругих модулей. Решением полученной системы восстанавливается

обобщенный тензор жесткости, обеспечивающий с достаточной точностью заданный

уровень поглощения каждой волны и симметрию среды по поглощению. Детально

этот подход описан в работах [369], [370].

Второй подход основан на методе собственных напряжений/деформаций. Суть

его состоит в исследовании собственных значений непосредственно тензора жестко-

сти и анализе на их основе типа анизотропии среды [356], [265], [266], [119]. Соответ-

ственно в случае вязкоупругих сред предлагается сохранение собственных напряже-

ний и деформаций (собственных векторов тензора упругих модулей), а возмущение

вводить в собственные значения [125]. При обоснованности такого подхода с точки

зрения механики сплошных сред его основным недостатком является чрезвычайная

сложность связи собственных значений тензора жесткости со скоростями сейсмиче-

ских волн, что и определяет ограниченность его применения.

При решении второй задачи, возникающей при рассмотрении сред с поглощени-

ем, - построении "физичной" параметризации - исследование сводится к обобщению

параметров, введенных для идеально упругих сред, на случай вязкоупругости. Как

известно, в случае изотропных вязкоупругих сред традиционно используется четыре

параметра для их описания: скорости волн на частотах, близких к нулю, и коэф-

фициенты добротности (отношение вещественной части скорости к мнимой). Здесь

предполагается, что добротность от частоты не зависит, хотя это условие далеко

не всегда выполняется [280]. Эти параметры легко пересчитываются в компоненты

тензора упругих модулей, более того, в случае изотропной среды это происходит

непосредственно при расчете решения. В случае трансверсально-изотропных иде-
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ально упругих сред широкую распространенность получили, например, параметры

Томсона [357] - две скорости распространения волн вдоль оси симметрии бесконеч-

ного порядка, два параметра, характеризующих отношение скоростей в плоскости,

нормальной к оси симметрии и в направлении вдоль этой оси, и один дополнитель-

ный параметр. В результате в работах [394], [296], [370], [310] предлагается обобщение

этой параметризации на случай трансверсально-изотропных сред с поглощением. В

случае орторомбической симметрии среды, как идеально-, так и вязкоупругой, И.

Цванкиным также предпринимаются попытки обобщения параметров Томсона [364],

[393]. Однако такой подход не находит широкого применения, поскольку в среде с

орторомбической симметрией есть три выделенных направления - оси симметрии,

скорости волн (всего шесть) в направлениях этих осей легко вычисляются по ком-

понентам тензора жесткости, а остальные три параметра весьма сложны с точки

зрения физической интерпретации. Выделение же какого-то одного направления и

введение отношения скоростей, как в случае трансверсально-изотропных сред, не

вполне обосновано и приводит лишь к усложнению описания модели.

При построении так называемых физически обоснованных моделей сред с по-

глощением отдельно следует упомянуть методы, связанные с осреднением свойств

среды. Прежде всего внимания заслуживает подход к осреднению тонкослоистых

пачек [95], [321] для изотропных и анизотропных идеально упругих пропластков со-

ответственно. Обобщение этих способов на случай вязкоупругих слоев представлено,

например, в работе [392]. Аналогичные техники применяются для осреднения па-

раметров среды с ориентированной трещиноватостью, например, на основе метода

линейного проскальзывания [322], [147], [94].

Все приведенные выше рассуждения относятся к физическому обоснованию

необходимости учета поглощающих свойств среды и описанию модификации мате-

матической модели для учета таких эффектов, как сложная нелинейная зависимость

поглощения от частоты, наличие анизотропии и прочее. По сути же, все рассуждения

приводятся в рамках фиксированной математической модели, в которой линейная

связь напряжений и деформаций определяется уравнениями типа свертки по време-

ни. То есть в частотной области достаточно рассматривать произведение частотно-

зависимого тензора упругих модулей на тензор деформаций для построения тензора
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напряжений. При этом зависимость компонент тензора упругих модулей от частоты

определяет физику процесса. Наиболее распространенные модели включают в себя

постоянное затухание (мнимую часть тензора упругих модулей), наличие локальных

максимумов у мнимой части, связанных, например, с потоками флюидов в поровом

пространстве [280], [156], [309], [286] либо в мезомасштабной структуре пласта [303],

[361], [328]. Иногда также рассматриваются модели с линейным ростом затухания с

частотой, моделируя таким образом наличие Ньютоновской жидкости в порах [351].

При расчете волновых полей в вязкоупургой среде в частотной области учет осо-

бенностей зависимости поглощения от частоты не представляет трудности, отличие

от идеально упругих сред может трактоваться как комплексный сдвиг частоты, что

только улучшает свойства оператора, вне зависимости от способа аппроксимации

пространственной части оператора. В частности, такой прием - комплексный сдвиг

частоты - используется для построения предобуславливателя при итерационном ре-

шении уравнения Гельмгольца [170], [134], [295], [60], [182].

Однако в настоящее время решение системы уравнений динамической теории

упругости во временной области предпочтительно в сравнении с частотной областью,

поскольку позволяет использовать явные по времени схемы, а не решать системы

уравнений [371]. При этом в случае вязкоупругих сред возникает необходимость ап-

проксимировать оператор типа свертки по времени, что требует полного хранения

решения на всех слоях по времени от начального до расчетного момента. Очевидно,

что подобный подход нереализуем в силу гигантских требований на объем опера-

тивной памяти, необходимой для хранения решения и числа операций, требующихся

для расчета интегралов по времени. Стандартным способом работы с подобного рода

нелокальными операторами является их локализация. В этом случае ядро операто-

ра в частотной области аппроксимируется рациональной функцией [92], [311]. После

этого для перехода во временную область вводятся переменные памяти и уравне-

ния на них. Такой подход к локализации широко распространен в вычислительной

математике, в частности, он применяется для построения поглощающих граничных

условий [169], сверточных идеально согласованных слоев [162]. Наиболее использу-

емыми являются аппроксимации вида [L/L], [L/L + 1], [L + 1/L], где целые числа

в числителе и знаменателе обозначают степени соответствующих полиномов, теория
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рациональных аппроксимаций описана, например, в [2], [46]. При локализации опе-

ратора для вязкоупругой среды используется аппроксимация вида [L/L], которая

приводит к обобщенной стандартной модели твердого тела, или GSLS (от англий-

ского Generalized Standard Linear Solid) [116], [32]. Основываясь на развитой теории

рациональных аппроксимаций для большинства практически значимых моделей, до-

статочно использовать аппроксимацию третьего порядка, то есть [3/3], что приводит

к необходимости введения трех наборов переменных памяти и, как следствие, увели-

чению вычислительной сложности алгоритма по сравнению с моделированием вол-

новых процессов в идеально упругой среде. При этом следует отметить, что выбор

конечно-разностной схемы для расчета решения в вязкоупругой среде не отличается

от выбора для среды без поглощения - в случае изотропии оптималным является

использование стандартной схемы на сдвинутых сетках [373], [129], [116], [118], [7], в

случае анизотропии - использование схемы Лебедева [36], [245], либо схемы на повер-

нутых сетках [316], [315], либо принципиально иных численных методов, таких как

метод конечных элементов, конечных объемов, либо метод Галеркина [159], [80].

3.2 Постановка задачи

Система уравнений, описывающих распространение волн в среде с поглощением,

или система уравнений вязкоупругости, записанная в декартовых координатах, имеет

следующий вид [32]: 
ρ
∂ui
∂t

=
∂σij
∂xj

,

∂εkl
∂t

=
1

2

(
∂uk
∂xl

+
∂ul
∂xk

)
,

σij = Gijkl ∗
∂εkl
∂t

,

(3.1)

где ui - компоненты вектора скоростей смещений, σij и εkl - компоненты тензоров

напряжений и деформаций соответственно, ρ - массовая плотность, Gijkl - компонен-

ты тензора релаксации (обобщенный тензор жесткости) [32], [130]. В приведенных

обозначениях предполагается суммирование по повторяющимся индексам.

Принципиальным отличием сред с поглощением от идеально упругих сред яв-

ляется зависимость тензора релаксации от времени и наличие свертки в обобщенном
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законе Гука (третье уравнение системы (3.1)):

f(t) ∗ g(t) =
∫ t

0

f(t− τ)g(τ)dτ. (3.2)

При условии, что среда находится в покое в момент времени t ≤ 0, этот оператор

может рассматриваться как стандартный оператор свертки по времени.

Начальные условия предполагаются нулевыми:

ui|t=0 = 0, i = 1, 2, 3;

σij|t=0 = 0, i, j = 1, 2, 3.

Типичной является постановка задачи в области x1 ∈ R, x2 ∈ R, x3 ≥ 0. Поверхность

x3 = 0 предполагается свободной от внешних нагрузок:

σ13|x3=0 = 0, σ23|x3=0 = 0, σ33|x3=0 = 0.

На бесконечности предполагаются условия предельного поглощения, обеспечиваю-

щие ограниченность решения. При численном моделировании расчеты проводятся в

ограниченной области, что приводит к необходимости построения слабоотражающих

граничных условий, обеспечивающих малость отражений от границ расчетной обла-

сти, таким образом аппроксимируется решение исходной задачи решением задачи

в ограниченной области. При решении задачи моделирования волновых процессов

в средах с вязкоупругими включениями используется классическая формулировка

идеально согласованного слоя с расщеплением поля [104].

Расчет решения системы уравнений 3.1 проводится методом конечных разно-

стей во временной области. что предполагает локализацию свертки по времени за

счет введения дополнительных переменных памяти, что увеличивает размерность

задачи и, как следствие, приводит к росту вычислительной сложности алгоритма.

При этом характерные сейсмогеологические модели предполагают локальное прояв-

ление вязкоупругих свойств среды, в то время как большая часть модели с достаточ-

ной точностью описывается моделями идеально упругих сред. Поэтому для эффек-

тивного расчета волновых полей в таких моделях требуется разработка алгоритма,
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комбинирующего конечно-разностные схемы для расчета решения в вязкоупругой и

идеально упругой среде.

3.3 Исследование математических моделей

вязкоупругих сред и их конечно-разностных

аппроксимаций

3.3.1 Обобщенная стандартная линейная модель твердого те-

ла для трансверсально-изотропной среды

3.3.1.1 Построение обобщенной стандартной линейной модели

твердого тела

Использование системы уравнений (3.1) для численного моделирования волновых

процессов во временной области чрезвычайно ресурсоемко, поскольку для расчета ре-

шения на заданном временном слое необходимо вычислять свертку по времени, что

предполагает использование волнового поля во все предыдущие моменты времени.

Стандартным является переход к аппроксимации модели (3.1) обобщенной стандарт-

ной линейной моделью твердого тела, или GSLS (от английского Generalized Standard

Linear Solid) [32], который основан на локализации оператора свертки с использова-

нием рациональной аппроксимации тензора релаксации в частотной области.

Построение обобщенной стандартной линейной модели твердого тела удобно

проводить для одномерной постановки задачи (переход к трехмерной, в том числе

анизотропной, модели вязкоупругой среды будет представлен ниже).

Рассматривается система уравнений
ρ
∂u

∂t
=
∂σ

∂x
,

∂ε

∂t
=
∂u

∂x
,

σ = g ∗ ∂ε
∂t
.

(3.3)

Эту систему можно получить из системы (3.1), если предполагается распространение
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плоской волны вдоль одного из координатных направлений в изотропной среде.

Дисперсионное соотношение для системы (3.3) принимает следующий вид:

ω2 − ĝ(ω)/ρk2 = 0, (3.4)

где ω и k - временная и пространственная частоты, ĝ(ω) - частотнозависимый ком-

плекснозначный образ Фурье коэффициента g(t) [125], [369]. Далее для удобства рас-

суждений вводится в рассмотрение коэффициент добротности (или просто доброт-

ность) как относительная диссипация энергии в единичном объеме за единичный

цикл [379]. Следуя работе [116], добротность удобно представить в виде

Q−1 =
ImV 2

ReV 2
, V =

ω(k)

|k|
, (3.5)

где Q - коэффициент добротности, V - комплекснозначная фазовая скорость. Со-

гласно результатам, представленным в работе [116], это представление является до-

статочно точным: ошибка в норме L2 между добротностью, введенной точным опре-

делением, и по формулам (3.5), не превышает 5% для Q ≥ 10.

Для локализации оператора свертки и построения на этой основе обобщенной

стандартной линейной модели твердого тела применяется известная техника рацио-

нальной аппроксимации подынтегральной функции [92], [311], [149]. Идея примене-

ния техники к уравнениям вязкоупругости состоит в построении подходящей раци-

ональной аппроксимации функции ĝ(ω), то есть

ĝ(ω)

ĝ(0)
≈ PL(ω)

QM(ω)
= [L/M ](ω),

где PL(ω) и QM(ω) - полиномы степеней L и M соответственно. Выражение [L/M ] ис-

пользуется для обозначения рациональной аппроксимации с указанными степенями

полиномов в числителе и знаменателе соответственно [2]. Выражение ĝ(0) в точно-

сти соответствует значению функции ĝ(ω) в точке ω = 0 и является вещественным.

Подставив рациональную функцию в обобщенный закон Гука, в предположении, что

нули знаменателя лежат вне рассматриваемого спектрального интервала, можно по-
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лучить выражение:

QM(ω)σ̂(ω) = PN(ω)ε̂(ω),

которое после применения обратного преобразования Фурье приводит к дифферен-

циальному выражению вида [149]:

PL(
∂

∂t
)[σ] = QM(

∂

∂t
)[ε].

Это выражение содержит производные высокого порядка по времени, что так-

же усложняет его использование при моделировании волновых процессов, поскольку

конечно-разностная аппроксимация подобных выражений требует хранения реше-

ния на большом количестве слоев по времени, более того, построение устойчивых

конечно-разностных схем для уравнений высокого порядка - отдельная и весьма

нетривиальная задача. Поэтому в каждой из названных выше задач степени по-

линомов в числителе и знаменателе отличаются не более чем на единицу, то есть

используются аппроксимации вида [L/L], [L ± 1/L]. Так, при построении обобщен-

ной стандартной линейной модели твердого тела физически обоснованным выбором

является аппроксимация вида [L/L], поскольку в этом случае выполняется соотно-

шение Крамерса-Кронега [180]. В случае использования аппроксимаций вида [L/L]

их можно переписать как сумму из L аппроксимаций вида [1/1], в частности для по-

строения обобщенной стандартной линейной модели используется следующее пред-

ставление:

[L/L](ω) = 1− L+
L∑
l=1

1 + iωτε,l
1 + iωτσ,l

= 1 +
L∑
l=1

iω(τε,l − τσ,l)

1 + iωτσ,l
,

где параметры τσ,l и τε,l - времена релаксации напряжений и деформаций соответ-

ственно. Подставляя данное выражение в закон Гука, вводя переменные памяти

r̂l = − ĝ(0)
τσ,l

τε,l − τσ,l
1 + iωτσ,l

iωε̂

и применяя обратное преобразование Фурье, можно получить уравнения, связываю-
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щие напряжения и деформации:

∂σ

∂t
= ĝ(0)

(
1− L+

L∑
l=1

τε,l
τσ,l

)
∂ε

∂t
+

L∑
l=1

rl,

∂rl
∂t

= − 1

τσ,l

(
ĝ(0)

τε,l − τσ,l
τσ,l

∂ε

∂t
+ rl

)
.

(3.6)

Уравнения (3.6) совместно с уравнениями движения и определением деформа-

ций - первые два уравнения системы (3.3) - образуют замкнутую систему, которую

называют "обобщенной стандартной линейной моделью твердого тела". При этом

времена релаксации являются свободными параметрами, степенями свободы рацио-

нальной аппроксимации, и строятся из условия минимизации определенного функ-

ционала [92], [311].

3.3.1.2 τ - метод

Несложно оценить, что количество дополнительных переменных в уравнениях

(3.6), по сравнению с аналогичными уравнениями для идеально упругих сред, со-

ставляет 3L: включает в себя L переменных памяти и 2L времен релаксации. Как

показано в работе [116], для значений добротности больших десяти количество сте-

пеней свободы при построении рациональной аппроксимации можно сократить в два

раза без существенного понижения качества аппроксимации. Авторами предлагается

ввести переменную

τ =
τε,l
τσ,l

− 1,

в предположении, что она является константой для всех l = 1, ..., L. В этом случае

уравнения (3.6) можно переписать в виде:

∂σ

∂t
= ĝ(0) (1 + τL)

∂ε

∂t
+

L∑
l=1

rl,

∂rl
∂t

= − 1

τσ,l

(
ĝ(0)τ

∂ε

∂t
+ rl

)
.

(3.7)

Этот подход получил широкое распространение в настоящее время [116], [118] и др.
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3.3.1.3 Построение рациональной аппроксимации

Так как использование рациональной аппроксимации тензора релаксации (ска-

лярной функции в одномерной постановке) позволяет локализовать оператор сверт-

ки по времени с помощью введения дополнительных переменных памяти и времен

релаксации, то времена релаксации выступают в качестве коэффициентов рацио-

нальной функции, выбор которых определяет качество аппроксимации. При этом

традиционно аппроксимация строится не для компонент тензора релаксации, а для

добротности, поскольку именно она измеряется в ходе физических экспериментов и

ее физический смысл понятен.

При рассмотрении обобщенной стандартной линейной модели твердого тела с

применением τ -метода (3.7) в частотной области связь напряжений и деформаций

записывается в виде:

σ = ĝ(0)

(
1 +

L∑
l=1

iωτσ,lτ

1 + iωτσ,l

)
ε.

С использованием этого соотношения совместно с уравнениями движения и опреде-

лением деформаций записывается дисперсионное соотношение и строится комплекс-

нозначная фазовая скорость, которая по определению есть

V (ω) =
ω

|k|
=

√√√√ ĝ(0)

ρ

(
1 +

L∑
l=1

iωτσ,lτ

1 + iωτσ,l

)
.

Учитывая определение коэффициента добротности через отношение вещественной и

мнимой частей квадрата скорости, этот коэффициент для рассматриваемой модели

представляется в виде:

Q̂−1(ω, τ, τσ,l) =

∑L
l=1

ωτσ,lτ

1+ω2τ2σ,l

1 +
∑L

l=1

ω2τ2σ,lτ

1+ω2τ2σ,l

.

При достаточно высоких коэффициентах добротности Q−1 << 1 это выражение мож-

но с высокой точностью приблизить упрощенной записью [116]:

Q̂−1(ω, τ, τσ,l) ≈
L∑
l=1

ωτσ,lτ

1 + ω2τ 2σ,l
.
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Фактически задача построения обобщенной стандартной линейной модели твердо-

го тела сведена к построению рациональной аппроксимации величины, обратной к

добротности:

min
τ,τσ,l

∥Q−1(ω)− Q̂−1(ω, τ, τσ,l)∥L2[ωmin,ωmax].

Следует отметить ряд достоинств τ -метода [116]. Во-первых, изменение рацио-

нальной функции внутри рассматриваемого спектрального интервала определяется

набором параметров τσ,l, при этом они не влияют на величину добротности, а только

на отклонение аппроксимации от некоторой константы. Как следствие, этот набор

параметров фиксирован и не зависит от величины добротности, то есть даже в случае

неоднородной по поглощению среды эти параметры от пространственной координа-

ты не зависят. Во-вторых, величина добротности определяется одним параметром τ ,

который, в свою очередь, может зависеть от пространственной координаты. В резуль-

тате использование τ -метода в обобщенной стандартной линейной модели твердого

тела, то есть применение уравнений (3.7), предполагает наличие L+ 1 дополнитель-

ного переменного в сравнении с моделью идеально упругого тела.

3.3.1.4 Обобщенная стандартная линейная модель

твердого тела для трансверсально-изотропной среды

Рассматривается модель трансверсально-изотропной среды с вертикальной осью

симметрии, поскольку именно такая модель представляет в настоящее время наи-

больший интерес с геофизической точки зрения. При этом обобщенная стандартная

линейная модель твердого тела в этом случае имеет вид:

ρ∂u1

∂t
= σ11

∂x1
+ σ12

∂x2
+ σ13

∂x3
,

ρ∂u2

∂t
= σ12

∂x1
+ σ22

∂x2
+ σ23

∂x3
,

ρ∂u3

∂t
= σ13

∂x1
+ σ23

∂x2
+ σ33

∂x3
,

(3.8)
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∂
∂t



σ11

σ22

σ33

σ23

σ13

σ12


= P1



∂u1

∂x1

∂u2

∂x2

∂u3

∂x3

∂u2

∂x3
+ ∂u3

∂x2

∂u3

∂x1
+ ∂u1

∂x3

∂u1

∂x2
+ ∂u2

∂x1


+

L∑
l=1



r11,l

r22,l

r33,l

r23,l

r13,l

r12,l


, (3.9)

τσ,l
∂
∂t



r11,l

r22,l

r33,l

r23,l

r13,l

r12,l


= −P2



∂u1

∂x1

∂u2

∂x2

∂u3

∂x3

∂u2

∂x3
+ ∂u3

∂x2

∂u3

∂x1
+ ∂u1

∂x3

∂u1

∂x2
+ ∂u2

∂x1


−



r11,l

r22,l

r33,l

r23,l

r13,l

r12,l


. (3.10)

где матрицы Gm, m = 1, 2 задаются соотношениями:

Pm =



gm11 gm11 − 2gm66 gm13 0 0 0

gm11 − 2gm66 gm11 gm13 0 0 0

gm13 gm13 gm33 0 0 0

0 0 0 gm44 0 0

0 0 0 0 gm44 0

0 0 0 0 0 gm66


,

с элементами

g1ij = Cij(1 + Lτij), g2ij = Cijτij,

где Cij - компоненты невозмущенного тензора жесткости.

Прежде чем переходить к описанию построения конечно-разностной аппрокси-

мации и разработке гибридного алгоритма, следует отметить два важных свойства

системы уравнений (3.8) - (3.10). Во-первых, на любой достаточно гладкой кривой Γ

выполняются условия согласования

[u⃗]|Γ = 0, [σ · n⃗]|Γ = 0, (3.11)
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где u⃗ - вектор скоростей смещений, σ - тензор напряжений, n⃗ - вектор внешней

нормали, [f ]|Γ - скачок функции на интерфейсе. Таким образом видно, что условия

на контакте идеально упругих и вязкоупругих сред совпадают и в них не участвуют

переменные памяти. Кроме того, при τP = τS = 0, система (3.8) - (3.10) совпадает с

уравнениями динамической теории упругости для сред без поглощения, а переменные

памяти тождественно равны нулю.

3.3.2 Конечно-разностная аппроксимация

обобщенной стандартной линейной модели твердого тела

Следуя работам [159], [118], [92], [7], конечно-разностная аппроксимация для этой

схемы строится на сдвинутых сетках с использованием следующих операторов:

Dt[f ]
N
I,J,K =

f
N+1/2
I,J,K −f

N−1/2
I,J,K

∆t
= ∂f

∂t

∣∣N
I,J,K

+O(∆t2),

At[f ]
N
I,J,K =

f
N+1/2
I,J,K +f

N−1/2
I,J,K

2
= fN

I,J,K +O(∆t2),

D1[f ]
N
I,J,K =

fN
I+1/2,J,K

−fN
I−1/2,J,K

h1
= ∂f

∂t

∣∣N
I,J,K

+O(h21).

(3.12)

Здесь ∆t используется для обозначения шага по времени, h1, h2, h3 - шаги сетки по

пространственным направлениям. Индексы, записанные заглавными буквами, могут

принимать как целые, так и полуцелые значения, в то время как индексы, обозна-

ченные строчными буквами, - всегда целые.

Используя введенные операторы, стандартную схему на сдвинутых сетках для

системы (3.8) - (3.10) можно представить в виде:

ρDt[u1]
n−1/2
i+1/2,j,k = D1[σ11]

n−1/2
i+1/2,j,k +D2[σ12]

n−1/2
i+1/2,j,k +D3[σ13]

n−1/2
i+1/2,j,k,

ρDt[u2]
n−1/2
i,j+1/2,k = D1[σ12]

n−1/2
i,j+1/2,k +D2[σ22]

n−1/2
i,j+1/2,k +D3[σ23]

n−1/2
i,j+1/2,k,

ρDt[u3]
n−1/2
i,j,k+1/2 = D1[σ13]

n−1/2
i,j,k+1/2 +D2[σ23]

n−1/2
i,j,k+1/2 +D3[σ33]

n−1/2
i,j,k+1/2,

(3.13)
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Dt[σ11]
n
i,j,k = g111D1[u1]

n
i,j,k + (g111 − 2g166)D2[u2]

n
i,j,k+

+g113D3[u3]
n
i,j,k +

∑L
l=1At[r11,l]

n
i,j,k,

Dt[σ22]
n
i,j,k = (g111 − 2g166)D1[u1]

n
i,j,k + g133D2[u2]

n
i,j,k+

+g113D3[u3]
n
i,j,k +

∑L
l=1At[r22,l]

n
i,j,k,

Dt[σ33]
n
i,j,k = g113D1[u1]

n
i,j,k + g113D2[u2]

n
i,j,k+

+g133D3[u3]
n
i,j,k +

∑L
l=1At[r33,l]

n
i,j,k,

Dt[σ23]
n
i,j+1/2,k+1/2 = g144D3[u2]

n
i,j+1/2,k+1/2 + g144D2[u3]

n
i,j+1/2,k+1/2+

+
∑L

l=1At[r23,l]
n
i,j+1/2,k+1/2,

Dt[σ13]
n
i+1/2,j,k+1/2 = g144D1[u3]

n
i+1/2,j,k+1/2 + g144D3[u1]

n
i+1/2,j,k+1/2+

+
∑L

l=1At[r13,l]
n
i+1/2,j,k+1/2,

Dt[σ12]
n
i+1/2,j+1/2,k = g166D2[u1]

n
i+1/2,j+1/2,k + g166D1[u2]

n
i+1/2,j+1/2,k+

+
∑L

l=1At[r12,l]
n
i+1/2,j+1/2,k,

(3.14)

τσ,lDt[r11,l]
n
i,j,k = −g211D1[u1]

n
i,j,k − (g211 − 2g266)D2[u2]

n
i,j,k−

−g213D3[u3]
n
i,j,k −

∑L
l=1At[r11,l]

n
i,j,k,

τσ,lDt[r11,l]
n
i,j,k = −(g211 − g266)D1[u1]

n
i,j,k − g233D2[u2]

n
i,j,k−

−g213D3[u3]
n
i,j,k −

∑L
l=1At[r22,l]

n
i,j,k,

τσ,lDt[r11,l]
n
i,j,k = −g213D1[u1]

n
i,j,k − g213D2[u2]

n
i,j,k−

−g233D3[u3]
n
i,j,k −

∑L
l=1At[r33,l]

n
i,j,k,

τσ,lDt[r11,l]
n
i,j+1/2,k+1/2 = −g244D3[u2]

n
i,j+1/2,k+1/2 − g244D2[u3]

n
i,j+1/2,k+1/2−

−
∑L

l=1At[r23,l]
n
i,j+1/2,k+1/2,

τσ,lDt[r11,l]
n
i+1/2,j,k+1/2 = −g244D1[u3]

n
i+1/2,j,k+1/2 − g244D3[u1]

n
i+1/2,j,k+1/2−

−
∑L

l=1At[r13,l]
n
i+1/2,j,k+1/2,

τσ,lDt[r11,l]
n
i+1/2,j+1/2,k = −g266D2[u1]

n
i+1/2,j+1/2,k − g266D1[u2]

n
i+1/2,j+1/2,k−

−
∑L

l=1At[r12,l]
n
i+1/2,j+1/2,k.

(3.15)

Хотя, при равенстве нулю параметров τP и τS система уравнений (3.10) вырождается,

а переменные памяти тривиальны, такой подход не приводит к увеличению эффек-

тивности алгоритма, так как тривиальные уравнения будут решаться, а переменные

хранится в оперативной памяти. Чтобы избежать этого, используется схема, аппрок-

симирующая (3.8) - (3.10) только в областях с вязкоупругой средой, а в остальной

части модели применяется схема без переменных памяти (3.8) - (3.9) [374].
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3.4 Разработка алгоритма на основе комбинирова-

ния моделей идеально упругой и вязкоупругой

сред

Математически, задача разработки алгоритма объединением конечно-разностных

схем для систем уравнений идеально упругой и вязкоупругой сред достаточно про-

ста. Согласно условиям сопряжения (3.11) переменные памяти могут терпеть разрыв

на границе и условий их для согласования не требуется. Поэтому комбинирование

схем, аппроксимирующих модели идеально и вязкоупругой среды, происходит без до-

полнительного пересчета или интерполяции решения на границе. Однако, расчет ре-

шения для моделей реалистичного размера требует использования вычислительных

систем с распределенной памятью, на основе метода декомпозиции области. Комби-

нирование схем для идеальной и вязкоупругой сред при использовании равномерного

разбиения на подобласти приведет к разбалансировке загрузки процессоров, посколь-

ку загрузка ядер, рассчитывающих решение в идеально упругой среде ниже часть

времени они будут простаивать, а общее время счета не уменьшится.

Для минимизации машинного времени вводится ряд обозначений:

– Общее машинное время расчета T = tNC , где t – время работы алгоритма (в

английской литературе wall-clock time), NC – число процессов равное числу

задействованных процессорных ядер.

– Физический объем модели V , объем, заполненный вязкоупругой средой - V 1 =

αV , объем с идеально упругой средой V 2 = (1− α)V , где α ∈ [0; 1].

– Элементарный объем, решение внутри которого вычисляется одним ядром -

Ṽ 1 для вязкоупругой части модели, для идеально упругой - Ṽ 2 = βṼ 1, где

β ∈ (0;∞).

– Число ядер, для вычисления решения в вязкоупургой части модели, N1 =

V 1/Ṽ 1 = α V
Ṽ 1 , в идеально упругой части N2 = V 2/Ṽ 2 = 1−α

β
V
Ṽ 1 , тогда общее

число ядер N1 +N2 =
(
α+ 1−α

β

)
V
Ṽ 1 .
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– Время, расчета вектора скорости в одной ячейке сетки - tu (совпадает для упру-

гой и вязкоупругой частей модели), время вычисления компонент тензора на-

пряжений t1σ и t2σ для вязкоупругой и упругой частей модели соответственно;

считается, что t2σ = γt1σ, tu = δt1σ, где γ ∈ [0; 1], δ ∈ [0; 1].

– Время вычисления компонент вектора скоростей смещений в элементарном объ-

еме на одном шаге схемы по времени для упругой T 2
u = tuṼ 2ε = δt1σβṼ

1ε и вяз-

коупругой T 1
u = tuṼ 1ε = δt1σṼ

1ε частей, время расчета тензора напряжений для

упругой T 2
σ = γt1σβṼ

1ε и вязкоупругой T 1
σ = t1σṼ

1ε частей модели; рассматрива-

ется сетка с постоянными шагами, в результате, число ячеек сетки в заданном

объеме пропорционально этому объему с коэффициентом ε.

Так как используются явныые по времени конечно-разностные схемы на сдви-

нутых сетках, алгоритм имеет два типа точек синхронизации: первый – перед вы-

числением скоростей, второй – перед расчетом напряжений. Следовательно, общее

машинное время для проведения моделирования записывается в виде формулы:

T =M
[
max(T 1

u , T
2
u ) + max(T 1

σ , T
2
σ )
] (
N1 +N2

)
,

где M – число шагов по времени, T j
i – время расчета определенных частей волнового

поля внутри элементарного объема на одном шаге по времени и N j – число ядер,

используемых для расчета. Формулу можно упростить:

T (α, β) =MεV tvσ [δmax(1, β) + max(1, γβ)]

(
α+

1− α

β

)
. (3.16)

Тогда задача оптимального расщипления на подобласти сводится к минимизации:

для заданного параметра α и фиксированных параметров γ и δ определить β такой,

чтобы достигался

min
β∈(0;∞)

T (α, β).

МножительMεV tvσ влияет на общее время вычислений, но не затрагивает реше-

ния задачи минимизации, следовательно этот коэффициент можно считать равным

единице. При этом значения параметров γ и δ меньше единицы γ ∈ [0, 1] и δ ∈ [0, 1].
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Рисунок 3.1 – Полное процессорное временя в зависимости от отношения элемен-
тарных объемом для разных частей модели β = Ṽ e/Ṽ v и значений α, относительного
объема вязкоупругой части модели

На рис. 3.1 показана зависимость значения функции T (α, β) от β для нескольких

значений α.

Задача минимизации решается аналитически, результатом являются следую-

щие значения отношения элементарных объемов β:

β = 1/γ, при α ≤ γ2

δ+γ2 ,

β =
√

1−α
αδ
, при γ2

δ+γ2 < α < 1
1+δ

,

β = 1, при α ≥ 1
1+δ

.

(3.17)

Первый случай в (3.17) относится к малому объему вязкоупругой части α, тогда

оптимальным является β, при котором для ядер, рассчитывающих решение в вязко-

упругой части допускается простой, при полной загрузке ядер, вычисляющий поле

в упругой части модели. Во втором случае минимум достигается при β ∈ [1, 1/γ],

как показано на рис. 3.2 для схемы второго порядка с параметрами γ = 0.327 и

δ = 0.3163 и схемы четвертого порядка с γ = 0.4725 и δ = 0.4455. Третий случай

в соотношении (3.17) относится к моделям с преобладающей вязкоупругой частью,

тогда эффективным является простой ядер, приписанных к упругой части модели.
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Рисунок 3.2 – Оптимальное отношение упругого и вязкоупругого элементарных объ-
емов β в зависимости от относительного объема вязкоупругой части α для схем вто-
рого (сплошная линия) и четвертого (пунктирная линия) порядков аппроксимации.

3.5 Численный анализ гибридного алгоритма

3.5.1 Оценка параметров балансировки

Оценки машинного времени (3.16) и оптимальная декомпозиция области (3.17)

зависят от параметров γ и δ – отношение времени расчета тензора напряжений и

вектора скоростей смещений в упругой части модели ко времени расчета тензора

напряжений в вязкоупругой части модели на точку сетки. Теоретически их постро-

ить нельзя, поэтому для их оценки проводятся численные эксперименты для схемы

второго [373] и четвертого [238] порядков аппроксимации по пространству.

Для определения параметров γ и δ для конкретной реализации алгоритма, про-

водится серия численных экспериментов в области 1000 × 300 × 600 точек, что со-

ответствует 100 × 30 × 60 длин волн по направлениям x1, x2 и x3 соответственно.

Область разделена на 48 подобластей, решение в каждой из которых вычисляется

одним ядром. Размеры подобластей по направлениям x1 и x2 фиксированы и состав-

ляют 250 и 150 точек соответственно, по вертикали - варьируются. Рассматривается

два типа подобластей, в первом предполагается вязкоупругая среда, во втором -

упругая. В экспериментах изменяется число точек по вертикали в первой и второй

группах подобластей. В табл. 3.1 приводится: число точек сетки в разных подобла-
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Таблица 3.1 – Времена расчета компонент решения на одном шаге конечно-
разностной схемы teu, tvu, teσ, tvσ в зависимости от числа точек N e и N v в элементарных
объемах. Три последних столбца – экспериментально оцененные параметры γ и δ.

N e N v β teu tvu teσ tvσ γ δe δv

эксперимент 1 100 100 1.00 0.21 0.21 0.22 0.67 0.328 0.314 0.319
эксперимент 2 105 90 1.17 0.22 0.19 0.23 0.60 0.326 0.312 0.315
эксперимент 3 110 80 1.38 0.24 0.17 0.25 0.54 0.331 0.319 0.315
эксперимент 4 115 70 1.64 0.25 0.15 0.25 0.47 0.326 0.317 0.317
эксперимент 5 120 60 2.00 0.26 0.13 0.27 0.41 0.328 0.316 0.317
эксперимент 6 125 50 2.5 0.27 0.11 0.28 0.34 0.327 0.315 0.321
эксперимент 7 130 40 3.25 0.28 0.09 0.29 0.28 0.321 0.310 0.317

среднее 0.327 0.315 0.317

стях; β = Ṽ 2/Ṽ 1 - отношение упругого и вязкоупругого элементарных объемов; tu, t2σ,

t1σ – времена вычисления компонент вектора скоростей смещений и тензора напряже-

ний для упругой и вязкоупругой частей модели; γ = teσ/t
v
σ · V v/V e, δe = teu/t

v
σ · V v/V e

и δv = tvu/t
v
σ. Во всех экспериментах проводится расчет решения до 1000 временных

шагов с измерением и последующим осреденением времени выполнения каждого по-

лушага по времени. Эти времена представляют только вычисления и не включают

межпроцессорные обмены.

В результате получены значения параметров γ = 0.327 и δ = 0.3162 для схе-

мы второго порядка аппроксимации по пространству. Аналогично для для схемы

четвертого порядка γ = 0.4725 и δ = 0.4455.

3.5.2 Распределение процессорного времени

Сначала выполняются эксперименты по верификации полученных оценок ма-

шинного времени [289]. Оптимальная декомпозиция области, т.е. выбор β = V e/V v,

зависит от относительного объема вязкоупругой части модели. Для подтверждения

полученных теоретических результатов проводятся три серии численных экспери-

ментов, таких, что объем вязкоупругой части α составляет 10, 40 и 90%. Таким

образом каждый из случаев, представленных в соотношении (3.17) рассматривается

отдельно. Расчеты выполняются для разных значений β. Экспериментально полу-

ченные времена масштабируются так, чтобы они совпали с оценочными для β = 1,

для корректности сравнения теоретических и рассчитанных данных. При сравнении
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Рисунок 3.3 – Теоретические оценки процессорного времени (линии) и результаты
численных экспериментов (маркеры) в зависимости от отношения упругого и вязко-
упругого элементарных объемов β в логарифмической шкале

результатов для схемы второго порядка (рис. 3.3) с результатами для схемы четвер-

того порядка наблюдается совпадение теоретических и экспериментальных данных,

подтверждающее теоретические оценки оптимального выбора декомпозиции обла-

сти.

Полученные значения отношения элементарных объемов позволяют определить

ускорение гибридного алгоритма в сравнении с алгоритмом, основанным на расчете

решения для обобщенной стандартной линейной модели твердого тела во всей обла-

сти. На графике зависимости ускорения от α для схем второго и четвертого порядков

(рис. 3.4) видно, что значение α = 0, соответствующее чисто упругой модели, дает

максимальное ускорение. Из теоретических оценок следует, что значение α0 = 1
δ+1

такое, что для любого α > α0 оптимальным значением будет β = 1. Это значит, что

элементарные объемы для упругой и вязкоупругой модели совпадают, и не нужно

использовать гибридный алгоритм. Для практически интересных моделей - с вяз-

коупругой частью около 10% общего объема ускорение может достигать значения

1.7 (1.4 – для схемы четвертого порядка) относительно использования алгоритма,

ориентированного на полную постановку.
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Глава 4

Разработка метода и алгоритма

расчета волновых сейсмических

полей в средах с резкоконтрастными

границами

4.1 Изученность задачи

Отдельной задачей, требующей детального рассмотрения, является расчет волно-

вых полей в моделях, содержащих резкоконтрастные границы со сложной нерегуляр-

ной геометрией, таких, как свободная поверхность, морское дно, стенка скважины.

Как показано в работах [347], [289], применение регулярных прямоугольных сеток

для конечно-разностных схем при наличии резкоконтрастных границ, особенно гра-

ниц между жидкостью (газом) и твердым телом, как правило, понижает скорость

сходимости вплоть до первого порядка. При этом исследование скорости сходимо-

сти конечно-разностных решений при наличии в модели резкоконтрастных границ

затрагивает в основном границы, совпадающие с линиями сетки либо параллель-

ные им [62], [249], [53], [289] [271]. В случае наклонных или криволинейных границ

применение прямоугольных сеток приводит к аппроксимации этих границ кусочно-

постоянной или ступенчатой функцией, что дополнительно снижает скорость сходи-

мости решения. Более того, ступенчатая аппроксимация границ приводит к возник-

239
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новению дифракции волн на этих границах, которая является численной ошибкой

[272], [41]. В случае, если источник находится в непосредственной близости от таких

границ (свободная поверхность, стенка скважины), возникают поверхностные волны

различной природы, например волны Релея и Лява для свободной поверхности [65],

волна Стоунли на границе жидкость-упругость [285], [136], волна Крауклиса при

наличии флюидозаполненной трещины [31], [229], [283], [179]. Такие волны-помехи

зачастую весьма высокоэнергетичны и достаточно слабо затухают с удалением от

источника. В результате многократное взаимодействие поверхностных волн со сту-

пенчатой аппроксимацией границы приводит к множественной высокоэнергетиче-

ской дифракции, конвертации в объемные волны и, как следствие, полному подав-

лению целевого сигнала. Более того, при использовании сейсмического мониторин-

га резервуаров [257] для оперативного контроля состояния резервуара и изменения

его свойств при интенсификации добычи, или EOR (от английского enhancing of oil

recovery procedures), методом вытеснения паром [148], [113], [223], [172], вытеснения

водой [383], вытеснения углекислым газом и его захоронении [358], [312] и др. основ-

ная сложность - повторяемость условий эксперимента. Эффекты, связанные с вытес-

нением одного флюида в породе другим, чрезвычайно слабо проявляются в макро-

скопических свойствах породы, даже при условии вытеснения высоковязких нефтей

паром [184], [139], [151], [150], и как следствие, в волновых сейсмических полях. При

этом существует ряд факторов, не связанных с изменением свойств резервуара, спо-

собных внести существенную погрешность в сейсмические данные. Среди них можно

выделить, например, смещение положений и ориентаций приемников и источников

[359], [83], [284], которое может быть компенсированно использованием фиксирован-

ных расстановок. Еще одним фактором может выступать изменчивость физических

свойств верхней части разреза, например изменение скорости распространения волн

в слабоконсолидированных или несцементированных песках в зависимости от влаж-

ности или изменение скорости акустических волн в воде в зависимости от темпера-

туры [360], [112]. Отдельного внимания заслуживает изменение профиля свободной

поверхности как при морских [236], [230], так и при наземных наблюдениях [284],

[171], [244]. В частности, в работе [244] показано, что изменение профиля свободной

поверхности для пустынной территории в пределах 0.5 м (стандартное отклонение)
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с длиной корреляции возмущения порядка 10 м, что согласуется с данными наблю-

дения и моделирования изменчивости профиля дюн [168], приводит к различию в

данных до 60%, что делает такие данные полностью непригодными для оценки из-

менчивости свойств резервуара и требует учета топографии свободной поверхности

и компенсации эффектов, связанных с ее изменением с течением времени. Поэто-

му разработка алгоритма расчета волновых полей в моделях с резкоконтрастными

нерегулярными границами чрезвычайно актуальна.

В настоящее время известен ряд подходов к расчету волновых полей в моде-

лях, содержащих границы со сложной геометрией. Прежде всего следует отметить

подход, основанный на использовании криволинейных координат, ассоциированных

с наиболее контрастными границами в модели. Общие теоретические основы данного

подхода представлены, например, в книге [57]. В качестве примеров использования

данного подхода в задачах геофизики можно привести расчет поля акустического

источника, расположенного в скважине, когда вычисления проводятся в цилиндри-

ческой системе координат, что позволяет точно описывать наиболее контрастную гра-

ницу - стенку скважины [298], [297], [251], [45]. Следует отметить, что в приведенных

примерах компоненты поля рассматриваются в цилиндрической системе координат,

что позволяет сохранять структуру уравнений и использовать стандартную схему на

сдвинутых сетках [373] для их аппроксимации. Более того, в приведенных примерах

используется цилиндрическая система координат, способ построения сеток в кото-

рой и их свойства детально изучены, как и запись системы уравнений динамической

теории упругости в этих координатах. В общем же случае переход к ортогональной

системе коородинат, связанной с набором, пусть даже непересекающихся, поверхно-

стей, является чрезвычайно сложной задачей. Поэтому применение криволинейных

координат для расчета волновых полей в моделях со сложной топографией свободной

поверхности традиционно предполагает лишь частичный переход к криволинейным

координатам, связанным с основными интерфейсами. То есть вертикальные линии

сетки остаются неизменными, в то время как горизонтальные деформируются, то

есть используемая замена переменных применяется только к вертикальной коорди-

нате. Более того, в этом случае замене подвергаются пространственные переменные

и дифференциальные выражения, в то время как компоненты поля сохраняются в
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декартовой системе координат [201], [199], [200], [350], [268], [339], [160], [21]. В резуль-

тате происходит изменение структуры системы уравнений так, что, как и в случае

анизотропных сред, требуется применение схем на частично сдвинутых сетках - схе-

мы Лебедева [36], [245] либо схемы на повернутых сетках [316], что, как показано в

работах [245], [110], приводит к существенному увеличению вычислительной сложно-

сти и ресурсоемкости алгоритма. При этом традиционно модели задаются на прямо-

угольной сетке, а применение криволинейных координат и соответствующих сеток

вносит существенную ошибку в определение скростной модели среды [62], [271]. Более

того, такой подход предполагает отсутствие в модели интерфейсов с высокими гран-

диентами, отсутствие пересечения границ и их чрезмерного сближения, в противном

случае качество криволинейных сеток будет неприемлемо низким [57]. Другими дву-

мя подходами к учету сложной геометрии резкоконтрастных границ являются метод

погруженных границ [389], [269] (от английского immersed boundary method) и метод

фиктивных узлов [197], [255]. Идеи этих способов близки, состоят в экстраполяции

поля по нормали к границе и учете граничных условий для экстраполированного

значения. Сложность в реализации этих способов - отсутствие априорных условий

устойчивости получаемых численных алгоритмов. Из менее распространенных сле-

дует упомянуть бессеточные методы (mesh-free) [349]; метод конечных объемов [389],

[390], [121], достаточно легко адаптируемый к рельефу, однако относительно низкого

порядка аппроксимации; сеточно-характеристический метод [50], [9], [25], [24], [38],

[39], обеспечивающий высокую точность и позволяющий решать даже нелинейные

задачи, однако необосновано дорогой, с вычислительной точки зрения, для решения

линейных задач.

Принципиально иными являются алгоритмы, основанные на различных моди-

фикациях метода конечных элементов и метода Галеркина. К этому классу подходов

следует отнести метод непрерывных конечных элементов [214], [100], [388], [352], [181],

[354]. Эти способы основаны на построении решения в классе подходящих гладких

функций, определенных на некоторой нерегулярной треугольной (тетраэдральной)

сетке. Подобная свобода выбора сетки приводит к возможности описания границ

кусочно-линейной функцией вместо кусочно-постоянной при использовании метода

конечных разностей, то есть повышается гладкость аппроксимации интерфейса, что,
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в свою очередь, существенно понижает интенсивность дифрагированных волн. Бо-

лее того, известны модификации метода конечных элементов и разрывного метода

Галеркина, в которых используются криволинейные сетки, что дополнительно повы-

шает гладкость аппроксимации границы, однако требует больших вычислительных

затрат и точного знания границы, что не всегда доступно [376], [386]. В классической

непрерывной постановке метод конечных элементов в применении к решению гипер-

болических задач имеет два недостатка, не считая построения сетки. Во-первых,

каждая базисная функция определяется в наборе ячеек сетки, что и обеспечивает

их связь. В результате получаемая матрица масс разреженная, но не диагональная,

поэтому для расчета решения на каждом шаге по времени необходимо обращать мат-

рицу, размер которой совпадает с общим числом степеней свободы задачи, то есть

порядка 109-1012 для реалистичных задач. Для преодоления этой особенности метода

широкое распространение получили способы, основанные на диагонализации матри-

цы масс [203], [202], [388] (в англоязычной литературе - mass-lumping), что делает

алгоритм явным по времени, снижая точность. При расчете сейсмических полей,

особенно в приложении к сейсмологии, широко распространена модификация этого

способа, выделяемая в самостоятельный метод - метод спектральных элементов [228],

[363], [37]. В качестве базисных функций в нем используются интерполяционные по-

линомы Лагранжа [1] с узлами интерполяции, совпадающими с узлами квадратуры

Гаусса-Лаботто [1]. Поле этого интегрирование проводится с использованием квадра-

турных формул Гаусса-Лаботто, что и определяет диагональную структуру матрицы

масс. Основной недостаток этого способа - сложность обобщения на треугольные и

тетраэдральные сетки, что существенно сужает область его применимости и услож-

няет построение сетки. Следует заметить, что в методе конечных элементов решение

ищется в виде линейной комбинации непрерывных базисных функций, в то время

как система уравнений динамической теории упругости допускает решения, содер-

жащие разрывные компоненты поля, например касательные компоненты тензора на-

пряжений на границе раздела. В результате разработан ряд способов, аналогичных

схемам на сдвинутых сетках, где разные компоненты поля определяются в разных

"узлах" сетки, точнее, одни компоненты определены в вершинах ячеек, другие - на

гранях, третьи - на ребрах [277]. Однако такой подход применяется в основном для
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решения уравнений Максвелла и редко используется для уравнений динамической

теории упругости.

Метод, который получил бурное развитие в последнее время, - разрывный ме-

тод Галеркина (DG - от английского discontinuous Galrkin), комбинирующий в себе

свойства методов конечных объемов и конечных элементов [205], [190], [276], [82],

[222], [166], [37]. Суть данного подхода в том, что решение строиться в виде линейной

комбинации разрывных базисных функций так, что внутри ячейки сетки решение

(базисные функции) достаточно гладкое, а на границах ячеек терпит разрыв. В ре-

зультате матрицы масс и жесткости являются блочно-диагональными и легко обра-

тимыми, а обмен информацией между ячейками сетки происходит через численные

потоки. При этом аппроксимация потоков через грани сетки может варьироваться,

что приводит к изменениям дисперсионных свойств алгоритма. В частности, для си-

стем уравнений первого порядка наиболее распространенными являются линейные

аппроксимации потоков [205], включая схему центральных потоков [82] или схемы

с односторонними потоками [71], и аппроксимации потоков, основанные на реше-

нии задачи о распаде разрыва [222], [166], [80], [81], [167]. Если необходимо решать

систему уравнений второго порядка, применяется метод штрафных функций для по-

строения потоков, обеспечивающий корректность постановки задачи [89], [190], [98],

[367]. В отличие от классического метода конечных элементов этот метод обладает

следующими выгодными свойствами. Во-первых, блочно-диагональной структурой

матрицы масс, где размер блока совпадает с числом степеней свободы в одной ячейке

сетки - от одного до 50. В результате матрица масс легко обратима, а метод отно-

сят к разряду "почти явных" . Во-вторых, в качестве ячеек сетки для разрывного

метода Галеркина могут выступать любые выпуклые многогранники, при этом об-

мен данными происходит через грани ячеек. В-третьих, он позволяет использовать

локальные полностью независимые базисы в соседних ячейках, то есть размерности

подпространств могут варьироваться в зависимости от постановки задачи, напри-

мер, в областях с пониженной скоростью можно использовать метод более высокого

порядка, чем в основной части модели [82], [253].

При всех указанных достоинствах разрывный метод Галеркина имеет и ряд

недостатков, которые органичивают его применимость. Во-первых, сложность по-
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строения сетки, которая может быть достаточно нерегулярной, но обязана аппрок-

симировать, по крайней мере, основные наиболее контрастные интерфейсы модели,

в противном случае скорость сходимости решения падает до первой вне зависимо-

сти от размерности подпространств, в которых строится решение. Известны методы

повышения точности в указанных предположениях, например, многомасштабный ме-

тод Галеркина [66], [282], [137], который скорее ориентирован на построение осред-

нений многомасшатбных сред [183], либо метод интегрирования с весом для сред

с непрерывно меняющимися скоростями. Однако указанные способы существенно

усложняют алгоритм как на этапе построения матриц масс и жесткости, так и на

этапе расчета решения. Во-вторых, разрывный метод Галеркина в сравнении с ме-

тодом конечных разностей обладает более высокой вычислительной сложностью, и

требует хранения большего объема вспомогательных данных. Более того, в отли-

чие от конечно-разностных алгоритмов в методе Галеркина достаточно сложно ре-

ализовать векторные вычисления, что дополнительно снижает производительность

алгоритмов, основанных на этом методе. Выводы о ресурсоемкости и вычислитель-

ной сложности алгоритмов моделирования волновых полей обычно делаются на ос-

нове дисперсионного анализа [142], позволяющего оценить ошибку фазовой скоро-

сти в зависимости от числа степеней свободы на длину волны, числа Куранта и

прочее. Проведение такого анализа для метода конечных разностей, особенно при

использовании регулярных равномерных сеток, является относительно простой за-

дачей и неотъемлемой частью анализа конечно-разностных схем, как, например, в

работах [245], [110]. Но для метода конечных элементов, и для разрывного метода

Галеркина в частности, он сопряжен с рядом трудностей, таких как нерегулярность

сеток, использование треугольных (тетраэдральных) сеток и пр. Отдельную слож-

ность представляет аппроксимация уравнений динамической теории упругости, где в

случае конечномерной аппроксимации возникает численная анизотропия, даже если

исходная модель была изотропной. Кроме того, развитие методы конечных элемен-

тов получили в применении к решению скалярных волновых задач либо уравнений

Максвелла, поэтому и анализ различных схем проводится в основном в применении

к этим задачам, в то время как исследований, посвященных динамической теории,

относительно немного. Применение дисперсионного анализа для разрывного метода
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Галеркина и метода спектральных элементов в приложении к одномерной скалярной

задаче представлено в работах [71], [70] с последующим обобщением на двумерный

случай с использованием квадратной сетки [73], [72]. Однако следует отметить два

важных момента. Во-первых, анализ сводится к исследованию асимптотического по-

ведения решения при высоких значениях числа степеней свободы на длину волны

[277], [279], [395], [384]. Это означает определение порядка, с которым сходится фа-

зовая скорость численного решения в виде плоской волны к скорости решения диф-

ференциальной задачи, что не означает аналогичную скорость сходимости решения.

Другим предельным случаем являются так называемые высокочастотные пределы,

когда дискретизация составляет менее трех ячеек сетки на длину волны. В этом

случае качество решения обеспечивается за счет высокой размерности используе-

мых для аппроксимации функциональных подпространств, но возникает проблема

нефизичных мод в решении, которая детально исследуется в работах [302], [205],

[279], [208], [329]. К тому же, реалистичные сейсмогеологические модели, особенно

если речь идет о верхней части разреза, чрезвычайно неоднородны, с размерами

неоднородностей порядка длины волны, что делает использование чрезвычайно гру-

бых дискретизаций невозможным. Вторым аспектом, характерным для исследова-

ния дисперсионных свойств алгоритмов, основанных на методе конечных элементов

и разрывном методе Галеркина, является работа с регулярными квадратными (куби-

ческими) сеткам, в то время как для вычислений используются сетки треугольные.

Анализ методов на треугольных сетках для скалярной задачи приведен в работах

[155], [186], для уравнений Максвелла [277], [377], для системы уравнений динами-

ческой теории упругости [264], [40]. Отдельно следует упомянуть работы, в кото-

рых дисперсионные свойства разрывного метода Галеркина в применении к системе

уравнений динамической теории упругости приводятся в сравнении со свойствами

широко известных конечно-разностных схем. Так, в работах [291] и [61] приведен

анализ дисперсионных свойств метода Галеркина для порядков базисных полиномов

вплоть до третьего на квадратных (кубических) сетках в сравнении со свойствами

стандартной схемы на сдвинутых сетках [373], и показано, что для высоких отноше-

ний VP/VS метод Галеркина быстро теряет точность. В работе [40] показано, что для

задач сеймического моделирования оптимальным является P2 формулировка мето-
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да Галеркина (использование полиномов второй степени в качестве базисных функ-

ций), поскольку сочетает в себе достаточную точность (численная дисперсия не выше

0.05%) и вычислительную эффективность. Использование P1 формулировки приво-

дит к недопустимо высокой численной дисперсии, в то время как P3 формулировка

является чрезвычайно ресурсоемкой при использовании дискретизаций 3-20 ячеек

сетки на длину волны, типичной для сейсмического моделирования. При этом даже

использование P2 формулировки, близкой по дисперсионным свойствам к стандарт-

ной схеме четвертого порядка на сдвинутых стеках [238], требует выполнения суще-

ственно большего числа арифметических операций, чем указанная схема. Поэтому

целесообразно локальное использование разрывного метода Галеркина в окрестности

резкоконтрастных границ в сочетании со стандартной схемой на сдвинутых сетках,

применяемой в основной части расчетной области.

Комбинирование метода конечных элементов с методом конечных разностей

для уравнений Максвелла представлено, например, в работах [382], [278], [313], [135].

В силу специфики постановки задачи - один объект сложной формы, погруженный

в однородную среду, и относительно небольших размеров решаемой задачи, авто-

ры вводят нерегулярную сетку и используют метод конечных элементов непосред-

ственно в окрестности границ тела. В результате полученные алгоритмы отличаются

необоснованно высокой сложностью, особенно при параллельной реализации. В при-

менении к задачам расчета сейсмических полей комбинирование метода конечных

элементов и метода конечных разностей представлено в работе [181]. Здесь авторы

ориентируются на реалистичные постановки задач для моделей со сложным строе-

нием верхней части. В результате, единственная граница, которая аппроксимируется

с высокой точностью, - свободная поверхность, а численные методы комбинируются

на нефизичном интерфейсе, окружающем параллелепипед. Аналогично комбиниру-

ется разрывный метод Галеркина со стандартной схемой на сдвинутых сетках [41],

причем сопряжение численных методов проводится на горизонтальных интерфейсах,

совпадающих с линиями сетки. Такой способ - аппроксимация только свободной по-

верхности - тем более оправдан, что именно на ней происходит высокоэнергетичная

дифракция волны Релея, в то время как дифракция объемных волн на заглублен-

ных границах существенно (на несколько порядков) ниже и не вносит существенной
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помехи в данные.

4.2 Постановка задачи

Распространение сейсмических волн в изотропной идеально упругой среде в дву-

мерной постановке описывается системой уравнений динамической теории упруго-

сти, которая в декартовой системе координат записывается в следующем виде:

ρ∂u1

∂t
= σ11

∂x1
+ σ12

∂x2
,

ρ∂u2

∂t
= σ12

∂x1
+ σ22

∂x2
,

∂
∂t


σ11

σ22

σ12

 =


λ+ 2µ λ 0

λ λ+ 2µ 0

0 0 µ




∂u1

∂x1

∂u2

∂x2

∂u1

∂x2
+ ∂u2

∂x1

+


f11

f22

f12

 .

(4.1)

Здесь u⃗ = (u1, u2) - вектор скоростей смещений, σij - компоненты тензора напряже-

ний, ρ - объемная плотность, λ и µ - параметры Ламэ [35], [29].

Начальные условия предполагаются нулевыми:

ui|t=0 = 0, i = 1, 2;

σij|t=0 = 0, i, j = 1, 2.

Считается, что система задана в области x1 ∈ R, x2 ≥ X2(x1), где X2(x1) -

непрерывная функция x1, поверхность x2 = X2(x1) предполагается свободной от

внешних нагрузок:

σ · n⃗|x2=X2(x1) = 0,

где n⃗ - вектор нормали к свободной поверхности. На бесконечности задаются условия

предельного поглощения, обеспечивающие ограниченность решения. При численном

моделировании расчеты проводятся в ограниченной области, что приводит к необ-

ходимости построения слабоотражающих граничных условий, обеспечивающих ма-

лость отражений от границ расчетной области, в частности, идеально согласованных

слоев [104], [146], [267], [19], [20].

Расчет решения системы уравнений (4.1) в области, ограниченной криволиней-
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ной границей, проводится разрывным методом Галеркина, позволяющим проводить

дискретизацию расчетной области с использованием нерегулярных выпуклых много-

угольников, в частности, используются треугольные сетки. Подобные дискретизации

обеспечивают приемлемую точность аппроксимации криволинейных границ, однако

требуют больших вычислительных затрат в сравнени с конечно-разностными мето-

дами на разнесенных сетках [271], [40], [242]. При этом их использование обосновано

только в верхней, приповерхностной части модели. C целью снижения вычислитель-

ной сложности алгоритм разрабатывается на основе комбинирования разрывного ме-

тода Галеркина и конечно-разностной схемы на разнесенных сетках [241], [41], [332],

[240]. В частности, применяется разрывный метод Галеркина с линейной аппроксима-

цией центральных потоков, а производные по времени аппроксимируются со вторым

порядком с использованием метода конечных разностей на сдвинутых сетках. Это

одна из наиболее простых модификаций разрывнорго метода Галеркина, однако по-

лученные в работе результаты обобщаются на иные модификации разрывного метода

Галеркина [367].

4.3 Исследование разрывного метода Галеркина

в применении к расчету сейсмических полей

4.3.1 Дискретизация системы уравнений динамической тео-

рии упругости разрывным методом Галеркина

Рассматривается система уравнений динамической теории упругости в двумерной

постановке, записанная в декартовой системе коородинат в дивергентной форме [15]:

A1
∂u⃗

∂t
−

2∑
j=1

Bj
∂σ⃗

∂xj
= 0,

A2
∂σ⃗

∂t
−

2∑
j=1

B∗
j

∂u⃗

∂xj
= 0.

(4.2)
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Матрицы A1 и A2 - самосопряженные, строго положитнльно определенные, а матри-

цы B1 и B2 не зависят от пространственных координат:

A1 =

 ρ 0

0 ρ

 , A2 = S =


s11 s12 s13

s12 s22 s23

s13 s23 s33

 ,

B1 =

 1 0 0

0 0 1

 , B2 =

 0 0 1

0 1 0

 .

где ρ - плотность, S - тензор податливости (обратный к тензору жесткости). Вектор

u⃗ = (u1, u2)
T - скорость смещения, σ⃗ = (σ11, σ22, σ12)

T - тензор напряжений, записан-

ный в векторной форме [381].

Для дискретизации системы (4.2) с применением разрывного метода Галерки-

на необходимо, прежде всего, ввести некую полигональную сетку Th и обозначить

через Ch, Eh и Nh множество ее ячеек (выпуклых многоугольников), границ и узлов

соответственно. После чего необходимо определить скалярные базисные функции

ξk(x⃗) =

 P r(x⃗), x⃗ ∈ Ch,

0, x⃗ /∈ Ch,

где P r - полином степени r. Такой выбор базисных функций традиционен, хотя суще-

ствуют и другие способы, где в качестве базисных используются иные функциональ-

ные последовательности, например, плоские волны вдоль заданных направлений на

наборе реперных частот. После определения скалярных базисных функций вектор-

ные функции могут быть получены как прямое произведение скалярного базиса с

базисом, в котором определено волновое поле. Ниже используется сокращенное обо-

значение для базисных и тестовых функций ϕ⃗ = (φ⃗T , ψ⃗T )T . Умножением системы
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(4.2) на тестовые функции и интегрированием в R2 можно получить выражение:

∑
Vk∈Ch

∫
Vk

 A1 0

0 A2

 ∂

∂t

 u⃗

σ⃗

 ,

 φ⃗

ψ⃗

 dv+

+
∑
Vk∈Ch

∫
Vk

2∑
j=1

 u⃗

σ⃗

 ,

 0 Bj

B∗
j 0

 ∂

∂xj

 φ⃗

ψ⃗

 dv−

−
∑

Skm∈Eh

∫
Skm


 u⃗

σ⃗

 ,

 0 Bkm

B∗
km 0

 φ⃗

ψ⃗

 ds = 0

(4.3)

где Vk ∈ Ch - ячейка сетки с номером k, Skm ∈ Eh - граница между ячейками с

номерами k и m. Обозначение (, ) используется для скалярного произведения в R5,

обозначения {} и [] применяются для среднего значения и скачка векторных функций

на границе:

[Bkmu⃗] =
∑2

j=1 n
km
j Bju⃗

k +
∑2

j=1 n
mk
j Bju⃗

m, {u⃗} = 0.5
(
u⃗k + u⃗m

)
,

где n⃗km - единичный вектор нормали к границе Skm ∈ Eh, направленный из ячейки с

номером k в ячейку с номером m.

Важно, что полученная аппроксимация эллиптической части оператора явля-

ется кососимметричной, то есть a(v⃗, ϕ⃗) = −a(ϕ⃗, v⃗), где a(, ) - билинейная форма,

составвленная из двух последних слагаемых в формуле (4.3).

4.3.1.1 Разложение по базисным функциям

Приведенное выражение является достаточно общим, и при его построении не ис-

пользуется разложение решения по базисным функциям. Итак, решение представимо

в виде:

u⃗(x⃗, t) =
2∑

r=1

 ∑
k|Vk∈Ch

d∑
l=1

(Uk
r )l(t)ξ

k
l (x⃗)

 e⃗r,

σ⃗(x⃗, t) =
3∑

r=1

 ∑
k|Vk∈Ch

d∑
l=1

(Σk
r)l(t)ξ

k
l (x⃗)

 e⃗r,

(4.4)

где e⃗r - вектор стандартного базиса в R2, в котором записаны компоненты вектора

скорости, либо в R3 для вектора, составленного из компонент тензора напряжений,
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d - число степеней свободы в ячейке. Скалярные функции ξkl представляются выра-

жением:

ξkl (x⃗) = Ξk
l (x⃗)χVk

(x⃗),

где Ξk
l (x⃗) - достаточно гладкая функция, а χVk

(x⃗) - характеристическая функция

ячейки Vk ∈ Ch. Для дальнейших рассуждений удобно ввести обозначения:

U⃗k = ((U⃗k
1 )

T , (U⃗k
2 )

T )T , U⃗k
r = ((Uk

r )1, ..., (U
k
r )d)

T ,

Σ⃗k = ((Σ⃗k
1)

T , ..., (Σ⃗k
3)

T )T , Σ⃗k
r = ((Σk

r)1, ..., (Σ
k
r)d)

T ,

где Lk - число степеней свободы в ячейке Vk.

Подставляя выражения (4.4) в (4.3) и при условии выполнении равенств для

всех пробных функций, можно получить:

M ⊗

 A1 0

0 A2

 d

dt

 U⃗k

Σ⃗k

+
2∑

j=1

(Kj)⊗

 0 Bj

B∗
j 0

 U⃗k

Σ⃗k

−

−1

2

∑
m|Vm∈Ch(Vk)

P km
m ⊗

 0 Bkm

B∗
km 0

 U⃗m

Σ⃗m

−

−1

2

∑
m|Vm∈Ch(Vk)

P km
k ⊗

 0 Bkm

B∗
km 0

 U⃗k

Σ⃗k

 = 0,

(4.5)

где ⊗ означает прямое произведение матриц. Матрица Bkm определяется как

Bkm =
2∑

j=1

Bjn
km
j .

Матрицы M , Kj, P km
m и P km

k - матрицы масс, жесткости и потоков, которые пред-

ставляются в следующем виде:

Mk =


∫
Vk
ξk1ξ

k
1dv . . .

∫
Vk
ξkLk

ξk1dv
... . . . ...∫

Vk
ξkLk

ξk1dv . . .
∫
Vk
ξkLk

ξkLk
dv

 ,
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Kk,j =


∫
Vk

∂ξk1
∂xj
ξk1 . . .

∫
Vk

∂ξk1
∂xj
ξkLk

... . . . ...∫
Vk

∂ξkLk

∂xj
ξk1 . . .

∫
Vk

∂ξkLk

∂xj
ξkLk

 ,

P km
p =


∫
Skm

ξp1ξ
k
1ds . . .

∫
Skm

ξpLp
ξk1ds

... . . . ...∫
Skm

ξp1ξ
k
Lk
ds . . .

∫
Skm

ξpLp
ξkLk

ds

 .

В этих обозначениях верхний индекс может принимать значения k или m.

4.3.2 Аппроксимация производной по времени

Для аппроксимации производной по времени в полученной системе обыкновенных

дифференциальных уравнений (4.5) используется оператор центральных разностей

на сдвинутых сетках, аналогичный оператору, который применяется в стандарной

схеме на сдвинутых сетках:

∂f

∂t

∣∣∣∣
t=tn

=
fn+1/2 − fn−1/2

τ
+O(τ 2) = Lt[f ]

n +O(τ 2), (4.6)

где τ - шаг сетки по времени.

Для проведения дисперсионного анализа важно иметь преобразование Фурье

от рассматриваемого оператора:

F

[
df(x)

dt

]
= iωf̂(ω), F [Lt[f(t)]] =

2i sin
(
ωτ
2

)
τ

f̂(ω) = iω̂f̂(ω).

Из приведенного выражения видно, что образы преобразования Фурье для опера-

тора производной и оператора центральных разностей отличаются сомножителями.

Поэтому дисперсионный анализ проводится для полудискретизованной системы, а

соотношения для полностью дискретной постановки находятся заменой частоты ω

на выражение ω̂.
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4.3.3 Дисперсионный анализ разрывного метода Галеркина

4.3.3.1 Барицентрические координаты

Для проведения дисперсионного анализа разрывного метода Галеркина необходимо

ввести барицентрические координаты:
1

x1

x2

 =


1 1 1

x11 x21 x31

x12 x22 x32




y1

y2

y3

 ,

где точки (x11, x
1
2), (x21, x22) и (x31, x

3
2) - узлы рассматриваемой ячейки - вершины тре-

угольника.

В новых локальных переменных система уравнений (4.5) записывается в виде:

M̂ ⊗

 A1 0

0 A2

 d

dt

 U⃗k

Σ⃗k

−
2∑

j=1

3∑
l=1

nl
jL

l

|Jk|
K̂l ⊗

 0 Bj

B∗
j 0

 U⃗k

Σ⃗k

−

−1

2

3∑
l=1

2∑
j=1

nl
jL

l

|Jk|
Q̂l ⊗

 0 Bj

B∗
j 0

 U⃗k

Σ⃗k

−

−1

2

3∑
l=1

2∑
j=1

nl
jL

l

|Jk|
P̂l,i(m) ⊗

 0 Bj

B∗
j 0

 U⃗m(l)

Σ⃗m(l)

 = 0.

(4.7)

Здесь l - номер грани ячейки Vk, nl
j есть j-я компонента единичного вектора

внешней нормали к l-й грани, Ll - длина этой грани, Jk - Якобиан преобразования

координат для ячейки Vk. Сложные индексы m(l) используются, чтобы подчерк-

нуть, что существует взаимноооднозначное соответствие нумерации соседей ячейки

Vk в глобальной и локальной системах координат. Важно отметить, что nl
jL

l

|Jk| = − ∂yl
∂xj

,

следовательно

n1
1L

1 = x32 − x22, n2
1L

2 = x12 − x32, n3
1L

3 = x22 − x12,

n1
2L

1 = x21 − x31, n2
2L

2 = x31 − x11, n3
2L

3 = x11 − x21.
(4.8)

Матрицы M̂ , K̂k
j , P̂l,i(m) и Q̂l - матрицы масс, жесткости и потоков, записанные

в локальных барицентрических координатах.
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Рисунок 4.1 – Регулярная треугольная сетка для дисперсионного анализа разрыв-
ного метода Галеркина

4.3.3.2 Регулярная сетка

Пусть в R2 задана регулярная сетка с узлами ((x1)j1+1/2, (x2)j2+1/2), такими, что

(x1)j1+1/2 = (j1 + 1/2)h1 и (x2)j2+1/2 = (j2 + 1/2)h2, где j1 и j2 - целые числа. Пусть

трангуляция проведена так, что существуют два типа ячеек:

C1 =
∪
j1,j2

V 1
j1,j2

, C2 =
∪
j1,j2

V 2
j1,j2

,

Nh(V
1
j1,j2

) =

= {((x1)j1+1/2, (x2)j2−1/2), ((x1)j1+1/2, (x2)j2+1/2), ((x1)j1−1/2, (x2)j2−1/2)},

Nh(V
2
j1,j2

) =

= {((x1)j1−1/2, (x2)j2+1/2), ((x1)j1−1/2, (x2)j2−1/2), ((x1)j1+1/2, (x2)j2+1/2)},

где Nn(V
q
j1,j2

) обозначает множество всех узлов ячейки V q
j1,j2

. Нижний индекс опре-

деляет положение ячейки в пространстве, а верхний - тип ячейки.

В обозначениях компонент волнового поля (коэффициентов разложения ком-
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понент поля по базису) также удобно ввести двойную индексацию:

U⃗ q
j1,j2

= ((U⃗ q
j1,j2

)T1 , (U⃗
q
j1,j2

)T2 )
T , (U⃗ q

j1,j2
)m = ((U q

j1,j2
)1m, ..., (U

q
j1,j2

)dm)
T ,

Σ⃗q
j1,j2

= ((Σ⃗q
j1,j2

)T1 , ..., (Σ⃗
q
j1,j2

)T3 )
T , (Σ⃗q

j1,j2
)m = ((Σq

j1,j2
)1m, ..., (Σ

q
j1,j2

)dm)
T .

Важно отметить, что все ячейки, соседние с ячейкой из множества V 1
ij ∈ C1, принад-

лежат множеству C2 и наоборот. Такая регулярная структура сетки позволяет ввести

нумерацию узлов в каждом треугольнике, при которой каждый треугольник явля-

ется m-м соседом своего m-го соседа (рис. 4.1). Это условие позволяет однозначно

выбрать нумерацию базиса и зафиксировать порядок строк (столбцов) в матрицах

потоков.

Подставляя введенные обозначения в формулу (4.7) и используя соотношения

(4.8) для регулярной сетки, можно получить соотношения:

M̂ ⊗

 A1 0

0 A2

 d

dt

 U⃗1
j1,j2

Σ⃗1
j1,j2

−

− 1

h1
(K̂3 − K̂1 −

1

2
Q̂1 +

1

2
Q̂3)⊗

 0 B1

B∗
1 0

 U⃗1
j1,j2

Σ⃗1
j1,j2

−

− 1

h2
(K̂1 − K̂2 +

1

2
Q̂1 −

1

2
Q̂2)⊗

 0 B2

B∗
2 0

 U⃗1
j1,j2

Σ⃗1
j1,j2

−

+
1

2h1
P̂1,1 ⊗

 0 B1

B∗
1 0

 U⃗2
j1,j2

Σ⃗2
j1,j2

−

− 1

2h2
P̂1,1 ⊗

 0 B2

B∗
2 0

 U⃗2
j1,j2

Σ⃗2
j1,j2

+

+
1

2h2
P̂2,2 ⊗

 0 B2

B∗
2 0

 U⃗2
j1,j2−1

Σ⃗2
j1,j2−1

−

− 1

2h1
P̂3,3 ⊗

 0 B1

B∗
1 0

 U⃗2
j1+1,j2

Σ⃗2
j1+1,j2

 = 0,

(4.9)
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M̂ ⊗

 A1 0

0 A2

 d

dt

 U⃗2
j1,j2

Σ⃗2
j1,j2

−

+
1

h1
(K̂3 − K̂1 −

1

2
Q̂1 +

1

2
Q̂3)⊗

 0 B1

B∗
1 0

 U⃗2
j1,j2

Σ⃗2
j1,j2

−

+
1

h2
(K̂1 − K̂2 +

1

2
Q̂1 −

1

2
Q̂2)⊗

 0 B2

B∗
2 0

 U⃗2
j1,j2

Σ⃗2
j1,j2

−

− 1

2h1
P̂1,1 ⊗

 0 B1

B∗
1 0

 U⃗1
j1,j2

Σ⃗1
j1,j2

−

+
1

2h2
P̂1,1 ⊗

 0 B2

B∗
2 0

 U⃗1
j1,j2

Σ⃗1
j1,j2

+

− 1

2h2
P̂2,2 ⊗

 0 B2

B∗
2 0

 U⃗1
j1,j2+1

Σ⃗1
j1,j2+1

−

+
1

2h1
P̂3,3 ⊗

 0 B1

B∗
1 0

 U⃗1
j1−1,j2

Σ⃗1
j1−1,j2

 = 0,

(4.10)

4.3.3.3 Решение в виде плоских волн

Решение в виде плоской волны - решение вида:
U⃗1
j1,j2

U⃗2
j1,j2

Σ⃗1
j1,j2

Σ⃗2
j1,j2

 =


U⃗1
0

U⃗2
0

Σ⃗1
0

Σ⃗2
0

 ei(ωt+k1h1j1+k2h2j2).
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Подставляя это выражение в систему (4.9), (4.10), можно получить систему линейных

алгебраических уравнений:

iωM̂ ⊗

 A1 0

0 A2

 U⃗1
0

Σ⃗1
0

−

− 1

h1
(K̂3 − K̂1 −

1

2
Q̂1 +

1

2
Q̂3)⊗

 0 B1

B∗
1 0

 U⃗1
0

Σ⃗1
0

−

− 1

h2
(K̂1 − K̂2 +

1

2
Q̂1 −

1

2
Q̂2)⊗

 0 B2

B∗
2 0

 U⃗1
0

Σ⃗1
0

−

− 1

2h1

(
eih1k1P̂3,3 − P̂1,1

)
⊗

 0 B1

B∗
1 0

 U⃗2
0

Σ⃗2
0

−

− 1

2h2

(
P̂1,1 − e−ih2k2P̂2,2

) 0 B2

B∗
2 0

 U⃗2
0

Σ⃗2
0

 = 0,

(4.11)

iωM̂ ⊗

 A1 0

0 A2

 U⃗2
0

Σ⃗2
0

−

+
1

h1
(K̂3 − K̂1 −

1

2
Q̂1 +

1

2
Q̂3)⊗

 0 B1

B∗
1 0

 U⃗2
0

Σ⃗2
0

−

+
1

h2
(K̂1 − K̂2 +

1

2
Q̂1 −

1

2
Q̂2)⊗

 0 B2

B∗
2 0

 U⃗2
0

Σ⃗2
0

−

− 1

2h1

(
P̂1,1 − e−ih1k1P̂3,3

)
⊗

 0 B1

B∗
1 0

 U⃗1
0

Σ⃗1
0

−

− 1

2h2

(
eih2k2P̂2,2 − P̂1,1

) 0 B2

B∗
2 0

 U⃗1
0

Σ⃗1
0

 = 0,

(4.12)

Чтобы упростить полученное выражение, удобно ввести следующие обозначе-

ния:
K1 = (K̂3 − K̂1 +

1
2
Q̂3 − 1

2
Q̂1)

K2 = β(K̂2 − K̂1 +
1
2
Q̂2 − 1

2
Q̂1)

P1 =
1
2
(P̂1,1 − e−ik1h1P̂3,3),

P2 =
β
2
(P̂1,1 − e−ik2h2P̂2,2).

где β = h1

h2
. Если обозначить при этом h = h1, тогда уравнения (4.11), (4.12) могут
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быть преобразованы к виду:

iωhM̂ ⊗ A1U⃗
1
0 −K1 ⊗B1Σ⃗

1
0 +K2 ⊗B2Σ⃗

1
0 +P1 ⊗B1Σ⃗

2
0 −P2 ⊗B2Σ⃗

2
0 = 0,

iωhM̂ ⊗ A1U⃗
2
0 +K1 ⊗B1Σ⃗

2
0 −K2 ⊗B2Σ⃗

2
0 −P1 ⊗B1Σ⃗

1
0 +P2 ⊗B2Σ⃗

1
0 = 0,

iωhM̂ ⊗ A2Σ⃗
1
0 −K1 ⊗B∗

1U⃗
1
0 +K2 ⊗B∗

2U⃗
1
0 +P1 ⊗B∗

1U⃗
2
0 −P2 ⊗B∗

2U⃗
2
0 = 0,

iωhM̂ ⊗ A1Σ⃗
2
0 +K1 ⊗B∗

1U⃗
2
0 −K2 ⊗B∗

2U⃗
2
0 −P1 ⊗B∗

1U⃗
1
0 +P2 ⊗B∗

2U⃗
1
0 = 0,

Матрицы M̂ и Aj самосопряженные и строго положительно определенные, по-

этому для них определены M̂±1/2 и A
±1/2
j . Применяя замену переменных W⃗m =

M̂1/2 ⊗ A
1/2
1 U⃗m

0 и Φ⃗m = M̂1/2 ⊗ A
1/2
2 Σ⃗m

0 , систему можно переписать в виде:

iωhW⃗ 1 −R1 ⊗ C1Φ⃗
1 +R2 ⊗ C2Φ⃗

1 +T1 ⊗ C1Φ⃗
2 −T2 ⊗ C2Φ⃗

2 = 0,

iωhW⃗ 2 +R1 ⊗ C1Φ⃗
2 −R2 ⊗ C2Φ⃗

2 −T1 ⊗ C1Φ⃗
1 +T2 ⊗ C2Φ⃗

1 = 0,

iωhΦ⃗1 −R1 ⊗ C∗
1 V⃗

1 +R2 ⊗ C∗
2 V⃗

1 +T1 ⊗ C∗
1 V⃗

2 −T2 ⊗ C∗
2 V⃗

2 = 0,

iωhΦ⃗2 +R1 ⊗ C∗
1 V⃗

2 −R2 ⊗ C∗
2 V⃗

2 −T1 ⊗ C∗
1 V⃗

1 +T2 ⊗ C∗
2 V⃗

1 = 0,

(4.13)

где
Rm =M−1/2[Km]M

−1/2,

Tm =M−1/2PmM
−1/2,

Cm = A
−1/2
1 B̃mA

−1/2
2 .

Фазовые скорости плоских волн - решений рассматриваемой системы - являются

собственными значениями полученной матрицы. Для решения задачи на собственные
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значения матрицу следует упростить:

L =

 −R1 ⊗ C1 +R2 ⊗ C2 T1 ⊗ C1 −T2 ⊗ C2

−T1 ⊗ C1 +T2 ⊗ C2 R1 ⊗ C1 −R2 ⊗ C2


Сопряженная ей матрица представляется в виде:

L∗ =

 −R∗
1 ⊗ C∗

1 +R∗
2 ⊗ C∗

2 −T∗
1 ⊗ C∗

1 +T
∗
2 ⊗ C∗

2

T
∗
1 ⊗ C∗

1 −T∗
2 ⊗ C∗

2 R∗
1 ⊗ C∗

1 −R∗
2 ⊗ C∗

2

 .

В силу того что билинейная форма, полученная в результате дискретизации

эллиптической части системы уравнений, является кососимметричной, матрицы Rm

также являются кососимметричными, то есть R∗
m = −Rm. Матрицы Pm,m, из ко-

торых формируются матрицы Tj, - вещественные симметричные, следовательно

TT
j = Tj или T∗

j = T
T

j = Tj. С учетом этих соотношений можно получить:

L∗ = −

 −R1 ⊗ C∗
1 +R2 ⊗ C∗

2 T1 ⊗ C∗
1 −T2 ⊗ C∗

2

−T1 ⊗ C∗
1 +T2 ⊗ C∗

2 R1 ⊗ C∗
1 −R2 ⊗ C∗

2

 .

В результате рассматриваемая система (4.13) может быть записана в виде:

 iωhI L

−L∗ iωhI




W⃗ 1

W⃗ 2

Φ⃗1

Φ⃗2

 = 0.

Несложно понять, что для построения частоты как функции волнового вектора до-

статочно построить сингулярное разложение матрицы L, при этом верно следующее

соотношение: ∏
m

(ω2h2 − s2m(k⃗)) = 0, (4.14)

где sm - сингулярные числа матрицы L. Детали построения этого соотношения пред-

ставлены в [14], [12].
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4.3.3.4 Безразмерные переменные

Для проведения дисперсионного анализа используются безразменые переменные

[142]:

k1 = |⃗k| cos(α), N = 2π

|⃗k|h
,

k2 = |⃗k| sin(α), χ = VP τ
h
,

γ = VP/VS > 1,

где N - число точек (ячеек) сетки на длину волны, χ - число Куранта, используемое

для дискретизованной по времени задачи, α - направление распространения волны.

С учетом связи частоты с сингулярными числами матрицы Tj и воспользовавшись

определением фазовой скорости, можно построить выражения для фазовых скоро-

стей решений:

– Полудискретизованная система

V sd
m (N,α, γ) =

ω(sm)

|⃗k|
= ± 1

|k|h
sm(N,α, γ) = ±N

2π
sm(N,α, γ). (4.15)

– Схема с дискретизацией по времени:

V lf
m (N,α, χ, γ) = ±NVP

πχ
arcsin

(
χ

2VP
sm(N,α, γ)

)
. (4.16)

Задача дисперсионного анализа - оценка ошибки фазовой скорости численного

решения по отношению к фазовой скорости решения дифференциальной задачи. При

этом интерес представляет диапазон "средних" частот, то есть частот/длин волн, при

которых дискретизация составляет от 2 до 100 ячеек сетки на длину волны.

4.3.4 Численное исследование дисперсии

Прежде чем переходить к классическому исследованию зависимости численной

ошибки от направления распространения и дискретизации, следует отметить, что

размерности матриц L и S равны удвоенному числу степеней свободы в одной ячейке

сетки для каждой компоненты вектора скорости. Если в качестве базисных функций

используются линейные функции - полиномы первой степени (P1 формулировка), -
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то степеней свободы (количество базисных функций) в ячейке три в результате син-

гулярных чисел рассматриваемой матрицы 12. При использовании полиномов вто-

рой степени (P2 формулировка) независимых сингулярных чисел 24, а в случае P3

формулировки - 40. Это значит, что наряду с модами, близкими к физическим, то

есть теми, которые асмиптотически сходятся к решению дифференциальной задачи,

имеется большое количество нефизичных решений, которые во многом определяют

жесткость условия устойчивости разрывного метода Галеркина [40], [242].

Анализ численной дисперсии разрывного метода Галеркина удобно проводить в

сравнении с аналогичным анализом для конечно-разностных схем, и в частности для

схем второго и четвертого порядка аппроксимации. Для этих двух схем параметры,

аналогичные сингулярным числам в анализе разрывного метода Галеркина, имеют

следующий вид:

– для схемы второго порядка [142], [373], [245], [271]:

sfd2 = 2V

√
sin2

(
π cos(α)

N

)
+ sin2

(
π sin(α)

N

)
,

– для схемы четвертого порядка [238], [271], [291]:

sfd4 = 2V

√
k̂21 + k̂22,

k̂1 =
9

8
sin

(
π cos(α)

N

)
− 1

24
sin

(
3π cos(α)

N

)
,

k̂2 =
9

8
sin

(
π sin(α)

N

)
− 1

24
sin

(
3π sin(α)

N

)
.

В этих обозначениях V используется как для скорости продольной волны, то есть VP ,

так и для обозначения скорости поперечной волны, то есть VS, поскольку фазовые

скорости плоских волн для схем на сдвинутых сетках вычисляются независимо.

4.3.4.1 Полудискретизованная постановка

Исследование численной дисперсии следует начать с задач, в которых производные

по времени не аппроксимированы конечно-разностными операторами. В этом случае

ошибка фазовой скорости зависит от числа ячеек сетки на длину волны, направле-
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ния распространения и отношения скоростей волн в дифференциальной задаче и не

зависит от дополнительного параметра - числа Куранта.

Численная анизотропия. Первым шагом в исследовании численной дисперсии

является определение зависимости ошибки от направления распространения, по-

скольку это дает возможность ограничить дальнейшие исследования только экс-

тремальными направлениями, теми, вдоль которых ошибка максимальна для всех

значений прочих параметров. На рис. 4.2 и 4.3 приведены нормированные на себя

относительные ошибки фазовых скоростей

εnorm(α,N0, γ0) =

∣∣∣∣ ε(α,N0, γ0)

maxα∈[0,2π) |ε(α,N0, γ0)|

∣∣∣∣ ,
где

ε = 1−
V sd
j (α,N0, γ0)

Vj

для конечно-разностных схем и разрывного метода Галеркина разного порядка точ-

ности соответственно. Индекс j обозначает вид рассматриваемой волны и может при-

нимать значения P или S.

В случае конечно-разностных схем приводится ошибка только для одной из

волн, поскольку для второй волны она аналогична, поскольку конечно-разностные

продольные и поперечные волны разделяются так же, как решения дифференциаль-

ной задачи [245]. Более того, можно легко показать аналитически, что экстремальные

направления, вдоль которых достигается максимум ошибки фазовой скорости для

конечно-разнотсных схем, это направления вдоль осей координат, то есть α = nπ/2,

где n - целое, что подтверждается рис. 4.2. При рассмотрении дисперсионной ошибки

в разрывном методе Галеркина необходимо учитывать как ошибку продольных, так

и поперечных волн, поскольку в дискретизованной задаче они уже не разделяются

и, как следствие, задача не может быть сведена к скалярной. На рис. 4.3 видно, что

максимум ошибки фазовой скорости достигается в направлениях α = π/4 + nπ, что

обусловлено геометрией используемой сетки (рис. 4.1).
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Рисунок 4.2 – Относительная ошибка фазовых скоростей, нормированная на себя,
для стандартной схемы на сдвинутых сетках второго (сплошная линия) и четвертого
порядка (пунктирная линия) аппроксимации по пространству при N = 7 и γ =

√
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Рисунок 4.3 – Относительная ошибка фазовых скоростей, нормированная на себя,
для разрывного метода Галеркина разного порядка. Сплошные синие линии соответ-
ствуют ошибке для P-волны, пунктирные - S-волне, N = 7 и γ =

√
2
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Зависимость от отношения VP/VS. При использовании конечно-разностных

схем на сдвинутых сетках для аппроксимации системы уравнений динамической тео-

рии упругости в случае изотропной среды дисперсионное соотношение распадается

на независимые сомножители, отвечающие разным типам волн. При использовании

разрывного метода Галеркина такого разделения не происходит, и фазовые скорости

численных решений - плоских волн - зависят от отношения скоростей γ = VP/VS диф-

ференциальной задачи. Здесь численно исследуется зависимость ошибки фазовых

скоростей от γ для фиксированного направления α = π/4 и шага сетки. Фиксация

шага сетки означает, что для волны одного типа дискретизация в терминах числа

ячеек сетки на длину волны фиксируется, для волны другого типа дискретизация

меняется в зависимоти от изменения параметра γ. Из физических соображений [263],

интервал, в котором изменяется отношение скоростей продольной и поперечной волн,

достаточно ограничить значениями γ ∈ [
√
3, 10]. В зависимости от того, для какой из

волн дискретизация фиксируется, рассматриваются два разных случая для каждой

из формулировок (P1 - P3) разрывного метода Галеркина. В первом случае предпо-

лагается, что число ячеек сетки на длину волны фиксировано для S-волны (Ns = 5),

а для P-волны это число возрастает с ростом параметра γ, то есть Np ∈ [8.66; 50]. То-

гда ошибка для S-волны зависит исключительно от параметра γ, в то время как для

P-волны - от параметра γ и дискретизации. Во втором случае фиксируется дискре-

тизация для P-волны на уровне Np = 50, а дискретизация для S-волны уменьшается

с ростом параметра γ так, что Ns ∈ [28.87; 10]. Зависимость ошибки фазовых скоро-

стей от параметра γ = VP/VS для разрывного метода Галеркина с использованием

полиномов разной степени в качестве базисных функций приведена на рис. 4.4-4.6.

Из анализа приведенных графиков следует, что ошибка фазовой скорости P-волны

не зависит от рассматриваемого параметра γ = VP/VS. Для S-волны ошибка доста-

точно быстро нарастает при росте γ в окрестности γ =
√
3, но потом выходит на

асимптотику.

Численная дисперсия. Численная дисперсия - это ошибка фазовой скорости в

зависимости от дискретизации (числа точек, ячеек или степеней свободы на длину

волны). В силу того, что для разрывного метода Галеркина ошибка фазовой скоро-
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Рисунок 4.4 – Относительная ошибка фазовых скоростей в зависимости от параметра
γ = VP/VS для P1 формулировки метода Галеркина. Слева - для случая фиксиро-
ванной дискретизации для S-волны, справа - для P-волны.
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Рисунок 4.5 – Относительная ошибка фазовых скоростей в зависимости от параметра
γ = VP/VS для P2 формулировки метода Галеркина. Слева - для случая фиксиро-
ванной дискретизации для S-волны, справа - для P-волны.
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Рисунок 4.6 – Относительная ошибка фазовых скоростей в зависимости от параметра
γ = VP/VS для P3 формулировки метода Галеркина. Слева - для случая фиксиро-
ванной дискретизации для S-волны, справа - для P-волны.

сти достигает своего максимума при распространении волны в направлении α = π/4,

именно для этого направления проводится исследование численной дисперсии. Для

корректного сравнения численной дисперсией метода Галеркина и метода конечных

разностей (стандартная схема на сдвинутых сетках второго и четвертого порядка

аппроксимации по пространству [373], [238]) для последнего ошибка приводится в

направлении α = 0. Отношение скоростей VP к VS составляет
√
3. Так как зависи-

мость ошибки от отношения скоростей неярко выражена, результаты можно считать

достаточно общими. Согласно графикам зависимости численной дисперсии от числа

ячеек сетки на длину волны (рис. 4.7-4.9, слева), все три рассматриваемые формули-

ровки метода Галеркина допускают более низкий уровень численной дисперсии, чем

схема второго порядка аппроксимации. Однако в сравнение со схемой четвертого по-

рядка метод Галеркина, основанный на полиномах первой степени, допускает более

высокий уровень ошибки.

Важным отличием метода Галеркина от метода конечных разностей является

наличие более чем одной степени свободы на ячейку сетки, как следствие, необходи-

мость хранения большего объема данных и выполнения большего числа арифмети-

ческих операций. Поэтому корректным является сравнение численной дисперсии не

по отношению к числу ячеек сетки на длину волны, а по отношению к числу степе-

ней свободы на длину волны. Для рассматриваемой регулярной (квадратной) сетки
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каждая ее ячейка сформирована из двух прямоугольных треугольников, в каждом

из которых число степеней свободы определяется по формуле r = (p+1)(p+2), где p

- порядок полиномов, используемых в качестве базисных функций. В результате для

полиномов первого порядка число степеней свободы (dof - от английского degrees of

freedom) составляет 6, для второго порядка 12, для третьего порядка 20. Учитывая,

что приведенные значения относятся к квадратной ячейке, а дисперсия измеряется

по отношению к линейным размерам, связь между линейным размером ячейки - ша-

гом сетки - и числом степеней свободы для рассматриваемых формулировок метода

Галеркина определяется как корень квадратный из приведенных значений, то есть

Nd = N
√
d, где N - число ячеек на длину волны, d - число степеней свободы в ячейке

сетки, Nd - число степеней свободы на длину волны.

Из зависимости численной дисперсии от числа степеней свободы на длину вол-

ны (рис. 4.7-4.9, справа) видно, что метод Галеркина, использующий полиномы пер-

вого порядка допускает самый высокий уровень численной дисперсии - выше чем

схема второго порядка аппроксимации. Повышение порядка полиномов в методе Га-

леркина до второго существенно снижает численную ошибку, хотя она все еще выше,

чем для схемы четвертого порядка. Метод Галеркина, основанный на полиномах тре-

тьего порядка, является наименее дисперсионным, как и ожидалось, однако эффек-

тивность его применения достаточно низкая из за жесткого условия устойчивости

[40], [242].

4.3.4.2 Явная по времени схема

Зависимость от числа Куранта. Прежде чем начать численное исследование

дисперсии для дискретизованной по времени задачи, следует отметить, что соотно-

шение (4.16) может быть использовано для построения необходимого условия устой-

чивости. Для устойчивости необходимо, чтобы значения arcsin были вещественными.

В противном случае система будет допускать решения в виде плоских волн с двумя

комплексными фазовыми скоростями с заведомо разными знаками мнимых частей, в

результате одна из мод всегда будет неустойчивой. Учитывая это требование, можно
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Рисунок 4.7 – Модуль относительной ошибки фазовой скорости для метода Галерки-
на первого порядка (сплошная линия соответствует P-волне, пунктирная - S-волне),
для схемы второго порядка аппроксимации (точки) и для схемы четвертого порядка
(точечно-пунктирная линия) в зависимости от числа ячеек на длину волны (слева)
и от числа степеней свободы на длину волны (справа)
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Рисунок 4.8 – Модуль относительной ошибки фазовой скорости для метода Галерки-
на второго порядка (сплошная линия соответствует P-волне, пунктирная - S-волне),
для схемы второго порядка аппроксимации (точки) и для схемы четвертого порядка
(точечно-пунктирная линия) в зависимости от числа ячеек на длину волны (слева)
и от числа степеней свободы на длину волны (справа)
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Рисунок 4.9 – Модуль относительной ошибки фазовой скорости для метода Галерки-
на третьего порядка (сплошная линия соответствует P-волне, пунктирная - S-волне),
для схемы второго порядка аппроксимации (точки) и для схемы четвертого порядка
(точечно-пунктирная линия) в зависимости от числа ячеек на длину волны (слева)
и от числа степеней свободы на длину волны (справа)

сформулировать необходимое условие устойчивости

χ =
τ

h
≤ 2VP

maxm sm(N,α, γ)
,

где максимум берется по всем сингулярным значениям, включая нефизичные мо-

ды, по всем направлениям и всем пространственным дискретизациям. Для конечно-

разностных схем такое соотношение задается формулами: для схемы второго порядка

- χ ≤ χfd2
0 = 1/

√
2, для схемы четвертого порядка - χ ≤ χfd4

0 = 6
7
√
2
. Для разрыв-

ного метода Галеркина оценки получены численно: для полиномов первой степени

- χ ≤ χP1
0 ≈ 0.2582, для полиномов второй степени - χ ≤ χP2

0 ≈ 0.144 и для поли-

номов третьей степени - χ ≤ χP3
0 ≈ 0.093. Однако такие соотношения верны только

для сеток с одинаковыми шагами по двум пространственным направлениям. Эти со-

отношения служат подтверждением того, что разрывный метод Галеркина требует

выполнения жесткого условия устойчивости [73], [142], что необходимо учитывать,

как при дисперсионном анализе, так и при анализе вычислительной сложности ал-

горитма.

Далее при исследовании дисперсионной ошибки от числа Куранта для раз-

ных пространственных дискретизаций удобно ввести нормализованное число Куран-
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Рисунок 4.10 – Нормированная ошибка фазовой скорости в зависимости от чис-
ла Куранта для конечно-разностных схем (а), для метода Галеркина с полиномами
первого порядка (б), второго порядка (в) и третьего порядка (г). Сплошная линия
соответствует P-волне, пунктирная - S-волне, точки соответствуют схеме второго по-
рядка, точечно-пунктирная линия соответствует схеме четвертого порядка.

та χ̂ = χ/χ∗
0, в котором звездочкой обозначается любой из пяти рассматриваемых

методов, при этом нормированное число Куранта изменяется в пределах от нуля до

единицы. Из нормированных на единицу значений ошибки фазовой скорости в за-

висимости от нормированного числа Куранта χ̂ ∈ [0, 1] для всех рассматриваемых

подходов (рис. 4.10) видно, что для схемы второго порядка аппроксимации наиболь-

шее значение ошибка достигает при χ̂ близких к нулю, а при увеличении χ̂ величина

ошибки снижается. В схемах более высокого порядка пространственной аппрокси-

мации (включая рассматриваемые вариации метода Галеркина) зависимость проти-

воположная. Такие изменения является нормальными для схем, у которых порядок

пространственной аппроксимации превосходит порядок аппроксимации по времени.

Численная дисперсия. Выполняется анализ численной дисперсии для рассмат-

риваемых методов в зависимости от пространственной дискретизации (от числа яче-
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ек сетки на длину волны и от числа степеней свободы на длину волны). Рассматрива-

ются два случая: малые значения чисел Куранта и значения, близкие к единице. Од-

нако случай с малыми числами Куранта близок к изучению дисперсионных свойств

метода прямых, и в реальных вычислениях обычно используются как можно большие

значения чисел Куранта, чтобы уменьшить вычислительную сложность алгоритма.

Поэтому анализ численной дисперсии проводится при фиксированном числе Куран-

та 0.7. Остальные параметры такие же, как в анализе дисперсионных свойств метода

прямых: направления распространения α = π/4 - для разрывного метода Галеркина

и α = 0 - для конечно-разностных схем; отношение скоростей VP/VS =
√
3. Из анали-

за модулей относительной ошибки фазовых скоростей для конечно-разностных схем

и для метода Галеркина в зависимости от числа ячеек на длину волны и от числа сте-

пеней свободы на длину волны (рис. 4.11-4.13) следует,что результаты, полученные

для дискретизованной по времени постановки, согласуются с результатами, соот-

ветствующими методу прямых: численная дисперсия в зависимости от числа ячеек

сетки на длину волны для разрывного метода Галеркина ниже, чем для стандарт-

ных конечно-разностных схем второго и четвертого порядка аппроксимации. При

этом, рассмотрение ошибки в зависимости от числа степеней свободы на длину вол-

ны показывает, что дисперсия для метода Галеркина с полиномами первого порядка

выше, чем у любой из двух конечно-разностных схем. Повышение порядка базисных

полиномов до второго в разрывном методе Галеркина приводит к существенному

снижению уровня численной дисперсии. Дальнейшее повышение порядка понижа-

ет дисперсию, однако несущественно. При это происходит квадратичный рост числа

операций на одну степень свободы и существенное усиление необходимого условия

устойчивости, что, в свою очередь, приводит к увеличению числа временных слоев и

увеличению вычислительной сложности алгоритма. Более того, как следует из ана-

лиза графиков численной дисперсии для метода Галеркина на полиномах третьей

степени (рис. 4.13), их применение является обоснованным на сетках менее 5 точек

на длину волны, в противном случае избыточная точность алгоритма обеспечивается

его чрезвычайно высокой вычислительной сложностью и низкой эффективностью.

Однако использование столь грубых сеток в геофизике необоснованно, поскольку это

является занижением дискретизации модели упругой среды.
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Рисунок 4.11 – Модуль относительной ошибки фазовой скорости для метода Га-
леркина первого порядка (сплошная линия соответствует P-волне, пунктирная - S-
волне), для схемы второго порядка аппроксимации (точки) и для схемы четвертого
порядка (точечно-пунктирная линия) в зависимости от числа ячеек на длину волны
(слева) и от числа степеней свободы на длину волны (справа). Явная по времени
схема
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Рисунок 4.12 – Модуль относительной ошибки фазовой скорости для метода Га-
леркина второго порядка (сплошная линия соответствует P-волне, пунктирная - S-
волне), для схемы второго порядка аппроксимации (точки) и для схемы четвертого
порядка (точечно-пунктирная линия) в зависимости от числа ячеек на длину волны
(слева) и от числа степеней свободы на длину волны (справа). Явная по времени
схема
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Рисунок 4.13 – Модуль относительной ошибки фазовой скорости для метода Га-
леркина третьего порядка (сплошная линия соответствует P-волне, пунктирная - S-
волне), для схемы второго порядка аппроксимации (точки) и для схемы четвертого
порядка (точечно-пунктирная линия) в зависимости от числа ячеек на длину волны
(слева) и от числа степеней свободы на длину волны (справа). Явная по времени
схема

4.4 Разработка метода комбинированием разрывно-

го метода Галеркина и метода конечных разно-

стей

4.4.1 Используемые дискретизации

4.4.1.1 Стандартная схема на сдвинутых сетках

Как основной численный метод для моделирования волновых процессов в упругих

средах, здесь она приводится для введения обозначений, удобных для комбинирова-

ния с разрывным методом Галеркина. Пусть в области R2×R+ введена сетка с шагами

h1, h2 и τ и определены узлы с целыми индексами по правилам (xj)ij = hjij, j = 1, 2,

tn = τn и полуцелыми индексами (xj)ij+1/2 = hj(ij+1/2), j = 1, 2, tn+1/2 = τ(n+1/2),
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где индексы ij и n - целые. Определив переменные на сетке по правилу:

(σ11)
n+1/2
i1,i2

= σ11((x1)i1 , (x2)i2 , t
n+1/2),

(σ22)
n+1/2
i1,i2

= σ22((x1)i1 , (x2)i2 , t
n+1/2),

(σ12)
n+1/2
i1+1/2,i2+1/2 = σ12((x1)i1+1/2, (x2)i2+1/2, t

n+1/2),

(u1)
n
i1+1/2,i2

= u1((x1)i1+1/2, (x2)i2 , t
n),

(u2)
n
i1,i2+1/2 = u2((x1)i1 , (x2)i2+1/2, t

n),

и воспользовавшись конечно-разностными операторами второго порядка:

Dt[g]
N
I1,I2

=
g
N+1/2
I1,I2

−g
N−1/2
I1,I2

τ
=

∂g(tN ,(x1)I1 ,(x2)I2 )

∂t
+O(τ 2),

D1[g]
N
I1,I2

=
gN
I1+1/2,I2

−gN
I1−1/2,I2

τ
=

∂g(tN ,(x1)I1 ,(x2)I2 )

∂x
+O(h21),

D2[g]
N
I1,I2

=
gN
I1,I2+1/2

−gN
I1,I2−1/2

τ
=

∂g(tN ,(x1)I1 ,(x2)I2 )

∂x
+O(h22),

(4.17)

где g - достаточно гладкая функция, а индексы, записанные заглавными буквами,

могут быть как целыми, так и полуцелыми, можно получить стандартную схему на

сдвинутых сетках для системы уравнений динамической теории упругости:

ρDt[u1]
n+1/2
i1+1/2,i2

= D1[σ11]
n+1/2
i1+1/2,i2

+D2[σ12]
n+1/2
i1+1/2,i2

,

ρDt[u2]
n+1/2
i1,i2+1/2 = D1[σ12]

n+1/2
i1,i2+1/2 +D2[σ22]

n+1/2
i1,i2+1/2,

s11Dt[σ11]
n
i1,i2

+ s12Dt[σ12]
n
i1,i2

= D1[u1]
n
i1,i2

,

s12Dt[σ11]
n
i1,i2

+ s22Dt[σ22]
n
i1,i2

= D2[u2]
n
i1,i2

,

s33Dt[σ12]
n
i1+1/2,i2+1/2 = D1[u2]

n
i1+1/2,i2+1/2 +D2[u1]

n
i1+1/2,i2+1/2.

(4.18)

4.4.1.2 Разрывный метод Галеркина

При построении аппроксимации системы уравнений динамической теории упру-

гости с использованием разрывного метода Галеркина необходимо ввести полиго-

нальную сетку Th и обозначить через Ch, Eh и Nh множество всех ее ячеек, граней и

узлов. Умножая систему динамической теории упругости на пробные функции, до-

статочно гладкие внутри ячейки, но допускающие разрывы на гранях, интергрируя

по всем ячейкам, можно получить следующую систему уравнений на коэффициенты
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разложения решения по базисным функциям:

M ⊗

 ρI 0

0 S

 d

dt

 U⃗k

Σ⃗k

+
2∑

j=1

(Kj)⊗

 0 Bj

B∗
j 0

 U⃗k

Σ⃗k

−

−1

2

∑
m|Vm∈Ch(Vk)

P km
m ⊗

 0 Bkm

B∗
km 0

 U⃗m

Σ⃗m

−

−1

2

∑
m|Vm∈Ch(Vk)

P km
k ⊗

 0 Bkm

B∗
km 0

 U⃗k

Σ⃗k

 = 0,

(4.19)

где ⊗ обозначает прямое произведение матриц, S и Bj - матрицы из дивергентной

формы записи системы уравнений динамической теории упругости, а матрицы масс

M , жесткости Kj и потоков P km
m и P km

k определеются соотношениями:

(Mk)rc =

∫
Vk

ξkr ξ
k
c dv, (Kk,j)rc =

∫
Vk

∂ξkr
∂xj

ξkc dv, (P km
p )rc =

∫
Skm

ξpc ξ
k
r ds,

индекс p в обозначениях матриц потоков может принимать значения k или m.

4.4.1.3 Схема на несдвинутых сетках

При разработке алгоритма комбинированием разрывного метода Галеркина со

стандартной схемой на сдвинутых сетках необходимо также ввести в рассмотрение

конечно-разностную схему на несдвинутых сетках. Пусть в области R2 задана регу-

лярная прямоугольная сетка T R с ячейками

CR = [h2(̃i1 − 1/2), h1(̃i1 + 1/2)]× [h2(̃i2 − 1/2), h2(̃i2 + 1/2)].

Несложно показать [120], что на такой сетке разрывный метод Галеркина с кон-

стантами в качестве базисных и тестовых функций эквивалентен методу конечных

объемов [63], [121], [107], [71], который, в свою очередь, совпадает с консервативны-

ми конечно-разностными схемами [53], [249], [289], что видно на примере одного из

уравнеий системы:

ρ
d(u1)ĩ1 ,̃i2

dt
=

(σ11)̃i1+1,̃i2
− (σ11)ĩ1−1,̃i2

2h̃1
−

(σ12)ĩ1 ,̃i2+1 − (σ12)ĩ1 ,̃i2−1

2h̃2
.
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Чтобы привести обозначения в соответствие с используемыми для стандартной

схемы на сдвинутых сетках, следует применить замену переменных x̃ = 0.5x, отобра-

жающую узлы с четными номерами в узлы с целыми номерами, а узлы с нечетными

индексами - в полуцелые, так что ik = ĩk/2 и hk = 0.5h̃k, где k = 1, 2. После чего

схема на несдвинутых сетках записывается в следующем виде:

ρIDt[u]
n+1/2
I1,I2

= B1D1[σ]
n+1/2
I1,I2

+B2D2[σ]
n+1/2
I1,I2

,

SDt[σ]
n
I1,I2

= BT
1 D1[u]

n
I1,I2

+B2D2[u]
n
I1,I2

,
(4.20)

где n - целое, а I1 и I2 могут быть как целые, так и полуцелые.

4.4.1.4 Формализованная постановка задачи

Пусть в области Ω = {(x1, x2)|x1 ∈ R, x2 ≥ Γ(x1)}, где Γ(x1) - непрерывная

функция своего аргумента, задана система уравнений динамической теории упруго-

сти. На границе предполагаются условия на свободной поверхности. Для построения

численного решения область Ω расщепляется на три непересекающиеся подобласти:

ΩDG = {(x1, x2)|x1 ∈ R,Γ(x1) ≤ x2 ≤ ΓDG = XDG
2 },

ΩNSGS = {(x1, x2)|x1 ∈ R, XDG
2 ≤ x2 ≤ XFD

2 }

ΩSSGS = {(x1, x2)|x1 ∈ R, XFD
2 ≤ x2}.

Важным требованием является неравенство XDG
2 < XSSGS

2 , обеспечивающее

отделенность интерфейсов и ненулевую толщину транзитной зоны ΩNSGS. Пусть

для определенности XFD
2 = (iFD

2 + 1/2)h2 и XDG
2 = (iDG

2 + 1/2)h2, где iFD
2 и iDG

2

- целые. Схематическое представление расщепления расчетной области приведено

на рис. 4.14. В каждой из полученных подобластей система уравнений динамиче-

ской теории упругости аппроксимируется своим методом: в области ΩDG применяет-

ся разрывный метод Галеркина, в области ΩNSGS используется схема на несдвинутых

сетках, а в области ΩSSGS - стандартная схема на сдвинутых сетках.

Пусть решение известно до момента времени t = tn. Для расчета решения на

временном слое t = tn+1/2 внутри каждой из подобластей можно использовать со-

ответствующий численный метод, однако требуются дополнительные уравнения для
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Рисунок 4.14 – Схематическое представление расщепления расчетной области. В
зеленой подобласти ΩDG применяется разрывный метод Галеркина, в серой области
ΩNSGS - схема на несдвинутых сетках, в белой подобласти ΩSSGS - стандартная схема
на сдвинутых сетках

расчета решения непосредственно на границах XDG
2 и XSSGS

2 . В результате могут

быть сформулированы две задачи:

Задача 1. Пусть решение известно до момента времени t = tN , где N - может

быть как целое, так и полуцелое, необходимо вычислить решение в ячейках сетки

Vk ⊆ ΩDG и Vĩ1 ,̃i2 ⊆ ΩNSGS таких, в которых хотя бы одна грань принадлежит

интерфейсу XDG
2 .

Задача 2. Пусть решение известно до момента времени t = tN , где N - может

быть как целое, так и полуцелое, необходимо вычислить решение на линии XFD
2 .

4.4.2 Комбинировние разрывного метода Галеркина

и схемы на несдвинутых сетках

Первая из поставленных задач заключается в комбинировании разрывного

метода Галеркина на произвольной полигональной сетке со схемой на несдвинутых

прямоугольных сетках. При этом схема на несдвинутых сетках эквивалентна методу

конечных объемов и разрывному методу Галеркина, определенному на регулярной

прямоугольной сетке с константами в качестве базисных функций, [241], [120]. В

результате задача комбинироваия названных подходов сводится к комбинированию
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разных реализаций метода Галеркина - разных базисных функций в соседних ячей-

ках и разной геометрии ячеек. Особенность разрывного метода Галеркина, обуслов-

ленная использованием базисных функций, которые могут терпеть разрыв на грани-

цах ячеек, позволяет выбирать базис внутри каждой ячейки независимо от соседей,

что, в частности, включает в себя полиномы разной степени. Это свойство называ-

ется p-adaptivity. С учетом этого свойства и проводится комбинирование разрывного

метода Галеркина с конечно-разностной схемой на несдвинутых сетках. Формулы

для такого комбинирования не приводятся, поскольку это частный случай формулы

(4.5).

4.4.3 Комбинирование стандартной схемы на сдвинутых

сетках со схемой на несдвинутых сетках

Рассматривается граница XFD
2 = h2(i

FD
2 + 1/2), предполагается, что решение

известно всюду в R2 на всех слоях по времени вплоть до t = tN , где N = n+1/2 - по-

луцелое (расчет решения с полуцелого на целый слой по времени происходит анало-

гично). Согласно постановке задачи 2, комбинирование двух рассматриваемых схем

сводится к построению формул для вычисления решения непосредственно на границе

XFD
2 = h2(i

FD
2 +1/2). Идея, лежащая в основе алгоритма вычисления решения на ин-

терфейсе, аналогична той, что используется при комбинировании стандартной схемы

на сдвинутых сетках и схемы Лебедева [247], [6], [374]. Как показано в работах [93],

[41] и [40], схема на несдвинутых сетках может быть представлена как комбинация

двух независимых схем Лебедева, так что для одной из них все компоненты тензо-

ра напряжений определены в точках с целой суммой пространственных индексов,

а скорости компоненты вектора скорости - в точках с полуцелой суммой простран-

ственных индексов, для второй схемы Лебедева роль индексов - противоположная.

Кроме того, получаемые конечно-разностные уравнения их решения независимы для

двух рассматриваемых схем Лебедева. Данный факт иллюстрируется на рис. 4.15,

где приведено расщепление сетки на прямую сумму двух сеток для схем Лебедева.

Для дальнейшего описания алгоритма удобно явно ввести две сетки, определяемы
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Рисунок 4.15 – Расщепление сетки для схем на несдвинутых сетках на две сетки
для независимых схем Лебедева, с последующим расщеплением на две сетки для
независимх стандартных схем на сдвинутых сетках.

по правилам:
Gi = {((x1)I1 , (x2)I2)|I1 + I2 ∈ Z}

Gh = {((x1)I1 , (x2)I2)|I1 + I2 /∈ Z}

где индексы I1 и I2 могут быть как целыми, так и полуцелыми. Тогда две схемы

Лебедева можно записать в виде:

ρIDt[u]
n+1/2
I1,I2

= B1D1[σ]
n+1/2
I1,I2

+B2D2[σ]
n+1/2
I1,I2

, ((x1)I1 , (x2)I2) ∈ Gi

SDt[σ]
n
I1,I2

= BT
1 D1[u]

n
I1,I2

+B2D2[u]
n
I1,I2

, ((x1)I1 , (x2)I2) ∈ Gh

ρIDt[u]
n+1/2
I1,I2

= B1D1[σ]
n+1/2
I1,I2

+B2D2[σ]
n+1/2
I1,I2

, ((x1)I1 , (x2)I2) ∈ Gh

SDt[σ]
n
I1,I2

= BT
1 D1[u]

n
I1,I2

+B2D2[u]
n
I1,I2

, ((x1)I1 , (x2)I2) ∈ Gi

(4.21)

Согласно результатам, представленным в работе [247], для комбинирования схемы

Лебедева со стандартной схемой на сдвинутых сетках необходимо, чтобы коэффи-

циенты отражения/прохождения плоских волн для конечно-разностной задачи схо-

дились к соответствующим коэффициентам задачи дифференциальной. В силу того
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что схема на несдвинутых сетках является комбинацией двух независимых схем Ле-

бедева, для ее комплексирования со стандартной схемой можно воспользоваться фор-

мулами (2.72), (2.73) со значениями коэффициентов, определяемыми из выражений

(2.85) и (2.86). В результате формулы, обеспечивающие второй порядок сходимости,

примут вид:

ρDt[u2]
n+1/2

i1,iFD
2 +1/2

= D1[σ12]i1,iFD
2 +1/2 −

1

14h2

(
σ̂a
22 + σb

22

)n+1/2

i1,iFD
2 −1/2

+

− 2

7h2

(
σ̂a
22 + σb

22

)n+1/2

i1,iFD
2

− 3

14h2

(
σ̂a
22 + σb

22

)n+1/2

i1,iFD
2 +1/2

+
8

7h2
(σ22)

n+1/2

i1,iFD
2 +1

,

ρDt[u
b
1]

n+1/2

i1,iFD
2 +1/2

= D1[σ
a
11]

n+1/2

i1,iFD
2 +1/2

−

− 4

3h2
(σb

12)
n+1/2

i1,iFD
2

+
1

h2
(σ̂12)

n+1/2

i1,iFD
2 +1/2

+
1

3h2
(σ̂12)

n+1/2

i,iFD
2 +3/2

,

ρDt[u
a
1]

n+1/2

i1+1/2,iFD
2 +1/2

= D1[σ
b
11]

n+1/2

i1+1/2,iFD
2 +1/2

−

− 4

3h2
(σa

12)
n+1/2

i1+1/2,iFD
2

+
1

h2
(σ12)

n+1/2

i1+1/2,iFD
2 +1/2

+
1

3h2
(σ12)

n+1/2

i+1/2,iFD
2 +3/2

,

(ua2)i1,1/2 = (u2)i1,1/2, (ub2)i1+1/2,1/2 = (û2)i1+1/2,1/2.

(4.22)

В этих обозначениях i1 - целое число. Верхний индекс a означает, что переменная

определена в полуцелых точках по касательному направлению x1 для схемы на нес-

двинутых сетках, b - переменные, определенные в целых точках. Переменные без

верхних индексов относятся к стандартной схеме на сдвинутых сетках. Обозначениеˆ

используется для значений, полученных в результате интерполяции по касательному

направлению. В частности, в разработанном алгоритме интерполяция выполняется

на основе быстрого преобразования Фурье. Шаблоны, используемые для расчета ре-

шения на интерфейсе, приведены на рис. 4.16-4.18.



282

Рисунок 4.16 – Точки сетки для расчета компоненты (u2)i1,iFD
2 +1/2.

Рисунок 4.17 – Точки сетки для расчета компоненты (ub1)i1,iFD
2 +1/2.

Рисунок 4.18 – Точки сетки для расчета компоненты (ua1)i1,iFD
2 +1/2.
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4.5 Численный анализ разработанного метода

4.5.1 Исследование коэффициентов отражения

Комбинирование разных численных методов [181], [247] или дискретизаций

[144], [145], [233], [252], [243], [154] при численном моделировании волновых процес-

сов неизбежно приводит к появлению нефизичных отражений от границы раздела

сеток/методов. Поэтому исследование разработанного алгоритма начинается именно

с численного исследования отражений. Для этого выполняется серия численных экс-

периментов, в которой фиксируются расчетная область, дискретизация для каждого

из рассматриваемых численных методов и система наблюдений. При этом система на-

блюдения всегда состоит из двух линий, расположенных симметрично относительно

границы раздела, на которой комбинируются методы (рис. 4.19). Затем для несколь-

ких функций источника, отличающихся частотным составом, моделируются поля с

использованием гибридного алгоритма и одного из численных методов, используе-

мых при комплексировании. В результате поле, рассчитанное одним из методов и

зафиксированное на линии 2, содержит только проходящие волны с коэффициентом

прохождения единица. Поле, рассчитанное гибридным алгоритмом и зарегистриро-

ванное на линии 1, содержит отраженные волны. В силу симметрии системы на-

блюдения в обоих случаях сигнал регистрируется на одинаковом времени и имеет

одинаковое геометрическое расхождение, поэтому возможно проводить прямое срав-

нение амплитуд сигнала на двух записях с последующим расчетом коэффициентов

отражения для широкого диапазона углов падения волны.

Исследование коэффициентов отражения для решений обеих рассматриваемых

задач проводится отдельно, при этом геометрия расчетной области и система наблю-

дения одинаковы. Размеры расчетной области - 2000 м как по горизонтали, так и

по вертикали. При использовании гибридного алгоритма в качестве границы, на ко-

торой проводится комбинирование подходов, рассматривается прямая x2 = 1000 м.

Линии приема - x2 = 750 м и x2 = 1250 м. Источник помещается в точку с коорди-

натами x1 = 1750 м и x2 = 500 м. Такая система наблюдения позволяет избежать

интерференции отраженных волн с прямыми волнами на первой линии наблюдения.

При этом отражения фиксируютя вплоть до углов 64◦. Для ограничения расчетной
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Граница раздела сеток

Линия приема 1

Линия приема 2

x1

x2

Рисунок 4.19 – Системы наблюдения для численных экспериментов по определению
нефизичных коэффициентов отражения.

области используется многоосный идеально согласованный слой, представленный в

работах [267], [19] и [158]. Параметры модели: vP = 2000 м/с, vS = 1150 м/с и ρ = 2500

кг/м3. Низкие значения скоростей выбираются для того, чтобы обеспечить близость

к типичной скоростной модели верхней части разреза.

Для каждого из рассматриваемых методов дискретизация фиксируется - для

обеих конечно-разностных схем используется сетка с шагом два метра по каж-

дому пространственному направлению. Построение треугольной сетки для раз-

рывного метода Галеркина выполняется с использованием программы Triangle

(http://www.cs.cmu.edu/∼quake/triangle.html). При построении сетки на треуголь-

ники накладываются условия: минимальный угол 20◦, максимальная площадь тре-

угольника 2 м2 (половина ячейки сетки для конечно-разностной схемы). Общее число

ячеек сетки (в половине расчетной области) для конечно-разностных схем 5 · 105, а

для метода Галеркина - 10.1 · 105, то есть на один процент больше удвоенного числа

прямоугольных ячеек, что говорит о низкой доле треугольников с маленькой площа-

дью, то есть сетка достаточно раномерная. Для исследования сходимости коэффи-

циентов отражения волновые поля рассчитываются на фиксированных сетках для

двух функций источника - импульса Риккера с центральной частотой 10 и 20 Гц.

В результате пространственная дискретизация составляет 25 и 12 точек на длину
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Рисунок 4.20 – Решение на линии 1 (рассчитанное гибридным алгоритмом - крас-
ным), решение на линии 2 (рассчитанное методом Галеркина - черным). Частота
сигнала 20 Гц

поперечной волны для конечно-разностных схем соответственно.

На рисунках 4.20 и 4.22 приведены решения, зарегистрированные на линии 1

и содержащие нефизичные отражения из-за комбинирования метода Галеркина и

схемы на несдвинутых сетках, для сравнения с эталонным решением, зарегистриро-

ваным на линии 2 при использовании метода Галеркина во всей расчетной области.

Результаты приводятся для двух дискретизаций. Чтобы оценить отражения, на рис.

4.21 и 4.23 приведены те же решения, но с усилением амплитуды в 10−3 раз. Де-

тальное сравнение амплитуд показывает, что нефизичные отражения в приведенных

экспериментах не превосходят 5 · 10−4 для сигнала с частотой 10 Гц и 2 · 10−3 для

сигнала с частотой 20 Гц. С одной стороны, этот эксперимент подтверждает второй

порядок сходимости численного решения, с другой - показывает, что для типичных

дискретизаций, используемых при моделировании сеймических процессов, уровень

ошибки приемлемый - порядка 10−3.

Подобная серия экспериментов выполняется для случая комбинирования схе-

мы на несдвинутых сетках и стандартной схемы на сдвинутых сетках. В силу эк-

вивалентности задачи комплексированию схемы Лебедева со стандартной схемой на

сдвинутых сетках [247], здесь результаты расчетов не приводятся. Однако при ис-

пользовании источника с центральной частотой 20 Гц коэффициент отражения для
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Рисунок 4.21 – Решение с усилением амплитуды на линии 1 (рассчитанное гибрид-
ным алгоритмом - красным), решение с усилением амплитуды на линии 2 (рассчи-
танное методом Галеркина - черным). Частота сигнала 20 Гц
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Рисунок 4.22 – Решение на линии 1 (рассчитанное гибридным алгоритмом - крас-
ным), решение на линии 2 (рассчитанное методом Галеркина - черным). Частота
сигнала 10 Гц
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Рисунок 4.23 – Решение с усилением амплитуды на линии 1 (рассчитанное гибрид-
ным алгоритмом - красным), решение с усилением амплитуды на линии 2 (рассчи-
танное методом Галеркина - черным). Частота сигнала 10 Гц

нефизичных решений составляет 10−3, а с частотой 20 Гц, отражения фиксируются

на уровне 5 ·10−3 от амплитуды падающей волны, что подтверждает второй порядок

сходимости и приемлемый уровень нефизичных отражений.

4.5.2 Расчет волновых полей в модели с топографией

свободной поверхности

Для иллюстрации применимости разработанного алгоритма для расчета волновых

полей выполняется эксперимент по расчету волновых полей в моделях с нерегуляр-

ной топографией. В качестве сейсмогеологической модели рассматривается модель

среды с плавно меняющейся скоростью, возрастающей с глубиной, в которой содер-

жится один контрастный слой (рис. 4.24). Профиль свободной поверхности, также

приведенный на рис. 4.24, характерен для Восточной Сибири. Размер модели состав-

ляет 16 км в горизонтальном и 3 км в вертикальном направлении. Источник распо-

лагается в точке с координатами x1 = 8145 м и x2 = −551.95 м, то есть заглублен на

0.5 м под свободную поверхность, что приводит к формированию высокоамплитуд-

ной волны Релея. В качестве функции источника используется импульс Риккера с

частотой 20 Гц. Приемники располагаются на свободной поверхности с шагом 20 м.
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Минимальное значение скорости поперечных волн в модели составляет 1300 м/с, то

есть минимальная длина волны 35 м.

Для описанной модели выполняются три серии численных экспериментов, в ко-

торых поле рассчитывается с использованием гибридного алгоритма, с применением

только метода конечных разностей и только разрывного метода Галеркина. Для ме-

тода Галеркина используется сетка, построенная по описанному выше принципу, с

начальной дискретизацией 5 м. Шаг сетки для метода конечных разностей также со-

ставляет 5 м. В силу жесткого условия устойчивости для метода Галеркина, во всех

экспериментах, включая конечно-разностное моделирование, используется одинако-

вый шаг по времени τ = 3.125 · 10−5 с, который удовлетворяет условию устойчивости

для разрывного метода Галеркина с использованием полиномов третьей степени в

качестве базисных функций.

В первой серии экспериментов расчеты проводятся с использованием гибридно-

го алгоритма. Разрывный метод Галеркина в этом случае применяется при x2 < −470

м. Эта область составляет 5% от общего размера расчетной области. Число ячеек сет-

ки (Nc) для метода Галеркина (треугольников) составляет 186000, в результате число

степеней свободы (Nf ) оценивается значениями 0.56, 1.1, 1.86 миллионов для метода

Галеркина, основанного на использовании полиномов первой, второй и третьей степе-

ни соответственно. Число ячеек сетки для стандартной схемы на сдвинутых сетках,

соответственно и число степеней свободы, составляет 2.2 миллиона. При моделиро-

вании замеряется время расчета решения методом конечных разностей и разрывным

методом Галеркина. Ниже приводятся абсолютные значения, которые зависят от ис-

пользуемой архитектуры, однако интерес представляет лишь их отношение. Итак,

расчет решения методом конечных разностей требует примерно 4000 с, расчет реше-

ния методом Галеркина (в верхней части модели) требует 2500, 7000 и 14000 с для

полиномов первой, второй и третьей степени,что в 2.9, 3.8 и 4.7 раз больше времени

для вычисления решения из расчета на одну степень свободы для P1, P2 и P3 поста-

новок соответственно, чем методом конечных разностей. В этой версии алгоритма

матрицы масс, жесткости и потоков хранятся в барицентрических координатах и пе-

ресчитываются для каждой ячейки на каждом слое по времени. Такая организация

алгоритма делает его экономичным с точки зрения использования машинной памяти,
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однако приводит к увеличению времени работы алгоритма.

Во второй серии эксперииментов волновые поля рассчитываются методом Га-

леркина во всей расчетной области. При этом количество ячеек сетки составляет 4.5

миллиона, что соответствует 13.5, 27 и 45 миллионам степеней свободы для P1, P2

и P3 формулировок метода Галеркина. Время расчета решения составляло 52, 124

и 180 тысяч секунд. В результате решение отличается от рассчитанного гибридным

методом на величину коэффициентов нефизичных отражений.

Третья серия экспериментов - расчет решения с использованием только ме-

тода конечных разностей. При этом для аппроксимации свободной поверхности со

сложной топографией используется модель с ячейками сетки выше свободной по-

верхности, в которых решаются уравнения акустики, что позволяет моделировать

распространение волн в воздухе. Расчеты проводятся на сетках с шагом 5, 2, 1.5 и 1

м. Пятиметровый шаг выбирается для того, чтобы можно было установить связь с

предыдущими экспериментами, остальные шаги - обеспечивают число степеней сво-

боды, близкое к тому, которое возникает при использовании разрывного метода Га-

леркина для P1, P2 и P3 формулировок в предыдущей серии экспериментов. Для

описанных сеток время счета составляет 3.7, 13, 25 и 44 тысячи секунд.

Из приведенных в таблице 4.1 оценок машинного времени видно, что использо-

вание разрывного метода Галеркина существенно более ресурсоемко, чем примене-

ние метода конечных разностей. Однако, как следует из анализа сейсмограмм (рис.

4.25), качество конечно-разностного решения, даже при использовании чрезвычайно

маленьких шагов по пространству, неудовлетворительное в силу большого количе-

ства дифрагированных волн-паразитов, образующихся при взаимодействия волны

Релея со ступенчатой аппроксимацией свободной поверхности. При этом использо-

вание разрывного метода Галеркина позволяет получать качественные решения при

использовании полиномов второй степени и выше (рис. 4.25), однако вычислитель-

ная сложность и ресурсоемкость алгоритма, основанного исключительно на методе

Галеркина, существенно выше, чем при использовании метода конечных разностей.

Комбинирование двух этих подходов позволяет при несущественном увеличении вре-

мени вычислений существенно повысить качество расчета волновых полей.
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Таблица 4.1 – Количество ячеек сетки (Nc), степеней свободы (Nf ), время расче-
та t и ускорение tDG/tH при использовании гибридного алгоритма по сравнению с
алгоритмом, основанным на использовании только разрывного метода Галеркина.
При использовании гибридного алгоритма область, в которой использовался метод
Галеркина составляет 5%.

Nc Nf t tDG/tH

Метод Галеркина P1 формулировка 4.5 · 106 13.5 · 106 52 · 103 c 8
Гибридный метод P1 формулировка 2.4 · 106 2.7 · 106 6.5 · 103 c -
Метод Галеркина P2 формулировка 4.5 · 106 27 · 106 124 · 103 c 11.27
Гибридный метод P2 формулировка 2.4 · 106 3.3 · 106 11 · 103 c -
Метод Галеркина P3 формулировка 4.5 · 106 45 · 106 180 · 103 c 12.86
Гибридный метод P3 формулировка 2.4 · 106 4.1 · 106 14 · 103 c -
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Рисунок 4.24 – Распределение скорости продольной волны в сейсмогеологической
модели среды для численных экспериментов (слева), профиль свободной поверхности
(справа)
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Рисунок 4.25 – Сейсмограммы, рассчитанные с использованием метода конечных
разностей на сетке с шагом 5 м (слева) и 1 м (справа).
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Рисунок 4.26 – Сейсмиграммы, рассчитанные разрывным методом Галеркина с ис-
пользованием полиномов первой (слева) и второй (справа) степени в качестве базис-
ных функций.

4.6 Использование алгоритма для определения вли-

яния вариации рельефа свободной поверхности

на сейсмические поля

Сейсмический мониторинг в настоящее время является одним из наиболее

бурно развивающихся направлений исследования, поскольку теоретически позволя-

ет отслеживать изменения сейсмических и петрофизических параметров пласта в

процессе разработки месторождения или при захоронении углекислого газа. Одна-

ко важным условием мониторинга является повторяемость условий эксперимента, в

частности, положения источников-приемников, формы зондирующего сигнала и пр.

Особенно остро выполнение этого условия стоит в пустынных районах, в районах с

вечной мерзлотой и ледяным покровом, поскольку и в том, и в другом случае рельеф

свободной поверхности и свойства верхней части разреза могут существенно менять-

ся за относительно небольшие промежутки времени - за несколько месяцев. Как по-

казано в работе [284], [27] ошибка в данных наблюдения, проведенных с разницей в

несколько месяцев, может достигать 150 %, при этом невязка в ранних вступлениях,

связанная исключтелно лишь с изменением условий эксперимента, может достигать
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60 %, что не позволяет выделить на этом фоне изменчивость в данных, сопряжен-

ную с изменениями свойств резервуара. Конечно, на повторяемость сейсмического

эксперимента может влиять большое количество факторов, связанных с изменением

свойств верхней части разреза, топографии свободной поверхности и пр. Здесь чис-

ленно исследуется влияние одного из этих факторов - изменение уровня свободной

поверхности.

4.6.1 Построение сейсмогеологической модели среды

Построение численной модели для проведения исследования влияния вариации

свободной поверхности на повотряемость сейсмических данных разделяется на две

составляющие. Во-первых, на основе статистического моделирования определяется

геометрия свободной поверхности. Во-вторых, скоростная модель верхней части раз-

реза задается детерминистски.

4.6.1.1 Статистическая модель свободной поверхности

Профиль свободной поверхности представляется в виде суперпозиции плавно ме-

няющейся компоненты и быстро меняющегося возмущения - Z(x) =< Z(x) > +Z ′(x),

где Z(x) - профиль свободной поверхности, < Z(x) > - средний профиль и Z ′(x, r, σ)

- вариация поверхности. Здесь и далее предполагается, что вариация поверхности за-

дается однородным гауссовским случайным полем. Это поле полностью определяется

своим средним и функцией ковариации C(r), которая, следуя [275], задается анали-

тически: C(r) = σ2eπr
2/4I2 , где σ - стандартное отклонение, или STD (от английского

Standard deviation), и I - длинна корреляции.

Для построения среднего профиля и оценки возмущений используются данные

с месторождения на Ближнем Востоке (рис. 4.27 и 4.28). Средний профиль строится

сплайн-интерполяцией значений исходного профиля с грубой сетки. Причем тренд

не является постоянной функцией координаты, а имеет минимум при x ≈ 300 м

и максимум при x ≈ 1750 м. Для оценки стандартного нормального отклонения и

длины корреляции возмущений используется метод оценки в бегущем окне [239]. В

результате получены "базовые" параметры случайного поля: стандартное отклоне-
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Рисунок 4.27 – Исходный профиль свободной поверхности (пунктиром), средний
профиль (точками) и рассчитанный профиль для возмущения с параметрами σ =
1.16 м и I = 46.9 м (сплошной линией)

ние σ0 = 1.16 м и длина корреляции I0 = 46.9 м. При известном тренде и заданных

параметрах однородного случайного гауссовского поля разные реализации профилей

свободной поверхности могут быть построены на основе подхода, описанного в рабо-

те [314]. Примеры профилей свободной поверхности, построенные для двух разных

параметров случайного поля, приведены на рис. 4.27 и 4.28.

Поскольку требуется установить связь между возмущением свободной поверх-

ности и возникающей при этом разницей в регистрируемых волновых полях, то воз-

мущения рассматриваются для ряда комбинаций параметров гауссовского случайно-

го процесса. Для стандартного отклонения выбирается пять значений:

σ−2 = 0.25σ0 = 0.29 м,

σ−1 = 0.5σ0 = 0.58 м,

σ0 = 1.16 м,

σ1 = 2σ0 = 2.32 м,

σ2 = 4σ0 = 4.64 м,
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Рисунок 4.28 – Исходный профиль свободной поверхности (пунктиром), средний
профиль (точками) и рассчитанный профиль для возмущения с параметрами σ =
0.58 м и I = 11.7 м (сплошной линией)

а для длины корреляции - девять:

I−4 = 2−4I0 = 2.8 м,

I−3 = 2−3I0 = 5.7 м,

I−2 = 2−2I0 = 11.7 м,

I−1 = 2−1I0 = 23.5 м,

I0 = 46.9 м,

I1 = 21I0 = 93.8 м,

I2 = 22I0 = 187 м,

I3 = 23I0 = 375 м,

I4 = 24I0 = 750 м.

Далее любой набор рассчитанных профилей свободной поверхности для фиксирован-

ной пары параметров случайного процесса будет называться "статистической мо-

делью" (всего таких моделей в представленном эксперименте 45), в то время как

каждый из получаемых профилей - одна реализация статистической модели.
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Рисунок 4.29 – Пример строения верхней части однородной модели (скорость про-
дольной волны). Параметры профиля свободной поверхности: σ = 1.16 м и I = 46.9
м

4.6.1.2 Скоростная модель

Исследование влияния изменчивости рельефа на сейсмические данные проводит-

ся с учетом разного строения верхней части разреза. В частности, рассматриваются

четыре модели строения верхней части. В первой - однородной ниже свободной по-

верхности - среда определяется параметрами ρ = 1600 кг/м3, Vp = 750 м/с и Vs = 312

м/с, что соответствует слабо консолидированному песку (рис. 4.29). Вторая модель

- двухслойная - отличается от первой наличием одной нерегулярной и достаточно

контрастной границы раздела, отделяющей слабо консолидированный песок от бо-

лее плотной сцементированной породы с параметрами ρ = 1822 кг/м3, Vp = 1200 м/с

и Vs = 515 м/с (рис. 4.30). Третья модель - горизонтально-слоистая - скорость про-

дольной волны в слоях меняется от 750 до 3500 м/с (рис. 4.31). Четвертая модель,

полная, соединяет в себе все элементы предыдущих моделей: наличие свободной по-

верхности, нерегулярной отражающей границы и пачки горизонтальных слоев (рис.

4.32).
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Рисунок 4.30 – Пример строения верхней части двухслойной модели (скорость про-
дольной волны). Параметры профиля свободной поверхности: σ = 1.16 м и I = 46.9
м
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Рисунок 4.31 – Пример строения верхней части слоистой модели (скорость продоль-
ной волны). Параметры профиля свободной поверхности: σ = 1.16 м и I = 46.9 м
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Рисунок 4.32 – Пример строения верхней части полной модели (скорость продольной
волны). Параметры профиля свободной поверхности: σ = 1.16 м и I = 46.9 м

4.6.1.3 Система наблюдения

Моделируются сейсмические процессы, наблюдаемые на одном из месторожде-

ний на Ближнем Востоке [284]. Особенностью экспериментов является использова-

ние фиксированных заглубленных приемников, которые располагаются на глубине

30 м под свободной поверхностью с шагом 30 м. При этом используется густая сет-

ка поверхностных источников (шаг 7.5 м по латерали, заглубление на 0.5 м), что

обеспечивает достаточную кратность перекрытия. Проведение численных экспери-

ментов для такой системы наблюдения напрямую неэффективно, поскольку требует

расчета большого количества прямых задач. Поэтому на основе принципа взаимности

[65] расчеты проводятся для сопряженной задачи, в которой положения источников

и приемников взаимозаменяемы. В результате для каждой реализации статистиче-

ской модели рассчитываются поля 20 источников. Однако в дальнейших рассужде-

ниях используется терминология исходной постановки с малым числом приемников

и большим числом источников. Тип используемого при моделировании источника -

вертикальная сила, функция источника - импульс Риккера с доминирующей часто-

той 30 и 15 Гц, то есть выполняется две серии расчетов в зависимости от частоты

зондирующего сигнала. Данные регистрируются всей системой приемников, однако

для дальнейшего анализа будут использоваться данные с выносом не более 30 м.



298

4.6.2 Расчет волновых полей с использованием разработанно-

го метода

Для расчета волновых сейсмческих полей в моделях со сложной нерегулярной

топографией свободной поверхности используется алгоритм, основанный на комби-

нировании разрывного метода Галеркина и метода конечных разностей [41], [241].

При этом метод Галеркина применяется до уровня z = −240 м, в остальной части

модели до глубины 1000 м используется стандартная схема на сдвинутых сетках. Для

ограничения расчетной области используются идеально согласованные слои [261].

Шаг сетки выбирается из расчета 20 точек сетки для конечно-разностной схе-

мы на длину волны, что составляет 0.5 м для задач с источником с частотой 30 Гц и

1 м для источника с частотой 15 Гц. В результате для расчета поля одного источника

на одном ядре кластера НКС-30Т Сибирского суперкомпьютерного центра потребу-

ется порядка 8 часов для задачи с частотой сигнала 30 Гц и порядка 1 часа для

задач с частотой 15 Гц. Распараллеливание вычислений проводится по положению

источников, что полностью исключает необходимость обменов в процессе вычисле-

ний. При этом расчет поля всех источников для одной реализации рассматривается

как отдельная задача.

При оценке вычислительных ресурсов для серии экспериментов учитывается

общее число статистических моделей - 45, реализаций одной статистической модели -

20, число источников для каждой реализации - 20, число скоростных моделей верхней

части разреза - 4. Итак, для каждой частоты зондирующего сигнала проводится

расчет поля 72000 источников. С учетом времени на расчет поля одного источника

одним ядром (в зависимости от частоты сигнала) получена оценка общего числа

ядро-часов на проведение моделирования - 648000.

4.6.3 Статистический анализ рассчитанных волновых полей

Следуя [284], рассматривается возмущение только ранних вступлений, зареги-

стрированных в интервале времени от 0 до 0.2 с в приемниках с выносами до 30 м.

Примеры исследуемых сеймограмм ранних вступлений для двух различных стати-

стических моделей свободной поверхности приведены на рис. 4.33 и 4.34.
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Рисунок 4.33 – Профили двух реализаций свободной поверхности (вверху) и рассчи-
танные для них сейсмограммы ранних вступлений (внизу). Стандартное отклонение
и длина корреляции гауссовского случайного процесса - 1.16 м и 46.9 м соответствен-
но
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Рисунок 4.34 – Профили двух реализаций свободной поверхности (вверху) и рассчи-
танные для них сейсмограммы ранних вступлений (внизу). Стандартное отклонение
и длина корреляции гауссовского случайного процесса - 0.58 м и 2.87 м соответствен-
но
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Для оценки различия получаемых сейсмичсеких данных и их повторяемости

рассматриваются две статистические меры, широко используемые при обработке

данных сейсмического мониторинга [230], [231], [27]:

– Нормированное среднеквадратичное отклонение, или NRMS (от английского

normalized root mean square), которое определяется по правилу:

NRMS =
200RMS(xt − yt)

RMS(xt) +RMS(yt)
; RMS(xt) =

√√√√ 1

N

t2∑
t1

x2t , (4.23)

где t1 и t2 - границы временного окна, внутри которого производится анализ,

xt и yt две сравниваемые тарссы.

– Предсказуемость, или PRED (от английского predictability) - нормированная

суммированная с квадратом кросс-корреляция трасс, определяемая по форму-

ле:

PRED =

∑t2
t1
C2

xy(t)∑t2
t1
Cxx(t)Cyy(t)

(4.24)

где Cxy - кросс-корреляция трасс xt и yt внутри рассматриваемого временного

интервала [t1, t2].

NRMS и PRED измеряются для каждого заглубленного приемника отдельно на

базе 20 реализаций статистической модели свободной поверхности. На рис. 4.35 - 4.38

приведены графики зависимости NRMS и PRED от положения приемников для раз-

ных статистических моделей поверхности (фиксированное стандартное отклонение,

варьируется только длина корреляции) и разного строения верхней части разреза.

На графиках (рис. 4.35) видно, что статистические меры для однородной мо-

дели практически не зависят от положения приемника, то есть их линейные тренды

близки к постоянным. Аналогичная зависимость характерна для мер, соответствую-

щих двухслойной модели (рис. 4.36). Для более сложных, слоистой и полной, моделей

достаточно четко прослеживается связь между положением приемника и значением

статистической меры. NRMS выше в области минимума тренда свободной поверхно-

сти, то есть в области, где слой песка тоньше, соответственно PRED в этой области

ниже (рис. 4.37 и 4.38). Это указывает на влияние не только вариабильности са-
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Рисунок 4.35 – Зависимость NRMS (вверху) и PRED (внизу) от положения прием-
ника для однородной модели верхней части разреза
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Рисунок 4.36 – Зависимость NRMS (вверху) и PRED (внизу) от положения прием-
ника для двухслойной модели верхней части разреза
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Рисунок 4.37 – Зависимость NRMS (вверху) и PRED (внизу) от положения прием-
ника для слоистой модели верхней части разреза
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Рисунок 4.38 – Зависимость NRMS (вверху) и PRED (внизу) от положения прием-
ника для полной модели верхней части разреза

мой свободной поверхности, но и строения верхней части разреза на повторяемость

данных сейсмических экспериментов.

Для проверки гипотезы о зависимости (независимости) статистических мер раз-

личия сейсмических данных от положения приемника используется p-критерий [234]

- вероятность того, что исследуемая гипотеза (независимость от положения приемни-

ка) верна. В частности, в исследуемых случаях, если значение полученной вероятно-

сти ниже 5 %, то существует достоверная корреляция между положением приемника

и значением статистических мер, в противном случае - данные не зависят от поло-

жения приемника. На графиках значений параметров, рассчитанных для всех стати-

стических моделей свободной поверхности для каждой скоростной модели верхней

части (рис. 4.39 - 4.42), видно, что в случае однородной среды корреляции меж-

ду положением приемника и значением статистических параметров нет (рис. 4.39).

В случае двухслойной модели зависимость проявляется в экспериментах с часто-

той зондирующего сигнала 15 Гц, при этом на более низких частотах зависимость

отсутствует (рис. 4.40). В случае более сложного строения верхней части четко про-

слеживается зависимость статистических метрик от положения приемника (рис. 4.41

и 4.42). В дополнение, в таблице 4.2 приведен процент статистических моделей, кото-

рые удовлетворяют критерию независимости метрик от положения приемников, что

подтверждает приведенные выше выводы.

При этом рассмотрение абсолютных значений NRMS для полной и слоистой
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Рисунок 4.39 – Однородная скоростная модель. Значение вероятностного параметра
проверки гипотезы о независимости статистических метрик от положения приемни-
ков, значения выше порогового (черная линия) - значения независимы (слева для
экспериментов с частотой 30 Гц, справа - 15 Гц)
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Рисунок 4.40 – Двухслойная скоростная модель. Значение вероятностного параметра
проверки гипотезы о независимости статистических метрик от положения приемни-
ков, значения выше порогового (черная линия) - значения независимы (слева для
экспериментов с частотой 30 Гц, справа - 15 Гц)

Таблица 4.2 – Процент статистических моделей, удовлетворяющих критерию неза-
висимости метрик от положений приемников

частота/модель однородная двухслойная слоистая полная
30 Гц 87 % 78 % 41 % 38 %
15 Гц 97 % 47 % 7 % 11 %
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Рисунок 4.41 – Слоистая скоростная модель. Значение вероятностного параметра
проверки гипотезы о независимости статистических метрик от положения приемни-
ков, значения выше порогового (черная линия) - значения независимы (слева для
экспериментов с частотой 30 Гц, справа - 15 Гц)
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Рисунок 4.42 – "Полная"скоростная модель. Значение вероятностного параметра
проверки гипотезы о независимости статистических метрик от положения приемни-
ков, значения выше порогового (черная линия) - значения независимы (слева для
экспериментов с частотой 30 Гц, справа - 15 Гц)
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моделей в области малой мощности песчаного слоя (рис. 4.37 и 4.38) позволяет утвер-

ждать, что достаточно слабые изменения профиля свободной поверхности приводят

к существенным возмущениям сейсмических данных. В частности, NRMS может до-

стигать 60-70 %, наблюдаемых в реальных данных.



Заключение

Предложенные подходы к разработке численных методов и алгоритмов расчета вол-

новых сейсмических полей в средах с локальными осложняющими факторами (скоп-

лениями мелкомасштабных неоднородностей, анизотропными и вязкоупругими фор-

мациями, резкоконтрастными границами со сложной геометрией), основанные на

комплексировании известных численных методов, имеют ряд преимуществ.

Во-первых, использование несогласованных сеток с локальным

пространственно-временным измельчением шага позволяет проводить учет мел-

комасштабного строения пласта и рассчитывать волновые поля в средах со

скоплениями таких неоднородностей. Выгодным отличием предложенного метода

является:

- проведение измельчения сеток по пространству и по времени на разных по-

верхностях, что обеспечивает устойчивость;

- применение техники вложенных шаблонов для расчета решения при измельче-

нии сеток по времени, что позволяет избежать интерполяции, обеспечивает малость

нефизичных отражений от границы раздела сеток (порядка 0.001 от амплитуды па-

дающей волны) и стремление этих отражений к нулю со вторым порядком;

- применение преобразования Фурье с фильтрацией высоких частот как для

пролонгации, так и для сужения решения при измельчении пространственных шагов

сетки обеспечивает устойчивость решения и низкий уровень нефизичных отражений

(порядка 0.001 от амплитуды падающей волны).

Во-вторых, Использование конечно-разностных схем, оптимизированных для

расчета волновых полей в анизотропных средах (схема Лебедева) в области, окайм-

ляющей анизотропные включения, а стандартной схемы на сдвинутых сетках в ос-
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новной части модели позволяет существенно снизить вычислительное время и необ-

ходимые для проведения расчетов вычислительные ресурсы. К особенностям метода

относятся:

- комбинирование конечно-разностных схем на основе требования высокого по-

рядка сходимости коэффициентов нефизичных отражений к нулю, что обеспечивает

малость этих отражений (порядка 0.001 от амплитуды падающей волны для рабочего

диапазона дискретизаций 20-50 точек на доминирующую длину волны);

- использование многоосного идеально-согласованного слоя с оптимальным ста-

билизирующим параметром, для обеспечения минимальность нефизичных отраже-

ний от границ расчетной области для заданной анизотропной модели;

- применение модификаций коэффициентов схемы, основанных на методе

осреднения анизотропных тонкослоистых пропластков, обеспечивает второй порядок

сходимости численного решения для моделей сред с резкоконтрастными границами.

В-третьих, комбинирование обобщенной стандартной линейной модели твердо-

го тела с моделью идеально упругой среды позволяет

- локально использовать вычислительно сложную обобщенную стандартную ли-

нейную модель твердого тела в области, охватывающей вязкоупругие включения;

- оптимизировать декомпозицию расчетной области минимизацией общего вы-

числительного времени в зависимости от числа переменных памяти в обобщенной

стандартной линейной модели твердого тела и порядка аппроксимации схемы.

В-четвертых, комбинирование разрывного метода Галеркина и метода конеч-

ных разностей для расчета волновых полей в моделях с резкоконтрастными гра-

ницами со сложной геометрией, включая топографию свободной поверхности дает

возможность:

- в качестве метода расчета волновых полей в моделях с резкоконтрастными

границами использовать разрывный метод Галеркина с центральной аппроксимацией

потоков;

- комбинирование разрывного метода Галеркина на треугольной сетке и стан-

дартной схемы на сдвинутых сетках проводить в два этапа с введением "переходно-

го"слоя, в котором применяется классическая схема на несдвинутых сетках, совме-

щающая в себе свойства метода конечных разностей и метода Галеркина с базисными
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функциями - константами, что обеспечивает низкий уровень нефизичных отражений

(порядка 0.001 от амплитуды падающей волны).

Несомненно, методы численного моделирования волновых сейсмических про-

цессов ждут дальнейшего развития в теоретическом и практическом плане. В част-

ности, можно выделить следующие направления:

- моделирование взаимодействия волн с мелкомасшатабной структурой пласта

коллектора - переход к более реалистичным моделям вмещающего пространства, на-

пример, использование модели анизотропной среды с поглощением, обусловленной

наличием микротрещиноватости в резервуаре, использование моделей пороупругой

среды для учета свойств высокопроницаемого материала и флюида, заполняющего

коридоры трещиноватости и каверны с различной степенью вторичной минерализа-

ции, использование разрывного метода Галеркина для расчета решения в резервуаре

для детального описания и учета геометрии коридоров трещиноватости.

- моделирование взаимодействия волн с нерегулярными резкоконтрастными

границами - учет контакта между жидкостью и упругим телом для анализа прояв-

лений изменчивости ледового покрова, вечной мерзлоты и зон растепления в данных

сейсмических наблюдений и разработки методик компенсации таких проявлений.
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