
ФЕДЕРАЛЬНОЕ ГОСУДАРСТВЕННОЕ БЮДЖЕТНОЕ УЧРЕЖДЕНИЕ 

НАУКИ  

ИНСТИТУТ НЕФТЕГАЗОВОЙ ГЕОЛОГИИ И ГЕОФИЗИКИ  

ИМ. А.А. ТРОФИМУКА СИБИРСКОГО ОТДЕЛЕНИЯ РОССИЙСКОЙ  

АКАДЕМИИ НАУК 

 

ФЕДЕРАЛЬНОЕ ГОСУДАРСТВЕННОЕ БЮДЖЕТНОЕ  

ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ  

УЧРЕЖДЕНИЕ ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ 

«НОВОСИБИРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ ТЕХНИЧЕСКИЙ  

УНИВЕРСИТЕТ» 

 

 

На правах рукописи 

 

 

 

Марков Сергей Игоревич 

 

 

ПРИМЕНЕНИЕ КОНФОРМНЫХ И НЕКОНФОМНЫХ  

МЕТОДОВ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ  

ДЛЯ МНОГОМАСШТАБНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ ПРОЦЕССА 

ФИЛЬТРАЦИИ В ГЕОЛОГИЧЕСКИХ СРЕДАХ  

 

 

 

05.13.18 – Математическое моделирование, численные методы и комплексы 

программ 

 

 

 

ДИССЕРТАЦИЯ 

на соискание ученой степени 

кандидата физико-математических наук 

 

 

 

Научный руководитель – 

д.т.н., профессор ШУРИНА Э.П. 

 

 

 

 

Новосибирск – 2019    



2 

 

ОГЛАВЛЕНИЕ 

ВВЕДЕНИЕ ...................................................................................................................... 4 

ГЛАВА 1 ПРОЦЕСС ФИЛЬТРАЦИИ В ГЕОЛОГИЧЕСКОЙ СРЕДЕ ................... 11 

1.1 Процесс фильтрации флюида в геофизических приложениях ....................... 11 

1.2 Постановка задачи фильтрации флюида .......................................................... 14 

1.3 Математические модели процесса фильтрации ............................................... 15 

1.4 Иерархия математических моделей процесса фильтрации ............................ 18 

1.5 Определение эффективного тензора проницаемости ...................................... 20 

1.6 Методы дискретизации моделей фильтрации .................................................. 26 

ГЛАВА 2 МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА 

ФИЛЬТРАЦИИ ............................................................................................. 35 

2.1 Функциональные пространства ......................................................................... 35 

2.2 Базисы конечноэлементных пространств ......................................................... 39 

2.3 МКЭ-дискретизация микромасштабной модели фильтрации ........................ 44 

2.3.1 Вариационная формулировка МКЭ для системы уравнений Навье-

Стокса для несжимаемой жидкости .......................................................... 46 

2.3.2 Условие Ладыженской-Бабушки-Брецци .................................................. 48 

2.3.3 Элементы, удовлетворяющие ЛББ условию ............................................. 48 

2.3.4 Вариационная формулировка стабилизированного МКЭ для 

системы уравнений Навье-Стокса для несжимаемой жидкости ............ 49 

2.3.5 Вариационная формулировка разрывного метода Галёркина для 

системы уравнений Навье-Стокса для несжимаемой жидкости ............ 51 

2.3.6 Линеаризация системы уравнений Навье-Стокса..................................... 53 

2.3.7 Проекционный метод Chorin-Temam ......................................................... 55 

2.3.8 Метод алгебраического расщепления ........................................................ 57 

2.3.9 Верификация вычислительных схем МКЭ-дискретизации 

микромасштабной модели фильтрации .................................................... 58 

2.4 Моделирование ламинарных и вихревых течений флюида ........................... 68 

2.5 МКЭ-дискретизация макромасштабной модели фильтрации ........................ 77 

2.5.1 Вариационная формулировка разрывного метода Галёркина для 

уравнения однофазной фильтрации .......................................................... 79 

2.5.2 Дискретизация уравнения однофазной фильтрации по времени ............ 80 

2.5.3 Линеаризация уравнения однофазной фильтрации .................................. 81 



3 

 

2.5.4 Верификация вычислительных схем МКЭ-дискретизации 

макромасштабной модели фильтрации ...................................................... 81 

2.6 МКЭ-дискретизация мезомасштабной модели фильтрации .......................... 84 

2.6.1 Вариационная формулировка разрывного метода Галёркина для 

системы уравнений Навье-Стокса-Дарси ................................................... 86 

2.6.2 Верификация вычислительных схем МКЭ-дискретизации 

мезомасштабной модели фильтрации ......................................................... 89 

2.7 Вычисление эффективного тензора проницаемости ....................................... 93 

2.7.1 Метод давления: постановка задачи ............................................................ 93 

2.7.2 Обратная коэффициентная задача: постановка .......................................... 95 

2.7.3 Метод Флетчера-Ривса .................................................................................. 97 

2.7.4 Локальный метод Ньютона ........................................................................... 98 

2.7.5 Исследование оператора прямой задачи ..................................................... 99 

2.7.6 Исследование функции чувствительности и градиента функционала ... 102 

2.7.7 Верификация метода решения обратной задачи ...................................... 105 

2.8 Процесс фильтрации в слоистой среде ........................................................... 106 

2.9 Процесс фильтрации в пористых средах ........................................................ 110 

2.10 Сравнение с физическим экспериментом ..................................................... 117 

ГЛАВА 3 ПРОГРАММНЫЙ КОМПЛЕКС .............................................................. 122 

3.1 Назначение, системные требования и структура ........................................... 122 

3.2 Препроцессор ..................................................................................................... 123 

3.3 Процессор ........................................................................................................... 125 

3.4 Постпроцессор ................................................................................................... 126 

3.5 Масштабируемость программного комплекса ............................................... 126 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ ........................................................................................................... 129 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ ........................................................................................... 130 

ПРИЛОЖЕНИЕ А ....................................................................................................... 157 

ПРИЛОЖЕНИЕ Б ........................................................................................................ 163 

 

 

 



4 

 

ВВЕДЕНИЕ 
 

Актуальность исследования. Одним из источников информации о транс-

портно-фильтрационных свойствах породы-коллектора при извлечении нефти яв-

ляется компьютерная обработка результатов исследования кернов. Естественная 

многомасштабность геологической среды ограничивает возможность применения 

методов прямого математического моделирования процесса фильтрации флюидов, 

поэтому необходима процедура укрупнения масштаба. Возникают две основные 

задачи, которые в настоящее время не имеют решения в общем случае. Первая за-

дача связана с построением и дискретизацией математических моделей, которые 

устанавливают связь физических моделей процесса фильтрации на разных уровнях 

иерархии многомасштабной геологической среды. Вторая задача связана с опреде-

лением допустимых границ применимости изотропной и анизотропной модели 

проницаемости пласта. Поэтому актуальной проблемой является разработка эф-

фективных вычислительных схем для моделирования процесса фильтрации флюи-

дов на различных уровнях иерархии многомасштабной геологической среды и ал-

горитма вычисления абсолютной проницаемости породы-коллектора с анизотроп-

ными физическими свойствами.      

Объект исследования – процесс фильтрации флюидов в геологической мно-

гомасштабной среде с анизотропной природой проницаемости. 

Предмет исследования – вычислительные схемы для решения задачи филь-

трации флюида в многомасштабной геологической среде, алгоритм вычисления 

эффективного тензора абсолютной проницаемости породы-коллектора. 

Цель работы – исследование процесса фильтрации несжимаемой жидкости в 

многомасштабных гетерогенных средах на базе вычислительных схем метода ко-

нечных элементов для трёхмерного математического моделирования. 

Задачи исследования: 

1. Разработка и реализация в виде программного комплекса вычислительных 

схем для моделирования процесса течения однофазной несжимаемой жид-

кости в каверне (канале) с последующим просачиванием в пористую среду. 
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2. Разработка и реализация в виде программного комплекса алгоритма оценки 

тензора абсолютной проницаемости трёхмерной гетерогенной среды. 

Диссертационная работа отвечает следующим пунктам паспорта специально-

сти 05.13.18 – Математическое моделирование, численные методы и комплексы 

программ: 

1. Разработка, обоснование и тестирование эффективных вычислительных ме-

тодов с применением современных компьютерных технологий. 

2. Реализация эффективных численных методов и алгоритмов в виде комплек-

сов проблемно-ориентированных программ для проведения вычислитель-

ного эксперимента. 

3. Комплексные исследования научных и технических проблем с применением 

современной технологии математического моделирования и вычислитель-

ного эксперимента. 

Методы исследования. Используются методы математического моделирова-

ния (конформный стабилизированный метод конечных элементов, неконформный 

разрывный метод Галёркина), методы математического анализа и линейной ал-

гебры, методы оптимизации, вычислительный эксперимент и сравнительный ана-

лиз полученных результатов с данными физического эксперимента. 

Защищаемые научные результаты: 

1. Вариационные формулировки стабилизированного метода конечных эле-

ментов и разрывного метода Галёркина для моделирования процесса филь-

трации в многомасштабной гетерогенной среде; 

2. Алгоритм вычисления эффективного тензора абсолютной проницаемости; 

3. Результаты компьютерного моделирования процесса фильтрации в много-

масштабной гетерогенной среде: установлено существование порога объ-

ёмной пористости гетерогенной среды, при котором возможен переход от 

анизотропной модели абсолютной проницаемости к изотропной. 

Научная новизна. Впервые предложена и реализована полунеявная вычисли-

тельная схема на базе разрывного метода Галёркина для математического модели-
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рования процесса течения флюида в многомасштабной геологической среде. Впер-

вые предложена и реализована вычислительная схема на базе разрывного метода 

Галёркина в трёхмерной постановке для математического моделирования процесса 

просачивания флюида в многомасштабной геологической среде. Впервые предло-

жен и реализован алгоритм вычисления полного тензора абсолютной проницаемо-

сти второго ранга породы-коллектора на базе метода давления. 

Значимость работы. Разработанный программный комплекс может быть ис-

пользован для моделирования процесса фильтрации в многомасштабной геологи-

ческой среде при проведении гидравлического разрыва пласта и исследовании 

транспортно-фильтрационных свойств породы-коллектора. Установлены границы 

применимости анизотропной и изотропной модели проницаемости для слоистых и 

пористых сред. Разработанная программно-математическая платформа с реализо-

ванной высокоэффективной вычислительной схемой для моделирования процесса 

просачивания жидкости в геологической среде с анизотропной природой проница-

емости будет являться конкурентоспособным программным продуктом для прове-

дения исследований недр и природных ресурсов, а также предоставит эффективные 

средства контроля за рациональной добычей полезных ископаемых в РФ, что явля-

ется вкладом в развитие технологий, входящих в перечень Стратегий научно-тех-

нологического развития Российской Федерации (статья 18_1 Федерального закона 

от 28 июня 2014 года N 172-ФЗ “О стратегическом планировании в Российской Фе-

дерации”). 

Результаты исследования внедрены в проекты ОФИ-М “Многомасштабное, 

многофизичное моделирование естественных и искусственных электромагнитных 

полей в задачах наземной и морской геоэлектрики (№ 13-05-12031)”, “Разработка 

программного комплекса для реализации на современных высокопроизводитель-

ных кластерах алгоритмов численного моделирования физических процессов в 

нефтегазоносных пластах, а именно: гидродинамики в пористых трещиноватых 

средах; идентификация трещин в гетерогенном флюидонасыщенном межскважин-

ном пространстве электромагнитными методами (№ 16-29-15094)”. 
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Личный вклад. Соискатель принимал решающее участие в работах на всех 

этапах подготовки диссертации: разработка и верификация вариационных форму-

лировок стабилизированного метода конечных элементов и разрывного метода Га-

лёркина для моделирования процесса фильтрации в многомасштабной геологиче-

ской среде, разработка и верификация метода вычисления эффективного тензора 

абсолютной проницаемости породы-коллектора, реализация программного ком-

плекса на языках C++ и C#, планирование и проведение вычислительных экспери-

ментов, анализ и интерпретация полученных результатов.  

Представление работы. Результаты исследования докладывались на следую-

щих семинарах и конференциях: 

 Всероссийская конференция молодых учёных “Наука Технологии Иннова-

ции”, г. Новосибирск, 2014, 2015, 2016, 2017; 

 Всероссийская научная конференция молодых ученых и студентов, посвя-

щённая 80-летию акад. А.Э. Конторовича “Актуальные проблемы геологии 

нефти и газа Сибири”, г. Новосибирск, 2014; 

 VII Всероссийская конференция “Актуальные проблемы прикладной мате-

матики и механики”, г. Новосибирск, 2014, 2015; 

 Международная конференция “Забабахинские научные чтения”, г. Новоси-

бирск, 2014; 

 Городская конференция молодых исследователей “Progress through Innova-

tions”, г. Новосибирск, 2015; 

 X Международная научно-техническая конференция “ Аналитические и чис-

ленные методы моделирования естественно-научных и социальных про-

блем”, г. Пенза, 2015; 

 Российская научно-техническая конференция “Обработка информации и ма-

тематическое моделирование”, Новосибирск, 2015;  

 International Students Scientific Conference, Novosibirsk, 2015, 2016, 2017; 

 XVI Всероссийская конференция молодых учёных по математическому мо-

делированию и информационным технологиям, г. Красноярск, 2015;  
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 Международная конференция “Актуальные проблемы вычислительной и 

прикладной математики”, г. Новосибирск, 2015; 

 Научно-практическая конференция “Aspire to Science”, Новосибирск, 2016; 

 Международная научно-практическая конференция “Многоядерные процес-

соры, параллельное программирование, ПЛИС, системы обработки сигналов 

(МППОС)”, г. Барнаул, 2016, 2017; 

 Всероссийская конференция “Теоретические основы и конструирование чис-

ленных алгоритмов для решения задач математической физики”, посвящен-

ная памяти К. И. Бабенко, п. Абрау-Дюрсо, 2016, 2018; 

 Всероссийская конференция “Актуальные проблемы прикладной матема-

тики и механики”, посвященная памяти академика А.Ф. Сидорова, п. Абрау-

Дюрсо, 2016, 2018; 

 Международная научно-техническая конференция “Актуальные проблемы 

электронного приборостроения”, г. Новосибирск, 2016, 2018; 

 Международная конференция, посвящённая 60-летию Института матема-

тики им. С.Л. Соболева СО РАН “Математика в современном мире”, г. Ново-

сибирск, 2017; 

 X Всероссийская научная конференция с международным участием “Мате-

матическое моделирование и краевые задачи”, г. Самара, 2017; 

 Международная конференция “Вычислительная и прикладная математика 

2017”, г. Новосибирск, 2017; 

 III Всероссийская конференция молодых ученых “Наука и инновации XXI 

века”, г. Сургут, 2017; 

 X Всероссийская научно-техническая конференция “Актуальные вопросы 

архитектуры и строительства”, г. Новосибирск, 2017; 

 Международная конференция “Полярная механика”, г. Санкт-Петербург, 

2017, г. Новосибирск, 2018; 

 Международная конференция “Марчуковские научные чтения”, г. Новоси-

бирск, 2016, 2018; 
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 Молодежная научная школа-конференция “Теория и численные методы ре-

шения обратных и некорректных задач”, г. Новосибирск, 2016, 2017;  

 VIII Международная научно-практическая конференция “Высокопроизводи-

тельные вычислительные системы и технологии в научных исследованиях, 

автоматизации управления и производства (ВВСТ – 2018)”, г. Барнаул, 2018; 

 III Всероссийская (XVIII) молодежная научная конференция “Молодежь и 

наука на Севере”, г. Сыктывкар, 2018; 

 Семинар "Информационно-вычислительные технологии", г. Новосибирск, 

ИВТ СО РАН,2 октября 2018; 

 Объединенный семинар ИВМиМГ СО РАН и кафедры вычислительной ма-

тематики ММФ НГУ, г. Новосибирск, 30 октября 2018; 

 Геофизический семинар ИНГГ СО РАН, г. Новосибирск, 19 ноября 2018. 

Обоснованность и достоверность результатов подтверждена вычислитель-

ными экспериментами при решении задач, приближенных к реальным и имеющих 

аналитическое решение, при сравнении с данными физических экспериментов.   

Публикации. Опубликованы 35 печатных работ: 3 статьи в научных журналах 

и изданиях, рекомендованных ВАК [39, 40, 60]; 6 статей в журналах, индексируе-

мых в Web of Science и Scopus [39, 60, 157, 174, 189, 190];  31  публикация  в  мате-

риалах международных  и  российских  конференций;  получены 2 свидетельства  о 

государственной регистрации программ для ЭВМ (см. Приложение Б). 

Награды и достижения. Стипендия Президента Российской Федерации мо-

лодым ученым и аспирантам, осуществляющим перспективные научные исследо-

вания и разработки по приоритетным направлениям модернизации российской эко-

номики, на 2016-2018 годы (приказ № 375, СП-3627.2016.5). 

Структура работы. Диссертация состоит из введения, трёх глав, заключения, 

списка использованной литературы (238 наименования) и двух приложений. Ра-

бота изложена на 165 страницах и включает 67 рисунков, 38 таблиц. 

В первой главе рассмотрена предметная область процесса фильтрации в гео-

логических приложениях, связанных с извлечением нефти (п. 1.1), формулируются 
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подзадачи, возникающие при многомасштабном моделировании процесса филь-

трации в геологической среде (п. 1.2), приведён обзор основных математических 

моделей процесса фильтрации несжимаемого флюида на различных уровнях иерар-

хии многомасштабной геологической среды (п. 1.3 и 1.4), приведён обзор явных и 

неявных методов определения эффективного тензора абсолютной проницаемости 

породы-коллектора (п. 1.5) и методов дискретизации моделей фильтрации (п. 1.6). 

Во второй главе приводится верификация и сравнительный анализ вариацион-

ных формулировок конформных и неконформных методов конечных элементов 

для задачи фильтрации флюида в многомасштабной геологической среде (п. 2.3, 

2.5 и 2.6) в различных функциональных пространствах (п. 2.1), описаны алгоритмы 

построения базисных функций в конечномерных функциональных пространствах 

(п. 2.2), решению задачи фильтрации в многомасштабной геологической среде (п. 

2.4, 2.8, 2.9) и решению обратной коэффициентной задачи при вычислении эффек-

тивного тензора абсолютной проницаемости породы-коллектора (п. 2.7), показаны 

границы применимости изотропной и анизотропной моделей проницаемости пла-

ста для слоистых и пористых сред (п. 2.8, 2.9).  

В третьей главе приводится описание возможностей, структуры и системных 

требований разработанного программного комплекса FEM_2.0 (п. 3.1), показаны 

особенности реализации и взаимодействия составных частей программного ком-

плекса (п. 3.2, 3.3, 3.4) и его масштабируемость (п. 3.5).  

В заключении сформулированы основные результаты исследования.  

В приложении А приведены графические изображения функций формы раз-

личных функциональных пространств. Приложение Б содержит копии документов, 

подтверждающие регистрацию разработанного программного комплекса.  

Автор выражает благодарность научному руководителю д.т.н., проф. Шури-

ной Э.П. и доценту кафедры Вычислительных технологий Новосибирского госу-

дарственного технического университета к.т.н. Иткиной Н.Б за ценные замечания 

и помощь при подготовке диссертации. 
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ГЛАВА 1 ПРОЦЕСС ФИЛЬТРАЦИИ В ГЕОЛОГИЧЕСКОЙ 

СРЕДЕ 

  

Глава посвящена постановке задачи фильтрации в геофизических приложе-

ниях, обзору основных математических моделей процесса фильтрации жидкости 

для различных уровней иерархии гетерогенной геологической среды, методов по-

строения макроскопической модели процесса фильтрации и вычисления эффектив-

ного тензора абсолютной проницаемости гетерогенной среды. Приводится обзор 

современных численных методов решения задачи фильтрации флюида в геологи-

ческих средах. 

    

1.1 Процесс фильтрации флюида в геофизических приложениях 

Фильтрацией называется процесс движения жидкости или газа в пористой или 

трещиновато-пористой среде. Далее под задачей фильтрации подразумевается ма-

тематическое моделирование процесса движения несжимаемых жидкостей в 

нефтенасыщенных гетерогенных средах. 

Анализ отечественных и зарубежных работ по геофизическим исследованиям 

пород-коллекторов показывает, что необходимость решения задачи фильтрации 

возникает при построении петрофизической модели геологической среды. Со-

гласно работе В.М. Меркулова [65], петрофизическая модель является формальным 

математическим описанием проницаемости, пористости и флюидонасыщенности 

пород-коллекторов.  

Для получения достоверной информации о петрофизических параметрах гео-

логических сред применяются взаимодополняющие прямые и косвенные методы 

исследования скважин [28], [65].  

Прямые методы лабораторных исследований кернов дают локальную оценку 

физических свойств в точке отбора [28], [65].   

Косвенные методы геофизических исследований скважин по физическим по-

лям, которые наблюдаются с помощью специальных измерительных приборов, 



12 

 

позволяют делать вывод о проницаемых участках разреза, распределении пористо-

сти и о других характеристиках породы-коллектора [65].  

Эффективность эксплуатации скважины определяется наличием корректной 

информации о проницаемости породы, которая может быть получена в ходе прове-

дения гидродинамических исследований [28].     

Отличительной особенностью гидродинамических методов исследования кер-

нов является их разрушающий характер, поскольку прямой контакт породы с флю-

идом может приводить к необратимым изменениям физических свойств уникаль-

ных и дорогостоящих образцов [28]. Поэтому в качестве основного способа иссле-

дования применяются бесконтактные методы, основанные на измерении электро-

магнитных полей [90 – 93, 223], акустических полей [69, 192], гидродинамических 

полей [208], ядерно-магнитной томографии [82] и т.д. 

Полученная информация о внутренней структуре керна может быть использо-

вана для многократных виртуальных гидродинамических исследований с помощью 

математического моделирования. 

Решение задачи фильтрации является одним из этапов гидродинамического 

исследования в таких геофизических приложениях, как гидравлический разрыв 

пласта [44, 98, 236], выбор режима управления скважинами на разработанных ме-

сторождениях [81], повышение эффективности управления разработкой анизо-

тропных пластов [2]. Вследствие высокой стоимости проведения прямого физиче-

ского эксперимента в геологической среде, применение компьютерного моделиро-

вания процесса фильтрации флюида является одним из основных методов решения 

инженерных задач. 

В диссертации И.Р. Орлова [67] приводится анализ методов гидродинамиче-

ского моделирования геологических сред с учётом анизотропной природы прони-

цаемости. В результате апробации разработанной методики гидродинамического 

моделирования на примере пласта Сугмутского месторождения было установлено, 

что расхождение результатов моделирования с историей эксплуатации скважин со-

ставляет менее 2% при учёте анизотропной природы проницаемости и до 7.5% при 
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использовании изотропной модели среды. С практической точки зрения расхожде-

ние в 7.5% приводит к занижению в 1.3 раза результата прогноза обводнённости 

продукции, что существенно влияет на эффективность эксплуатации месторожде-

ния. Поэтому актуальной представляется задача исследования свойства проницае-

мости геологических сред и решение вопроса о допустимых границах применения 

анизотропной и изотропной моделей пласта.    

Сегодня одной из наиболее эффективных технологий добычи нефти является 

гидродинамический разрыв пласта, который большинством исследователей выде-

ляется в отдельную ветвь геологических наук [98].    

Решение задачи фильтрации в рамках многофизичной задачи гидроразрыва 

пласта требуется на этапе моделирования процесса течения жидкости, несущей 

проппант, по системе трещин и пустот с последующим просачиванием в геологи-

ческую среду [232].  

Моделирование процесса просачивания несущей жидкости позволяет решить 

ряд важных инженерных вопросов, связанных с изменением концентрации проп-

панта [30], зарождением проппантовых пробок и заполнением трещины расклини-

вающим агентом [127], [221].  

Важность гидродинамических исследований геологических сред с учётом ани-

зотропной природы проницаемости при проведении гидроразрыва пласта отмеча-

ется в работах [98], [232], [236]. Во многом благодаря таким исследованиям удаётся 

сократить суммы расходов на разработку и содержание месторождений порядка 

миллиардов долларов США. В России одним из перспективных сланцевых место-

рождений нефти с выраженной анизотропной природой физических свойств явля-

ется Баженовская свита. Для таких пород применение гидроразрыва пласта – един-

ственный возможный метод извлечения нефти [89].  

Второй актуальной проблемой является решение задачи о движении флюида 

в каверне (канале) с последующим просачиванием в пористую среду с учётом 

сложной геометрии канала и анизотропной природы проницаемости.    
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1.2 Постановка задачи фильтрации флюида 

При математическом моделировании процесса фильтрации жидкости необхо-

димо решить две основные задачи. 

Первая задача – моделирование процесса течения однофазной несжимаемой 

жидкости в каверне (канале) с последующим просачиванием в окружающую мно-

гомасштабную геологическую среду. Требуется решение следующих подзадач: 

 разработка и реализация вычислительных схем для моделирования про-

цесса течения однофазной несжимаемой жидкости в каверне (канале) с учё-

том сложной геометрии пространства; 

 разработка и реализация вычислительных схем для моделирования про-

цесса однофазной фильтрации жидкости в геологической среде с учётом 

анизотропной природы проницаемости; 

 разработка и реализация вычислительных схем для моделирования про-

цесса просачивания однофазной несжимаемой жидкости в пористую среду. 

Вторая задача – исследование проницаемости геологической среды. Требу-

ется решение следующих подзадач: 

 разработка и реализация алгоритма оценки абсолютной проницаемости 

трёхмерной геологической среды; 

 влияние геометрической структуры трёхмерной геологической среды на 

оценку абсолютной проницаемости; 

 определение границ применимости анизотропной и изотропной моделей 

абсолютной проницаемости пласта. 

Первым этапом при математическом моделировании процесса фильтрации 

флюида является выбор математической модели на основе доступной информации 

о петрофизических свойствах и структуре исследуемой геологической среды. 

Математическая модель – система дифференциальных уравнений в частных 

производных с заданными начальными и краевыми условиями.   

 

 



15 

 

 

1.3 Математические модели процесса фильтрации 

Рассматриваются математические модели движения ньютоновской несжимае-

мой жидкости без внутренних и внешних источников тепла. 

Система уравнений Навье-Стокса является фундаментальной математической 

моделью для описания течения жидкостей в геологических средах [50]. Для мед-

ленных ползучих вязких течений влияние инерционного члена в системе уравне-

нии Навье-Стокса достаточно мало, поэтому движение жидкости описывается мо-

делью Стокса [5], [55].  

Для решения задач фильтрации флюида в пористых средах существуют спе-

циальные модели, полученные в результате применения методов осреднения. Про-

цесс фильтрации рассматривается в однородной среде, физические свойства кото-

рой эквивалентны физическим свойствам неоднородной среды. Задача определе-

ния физических свойств новой однородной среды рассматривается в рамках теории 

гомогенизации [99]. Такие модели пористых сред называются феноменологиче-

скими [66].   

Основным соотношением для теории фильтрации является закон Дарси. 

Асимптотический вывод закона Дарси из линеаризованной системы уравнений На-

вье-Стокса для случая вязких течений жидкости в пористых средах можно найти в 

работе А.Ю. Беляева [13, стр. 76]. 

Закону Дарси не подчиняются течения неньютоновских жидкостей, течения с 

достаточно большой скоростью флюида и течения через сыпучие среды крупной 

фракции. Связано это с высоким влиянием инерционных членов в системе уравне-

ний Навье-Стокса [13], [224]. Также закон Дарси имеет нижнюю границу примени-

мости, когда существенным становится капиллярный эффект [13], [224]. В работах 

[110] и [222] отмечается, что закон Дарси применим для течений с числом Рейноль-

дса 3 < Re < 10.  

В зависимости от свойств флюида и пористости среды возможны модифика-

ции модели: двухчленный закон фильтрации Форхгеймера, модель Бринкмана, сте-

пенной закон фильтрации, закон фильтрации с дифференциальной зависимостью, 

модель с предельным градиентом. Применение указанных моделей можно найти в 
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[53], [211], [222]. Нелинейные законы фильтрации рассмотрены в работе Л.С. Лей-

бензона [52]. 

В работе J.-L. Auriault [107] приведены примеры задач, для которых модель 

Бринкмана оказалась эффективнее, чем модель, основанная на законе Дарси. Как 

отмечают Н.Е. Леонтьев [53] и K. Vafai [222], модели Бринкмана и Форхгеймера 

показывают высокую эффективность для сред с изотропной природой проницае-

мости и высокой пористостью.  

Физическое обоснование закона Дарси для многофазных флюидов было полу-

чено Д.А. Эфросом [94]. Также было установлено, что фазовые проницаемости не 

зависят от скорости фильтрации и от отношения динамических вязкостей фаз [95].  

Важно отметить, что модель Дарси отражает разность давлений в фазах вслед-

ствие неоднородности поверхностного натяжение флюидов. Если капиллярным 

давлением можно пренебречь, то для двухфазной фильтрации существует специ-

альная модель Баклея-Леверетта при условии недеформируемости породы [9]. В 

случае трёхфазной фильтрации (“вода – нефть – газ”) применяется модель Маскета-

Мереса [43]. 

Модель процесса просачивания в трещиновато-пористых средах может бази-

роваться на сопряжённых моделях Стокса-Дарси, Навье-Стокса-Дарси и Стокса-

Бринкмана в зависимости от физической модели поведения флюида и геометрии 

среды [202, 203]. Если диаметр зёрен порового пространства несоизмеримо мал по 

сравнению со средним размером трещин, то разделённые трещинами пористые 

фрагменты породы можно рассматривать как однородную среду с осреднёнными 

параметрами. Для описания таких фильтрационных систем используются модели 

двойной пористости [52, 70]. Задача моделирования осложняется построением спе-

циальной функции перетока флюида между блоками среды или введением специ-

альных условий сопряжения. Примеры решения такой проблемы можно найти в 

[25] , [51].     

Класс феноменологических моделей процесса фильтрации предполагает при-

менение аппарата математических методов для исследования систем дифференци-



17 

 

альных уравнений. Основой для структурных моделей пористой среды служат тео-

рия подобия и анализ размерностей. Комбинация двух подходов позволяет постро-

ить эффективный аппарат для моделирования процесса фильтрации в сложной ге-

терогенной среде [66]. 

Подробная классификация структурных моделей пористой среды изложена в 

работах  [52, 70]. Гранулированные модели базируются на предположении о сфе-

рической или эллипсоидальной форме пор: модель Слихтера (упорядоченная 

структура), модель Терцаги (случайная структура), модель Козени (неконсолиди-

рованная пористая среда). Существенным недостатком таких моделей является за-

висимость точности аналитических соотношений от формы и величины включе-

ний. Капиллярные модели строятся в виде системы пучков каналов: модель Ко-

зени-Кармана, модели с переменной извилистостью. Точность капиллярных моде-

лей зависит от формы поперечного сечения каналов при аналитическом решении 

системы уравнений Навье-Стокса. Также существуют сеточные модели, которые 

применяются для моделирования процесса фильтрации многофазных флюидов: 

модель Эрлиха-Крейна, сеточная модель с объёмными включениями. Для сред с 

анизотропной природой проницаемости используется сеточная модель Ферран-

дона. Более подробное описание структурных моделей для процессов просачива-

ния можно найти в работе  П.Я. Полубариновой-Кочиной [68]. 

Анализ существующих работ по решению задач фильтрации показывает, что 

большинство публикаций по исследованию связи системы уравнений Навье-

Стокса и редуцированных математических моделей носит теоретический характер. 

Необходимо отметить, что весьма ограниченное число публикаций посвящено во-

просу исследования этой связи при решении прикладных задач геофизики. По-

этому определение иерархии математических моделей процесса фильтрации флю-

идов в геологических средах является важной и актуальной задачей.   

Связь математических моделей позволяет определить их иерархию в зависи-

мости от уровня детализации физической модели процесса фильтрации.  
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1.4 Иерархия математических моделей процесса фильтрации 

Согласно работам [67, 83, 122, 161, 177, 211] отличительной особенностью 

естественных геологических сред является гетерогенная и анизотропная природа 

физических свойств вследствие диагенеза и осадконакопления. Процессы выщела-

чивания, растворения, цементации и тектонических напряжений приводят к тому, 

что геологическая среда приобретает сложную слоистую, пористую и трещино-

вато-пористую структуру.  

Пористая или трещиновато-пористая среда состоит из множества пустот и со-

единяющих их каналов, которые имеют разномасштабные геометрические раз-

меры. Среды с такими свойствами называются многомасштабными [211]. В этом 

случае математическая модель процесса фильтрации, основанная на системе урав-

нений Навье-Стокса, требует модификации, поскольку возникает сложность с учё-

том всей геометрической структуры многомасштабной геологической среды [177].  

Согласно работам M.O. Steinhauser [213] и W. E [144] для задачи фильтрации 

флюида в пористых и трещиновато-пористых средах общепринято выделять два 

уровня иерархии: мезоскопический и макроскопический.  

Мезоуровень характеризуется геометрическим масштабом от 10–6 до 10–2 (м) и 

рассматривается при описании сложных течений в системе каналов и пустот, про-

цессов молекулярной диффузии и движения многофазных флюидов [213].  

Макроуровень характеризуется геометрическим масштабом от 10–3 до 102 (м) 

и используется при описании макроскопических течений, процессов просачивания 

и фазовых превращений [213].  

Процесс перехода от мелкомасштабной модели среды к крупномасштабной 

называется upscaling. Применение технологии upscaling позволяет перейти от гео-

логической модели породы-резервуара к гидродинамической модели. 

Применение технологии upscaling в приложениях теории фильтрации можно 

найти в [142, 177, 178, 222]. 

По аналогии с предложенной многоуровневой структурой геологической 

среды вводится понятие иерархии математических моделей процесса фильтрации.    
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Как отмечает W. E [144], существует три главных вопроса, которые необхо-

димо решить, при построении математических моделей для описания процессов в 

многомасштабной среде: 

 определить физические модели процесса в соответствии с уровнем иерархии; 

 установить связь физических моделей разных уровней иерархии; 

 определить физические модели связей разных уровней иерархии и построить 

их математические модели. 

Согласно работам [97, 144, 220], для процесса фильтрации в пористой и тре-

щиновато-пористой среде математическая модель Навье-Стокса является микро-

масштабной и требует наличия информации о геометрической структуре порового 

пространства. Таким образом, микроскопическое поведение процесса фильтрации 

на мезоуровне геометрической иерархии геологической среды может быть описано 

системой уравнений Навье-Стокса. 

Макроскопическое поведение процесса фильтрации подчиняется закону 

Дарси с возможными модификациями. Макроскопическая математическая модель 

процесса фильтрации на макроуровне геометрической иерархии геологической 

среды основана на законе Дарси, уравнениях неразрывности и состояний [95, 122, 

140, 211, 222]. 

Для реализации третьего постулата W. E о построении промежуточной связу-

ющей модели микроскопического и макроскопического поведения многомасштаб-

ной среды иерархию математических моделей процесса фильтрации необходимо 

дополнить промежуточной мезомасштабной моделью Стокса-Дарси, Навье-

Стокса-Дарси или Стокса-Бринкмана в зависимости от физической модели поведе-

ния флюида [211, 222]. 

Построение физически адекватной макроскопической модели процесса филь-

трации является одной из главных задач в рамках многомасштабного метода. Ре-

шение данной проблемы основано на укрупнении масштаба геологической среды. 

Одной из физических характеристик, подвергающихся процедуре осреднения, яв-

ляется проницаемость геологической породы [13, 43]. 
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1.5 Определение эффективного тензора проницаемости 

Задача определения физических свойств гетерогенной среды на мезоуровне, 

которые характеризуют макроскопическое поведение фильтрационной системы, 

может быть решена с использованием методов гомогенизации. Методы гомогени-

зации базируются на теории эффективной среды (ТЭС).  

Как показано на рисунке 1, методы ТЭС позволяют перейти от геометрически 

и физически многомасштабных характеристик к эффективным свойствам, которые 

характеризуют среду в целом. Среда, гомогенизированная с помощью методов 

ТЭС, называется эффективной [128]. 

 

Рисунок 1 – Мезоскопически неоднородная (а) и макроскопически однородная (б) 

среды 

ТЭС применима для определения транспортных свойств движения жидкости 

в геологической среде, если масштаб исследуемой фильтрационной системы 

намного больше размера неоднородностей [178]. Поскольку геологические среды 

обладают естественной многомасштабной структурой, то методы ТЭС можно при-

менить для определения эффективных свойств пород-коллекторов [12]. 

  С помощью ТЭС решаются следующие геологические задачи [128]: 

 прогноз физических свойств пород-коллекторов на разных уровнях 

иерархии внутреннего строения; 

 определение корреляций между физическими свойствами; 

 определение физических свойств по системе прямых измерений; 

 построение масштабно зависимых моделей пород-коллекторов. 
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Наиболее информативной характеристикой макроскопического поведения 

фильтрационной системы является проницаемость. Для однофазных жидкостей су-

щественна абсолютная проницаемость, которая зависит от геометрии порового 

пространства. 

Геологическая среда является анизотропной, поскольку её физические свой-

ства могут существенно различаться в координатных направлениях. В изотропной 

среде переход от вектора градиента давления к вектору скорости заключается в из-

менении масштаба, для анизотропной среды – изменение масштаба и направления. 

Поэтому проницаемость геологической среды является тензором. 

Тензор – инвариантный геометрический объект, математические свойства ко-

торого описываются упорядоченной совокупностью чисел, преобразующихся по 

определённому закону при переходе от одной системы координат к другой [235] 
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 Тензор проницаемости K является ограниченным сверху и снизу из физиче-

ских соображений. Свойство симметричности следует из принципа Онзагера [216]: 

в закрытой системе, при возможности развития процесса по нескольким сценариям, 

реализуется тот, который обеспечивает минимальный прирост энтропии, т.е. мини-

мум рассеяния энергии. 
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 Тензоры K1 и K2 описывают проницаемость геологических сред с трансвер-

сально-изотропным и ортотропным типом анизотропии, соответственно. Главные 

направления тензора лежат в плоскостях напластования [67]. Тензор K3 соответ-

ствует среде, для которой невозможно определить два главных направления напла-

стования. В таблице 1 представлены  наиболее часто используемые явные и неяв-

ные методы оценки эффективного тензора проницаемости.
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Таблица 1 – Методы оценки эффективного тензора абсолютной проницаемости 

Явные методы Неявные методы 
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v – скорость фильтрации (м/с),  

p – динамическое давление (Па)  
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k0 – проницаемость матрицы, k1 – прони-

цаемость включений 

среды “шахматной” струк-

туры 
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AΘ F ,  (1.8) 

А: X → Y – оператор обратной 

задачи,  

XΘ – вектор неизвестных па-

раметров,  
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YF  – модель наблюдений,  

X и Y – гильбертовы простран-

ства 
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k0 – проницаемость матрицы, k1 – прони-

цаемость включений, n – мерность про-

странства, s – объёмная концентрация 

сфер 

среды, равномерно запол-

ненные включениями сфе-

рической формы  
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Явные методы основаны на предположении о периодичности или квазипери-

одичности функции проницаемости. При этом оценка тензора проницаемости ба-

зируется на применении теории осреднения для задач фильтрации с оператором 

конкретного типа. 

Особенности исследования изотропной модели проницаемости в средах с пе-

риодической структурой изложены в [13, 100, 101, 115], с непериодической случай-

ной структурой в [33, 48, 136, 165, 197], с ветвящейся периодической структурой в 

[193]. Значительный вклад в развитие теории осреднения внесли В.В. Жиков, С.А. 

Назаров, С.М. Козлов, О.А. Олейник, G. Allaire и др. 

Статистические методы оценки проницаемости гетерогенных фильтрацион-

ных систем можно найти в работах [116, 175]. Стоит отметить, что решение стоха-

стической задачи определения эффективного тензора проницаемости является бо-

лее ресурсозатратным, чем решение задачи фильтрации в неоднородной среде, по-

скольку в этом случае вариационные уравнения следует рассматривать с перемен-

ными коэффициентами во всём вероятностном пространстве.  

Наиболее простым примером многомерной структуры является слоистая 

среда. В работе [13] показано, что средняя гармоническая оценка (1.3) является эф-

фективной проницаемостью в поперечном направлении напластованию, а средняя 

арифметическая (1.5) – вдоль. Эффективный тензор проницаемости слоистой 

среды можно вычислить по формуле (1.6).  

Большая группа явных методов оценки коэффициента проницаемости базиру-

ется на структурных моделях пористых сред. Кроме оценок проницаемости в мо-

делях Козени-Кармана, Слихтера, Эрлиха-Крейна и т.п. для сред со специальной 

структурой существуют оценки по формуле Дыхне-Келлера (1.7) и по формуле 

Максвелла (1.10) [13]. 

 Верхняя и нижняя граница тензора проницаемости среды с произвольной 

структурой могут быть определены с помощью оценки Лурье-Черкаева-Мурата-

Тартара и оценки Хашина-Штрикмана для первого инварианта эффективного тен-

зора [13]. 
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Явные методы позволяют оценить скалярную эффективную проницаемость 

среды. Наличие информации о средней гармонической и арифметической оценке 

позволяет с некоторой степенью точности вычислить тензор проницаемости, кото-

рый имеет трансверсально-изотропную или ортотропную структуру. Процесс вы-

числения тензора с неизвестными главными направлениями с помощью явных ме-

тодов довольно сложен. Поэтому для таких сред используются неявные методы 

[43].  

 Неявные методы оценки эффективного тензора проницаемости связаны с ре-

шением серии прямых задач фильтрации, поэтому они являются достаточно ресур-

созатратными.  

Тензор трансверсально-изотропной или ортотропной структуры можно вы-

числить при использовании метода давления и закона Дарси по формуле (1.4). При-

менение метода давления основано на решении прямых задач однофазной филь-

трации с неоднородными краевыми условиями Дирихле на противоположных гра-

ницах. Для трёхмерной среды необходимо решить три прямых задачи фильтрации 

в неоднородной среде с градиентом давления, который будет перпендикулярен од-

ному из трёх направлений напластования [43]. Недостатком такого метода является 

высокая чувствительность к контрастности коэффициента проницаемости [159]. 

Неявные методы для определения полного тензора проницаемости основаны 

на решении обратных нелинейных многомерных коэффициентных задач [216]. 

Обратная задача (1.8) является некорректной, поскольку решение неустойчиво 

по отношению к малым возмущениям измеряемых данных [75]. Поэтому необхо-

димо использовать специальные алгоритмы регуляризации, которые обеспечивают 

сужение допустимого класса решений [77]. 

Впервые метод регуляризации для решения некорректной задачи был предло-

жен А.Н. Тихоновым в 1965 году [76]. Идея заключалась в использовании специ-

ального регуляризирующего оператора, с помощью которого можно найти прибли-

жённое решение операторного уравнения (1.8) в результате минимизации сглажи-

вающего функционала вариационным методом [76]. 
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 Анализ публикаций по методам определения абсолютной проницаемости ге-

терогенных сред с помощью решения обратных коэффициентных задач показы-

вает, что наиболее информативным является метод давления, поскольку он позво-

ляет достаточно точно учесть неоднородность среды [13, 43, 108, 216].  

Задача однофазной фильтрации решается на мезомасштабном уровне с учё-

том неоднородности среды. Затем при тех же начальных и граничных условиях вы-

числяются такие параметры макромасштабной модели процесса фильтрации, при 

которых могут быть получены те же потоки и давление флюида, что и для мезомас-

штабной модели [43].  

 Поэтому в качестве измеряемых данных могут быть выбраны динамическое 

давление, расход жидкости через некоторую плоскость, скорость фильтрации или 

её абсолютное значение. Как отмечается в работе A. Tarantola [216], динамическое 

давление имеет смысл выбирать в качестве измеряемых данных только при вычис-

лении проницаемости изотропной природы.  

Среди фундаментальных работ по методам решения обратных задач массопе-

реноса и методам регуляризации необходимо отметить труды А.Н. Тихонова, А.А. 

Самарского, В.Я. Арсенина, А.Г. Яголы, A. Tarantola и др. Методы вычисления па-

раметра регуляризации по квазиоптимальному значению и по невязке описаны в  

[71, 72, 75 – 78].  

Большой вклад в развитие общей идеологии решения обратных задач внесли 

работы U. Ascher, E. Haber K. P. Whittall и D. W. Oldenburg, см. [108, 109, 166, 233]. 

Применение метода давления для вычисления эффективной проницаемости пори-

стой среды описано в [6, 143, 199].  

Корректный выбор метода минимизация сглаживающего функционала позво-

ляет сократить время решения обратной задачи. Для минимизации квадратичных 

функционалов применяются итерационные методы градиентного типа, такие как 

методы Флетчера-Ривса, Полака-Райбера, Ньютона-Рафсона и т.д. Преимуществом 

данных методов является их способность доставлять минимум выпуклой n-мерной 

квадратичной функции за (n+1)-итерацию [195]. Главный недостаток методов гра-
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диентного типа заключается в высокой чувствительности к начальному приближе-

нию решения, поскольку может наблюдаться стагнация алгоритма в зоне точного 

решения [195]. Как отмечают авторы работ [14, 195], наилучший результат дают 

комбинированные методы минимизации. Например, использовать метод Флетчера-

Ривса с ограниченным числом итераций и локальный метод Ньютона для уточне-

ния решения.   

Существование решения обратной задачи зависит от свойств оператора пря-

мой задачи, которые во многом определяются методом дискретизации математиче-

ской модели процесса фильтрации [75 – 78]. 

 

1.6 Методы дискретизации моделей фильтрации 

Методы компьютерного моделирования процесса фильтрации можно разде-

лить на три группы: бессеточные, условно-бессеточные и сеточные.   

К бессеточным относятся метод частиц и его вариации (Smooth Particle 

Hydrodynamics, Incompressible Smooth Particle Hydrodynamics) [182, 184], метод 

дискретных элементов (Discrete Element Method) [224].  

Основная идея бессеточных методов заключается в рассмотрении течения 

жидкости на уровне каждой отдельно взятой частицы среды. Применение таких 

подходов оправдывает себя при компьютерном моделировании сложных взаимо-

действий жидкости и твёрдого тела, которые могут сопровождаться процессами 

разрушения границ, перемешивания разных фаз флюида и наслоения сред. Реали-

зация бессеточных методов связана с разработкой эффективных параллельных ал-

горитмов на мощных компьютерных архитектурах, поскольку требуется решение 

большого количества уравнений, описывающих движение частиц и состояние 

фильтрационной системы [224].  

Условно-бессеточными методами считаются бессеточный метод конечных 

элементов (Meshfree Galerkin Method), метод естественных соседей и его модифи-

кации (Natural Element Method) [7, 215], метод решёток Больцмана (Lattice 

Boltzmann Methods) [143] и др. 
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Условно-бессеточные методы позволяют построить решение задачи с помо-

щью интерполяции на ячейках Вороного – выпуклого многоугольника, определяе-

мого множеством точек в пространстве [215]. Для каждой точки пространства 

ячейки Вороного, в соответствии с методом Галёркина, строится функция формы. 

Дискретизация расчётной области ячейками Вороного позволяет осуществлять 

быстрый поиск “естественных” соседей для каждой точки. Поэтому эффективность 

применения условно-бессеточных методов полностью определяется алгоритмом 

построения разбиения пространства ячейками Вороного [7, 215]. 

К сеточным методам моделирования процесса фильтрации относятся классы 

вычислительных схем конечных элементов (МКЭ), конечных разностей (МКР), ко-

нечных объёмов (МКО), метод граничных элементов (МГЭ).  

МГЭ используется при моделировании поверхностных явлений таких, как об-

текание жидкостью твёрдых тел в задачах гидро- и газодинамики со свободными 

границами [8, 26]. 

Применение метода конечных разностей для дискретизации уравнений вто-

рого порядка на неструктурированных сетках в различных реализациях можно 

найти в работах [4, 11, 23, 24, 35, 54, 64, 71, 72, 84, 85, 96, 163, 164]. 

 Основное достоинство метода конечных разностей заключается в их относи-

тельно простой реализации на современных параллельных компьютерных архитек-

турах. Использование структурированных сеток в МКР позволяет осуществить ре-

гулярную компоновку данных и векторизацию, что повышает эффективность вы-

числительной схемы. Существенным недостатком МКР является высокая чувстви-

тельность метода к качеству и ориентации конечноразностной сетки, а также слож-

ность дискретизации уравнений второго порядка с разрывными коэффициентами 

при старшей производной [11].  

 Метод конечных объёмов является универсальным инструментом построе-

ния консервативных схем для задач гидродинамики. Применение специальных 

схем аппроксимации законов сохранения в интегральном виде позволяет получить 

устойчивое решение широкого класса гиперболических уравнений [159]. Схемы 
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аппроксимации системы уравнений Навье-Стокса для несжимаемой жидкости по-

дробно описаны в работах [46, 47, 79, 145]. Существенные сложности в методе ко-

нечных объёмов возникают при повышении порядка аппроксимации схемы на не-

структурированных разбиениях. 

Метод конечных элементов теоретически был обоснован в 1943 г. М.В. Кел-

дышем [45]. Согласно Ф. Сьярле [74], конечным элементом в n
R  называют триаду 

  , ,K P K ,  (1.11) 

где K – замкнутое подмножество n
R  с непустым множеством внутренних точек и 

непрерывной по Липшицу границей (отрезок, треугольник, тетраэдр, полиэдр и 

т.д.), P – пространство действительнозначных функций (функций форм), опреде-

лённых на K,   1 2, ...
pNL L L   – конечное множество независимых линейных форм 

(функционалов) :iL P R , Np = dim(P). Элементы пространства Σ образуют базис 

дуального пространства P’ [117] и называются степенями свободы.  Пространство 

Σ является P-унисольвентным [74].  

Классический метод конечных элементов входит в семейство конформных ме-

тодов. На функциональном уровне это означает, что скалярная базисная функция 

имеет непрерывный след на межэлементной границе, а векторная базисная функ-

ция имеет непрерывный след тангенциальной или нормальной компоненты в зави-

симости от выбранного функционального пространства [227].  

Классический МКЭ не является локально консервативным, поэтому его при-

менение для решения задач с превалирующим конвективным эффектом или с 

быстро меняющимся градиентом функции приводит к физически нерелевантному 

результату [16, 21, 22, 238]. 

Для повышения устойчивости классических вычислительных схем МКЭ в ва-

риационную формулировку вводятся специальные стабилизирующие добавки. 

Стабилизированные конечноэлементные методы (Stabilized Finite Element 

Method) основаны на анализе невязки численного решения. Наиболее популяр-
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ными стабилизированными конечноэлементными методами являются противопо-

токовые вычислительные схемы метода Петрова-Галёркина (SUPG – Streamline 

Upwind Petrov-Galerkin Method).  

Применении схем метода SUPG для решения системы уравнений Навье-

Стокса можно найти в [121, 171]. Основная идея данного семейства методов заклю-

чается в использовании дополнительных взвешенных “противопотоковых” слагае-

мых в вариационной постановке со специально построенными пространствами 

пробных и тестовых функций. 

Кроме SUPG-метода существует более ресурсозатратные по вычислениям 

стабилизированные вычислительные схемы. Например, Galerkin/Least-square 

Method (GLS) и Gradient Galerkin/Least-squares Method (GGLS) [173], Residual Free 

Bubbles Method (RSFB) [204]. Различные реализации вычислительных схем стаби-

лизированных методов конечных элементов высокого порядка можно найти в [34, 

171]. 

Главным недостатком всех стабилизированных конечноэлементных методов 

является высокая чувствительность вычислительных схем к параметру стабилиза-

ции, который зависит не только от параметров модели, но и от характеристик сетки.  

Для задач гидродинамики с разрывным решением или с быстро меняющимся 

градиентом решения в пристеночных областях применяются вычислительные 

схемы на базе разрывного метода Галёркина (DG – Discontinuous Galerkin Method), 

который входит в семейство неконформных конечноэлементных методов. 

 DG-метод обладает свойством локальной консервативности и объединяет в 

себе эффективность метода конечных объёмов и вычислительную гибкость метода 

конечных элементов [86, 87].  

В разрывном методе Галёркина решение задачи определяется локально на 

каждом элементе. Поведение решения на межэлементной границе определяется с 

помощью “численных потоков”, которые выбираются в зависимости от типа реша-

емой задачи [105, 106].  

Введение специальных “численных потоков” (операторы следа функции спе-

циального вида или lifting-операторы) позволяет вынести проблему согласования 
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решения и учёта краевых и интерфейсных условий на уровень вариационной фор-

мулировки.   

Предложен разрывный метод Галёркина был в 1973 году W.H. Reed и T.R. 

Hill для решения задачи переноса нейтронов, описываемого гиперболическим диф-

ференциальным уравнением [200]. 

Большой вклад в развитие вычислительных схем разрывного метода Галёр-

кина для решения дифференциальных уравнений второго порядка внесли работы I. 

Babuska, F. Bassi, F. Brezzi, S. Rebay, B. Cocburn, C. Baumann, J. Oden, C.-W. Shu, D. 

Arnold, D. Marini и др., см. [105, 106, 113, 118, 119, 131, 133, 134, 183, 209]. 

 Применение различных вычислительных схем разрывного метода Галёркина 

для моделирования процессов просачивания флюидов в пористых средах можно 

найти в работах M.F. Wheeller, B. Riviere, Y. Efendiev, R. Lazarov, Р.В. Жалнина, 

М.Е. Ладонкиной, В.Ф. Масягина, В.Ф. Тишкина и др., см. [31, 32, 147, 151, 154, 

202, 203, 229, 230, 231]. 

M.F. Wheeler является основателем известной научной школы в области флю-

идодинамики в пористых средах. Её подходы основаны на применении аппарата 

фазовых полей для связи двух уровней иерархии математических моделей, описы-

вающих течения в мелкопористой и крупнопористой среде, см. [229, 232].  

Исследования B. Riviere направлены на построение специальных вариацион-

ных формулировок, обеспечивающих связь физических полей разных уровней 

иерархии пористой среды. B. Riviere впервые был предложен метод слабого учёта 

интерфейсных условий Бивера-Джозефа-Саффмана при моделировании процессов 

просачивания однофазного флюида [202]. 

Среди отечественных научных школ по компьютерному моделированию 

процессов фильтрации необходимо отметить труды В.И. Васильева, М.В. Василь-

евой, В.Е. Борисова, Ю.М. Лаевского, Б.В. Критского, см. [15, 17, 18]. 

Для дискретизации системы уравнений Навье-Стокса различные вычисли-

тельные схемы разрывного метода Галёркина использованы в работах F. Bassi, S. 

Rebay, B. Riviere, P. Houston и др., см. [111, 132, 170, 203].  
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Важно отметить, что вычислительная схема DG-метода при использовании 

базисных функций первого порядка становится неустойчивой. Данная проблема 

частично может быть решена путём введения дополнительного стабилизирующего 

слагаемого в вариационную формулировку: симметричная и несимметричная по-

становка IP (Inner Penalty) [105], постановка Bassi [112, 134], постановка Brezzi 

[118]. 

Поскольку DG-метод позволяет определить решение задачи локально, то воз-

никает проблема резкого увеличения числа степеней свободы при повышении по-

рядка вычислительной схемы (p-refinement) или уточнении сетки (h-refinement), 

что отрицательно сказывается на скорости решения задачи [105]. 

Решение проблемы “взрывного” увеличения числа степеней свободы требует 

разработки специальных многоуровневых и многосеточных решателей при исполь-

зовании идеологии многомасштабных методов конечных элементов (MsFEM – 

Multiscale Finite Element Method) [109, 146, 153, 228]. Существуют две стратегии 

реализации многомасштабного метода. 

Первая идея заключается в разбиении расчётной области на подобласти (мак-

роэлементы), в которых строится локальное пространство функций формы, как ре-

шение исходной задачи со специальными краевыми условиями. При этом проце-

дура решения подзадач может быть реализована параллельно [147]. Построенные 

локальные пространства функций формы становятся конечноэлементным базисом 

для внешней макромасштабной задачи. Стоит отметить, что при такой реализации 

многомасштабные методы являются расширением известного метода суперэлемен-

тов, который был предложен Р.П. Федоренко и Л.Г. Страховской [80]. 

Вторая идея заключается в использовании комбинированной вариационной 

формулировки для разрывного метода Галёркина и классического МКЭ. Вычисли-

тельная схема DG-метода используется в подобластях, где решение меняется 

быстро или претерпевает разрыв. При этом непрерывная компонента определена 

всюду. Таким образом, решение определяется на прямой сумме двух подпро-

странств: разрывного и непрерывного [172]. 
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Применение многомасштабных конечноэлементных методов для компьютер-

ного моделирования процессов просачивания флюидов в пористых средах можно 

найти в работах M.F. Wheeler,  Y. Efendiev, R. Lazarov, см. [103, 106, 146 – 154]. 

Многомасштабный разрывный метод Галёркина был предложен в 1998 г. [156].  

В последнее время популярность завоёвывает виртуальный метод конечных 

элементов (VFEM – Virtual Finite element Method), который является обобщением 

МКЭ и позволяет использовать политопные сетки с висячими узлами и невыпук-

лыми элементами. Как отмечают авторы статей [124, 198], данный метод эффекти-

вен для моделирования течений в сложно построенных средах, поскольку позво-

ляет с высокой точностью учесть внутренние границы. В VFEM строятся специ-

альные операторы проектирования на виртуальное пространство и стабилизирую-

щие билинейные формы. При этом сами функции формы в явном виде не вычисля-

ются. Применение виртуальных элементов для решения задачи Cтокса можно 

найти в [114, 120].  

Существуют специальные методы для решения задач гидродинамики в обла-

стях с деформирующимися границами, которые позволяют не перестраивать ко-

нечноэлементные сетки. Идея расширенного метода конечных элементов (XFEM 

– eXtended Finite Element Method) основана на введении дополнительных степеней 

свободы вблизи зон деформации (поры, трещины или когезивные зоны) [207]. 

Стоит отметить, что технология XFEM для решения уравнений Навье-Стокса на 

сегодняшний день разработана для весьма ограниченного набора прикладных за-

дач.     

Для решения задачи Дарси со скалярным коэффициентом проницаемости 

применяется также гетерогенный метод конечных элементов (HFEM – Heteroge-

neous Finite Element Method). HFEM состоит из двух основных частей: общая мак-

роскопическая модель состояния, которая может быть построена на базе МКЭ или 

МКО, и ограниченная микроскопическая модель для оценки недостающих данных 

в макроскопической модели. Микроскопические и макроскопические модели свя-

заны операторами сжатия и расширения [126].  
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Для задачи Дарси разрывный метод Галёркина часто применяется со смешан-

ными вариационными формулировками. Смешанный метод конечных элементов 

(Mixed Finite Element Method) может быть реализован как конформным, так и 

неконформным, но всегда дуальным. Дуальность заключается во введении допол-

нительной переменной, которая может быть связана с неизвестными величинами 

через дифференциальный оператор. Применение смешанного метода конечных 

элементов для решения задачи фильтрации можно найти в работах [18, 19, 106, 119, 

141]. 

Из семейства смешанных конечноэлементных методов для системы уравне-

ний Навье-Стокса и задачи Дарси многими авторами выделяются гибридные ме-

тоды конечных элементов (Hybrid Finite Element Method). Идея гибридного метода 

заключается во введении в смешанный метод множителей Лагранжа и использова-

нии специального базиса для вектора скорости. Такая стратегия позволяет не учи-

тывать уравнение неразрывности и исключить переменную давления, тем самым 

уменьшить число степеней свободы [119, 125, 155]. 

Существуют альтернативные подходы, которые схожи с разрывным методом 

Галёркина. Для решения задач гидродинамики применяются методы семейства Do-

main Decomposition (DD) c Mortar или Trefftz-методом. Технология DD позволяет 

построить параллельную процедуру поиска решения в несогласованных подобла-

стях. Методы Mortar и Trefftz расширяют возможности классического МКЭ, допус-

кая разрывность решения на межэлементной границе [103, 230]. В этом наблюда-

ется родство с методом фиктивных областей в работе А.Н. Коновалова [49]. 

Для решения нестационарных задач разработаны специальные вычислитель-

ные схемы, которые могут быть интегрированы в вычислительные схемы DG-

метода. Для задач гидродинамики большой популярностью пользуются схемы DG-

метода с явными схемами Рунге-Кутты (RK-DG-схемы) [134], ADER-DG-схемы 

(схема произвольного порядка производных) с процедурами Коши-Ковалевской и 

Лакса-Вендроффа [185]. Хорошо зарекомендовали себя полунеявные проекцион-
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ные методы на базе разложения Гельмгольца вектора скорости в системе уравне-

ний Навье-Стокса. Описание различных вариантов проекционного метода Chorin-

Temam можно найти в [73] и [140]. 

 

Выводы по главе 

Микроскопическое поведения флюида в поровом пространстве описывается 

системой уравнений Навье-Стокса. Макроскопическое поведение фильтрационной 

системы подчиняется закону Дарси и описывается моделью однофазной фильтра-

ции. Промежуточная модель мезоскопического поведения процесса просачивания 

описывается системой уравнений Навье-Стокса-Дарси с интерфейсными услови-

ями Бивера-Джозефа-Саффмана. 

Для дискретизации математических моделей, описывающих процессы тече-

ния, фильтрации и просачивания жидкости будут использованы и исследованы вы-

числительные схемы классического метода конечных элементов, стабилизирован-

ного метода конечных элементов и разрывного метода Галёркина.  

Гомогенизация гетерогенной геологической среды связана с определением эф-

фективного тензора абсолютной проницаемости второго ранга. Для определения 

эффективного тензора проницаемости требуется решение обратной коэффициент-

ной задачи, что эквивалентно минимизации сглаживающего функционала Тихо-

нова. Минимизация сглаживающего функционала Тихонова будет выполнена на 

базе градиентного метода Флетчера-Ривса с ограниченным числом итераций и ло-

кального метода Ньютона для уточнения решения. 
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ГЛАВА 2 МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА 

ФИЛЬТРАЦИИ 
  

В главе приводятся вариационные формулировки метода конечных элементов 

для математических моделей процесса фильтрации в различных функциональных 

пространствах. Проанализированы результаты верификации вычислительных схем 

стабилизированного метода конечных элементов и разрывного метода Галёркина 

для решения уравнений Навье-Стокса, однофазной фильтрации и Навье-Стокса-

Дарси. Приводятся результаты моделирования ламинарных и вихревых течений не-

сжимаемой жидкости в кавернах (каналах), процесса просачивания однофазного 

несжимаемого флюида из каверны (канала) в пористую среду, результаты решения 

задачи вычисления эффективного тензора абсолютной проницаемости в зависимо-

сти внутренней структуры породы-коллектора.    
 

2.1 Функциональные пространства 

Пусть 
3R  – трёхмерная область с Липшиц-непрерывной границей  . Вве-

дём в 
3R  следующие гильбертовы пространства [135, 194] 

  
22 ψ ψL d



 
     

 
 , (2.1) 

     α 2ψ ψ , αmH D L m      , (2.2) 

       
3

2 2div, ,L L        H ψ ψ ψ , (2.3) 

       
3 3

2 2, ,L L            H curl ψ ψ ψ   (2.4) 

с соответствующими нормами [135] 
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H
ω ω ω ω ω ω H ,  (2.7) 

 
 

 
 

 
 

 2 2

2

,
, , , ,

L L 
      

H curl
ω ω ω ω ω ω H curl .  (2.8) 

При построении вычислительных схем МКЭ высоких порядков в векторных 

пространствах (2.2) – (2.4) используется комплекс De Rham [135, 212, 227] 

          
id 0

1 2, div, 0R H L
  

        H curl H .  (2.9) 
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Свойство конформности в пространстве Соболева  1 H  означает, что функ-

ция имеет непрерывный след на межэлементной границе [137, 138]. Для про-

странств H(div, Ω) и H(curl, Ω) свойство конформности означает непрерывность 

следа нормальной и тангенциальной компоненты векторной функции, соответ-

ственно. В пространстве  2L   свойство конформности не существует. 

Введём векторное пространство     
3

2 2

( ) , 1,3iL L i       ψ ψ  и рассмотрим 

декомпозицию (по теореме Ладыженской) [50], [140] 

         
3

2

0 0div,L        H J , (2.10) 

где  0 div,H  – множество дивергентно-свободных функций, которые на Липшиц-

непрерывной границе   имеют нулевой след нормальной компоненты [123] 

     
3

2

0 div, , 0 в , 0 на L           H v v v n ,  (2.11) 

ортогональное дополнение определяется в виде [140] 

       
3

2 1

0 , ,L p p H         J v v . (2.12) 

Разложение (2.10) используется при построении проекционных методов для 

решения системы уравнений Навье-Стокса.   

Рассмотрим в 
3R  разбиение  h   на непересекающиеся открытые мно-

жества Ωk такие, что 
 k h

k

  

  . Обозначим Г k

k

   множество всех границ, 

0Г Г \   – множество внутренних границ и пространство следов 

   
 

2T Г
k h

kL
  

  . Введём на множестве  h   конечномерные подпро-

странства  2hP L  ,  1hW H  ,  div,h  V H  

       2 :h

p hP q q L q P K K       , (2.13) 

       1 :h

p hW w w H w P K K       , (2.14) 

       3

div, :h

p hP K K        V w w H w , (2.15) 
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где  pP K  – локальное пространство полиномов степени не больше p, и принадле-

жащие им конечноэлементные интерполянты h hp P , ρh hW , 
h hv V  

 
1

,  
m

h h

i i i

i

p b q q P


  , 
1

ρ ,  
m

h h

i i i

i

c w w W


  , 
1

,  
n

h h

i i i

i

a


 v w w V . (2.16) 

Для устойчивости МКЭ-дискретизации конечномерные пространства должны 

удовлетворять диаграмме De Rahm на дискретном уровне [227]  

 

       1 2, div,

     h h h h

h h h h

H L

W E V P

   

  

  

      

   

  

H curl H

 , (2.17) 

где h  – оператор проектирования. 

 Отличие разрывного метода Галёркина от классического метода конечных 

элементов заключается в том, что конечноэлементный интерполянт может быть 

разрывным на межэлементной границе. При этом решение и степени свободы опре-

деляются локально на каждом конечном элементе разбиения  h  . В классиче-

ском методе конечных элементов базисная функция продолжается нулём за грани-

цей конечного элемента, и непрерывность конечноэлементного интерполянта обес-

печивается корректной “сшивкой” базисных функций.   

При построении вычислительных схем разрывного метода Галёркина для ре-

шения задачи фильтрации требуется введение в вариационную формулировку спе-

циальных операторов следа (теорема Соболева о следах) [123] 

    1 1/2γ : kH H   ,    1/2 2

k kH L   , (2.18) 

    1/2: div, k kH   
n
γ H ,    2 1/2

k kL H    .  (2.19) 

 В работе R. Temam [218] доказана теорема, которая позволяет определить 

нормальную компоненту векторной функции на k . Если nγ ψ  является сужением 

ψ n  на k , то  div, k  ψ H  и  1

kH    выполнено [218] 

  
 

 
   2 2 2, , ,γ

k k kL L L
  

  
     nψ ψ γ ψ ,  (2.20) 

где  
 2,

kL 
 – объёмный интеграл, 

 2,
kL 

 – поверхностный интеграл.  
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Для построения операторов следа на межэлементной границе (в литературе 

numerical fluxes – “численные потоки”) вводятся среднее   и скачок    [105] 
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Для функций   3 3[ ]   τ ,   3[ ]  v  и  p   на внешней границе   [105] 
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на внутренней границе 0Г : k n    между элементами k  и n [105] 
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где нижний индекс показывает принадлежность к i , n – внешняя нормаль. 

Структуры базисов пространств 1H  и  divH  представлены в следующем разделе. 
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2.2 Базисы конечноэлементных пространств 

Задача фильтрации рассматривается в трёхмерной постановке с разбиением 

расчётных областей на тетраэдральные сетки. Методы построения конечноэлемет-

ных базисов высоких порядков на симплициальных разбиениях можно найти в ра-

ботах [106, 212, 227, 238]. 

Рассмотрим тетраэдральный мастер-элемент Ωk на рисунке 2 в декартовой си-

стеме координат (ξ1 , ξ2 , ξ3).   

 

Рисунок 2 – Тетраэдральный мастер-элемент Ωk [212, с.86] 

Введём локальные аффинные барицентрические координаты на тетраэдре  

 
1 2 3 4( , , ) ,  1,4i i i i

i x y z x y z i         (2.21) 

такие, что каждая линейная функция  λ , 1,4i i   принимает значение 1 в вершине i 

с координатами ( , , )i i ix y z  и ноль в остальных вершинах тетраэдра [238]. 

Функции (2.21) образуют линейный базис пространства  1H  . Функции, ас-

социированные с вершинами тетраэдра, называются vertex-функциями [212].  

След vertex-функций является линейным на тех рёбрах и гранях, которым при-

надлежат ассоциированные с vertex-функциями вершины. 

Рассмотрим на мастер-элементе Ωk  полиномиальное пространство [212] 

       , , , : 1..4, : 1..6b s ei jk i j
k i js ep p p

W P P s P e i j          ,  (2.22) 

где  b kp
P   – ассоциированные с конечным элементом k  функции порядка 

pb (bubble-функции),  Si ip
P s  – ассоциированные с гранью is  функции порядка isp  
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(face-функции),  e j jp
P e  – ассоциированные с ребром 

je  функции порядка je
p  

(edge-функции). 

 Введём функции Лобатто, которые являются базисными функциями k-го по-

рядка для одномерного мастер-элемента [–1; 1], [212] 

          0 1 0 1 2

1 1
,  ,  ,  2

2 2
k k

x x
l x l x l l x l x x k 

 
    ,  (2.23) 

где функции ядра имеют вид (показаны до 2-го порядка) [212] 

        2

0 1 2

3 5 1 7
2 ,  2 ,  5 1  ...

2 2 2 2
x x x x x           (2.24) 

 Базисные edge-функци строятся так, чтобы их след на соответствующих рёб-

рах совпадал с поведением функций Лобатто и принимал нулевое значение на дру-

гих рёбрах. Пусть ребро ej лежит между вершинами 
1j

v  и 
2j

v , тогда edge-функция, 

ассоциированная с ребром ej, имеет вид [212] 

  
1 2 1 22λ λ λ λ ,  2j je e

k j j k j j k p      .  (2.25) 

 Face-функции имеют ненулевой след только на той грани, с которой они ас-

социируются. След face-функции совпадает с bubble-функцией на треугольнике. 

Пусть вершины 
1i

v , 
2i

v , 
3i

v  образуют грань Si, и индексы упорядочены i1 < i2 < i3. 

Тогда face-функция, ассоциированная с гранью Si,  имеет вид [212] 

    
1 2 1 2 3 1 2 1 2 1 3, 1 1λ λ λ λ λ λ λiS

n n i i i n i i n i i      ,  (2.26) 

где 
1 2 1 21 , ; 1iS

n n n n p    . 

Bubble-функции, которые ассоциированы только с конечным элементом и 

имеют нулевой след на всех гранях тетраэдра, образуют базис 4-го порядка [212] 

 
31 2

1 2 3 1 2 3 4, , λ λ λ λ
nn nb

n n n i i i i  , (2.27) 

где 
1 2 3 1 2 31 , , ; 1bn n n n n n p     . 

 Таблица 2 отражает структуру иерархического базиса конформного про-

странства  1H  . 
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Таблица 2 – Иерархический базис пространства  1H   

Тип функции Порядок Число функций формы Число носителей 

Vertex 1  1 4 

Edge 2je
p   1je

p   6 

Face 3iS
p     2 1 / 2i iS S

p p   4 

Bubble 4bp      3 2 1 / 6b b bp p p    1 
 

Из таблицы 2 следует условие минимума для конформного пространства 

 1H  : порядки базисных функций, ассоциированных с рёбрами, гранями и эле-

ментом должны быть упорядочены j i
e S bp p p  . Графическое изображение базис-

ных функций пространства  1H   показано в приложении А. 

Конформность пространства H(div,Ω) подразумевает непрерывность нормаль-

ной компоненты векторной функции на межэлементной границе, поэтому полино-

миальное пространство оснащено только face- и bubble-функциями [212] 

    
3 3

div in , on S
ik

Sb k i kp p
V P P

 
       
 
v v n ,  (2.28) 

где 
3

bp
P 
  

v  – bubble-функции порядка pb, 
3

iSp
P  
  

v n  – face-функции порядка iS
p  

на грани Si.  

Пусть вершины 
1i

v , 
2i

v , 
3i

v  образуют грань Si, и индексы упорядочены i1 < i2 < 

i3. Тогда внутреннюю нормированную нормаль к этой грани можно вычислить как 

 4

4

λ

λ

i

i

i





n . (2.29) 

Нормированные тангенциальные векторы, которые проходят через основания 

грани и противолежащую вершину, имеют вид 

 3 41 4 2 4

1 2 3

1 4 2 4 3 4

, , .
i i i

i ii i i i

v v v

i i i i i i

v vv v v v

v v v v v v

 
  

  
t t t   (2.30) 

Whitney-функции, след нормальной компоненты которых совпадает с поведе-

нием vertex-функций на рассматриваемой грани и имеет нулевое значение на дру-

гих гранях, строятся по формуле [212] 
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 3 31 1 2 2

1 2 3

0

λλ λ
i

v vv v v vS

v i v i v i

   
  

tt t

t n t n t n
. (2.31) 

Whitney-функции (2.31) образуют неполный векторный базис первого порядка 

пространства H(div,Ω). Для построения полного базиса первого порядка необхо-

димо добавить линейные face-функции для каждой грани [227] 

 3 32 2 1 1 1 1

2 1 1 3

,1 ,2

1 1

λλ λ λ
,  i i

v vv v v v v vS S

v i v i v i v i

    
   

tt t t

t n t n t n t n
. (2.32) 

 Face-функции более высокого порядка строятся с использованием полиномов 

Лежандра [212] 

          2 2

0 1 2 3

3 1 1
1,  ,  ,  5 3 ,...

2 2 2
L x L x x L x x L x x x         (2.33) 

Рассмотрим ориентированное ребро между вершинами тетраэдра v1 и v2. Ver-

tex-функция 
1 2

λ λv v
 имеет ненулевой след на двух гранях: рассматриваемой и одной 

смежной. Поэтому требуется процедура исключения нормальной компоненты век-

торной функции на смежной грани. Пусть ej является общим ребром между гра-

нями Si и SD. Для исключения нормальной компоненты на грани SD необходимо 

использовать следующий в локальной ориентации за ребром ej локальный единич-

ный тангенциальный вектор, лежащий в плоскости SD. Если 
4

λv
– вершина, которая 

НЕ лежит в плоскости Si, то вектор tD, проходящий через вершины  
2 4

λ λv v  будет 

искомым. 

Такая edge-based face-функция порядка iS
p  строится по формуле [212]  

  
1 2 2 1

,

2λ λ λ λ ,  2i ijS SD
k v v k v v

D i

e
L k p    



t

t n
. (2.34) 

 Также можно построить face-функции, которые имеют нулевой след нор-

мальной компоненты не только на смежных гранях, но и на прилежащих рёбрах, и 

совпадают с face-based bubble-функциями из пространства H(curl, Ω). Пусть вер-

шины 
1i

v , 
2i

v , 
3i

v  образуют грань Si, и индексы упорядочены i1 < i2 < i3, тогда genuine 

face-функция, ассоциированная с гранью Si, имеет вид [212] 
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1 2 1 2 3 1 2 1 2 1 3

,

, 1 1λ λ λ λ λ λ λ
Si

iS p

n n v v v n v v n v v iL L     n , (2.35) 

где 
1 2 1 21 , ; 1iS

n n n n p    . 

Для повышения аппроксимирующих свойств базисов вводят bubble-функции.  

Пусть ребро ej лежит между вершинами 
1i

v , 
2i

v  и имеет единичный тангенциальный 

вектор tj. Edge-based bubble-функции используются в базисах 2-го порядка и выше, 

выражаются формулой [212, 227] 

  
1 2 2 1

,

2λ λ λ λ ,  2jb b

k v v k v v j

e
L k p    t .  (2.36) 

Пусть вершины 
1i

v , 
2i

v , 
3i

v  образуют грань Si, и индексы упорядочены i1 < i2 < 

i3, тогда face-based bubble-функции, ассоциированные с гранью Si имеют вид [212] 

 
   

   
1 2 1 2 3 1 2 1 2 1 3 1 2

1 2 1 2 3 1 2 1 2 1 3 3 1

, ,1

, 1 1

, ,2

, 1 1

λ λ λ λ λ λ λ ,

λ λ λ λ λ λ λ ,

i

i

S b

n n v v v n v v n v v v v

S b

n n v v v n v v n v v v v

L L

L L





 

 

  

  

t

t
  (2.37) 

где 
1 2 1 21 , ; 1bn n n n p    .  

Отметим, что функции (2.37) совпадают с genuine face-функциями из кон-

формного пространства H(curl,Ω) и дополняют базисы 3-го порядка. 

Завершают ряд всех возможных функций пространства H(div,Ω) genuine bub-

ble-функции, которые вводятся для базисов 4-го порядка и выше [212] 

 31 2

1 2 3 1 2 3 4

,

, , λ λ λ λ
nn nb m

n n n i i i i m  ξ , (2.38) 

где 
1 2 3 1 2 31 , , ; 1bn n n n n n p     , mξ  – орт, соответствующий компоненте вектор-

ной функции. 

  Таблица 3 отражает структуру иерархического базиса конформного про-

странства  div,H . 

Таблица 3 – Иерархический базис пространства H(div,Ω) 

Тип функции Порядок Число функций формы Число носителей 

Whitney 1iS
p   1 4 

линейные 

face-функции 
1iS

p   2 4 

edge-based 

face-функции 
2iS

p    3 1iS
p   4 
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genuine face-

функции 
3bp     2 1 / 2i iS S

p p   4 

edge-based 

bubble 
2bp    6 1bp   1 

face-based 

bubble 
3bp     4 2 1b bp p   1 

genuine bubble 4bp      3 3 2 1 / 6b b bp p p    1 

 

Из таблицы 3 следует условие минимума для конформного пространства 

 div,H : порядки базисных функций, ассоциированных с гранями и элементом 

должны быть упорядочены iS bp p . Графическое изображение базисных функций 

пространства  div,H  показано в приложении А. 

 Конформность функционального пространства H(div,Ω) должна быть обес-

печена согласованием локальной и глобальной нумерации внутри конечного эле-

мента в порядке возрастания локальных номеров. Для неконформных методов дан-

ное правило может быть нарушено. Поэтому все введённые базисы можно исполь-

зовать для пространств  2L   и  
3

2L   . 

 

2.3 МКЭ-дискретизация микромасштабной модели фильтрации 

Пусть процесс вязкого течения несжимаемой жидкости протекает в каверне 

3R , с границей втекания Г1, границей вытекания Г2 и непроницаемой границей 

 1 2\ Г Г  . Жидкость в начальный момент времени находится в состоянии по-

коя. Боковая стенка  1 2\ Г Г   непроницаема, на границах Г1 и Г2 могут быть 

заданы скорость течения или давление. 

Математическая модель фильтрационной системы описывается системой 

уравнений Навье-Стокса для несжимаемой жидкости в поле силы тяжести [140] 

     ρ μ ρ  в 
T

p
t

 
          

 

v
v v v v g ,  (2.39) 

  div 0 в  v , (2.40) 

  на D
 v v , (2.41) 
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где ρ – плотность флюида (кг/м3), v – скорость течения флюида (м/с), p – динами-

ческое давление (Па), µ – динамическая вязкость флюида (Па‧с), g – ускорение сво-

бодного падения (м/с2), vD – функция, удовлетворяющая неоднородному условию 

Дирихле и принимающая нулевое значение в области Ω. 

Для единственного решения задачи (2.39) – (2.41) требуется выполнение усло-

вия для давления [140, 158] 

 0pd


  .  (2.42) 

 Начальные условия, соответствующие положению жидкости в состоянии по-

коя, имеют вид 

 
0t
v 0 ,  (2.43) 

на непроницаемой боковой поверхности каверны условие непротекания жидкости 

формулируются для нормальной компоненты скорости 

 
1S

0 v n ,  (2.44) 

где n – вектор внешней нормали,  1 1 2S \ Г Г    – непроницаемая стенка. 

 На границе втекания Г1 задана нормальная компонента скорости течения 

 
1

0Г
v v n , (2.45) 

на границе вытекания Г2 заданы однородные условия для нормальной компоненты 

тензора напряжений 

     
2 2

2

Г Г
Г

 μ
T

p          σ n I n v v n t 0 .  (2.46) 

Если задано условие Неймана (2.46), то условие разрешимости (2.42) не тре-

буется, поскольку поле давление определяется однозначно [50]. Приближённым 

решением задачи (2.39) – (2.41) называется пара  ,h h

D pv v . 
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2.3.1 Вариационная формулировка МКЭ для системы уравнений 

Навье-Стокса для несжимаемой жидкости 

Умножим скалярно уравнения (2.39) и (2.40) на тестовые функции из про-

странств V и P, соответственно,  

      ρ μ ρ
T

t p d d
 

             
   v v v v v w g w ,  (2.47) 

 0q


  v   (2.48) 

и применим формулы интегрирования по частям [238] 

 

     

  

μ μ :

μ ,

T T

T

d d

dS

 



             

     

 



v v w v v w

v v n w

  (2.49) 

    qd q d q dS
  

          v v I n v . (2.50) 

Дискретная вариационная формулировка задачи Навье-Стокса на  h   

имеет вид: найти такие  0,Th h v V ,  0,Th hp P  , что 
h h w V  и h hq P  [140] 

 
         

 
2Г

, ; , , , , ,

, 0,

h h h h h h h h h

h h

a c b p

b q


   

 

w v v w v w w F w t

v
  (2.51) 

    , ρ μ :

K K

h h h h h T h h

t K K

K

a d d
 

         w v v w v v w ,  (2.52) 

    ; , ρ

K

h h h h h h

K

K

c d


    v w v v v w ,  (2.53) 

  ,

K

h h h h

K

K

b q q d


    v v ,  (2.54) 

  , ρ

K

h h

K

K

d




   w F g w , (2.55) 

  
2

2Г
Г

, ,  Г Г

K

h h

K

K

dS   w t t w . (2.56) 
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Систему (2.51) можно трактовать как задачу о седловой точке [140] 

 
0 0T p

    
    

    

B P v F

P
,  (2.57) 

где / t   B M A C , M – матрица массы, A – матрица жёсткости, C – матрица 

конвекции, P – блок, отвечающий за дивергентное ограничение (2.40). 

Элементы локальных матриц для  k h    имеют вид: h ψ V , 
hP   

      ( )ρ / μ : ρ
k

k

h h T h h h h

i j j i j i kij
t d



          B v ψ ψ ψ ψ v ψ ψ ,  (2.58) 

   k

k

h h

j i kij
d





    P ψ ,  (2.59) 

    ( 1)

2

Г

ρ / ,  Г Г
k

k K

h h

i k i Ki
K

t d dS 



        F g v ψ t ψ ,  (2.60) 

где 
( )

v  и 
( 1) 

v  определяются схемой аппроксимации по времени, v  определяется 

методом линеаризации конвективного слагаемого.  

Существует достаточно много итерационных методов, позволяющих разде-

лить поле давления и поле скоростей в системе (2.57). Например, метод Удзавы 

(предложен Brezzi и Fortin в 1991 году [119]), Эрроу-Гурвица [73], метод штраф-

ного параметра [140]. Однако необходимо обсудить вопрос о разрешимости си-

стемы (2.57) в общем случае. 

Матрица СЛАУ (2.57) является несингулярной, если подматрица дивергент-

ного оператора P имеет вырожденное ядро [140] 

    ker 0 0p p  P P ,  (2.61) 

где  dim p m  – размерность множества степеней свободы для поля давления. 

Свойство (2.61) накладывает ограничение на выбор конечноэлементных под-

пространств для аппроксимации поля давления и поля скоростей. Конечноэлемент-

ные интерполянты должны удовлетворять условию Ладыженской-Бабушки-

Брецци [140], иначе матрица дивергентного оператора PT имеет неполный ранг. 
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2.3.2 Условие Ладыженской-Бабушки-Брецци    

Пусть  dim nv  – размерность множества степеней свободы для поля ско-

ростей. Тогда подматрица P  имеет ранг n, а подматрица 
T

P  имеет ранг m. В этом 

случае система (2.57) совместна, если m < n. Для существования стабильного и 

единственного конечноэлементного решения задачи (2.39) – (2.46) должно выпол-

няться ЛББ условие [50, 119]  

 
 

0 1

,
inf sup α 0
h h

h h

h h

h hp P

p

p 

 
 

v V

v

v
,  (2.62) 

где α не зависит от размерности конечноэлементной сетки. 

В следующем разделе представлены два семейства элементов, которые удо-

влетворяют ЛББ условию.  

2.3.3 Элементы, удовлетворяющие ЛББ условию 

Рассмотрим два семейства элементов: Taylor-Hood и Crouzeix-Raviart.  

Элементы Taylor-Hood имеют общую формулу 
1k kV P  , где k – порядок ба-

зисных функций. Конечноэлементный интерполянт векторного поля скоростей ап-

проксимируется базисом, порядок которого на единицу больше, чем для скаляр-

ного поля давления. Элементы Taylor-Hood имеют порядок аппроксимации  1kO h 
 

[140]. 

 Элементы Crouzeix-Raviart оснащены разрывным базисом первого порядка 

для поля давления и базисом второго порядка с дополнительными bubble-

функциями для аппроксимации векторного поля скоростей. Элементы Crouzeix-

Raviart имеют порядок аппроксимации  2O h  [140].  

Применение элементов с базисами первого порядка для скорости и давления 

возможно при использовании стабилизированных МКЭ или разрывного метода Га-

лёркина [140].  
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2.3.4 Вариационная формулировка стабилизированного МКЭ для 

системы уравнений Навье-Стокса для несжимаемой жидкости 

Введём следующее обозначение для невязки уравнения движения [140] 

       ρ μ ρh h h h h T h h

tR p        v v v v v v g .  (2.63) 

В стабилизированных вычислительных схемах метода конечных элементов в 

вариационную формулировку вводятся дополнительные слагаемые со специально 

построенным пространством тестовых функций, которые, согласно методу Галёр-

кина, должны быть ортогональны невязке (2.63). Для системы уравнений Навье-

Стокса используются три пространства тестовых функций, которые обеспечивают 

устойчивость МКЭ-дискретизации [219]: streamline-upwind / Petrov-Galerkin 

(SUPG-формулировка) для слагаемого  v v , pressure stabilizing / Petrov-Galerkin 

(PSPG-формулировка) для слагаемого p  и least-squares on incompressibility con-

stant (LSIC-формулировка) для уравнения неразрывности 0 v . 

Согласно работе T. Tezduyar и Y. Osawa [219], стабилизированная вариацион-

ная формулировка для системы уравнений Навье-Стокса имеет вид: найти такие 

 0,Th h v V ,  0,Th hp P  , что 
h h w V  и h hq P  

 

       

           
2Г

, ; , , ,

; , , , , , ,

h h h h h h h h h

h h h h h h h h h h

a c b p b q

d R p q R s


   

    

w v v w v w v

v w v v w v w F w t
  (2.64) 

    , ρ μ :

K K

h h h h h T h h

t K K

K

a d d
 

         w v v w v v w ,  (2.65) 

    ; , ρ

K

h h h h h h

K

K

c d


    v w v v v w ,  (2.66) 

  ,

K

h h h h

K

K

b p p d


    w w ,  (2.67) 

  , ρ

K

h h

K

K

d




   w F g w , (2.68) 

  
2

2

Г
Г Г Г

,
K K

h hdS


  w t t w , (2.69) 

     SUPG; ,

K

h h h h h h

K

K

d R R d


    v w v v w v ,  (2.70) 
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     PSPG

1
,

ρ
K

h h h h

K

K

p q R q R d


    v v ,  (2.71) 

   LSIC,

K

h h h h

K

K

s d


     w v w v . (2.72) 

 Параметр стабилизации τSUPG вычисляется локально по формуле [219] 

  
1/3

3 3 3

SUPG 1 2 3τ   


     ,  (2.73) 

 

   
1

h h h

h h h h

d

d

 



  



   





v v w

v w v v

, 

 

 
2

2

h h h

h h h

t

d
t

d

 



  




  





v v w

v w v

,  

   

 
3 Re

h h h h

h h h

t

d

d

 



   



  





v w v v

v w v

, 

где t  – шаг дискретизации по времени, Re – число Рейнольдса.  

В формуле (2.73) величина vh используется с предыдущего слоя по времени 

или с предыдущей итерации по нелинейности. Вместо громоздких вычислений 

норм матриц, иногда используют одномерные оценки для компонент параметра 

τSUPG  [219] 

 1
2 h

d
 

v
, 2

2

t



 , 

2

3

ρ

4μ h

d
 

v
. (2.74) 

Параметры стабилизации τPSPG и τLSIC используются для уравнения Стокса и 

для каждого конечного элемента  k h    вычисляются локально [219] 

  
1/3

3 3 3

PSPG 4 5 6τ   


     ,  (2.75) 

 
4

h h

h h h

q d

p d

 



 



  





v

v w

, 

 
5

2

h h h

h h

t

d
t

q d

 



  




  





v v w

v

, 
6 4 Re  , 

 LSICτ / 2h d v ,  (2.76) 

где d – характерный размер конечного элемента (наибольшее ребро).   
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2.3.5 Вариационная формулировка разрывного метода Галёркина 

для системы уравнений Навье-Стокса для несжимаемой жидкости 

DG-дискретизации системы уравнений Навье-Стокса различаются выбором 

“численных потоков” для аппроксимации решения на межэлементной границе. 

Чаще в литературе встречаются локальный разрывный метод Галёркина LDG 

(Local Discontinuous Galerkin) и IP-DG-метод (Inner Penalty).   

LDG-метод был предложен B. Cockburn в работе [132] и основан на введении 

дополнительной дуальной переменной μ τ v . Решением задачи Навье-Стокса 

является тройка  , , pτ v . В LDG-методе число степеней свободы всегда больше, 

чем в классическом смешанном DG-методе. Для устойчивости вычислительной 

схемы вводятся дополнительные стабилизирующие параметры, выбор которых при 

решении прикладных задач не тривиален. 

Предлагается альтернативный метод, который расширяет идеи работы [170] о 

“почленной” дискретизация системы равнений Навье-Стокса.   

Для тетраэдра  k h    рассмотрим скалярные произведения слагаемых с 

градиентом давления и линеаризованным конвективным членом на тестовую функ-

цию w V . Воспользуемся формулами интегрирования по частям и запишем 

 

k k k

p d p d p dS
  

         w w n w ,  w V , (2.77) 

     ρ ρ : ρ

k k k

d d dS
  

             a v w w a v a v n w , w V ,  (2.78) 

где функции p  и v  являются неоднозначными на межэлементной границе. Сумми-

рование по всем ориентированным граням даёт следующий результат 

  
Гk

k

p dS p dS


   n w w ,  (2.79) 

      
Г

ρ ρ :  

k
k

dS dS


      a v n w a v w . (2.80) 

Если давление является непрерывной функцией, а для скорости используется 

противопотоковая дискретизация (upwind-дискретизация), то [203] 

  p p ,   v v n  на Гk  . (2.81) 
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После суммирования по всем тетраэдрам можно записать 

   
Гk K K

k K

k K K

p d p d p dS
 

           w w w ,  (2.82) 

       
Г

ρ : ρ ρ

k K K

k K

k K K

d d dS
 

                w a v w a v w a v n . (2.83) 

Для вязкого слагаемого используется вариационная DG-формулировка для 

уравнений второго порядка, вывод которой показан в [105, 106]. 

Дискретная IP-DG-формулировка разрывного метода Галёркина для системы 

уравнений Навье-Стокса для несжимаемой жидкости имеет вид: найти такие 

 0,Th h v V ,  0,Th hp P  , что 
h h w V  и h hq P  

 
       

   

, ; , , , ,

, , 0,

h h h h h h h h

h h h h

a c b p

b q d q p

  

  

w v v w v w w F

v
  (2.84) 
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a d d

dS

 



        

                      

  

 

w v v w v v w
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  (2.85) 

      ; , ρ ρ  

K K

h h h h h h

K

K K

c d dS
 

                 a w v w a v w a v n ,  (2.86) 

    ,

K K

h h h h h h

K

K K

b q q d q dS
 

          v v v ,  (2.87)

     

     
2 1Г Г

, ρ λ μ :

: ρ .

M NK M N

h h h h T h

K D

K

DG h h

D D

d dS

dS

     

         

      

    w F g w t w w w v n

v n w n w n a v

 (2.88) 

   0, ,  Г

K

h h DG h h

K

K

d q p q p


             (2.89) 

 При λ 1   формулировка называется несимметричной NIPG 

(Nonsymmetrical Inner Penalty Galerkin), на параметр стабилизации накладывается 

условие τDG > 1, при λ 1  – симметричной SIPG (Symmetrical Inner Penalty Galerkin), 

на параметр стабилизации накладывается условие τDG >> 1 [202].  
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2.3.6 Линеаризация системы уравнений Навье-Стокса 

Точность решения задачи Навье-Стокса зависит от метода линеаризации кон-

вективного слагаемого  v v . Рассмотрим трилинейную форму 

     ; , ,c  a w v a v w , (2.90) 

где   a v v . 

Представим скорость v в виде 

 
0 δ v v v ,  (2.91) 

где v0 – начальное приближение, δv – коррекция. 

 Наиболее простым методом линеаризации с точки зрения реализации явля-

ется метод итераций Пикара (или метод простой итерации) [179] 

Алгоритм 1 – Метод итераций Пикара для нелинейной системы уравнений Навье-Стокса 

1: выбрать начальное приближение 0
v  и точность ε; 

2: for : 0k  , 1, 2… do 

3: найти решение системы (2.57) для   1; ,k kc 
a v w v ; 

4: if   v  then 

5: Stop. 

6: else  1 1: 1k k k    v v v , где 0 < ω < 1 – параметр релаксации (обычно ω = 0.5) 

7: end for. 

 

 Как отмечается в работе [179], метод простой итерации неэффективен при 

решении задачи Навье-Стокса с превалирующей конвекцией. Поэтому для линеа-

ризации используется более эффективный метод Ньютона. 

 В окрестности начального приближения v0 можно использовать разложение 

в ряд Тейлора и представить  a v  в виде  

        
0

0 0

T


     

v v
a v a v a v v a v v ,  (2.92) 

здесь    
0

0

, , , ,T

x y z

x y z

v v v
v v v



   
        

v v

v v

a v I .  

Ниже приведён алгоритм метода Ньютона (или Ньютона-Рафсона)  [179] 
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Алгоритм 2 – Метод Ньютона для нелинейной системы уравнений Навье-Стокса 

1: выбрать начальное приближение v0 и точность ε; 

2: for : 0k  , 2, 3… do 

3: найти решение относительно коррекции при условии, что 0  v v v ; 

4: if   v  then 

5: Stop. 

6: else 
1 :k k   v v v , где 0 < ω < 1 – damping-параметр 

7: end for. 
 

Вариационная формулировка для задачи Навье-Стокса относительно коррек-

ции принимает вид: найти такие  0,Th h  v V ,  0,Th hp P  , что 
h h w V  и 

h hq P  

1. классический МКЭ, используются формулы (2.52) – (2.56): 

       

           
2

0 0

0 0 0 0

Г

, ; , ; , ,

, , , ; , , , ,

h h h h h h h h

h h h h h h h h

a c c b q

a c b q b q

   




   

     

w v v w v v w v v

w F w t w v v w v v v
  (2.93) 

2. стабилизированный МКЭ, используются формулы (2.65) – (2.72): 
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w v v w v v w v w v

v w v v w v v

w v w F w t w v v w v

v v w v v w v

  (2.94) 

3. разрывный метод Галёркина, используются формулы (2.85) – (2.89):  

 
         

       

0 0

0 0 0 0

, ; , ; , , ,

, , ; , , .

h h h h h h h h h h

h h h h

a c c b p b q

a c b q

       

   

w v v w v v w v w v

w F w v v w v v
  (2.95) 

Краевые условия (2.45) и (2.46) при этом модифицируются 

 
       

1 1

2 2

1 0

0 0

Г Г

Г Г
,

μ μ .
TT

v

p



 

   

             

v n v n

I n v v n t t v v n
  (2.96) 

Для нестационарных задач приближение v0 выбирается в соответствии с 

начальным условием. 
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2.3.7 Проекционный метод Chorin-Temam 

Существуют два семейства методов дискретизации системы уравнений Навье-

Стокса по времени: явные и неявные.  

Неявные методы в отличие от явных в большинстве своём являются устойчи-

выми [181]. Поэтому неявные методы незаменимы при дискретизации жёстких си-

стем уравнений Навье-Стокса в условиях низкой вязкости флюида. Двухслойная 

неявная схема для производной имеет вид 

 
1j j

t
t

 




v v
v ,  (2.97) 

где j – слой по времени, t  – шаг по времени. 

 При использовании схемы (2.97) на каждом шаге по времени решается 

СЛАУ, в матрицу которой вносится вклад 1ρ  /j td



   M v w , а в правую часть 

ρ  /j j td


   Mv v w , где М – матрица массы. Дополнительно на каждом времен-

ном слое выполняются итерации по нелинейности, поэтому применение неявных 

схем является весьма ресурсозатратным.  

Применять явные методы к системе уравнений Навье-Стокса непосредственно 

невозможно [140]. Поэтому для нестационарных уравнений Навье-Стокса исполь-

зуются полунеявные методы и разложение (2.10): 0 p v v , где  0 0 div, v H , 

 1p H  . 

Проекционный метод Chorin-Temam на базе физического расщепления со-

стоит из двух этапов. На первом этапе диссипативное и конвективное слагаемые в 

уравнении движения интегрируется неявно с применением вычислительных схем 

стабилизированного метода конечных элементов или разрывного метода Галёр-

кина. На втором этапе давление и дивергентное ограничение интегрируются по 

времени явно. Алгоритм применения разрывного метода Галёркина и проекцион-

ной процедуры Chorin-Temam реализован впервые. 

Алгоритм проекционного метода Chorin-Temam имеет вид [140]. 
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Алгоритм 3 – Метод Chorin-Temam (физическое расщепление) 

1: v0 – начальное условие для скорости; 

2: for : 0k  , 1, 2, 3… do 

3: найти 
1

0

k
v  из 

    
1

1 1 10
0 0 0

1

0

ρ ρ μ ρ ,

,

k k
T

k k k k

k

D

t


  





 
      


 


v v
v v v v g

v v

 

4: 

найти 1k
v  и 

1kp 
 из 

1 1
10

1 1

ρ 0,

0,  ,

k k
k

k k

D

p
t

 


 

 
 


    

v v

v n v n v

 

1 1

0

k k v v ,  1 1

0

k kt p     I v , где   – ортогональный проекционный оператор, 

5: end for. 

  

Решение уравнения на шаге 3 в алгоритме 3 целесообразно построить на базе 

разрывного метода Галёркина или стабилизированных схем МКЭ, поскольку опе-

ратор уравнения несамосопряжённый, а система является жёсткой при µ < ρ. Для 

уравнения на шаге 4 можно использовать разрывный метод Галёркина, поэтому в 

матричной форме имеем [140] 

 
1 1

0

1

/ /

0 0

k k

T k

t t

p

 



     
    

    

M P v Mv

P
,  (2.98) 

 где M – матрица массы, P – блок, отвечающий за дивергентное ограничение. 

 Поскольку матрица массы М всегда положительно определена и не вырож-

дена, то [140] 

 
 1 1 1

0

1 1 1

0

1
,

.

T k T k

k k k

p
t

t p

  

  




  

P M P P v

Mv Mv P

  (2.99) 

Условие устойчивости явных методов определяется критерием Куранта-Фри-

дрихса-Леви [218] 

 
kt Cd  ,  (2.100) 

где С – константа, d – размер конечного элемента, k – порядок базиса для скорости. 

Процедура обращения матрицы массы M не является ресурсозатратной, по-

скольку базис пространства H(div) построен при использовании полиномов Ле-

жандра, которые обеспечивают диагональный вид матрицы массы. 
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2.3.8 Метод алгебраического расщепления 

Алгебраическое расщепление ориентировано на блочную структуру матрицы 

СЛАУ специального вида 

 
1

10 0

k

T kp





    
    

    

B P Fv

P
,  (2.101) 

где 
1

t
  


B M A C , M – матрица массы, A – матрица жёсткости, C – матрица 

конвекции, P – блок, отвечающий за дивергентное ограничение (2.40). 

Систему (2.101) можно записать в алгебраической форме [140] 

 
 1 1 1

1 1

,

,

T k T

k k

p

p

  

 



 

P B P P B F

Bv F P
  (2.102) 

   
1

1 1 1: t t


      B I M K C M .  (2.103) 

Для матрицы СЛАУ (2.101) существует неполное LU-разложение вида [205] 

 
 

1
2

1
2 1

0

0 0
T TT T T

L U





      
              

B BH PB P B I B P

P P H H PP P P B P I
,  (2.104) 

где в зависимости от аппроксимации 
1

B  можно построить разные схемы алгебра-

ического расщепления, H1 – аппроксимация 
1

B  в нижнем блоке, а H2 – аппрокси-

мация 
1

B  в верхнем блоке.  

 Для выполнения закона сохранения массы, необходимо выбрать 1 2 H H H  

и в первом приближении 1t  H M . Для сжимаемых течений 1 2H H  [140]. 

Алгоритм 4 – Проекционный метод (алгебраическое расщепление) 

1: v0 – начальное условие для скорости;  

2: for : 0k  , 2, 3… do  

3: найти 
1

0

k
v     из 

1

0

k Bv F , 

найти 
1

0

kp 
 из 

1 1

0 1 0 0T k T kp  P v P H P , 
L-шаг 

4:             
1 1

0 k kp p I , 

найти 
1k

v     из 
1 1 1

2 0

k k kp   v H P v , 
U-шаг 

5: end for.  
 

При 1 2H H  алгоритм алгебраического расщепления и метод Chorin-Temam 

для СЛАУ (2.101) совпадают.  
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2.3.9 Верификация вычислительных схем МКЭ-дискретизации 

микромасштабной модели фильтрации 

Для верификации вычислительных схем рассмотрим следующую систему 

уравнений Навье-Стокса [181] 

 
 

 

1
,

Re

div 0,

p
t


      





v
v v v F

v

  (2.105) 

с начальными и краевыми условиями 

 
0 0

,  D Dt t  
 v v v v ,  (2.106) 

где    1 cos 2 , sin 2 , 0
2

T

Cx Cx

D

C
e y t e y t 



 
    
 

v . 

Давление вычисляется по формуле [181] 

 
21

δ
2

Cxp e   ,  (2.107) 

где 2 2Re/ 2 Re / 4 4С    , параметр δ  выбирается таким, что 0pd   (см. 

таблицу 4). 

Таблица 4 – Зависимость параметра течения C от параметра Re 

Re 10 100 1000 

C – 3.029845345 – 0.39323780 – 0.0394768 

 

Расчётная область – параллелепипед      0.5;1.5 0.5;1 0.5;1     . Триангуля-

ция показана на рисунке 3: сетка содержит 729 вершин, 4184 ребра со средней дли-

ной 0.2d  , 6528 граней, 3072 тетраэдра.  

Аналитическое решение задачи (2.105) – (2.106) при Re = 10 в момент времени 

t = 0 изображено на рисунке 4. 

Для решения задачи (2.105) – (2.106) используются классический метод конеч-

ных элементов, стабилизированный метод конечных элементов (SFEM – Stabilized 

Finite Element Method), разрывный метод Галёркина в симметричной и несиммет-

ричной постановках (NIPG и SIPG – Nonsymmetrical / Symmetrical IP-DG). 
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Рисунок 3 – Расчётная область и сетка 

 
Рисунок 4 – Аналитическое решение задачи при Re = 10 и t = 0: давление (а), x-

компонениа скорости (б), y-компонениа скорости (в), модуль скорости (г),   

 Конечные элементы – тетраэдры, оснащённые базисом первого порядка про-

странства H1 для поля давления и полными базисами от первого до второго порядка 

пространства Hdiv для вектора скорости.  

Для решения СЛАУ используется комбинированный решатель на базе мето-

дов бисопряжённых градиентов (BiCG – Biconjugate Gradient Method) и GMRES(5) 

(GMRES – Generalized Minimal Residual Method). Итерации метода GMRES подав-

ляют медленно осциллирующую компоненту вектора невязки, итерации метода 
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BiCG подавляют быстро осциллирующую компоненту. Чередование итераций раз-

ных методов позволяет построить эффективный алгоритм решения СЛАУ с несим-

метричной матрицей. Порог точности для останова алгоритмов 
12ε 10 . Идея при-

менения комбинированных решателей на подпространствах Крылова принадлежит 

профессору, д.т.н. Э.П. Шуриной.  

Для линеаризации уравнений Навье-Стокса используются методы Пикара 

(Picard) и Ньютона (Newton). Порог точности для останова итерационного процесса 

по нелинейности 
5ε 10 . 

Нестационарная задача рассматривается в отрезке [0, 1] с шагом 0.1t  . Для 

классического МКЭ используется алгебраическое расщепление матрицы СЛАУ, 

для стабилизированного МКЭ и DG-метода – неявная двухслойная схема Эйлера с 

линеаризацией конвективного члена. В проекционном методе Chorin-Temam ис-

пользуется разрывный метод Галёркина. 

Относительные погрешности для скорости и давления, полученных численно 

разными методами, определяются в норме пространства L2 

 
 

 

 

 

2 2

2 2

100%,  100%

h h

L L

p

L L

p p

p

 

 

 
   

V

v v

v
,  (2.108) 

где (vh, ph) – численное решение, (v, p) – аналитическое решение.  

 Параметр стабилизации в разрывном методе Галёркина τDG влияет не только 

на точность решения задачи, но и на число обусловленности матрицы СЛАУ. Для 

построения графиков зависимости числа обусловленности от параметра стабилиза-

ции применим формулу для вычисления числа обусловленности 

   1 rσ / σCond A , (2.109) 

где σ1 – наибольшее сингулярное число, σr – наименьшее, отличное от нуля, сингу-

лярное число матрицы А. Алгоритм сингулярного разложения матриц (SVD) на 

базе ортогональных преобразований описан в [226].  

Общее число степеней свободы в таблицах будет обозначаться аббревиату-

рой DOF (Degrees of Freedom). DOF совпадает с числом неизвестных в СЛАУ. 
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Таблица 5 – Результаты: Re = 100, полный базис первого порядка пространства Hdiv для скорости 

и первого порядка пространства H1 для давления 
 

метод 
DOF погрешность 

 2L 
  v  итерации время, с 

v p 
V ,% p ,% 

Классический МКЭ + ал-

гебраическое расщепление 
19584 729 Базисы не удовлетворяют ЛББ условию 

SFEM + неявная схема 

+ Picard 
19584 729 

8.3 9.5 8.51E – 7 26 10.2 

SFEM + неявная схема 

+ Newton 
6.3 5.2 7.62E – 7 5 2.3 

NIPG + неявная схема 

+ Picard 

36864 12288 

8.3 9.5 8.65E – 7 31 32.2 

NIPG + неявная схема 

+ Newton 
6.3 5.2 7.91E – 7 5 4.7 

Chorin-Temam Method 8.1 9.7 8.18E – 7 – 2.6 

 
 Таблица 6 – Результаты: Re = 100, базис второго порядка пространства Hdiv для скорости и пер-

вого порядка пространства H1 для давления (элементы Taylor-Hood) 
 

метод 
DOF погрешность 

 2L 
  v  итерации время, с 

v p 
V ,% p ,% 

Классический МКЭ + ал-

гебраическое расщепление 
23768 729 6.3 8.5 4.68E – 8 – 2.8 

SFEM + неявная 

схема + Picard 
23768 729 

6.6 8.5 7.34E – 8 29 12.2 

SFEM + неявная 

схема + Newton 
5.0 4.4 4.34E – 8 5 2.8 

NIPG + неявная схема 

+ Picard 

55296 12288 

6.6 8.5 8.21E – 8 32 39.0 

NIPG + неявная схема 

+ Newton 
5.0 4.4 5.89E – 8 5 5.6 

Chorin-Temam Method 6.3 8.5 4.68E – 8 – 3.2 

 
Таблица 7 – Результаты: Re = 100, базис второго порядка пространства Hdiv для скорости и пер-

вого порядка пространства H1 для давления (элементы Crouzeix-Raviart) 
 

метод 
DOF погрешность 

 2L 
  v  итерации время, с 

v p 
V ,% p ,% 

Классический МКЭ + ал-

гебраическое расщепление 
27952 729 5.9 7.6 2.13E – 8 – 3.5 

SFEM + неявная 

схема + Picard 
27952 729 

6.3 7.7 5.98E – 9 31 16.6 

SFEM + неявная 

схема + Newton 
4.7 3.9 1.02E – 9 5 3.4 

NIPG + неявная схема 

+ Picard 

73728 12288 

6.3 7.7 9.31E – 9 34 50.7 

NIPG + неявная схема 

+ Newton 
4.7 3.9 3.91E – 9 5 7.3 

Chorin-Temam Method 5.9 7.6 2.13E – 8 – 3.9 
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Таблица 8 – Результаты: Re = 2500, полный базис первого порядка пространства Hdiv для скорости 

и первого порядка пространства H1 для давления 
 

метод 
DOF погрешность 

 2L 
  v  итерации время, с 

v p 
V ,% p ,% 

Классический МКЭ + ал-

гебраическое расщепление 
19584 729 Базисы не удовлетворяют ЛББ условию 

SFEM + неявная схема 

+ Picard 
19584 729 

Аварийный выход: стагнация по нелинейности 

SFEM + неявная схема 

+ Newton 
6.3 5.2 7.62E – 7 5 2.3 

NIPG + неявная схема 

+ Picard 

36864 12288 

Аварийный выход: стагнация по нелинейности 

NIPG + неявная схема 

+ Newton 
6.3 5.2 7.91E – 7 5 4.7 

Chorin-Temam Method 8.1 9.7 8.18E – 7 – 2.6 

 
 Таблица 9 – Результаты: Re = 2500, базис второго порядка пространства Hdiv для скорости и пер-

вого порядка пространства H1 для давления (элементы Taylor-Hood) 
 

метод 
DOF погрешность 

 2L 
  v  итерации время, с 

v p 
V ,% p ,% 

Классический МКЭ + ал-

гебраическое расщепление 
23768 729 Аварийный выход по максимальному числу итераций 

SFEM + неявная 

схема + Picard 
23768 729 

Аварийный выход: стагнация по нелинейности 

SFEM + неявная 

схема + Newton 
5.0 4.4 4.34E – 8 5 2.8 

NIPG + неявная схема 

+ Picard 

55296 12288 

Аварийный выход: стагнация по нелинейности 

NIPG + неявная схема 

+ Newton 
5.0 4.4 5.89E – 8 5 5.6 

Chorin-Temam Method 6.3 8.5 4.68E – 8 – 3.2 

 
Таблица 10 – Результаты: Re = 2500, базис второго порядка пространства Hdiv для скорости и 

первого порядка пространства H1 для давления (элементы Crouzeix-Raviart) 
 

метод 
DOF погрешность 

 2L 
  v  итерации время, с 

v p 
V ,% p ,% 

Классический МКЭ + ал-

гебраическое расщепление 
27952 729 Аварийный выход по максимальному числу итераций 

SFEM + неявная 

схема + Picard 
27952 729 

Аварийный выход: стагнация по нелинейности 

SFEM + неявная 

схема + Newton 
4.7 3.9 1.02E – 9 5 3.4 

NIPG + неявная схема 

+ Picard 

73728 12288 

Аварийный выход: стагнация по нелинейности 

NIPG + неявная схема 

+ Newton 
4.7 3.9 3.91E – 9 5 7.3 

Chorin-Temam Method 5.9 7.6 2.13E – 8 – 3.9 
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Вычислительные эксперименты проводились для трёх типов конечных эле-

ментов: с базисами первого порядка для вектора скорости и давления, Taylor-Hood 

и Crouzeix-Raviart. Элементы Taylor-Hood выбраны с базисами первого порядка для 

поля давления и второго порядка (до edge-based-face-функций) для вектора скоро-

сти. Элементы Crouzeix-Raviart дополнительно оснащены edge-based-bubble-face-

функциями для вектора скорости. 

Таблицы 5 – 7 содержат результаты вычислительных экспериментов для пара-

метра Re = 100. Классический метод конечных элементов с проекционной проце-

дурой алгебраического расщепления матрицы СЛАУ не позволяет получить реше-

ние задачи при использовании элементов одного порядка для вектора скорости и 

давления, поскольку они не удовлетворяют ЛББ условию. Наилучший результат по 

соотношению точности и затраченных вычислительных ресурсов показывает про-

екционная процедура физического расщепления Chorin-Temam, которая на первом 

этапе вычисляет вектор скорости по неявной схеме на базе разрывного метода Га-

лёркина и поле давления по явной схеме с помощью проекционного оператора на 

втором этапе. Разрывный метод Галёркина с неявной схемой интегрирования по 

времени и методом Пикара для линеаризации уравнения движения является неэф-

фективным, поскольку время решения задачи увеличилось примерно на порядок по 

сравнению с методом Ньютона для разрывного метода Галёркина и стабилизиро-

ванного метода конечных элементов. Оптимальное соотношение точности и вре-

мени решения при использовании неявной схемы интегрирования по времени и ме-

тода Ньютона для линеаризации показывает стабилизированный метод конечных 

элементов.  

В таблицах 8 – 10 приведены результаты вычислительных экспериментов, па-

раметр Re = 2500. Классический МКЭ становится неустойчивым, поскольку си-

стема Навье-Стокса является жёсткой. Методы, использующие неявные схемы ин-

тегрирования по времени и метод Пикара, не достигают требуемой точности. 

Устойчивость при решении жестких задач показывают проекционная процедура 

физического расщепления Chorin-Temam и алгоритмы, использующие неявные 

схемы интегрирования по времени и метод Ньютона для линеаризации. 
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 На рисунках 5 – 12 приведены графики, отражающие зависимость погрешно-

сти решения уравнений Навье-Стокса (для поля давления) и числа обусловленно-

сти матрицы СЛАУ от параметра стабилизации в разрывном методе Галёркина. 

 

Рисунок 5 – Зависимость погрешности давления от параметра стабилизации (симметричная IP-

постановка, Re = 100)  

 

 

Рисунок 6 – Зависимость числа обусловленности матрицы СЛАУ от параметра стабилизации 

(симметричная IP-постановка, Re = 100)  
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Рисунок 7 – Зависимость погрешности давления от параметра стабилизации (несимметричная 

IP-постановка, Re = 100)  

 

 

Рисунок 8 – Зависимость числа обусловленности матрицы СЛАУ от параметра стабилизации 

(несимметричная IP-постановка, Re = 100)  
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Рисунок 9 – Зависимость погрешности давления от параметра стабилизации  (симметричная IP-

постановка, Re = 2500)  

 

 

Рисунок 10 – Зависимость числа обусловленности матрицы СЛАУ от параметра стабилизации 

(симметричная IP-постановка, Re = 2500)  
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Рисунок 11 – Зависимость погрешности давления от параметра стабилизации  (несимметричная 

IP-постановка, Re = 2500)  

 

 

Рисунок 12 – Зависимость числа обусловленности матрицы СЛАУ от параметра стабилизации 

(несимметричная IP-постановка, Re = 2500)  
 

Из анализа графиков, изображённых на рисунках 5 – 12, можно сделать вывод, 

что симметричная постановка разрывного метода Галёркина является менее устой-

чивой, чем несимметричная, поэтому не пригодна для решения жёстких задач (см. 

рисунки 9 – 10). Устойчивость несимметричной постановки обеспечивается выбо-

ром τDG = Re. Такие же выводы были сделаны в работах [202, 203, 214, 231]. 

1.5E-01

1.0E+04

2.0E+04

3.0E+04

4.0E+04

5.0E+04

6.0E+04

1
.4

6
E

+
0
1

6
.1

2
E

+
0
1

2
.8

1
E

+
0
2

1
.1

7
E

+
0
3

5
.3

9
E

+
0
3

2
.7

3
E

+
0
4

1
.2

5
E

+
0
5

6
.3

3
E

+
0
5

2
.6

5
E

+
0
6

П
о
гр

еш
н

о
ст

ь
 д

ав
л
ен

и
я

Параметр стабилизации

Погрешность давления в норме L2

2800

102800

202800

302800

402800

502800

602800

702800

802800

902800

1
.4

6
E

+
0
1

6
.1

2
E

+
0
1

2
.8

1
E

+
0
2

1
.1

7
E

+
0
3

5
.3

9
E

+
0
3

2
.7

3
E

+
0
4

1
.2

5
E

+
0
5

6
.3

3
E

+
0
5

2
.6

5
E

+
0
6

Ч
и

сл
о
 о

б
у
сл

о
в
л
ен

н
о

ст
и

Параметр стабилизации

Число обусловленности матрицы СЛАУ



68 

 

2.4 Моделирование ламинарных и вихревых течений флюида 

Моделирование течения флюидов в кавернах (каналах) является важной зада-

чей на этапе закачки проппанта в процессе гидравлического разрыва пласта. Как 

отмечается в работе [167], одна из причин появления проппантовых пробок в тре-

щинах связана с увеличением концентрации проппанта следствие сужения канала, 

а также появления карманов, в которых происходит оседание проппанта при вих-

ревом течении закачиваемой жидкости-носителя.    

Модель вихревых и ламинарных течений несжимаемой жидкости в канале 

описывается системой уравнений Навье-Стокса, которая не всегда имеет аналити-

ческое решения в среде со сложной структурой. Поэтому целесообразно провести 

валидацию вычислительных схем разрывного метода Галёркина и стабилизирован-

ного векторного метода конечных элементов на базе результатов физического экс-

перимента. 

В механике сплошных сред процесс течения несжимаемых жидкостей и газов 

описывается математической моделью, основанной на системе несжимаемых урав-

нений Навье-Стокса [27]. Поэтому для валидации можно использовать результаты 

физических экспериментов по измерению скорости несжимаемого потока воздуха, 

приведённые в работе B.F Armaly и др. [104].  

На рисунке 13 изображена тестовая камера, которая является составной ча-

стью механизма для сепарации сыпучих смесей. Общая длина тестовой камеры L =  

100 см, высота H = 2 см и ширина W = 8 см. Поток воздуха со скоростью v0 попадает 

в камеру через входное отверстие шириной h = 1 см и преодолевает ступенчатый 

выступ, высота которого S = 1 см и длина d = 1.5 см.    

 

Рисунок 13 – Тестовая камера из эксперимента B.F Armaly [104, с. 3575] 
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Согласно работе [104] конфигурация, изображённая на рисунке 13, приводит 

к появлению в камере вихревых течений, которые обеспечивают работу устройства 

для сепарации. Отсев вещества необходимой фракции происходит за счёт измене-

ния величины скорости потока воздуха на входе. Плотность воздуха 1.3 кг/м3, ди-

намическая вязкость воздуха 18.27 мкПа‧с.  

При использовании LVD-системы (Laser Doppler Velocimeter) измеряются ве-

личины компонент скорости vx и vy с погрешностью 0.01%  и 0.005% , соответ-

ственно.  

Несжимаемое течение воздуха-носителя сыпучих смесей в физическом экспе-

рименте может трактоваться как течение несжимаемой жидкости-носителя проп-

панта в рамках механики сплошных сред.  

Математическая формализация описанного физического эксперимента осно-

вана на системе уравнений Навье-Стокса для несжимаемой жидкости 

     ρ μ ρ
T

p
t

 
         

 

v
v v v v g ,  (2.110) 

  div 0v , (2.111) 

с начальными условиями 

 
0t
v 0 ,  (2.112) 

неоднородным краевым условием Дирихле на входной границе 

 0
FLOWГ

v v n  (2.113) 

и с однородными условиями Неймана на границе вытекания 

 
EXITГ

 σ n 0 .  (2.114) 

На непроницаемой боковой поверхности камеры условие непротекания фор-

мулируются для нормальной компоненты скорости в виде 

 
WALLГ

0 v n , (2.115) 

где n – вектор внешней нормали к границе  WALL FLOW EXITГ \ Г Г    – боковая 

поверхность камеры. 

 Триангуляция расчётной области Ω показана на рисунке 14. Сетка содержит 

2335 вершин, 13550 рёбер, 21200 граней и 9984 тетраэдра. Используются конечные 
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элементы с базисами от первого до второго порядка для вектора скорости и первого 

порядка для поля давления.  

 

Рисунок 14 – Триангуляция расчётной области Ω 

Для решения задачи (2.110) – (2.115) используется проекционная процедура 

физического расщепление Chorin-Temam на базе разрывного метода Галёркина в 

несимметричной постановке (NIPG) и стабилизированного метода конечных эле-

ментов (SFEM). Для решения СЛАУ используется комбинированный решатель на 

базе методов бисопряжённых градиентов BiCG и GMRES(5). Порог точности для 

останова алгоритмов 
12ε 10 . 

Относительную погрешность скорости определим в евклидовой норме 

 
 

 

*

*
100%

n

n

h

E

E






  

u

u u

u
,  (2.116) 

где 
h

u  – численное решение, 
*

u  – данные эксперимента.  

Распределение поля давления и модуля скорости в сечении 4z   для Re = 98 

(безвихревое течение) показано на рисунке 15.   
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Рисунок 15 – Распределение давления (а) и модуль вектора скорости (б) и в тестовой ка-

мере, Re = 98 (v0 = 0.138 м/с): в момент времени t = 0.07 с 

Распределение поля давления и модуля скорости в сечении 4z   для Re = 100 

показана на рисунках 17 – 23. 

 
Рисунок 16 – Распределение давления в тестовой камере, Re = 100 (v0 = 0.14 м/с) в момент 

времени t = 0.01 
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Рисунок 17 – Распределение давления в тестовой камере, Re = 100 (v0 = 0.14 м/с): в мо-

мент времени t = 0.03 с  

 
Рисунок 18 – Распределение давления в тестовой камере, Re = 100 (v0 = 0.14 м/с): в мо-

мент времени t = 0.05 с 

 
Рисунок 19 – Распределение давления в тестовой камере, Re = 100 (v0 = 0.14 м/с): в мо-

мент времени t = 0.07 с 
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Рисунок 20 – Модуль вектора скорости в тестовой камере, Re = 100 (v0 = 0.14 м/с) в мо-

мент времени t = 0.01 с 

 
Рисунок 21 – Модуль вектора скорости в тестовой камере, Re = 100 (v0 = 0.14 м/с) в мо-

мент времени t = 0.03 с 

 
Рисунок 22 – Модуль вектора скорости в тестовой камере, Re = 100 (v0 = 0.14 м/с) в мо-

мент времени t = 0.05 с 
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Рисунок 23 – Модуль вектора скорости в тестовой камере, Re = 100 (v0 = 0.14 м/с) в мо-

мент времени t = 0.07 с 

 

Было установлено, что при Re > 98.5 наблюдается зарождения вихревого тече-

ния в пристеночной области за ступенчатым выступом, что подтверждается резуль-

татами измерений в [104]. Применительно к задаче о течении воды-носителя проп-

панта зона зарождения вихревых течений является потенциальным местом возник-

новения проппантовой пробки.  

 На рисунке 24 показаны профили x-компоненты вектора скорости при уста-

новившемся вихревом течении (Re = 525) в сечениях 0.125z   и 1, полученные в 

ходе физического эксперимента.  

 

Рисунок 24 – Физический эксперимент: установившееся течение, Re = 525 (v0 = 0.7 м/с), 

профили x-компоненты вектора скорости [104, с. 3581] 

На рисунке 25 изображён график вычисленной x-компоненты вектора скоро-

сти в сечении 0.125z  . 
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Рисунок 25 – Численное решение: установившееся течение, Re = 525 (v0 = 0.7 м/с), график 

x-компоненты вектора скорости в сечении 0.125z   

По графикам физического эксперимента были выбраны опорные точки, в ко-

торых вычислялась относительная погрешность численного решения задачи 

(2.110) – (2.115) по формуле (2.116). Результаты отражены в таблицах 11 – 16. 
 

Таблица 11 – Относительная погрешность x-компоненты скорости: Re = 525, 0.125z  , полный 

базис первого порядка пространства Hdiv для скорости и первого порядка пространства H1 для 

давления, шаг по времени 0.01t   

  

Таблица 12 – Относительная погрешность x-компоненты скорости: Re = 525, 0.125z  , элементы 

Taylor-Hood, шаг по времени 0.01t   

  

Таблица 13 – Относительная погрешность x-компоненты скорости: Re = 525, 0.125z  , элементы 

Crouzeix-Raviart, шаг по времени 0.01t   

 

Таблица 14 – Относительная погрешность x-компоненты скорости: Re = 525, 0.125z  , полный 

базис первого порядка пространства Hdiv для скорости и первого порядка пространства H1 для 

давления, шаг по времени 0.005t   

  

метод 
Относительная погрешность для x-компоненты вектора скорости u , % 

: 0x   : 1x   : 3x   : 5x   : 7x   : 10x   : 15x   

NIPG 5.3 8.4 10.6 9.8 8.4 5.5 5.4 

SFEM 5.0 8.1 10.2 9.8 8.2 5.3 5.3 

метод 
Относительная погрешность для x-компоненты вектора скорости u , % 

: 0x   : 1x   : 3x   : 5x   : 7x   : 10x   : 15x   

NIPG 3.2 6.3 7.5 6.5 6.2 3.1 3.1 

SFEM 3.5 6.6 7.8 6.7 6.3 3.4 3.3 

метод 
Относительная погрешность для x-компоненты вектора скорости u , % 

: 0x   : 1x   : 3x   : 5x   : 7x   : 10x   : 15x   

NIPG 3.2 6.3 7.5 6.5 6.2 3.1 3.1 

SFEM 3.5 6.6 7.8 6.7 6.3 3.4 3.3 

метод 
Относительная погрешность для x-компоненты вектора скорости u , % 

: 0x   : 1x   : 3x   : 5x   : 7x   : 10x   : 15x   

NIPG 4.7 7.3 9.6 8.2 7.5 4.9 4.9 

SFEM 4.4 7.1 9.3 8.0 7.1 4.7 4.7 
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Таблица 15 – Относительная погрешность x-компоненты скорости: Re = 525, 0.125z  , элементы 

Taylor-Hood, шаг по времени 0.005t   

  

Таблица 16 – Относительная погрешность x-компоненты скорости: Re = 525, 0.125z  , элементы 

Crouzeix-Raviart, шаг по времени 0.005t   

  

По результатам вычислительных экспериментов можно сделать вывод, что 

вычислительные схемы разрывного метода Галёркина и стабилизированного ме-

тода конечных элементов являются устойчивыми, поскольку при повышении по-

рядка базисных функций и измельчении шага по времени наблюдается уменьшение 

относительной погрешности решения задачи.  

 Наибольшая величина относительной погрешности была определена в сече-

ниях по оси Ox от 1 до 7 см, поскольку в этой зоне формируется вихревое течение, 

которое характеризуется быстро меняющимся градиентом решения, что требует 

использование локального уточнения сетки (или повышение порядка базиса) и 

адаптивного шага по времени в проекционной процедуре Chorin-Temam.  

Наилучший результат показал разрывный метод Галёркина при использова-

нии элементов семейства Taylor-Hood или Crouzeix-Raviart: для безвихревых тече-

ний величина относительной погрешности составила 2.5%, для вихревых – 6.6%. 

Стабилизированный метод конечных элементов оказался эффективнее разрывного 

метода Галёркина при использовании базисных функций первого порядка для ап-

проксимации вектора скорости и давления: для безвихревых течений величина от-

носительной погрешности 4.4%, для вихревых – 9.3%.   

метод 
Относительная погрешность для x-компоненты вектора скорости u , % 

: 0x   : 1x   : 3x   : 5x   : 7x   : 10x   : 15x   

NIPG 2.5 5.7 6.6 5.0 4.9 2.5 2.5 

SFEM 2.8 5.9 6.9 5.2 5.0 2.8 2.8 

метод 
Относительная погрешность для x-компоненты вектора скорости u , % 

: 0x   : 1x   : 3x   : 5x   : 7x   : 10x   : 15x   

NIPG 2.5 5.7 6.6 5.0 4.9 2.5 2.5 

SFEM 2.8 5.9 6.9 5.2 5.0 2.8 2.8 
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2.5 МКЭ-дискретизация макромасштабной модели фильтрации 

Пусть процесс неустановившейся фильтрации жидкости протекает в пористой 

среде 
3R , с границей втекания Г1, границей вытекания Г2 и непроницаемой 

границей  1 2\ Г Г  .  

Для пористых сред уравнение неразрывности имеет модифицированную 

форму [9, 52, 68, 222] 

  
φρ

div ρ 0 в 
t


  


v , (2.117) 

где φ – пористость, ρ – плотность флюида (кг/м3). 

Уравнение движения в поле силы тяжести описывается законом Дарси [13, 

стр.79] 

  ρ  в 
μ

p   
K

v g , (2.118) 

где v – скорость фильтрации (м/с), µ – динамическая вязкость (Па‧с), K – тензор 

проницаемости (м2), g – ускорение свободного падения (м/с2), p – давление (Па).  

Предполагается, что пористость среды и вязкость флюида не зависят от давле-

ния. Для слабосжимаемого флюида в модель фильтрации добавляется уравнение 

состояния, которое связывает плотность с давлением [222] 

 
f

1 ρ
C

ρ

d

dp
 ,  (2.119) 

где Cf – изотермическая сжимаемость флюида (Па-1). 

 При подстановке закона Дарси (2.118) в уравнение неразрывности (2.117) и 

условии 
f

1
ρ

ρC
dp d  получается модель фильтрации слабосжимаемого однофаз-

ного флюида при постоянной пористости относительно плотности [222] 

 
f

ρ
φ ρ 2ρ ρ 0 в 

μC μt

 
        

  

K K
g . (2.120) 

Если проинтегрировать уравнение состояния (2.119) и выполнить разложение 

в ряд Тейлора, то   0 f 0ρ ρ 1 C p p   , где ρ0, p0 – начальные распределения 

плотности и давления, соответственно. 
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Модель фильтрации слабосжимаемого однофазного флюида при постоянной 

пористости относительно давления имеет вид (уравнение пьезопроводности) [222] 

  0 f

f

φ 2ρ 1 C 0 в 
μC μ

p
p p p

t

 
         

  

K K
g , (2.121) 

с начальными условиями для давления и плотности 

 
0

0
t

p

 , 

00
ρ ρ

t
 . (2.122) 

На границе 
1 2Г Г ГD   , Г1 – граница втекания, Г2 – граница вытекания, крае-

вые условия формулируются как  

 
D

DГ
p p ,  0 fГ Г

ρ ρ 1 C
D D

p  , (2.123) 

где Dp  – величина давления на 
1 2Г Г ГD   . 

 На непроницаемой границе  1 2Г \ Г ГN     сформулированы условия не-

протекания [222] 

 
Г

f fГ
Г

ρ 0
μC μCN

N
N

p      
K K

v n  . (2.124) 

В условиях Неймана (2.124) предполагается, что вектор ускорения свободного 

падения g направлен по оси Oz вниз, вектор внешней нормали n перпендикулярно 

к оси Oz, тогда 0 g n . 

Параболические уравнения (2.120) и (2.121) содержат общий оператор конвек-

ции-диффузии. В уравнении однофазной фильтрации относительно плотности 

(2.120) конвективное слагаемое доминирует при 
f

2ρ
μ μC
 

K K
g , в уравнении 

относительно давления (2.121) – при  0 f

f

2ρ 1 C
μ μC

p  
K K

g . Поэтому вариаци-

онные формулировки для задач фильтрации с уравнениями (2.120) и (2.121) будут 

различаться только множителем при конвективном слагаемом. В следующем раз-

деле будет приведена вариационная формулировка разрывного метода Галёркина 

для уравнения однофазной фильтрации относительно плотности.  



79 

 

2.5.1 Вариационная формулировка разрывного метода Галёркина 

для уравнения однофазной фильтрации 

DG-дискретизации для уравнения неустановившейся однофазной фильтрации 

различаются выбором “численных потоков” для аппроксимации решения на меж-

элементной границе. Описание DG-формулировок для дифференциальных уравне-

ний второго порядка можно найти в [105, 106, 112, 113, 118, 131, 202, 203]. 

Идея разрывного метода Галёркина для уравнения (2.120) основана на исполь-

зовании классической формулировки DG-метода для эллиптического уравнения 

второго порядка с дуальной переменной 
f

ρ
μC

 
K

τ  и противопотовой дискрети-

зации (upwind-формулировка) для конвективного слагаемого. 

Общая слабая вариационная формулировка разрывного метода Галёркина для 

уравнения (2.120) [105]: найти  0,Th h τ V ,  ρ 0,Th hW  , что 
h hw W   

    ,ρ ; ,ρ 0h h h ha w c w g ,  (2.125) 
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  (2.126) 

 ; ,ρ 2rρ 2r ρ  
μ μ

K K

h h h h h

K

K K

c w w d w dS
 

         
K K

g g g n ,  (2.127) 

где r ρh , а трилинейная форма  ; ,ρh hc wg  должна быть линеаризована по методу 

Пикара или Ньютона, τ  и  ρ  – “численные потоки”.  

 Для несимметричной постановки разрывного метода Галёркина NIPG “по-

токи” выбираются в виде [105] 

  
0Г

ρ ρ ρh h     n , 
Г

ρ ρ ρ
D

h

D
    n , 

0Г
f

 ρ
μC

h 
  
 

K
τ .  (2.128) 
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 NIPG-формулировка разрывного метода Галёркина для уравнения (2.120) 

[105]: найти  ρ 0,Th hW  , что 
h hw W   

      ,ρ ; ,ρ ,h h h h h ha w c w f w g ,  (2.129) 
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  (2.130) 

 ; ,ρ 2rρ 2r ρ  
μ μ

K K

h h h h h h

K

K K

c w w d w dS
 

                
K K

g g g n ,  (2.131) 

  
fГ

, ρ γ 2r ,
μC μ

D

h h h h h

Df w w w w dS
 

        
 


Κ K

n n g   (2.132) 

где ρD – значение плотности на границе с условием Дирихле ГD, γ > 1 – параметр 

стабилизации. 

2.5.2 Дискретизация уравнения однофазной фильтрации по 

времени 

Для дискретизации нелинейных уравнений (2.120) и (2.121) по времени необ-

ходимо использовать устойчивую неявную схему.  

Двухслойная неявная схема для производных по времени имеет вид 

 
1ρ ρ

ρ
j j

t
t

 



, 

1j j

t

p p
p

t

 



, (2.133) 

где j – слой по времени, t  – шаг по времени. 

 При использовании схемы (2.133) на каждом шаге по времени решается 

СЛАУ, в матрицу которой вносится вклад 
1φρ  w /j h td



  M , в правую часть 

ρ φρ /j j hw td


  M  – для плотности; 
1φ  w /j hp td



  M , в правую часть 

φ /j j hp p w td


  M  – для давления, где М – матрица массы. Дополнительно на 

каждом временном слое выполняются итерации по нелинейности. 
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2.5.3 Линеаризация уравнения однофазной фильтрации 

Линеаризацию слагаемого  ; ,ρh hc wg  в вариационной формулировке (2.129) – 

(2.132) выполним с помощью метода Ньютона. Представим решение задачи в виде 

 
0       (2.134) 

где 
0  – начальное приближение,   – коррекция. 

Вариационная формулировка метода Ньютона-Галёркина относительно кор-

рекции имеет вид: найти  δρ 0,Th hW  , что
h hw W   

          0 0  ,δρ ; ,δρ , ,ρ ; ,ρh h h h h h h ha w c w f w a w c w   g g ,  (2.135) 

на границе Ω условия Дирихле модифицируются 

 
0δρ ρ ρD

  . (2.136) 

Полученная вариационная формулировка сохраняет однородные условия Неймана. 

2.5.4 Верификация вычислительных схем МКЭ-дискретизации 

макромасштабной модели фильтрации 

Для верификации вычислительной схемы разрывного метода Галёркина для 

уравнения однофазной фильтрации рассмотрим в расчётной области 
3R : 

     0.5;1.5 0.5;1 0.5;1      задачу с пограничным слоем 

  ρ ρ  ρ  в f      v ,  (2.137) 

с неоднородными краевыми условиями Дирихле на границе 

  
1 1

ρ cos 1 1
x y

x y e e 
 



  
     

  
  (2.138) 

и вектором скорости 

  2,1,0v . (2.139) 

Триангуляция показана на рисунке 3: сетка содержит 729 вершин, 4184 ребра 

со средней длиной 0.2d  , 6528 граней, 3072 тетраэдра. 

Для решения задачи (2.137) – (2.138) используется несимметричная формули-

ровка разрывного метода Галёркина NIPG и классический метод конечных элемен-

тов. Конечные элементы оснащены иерархическим базисом пространства H1.  
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Для решения СЛАУ используется комбинированный решатель на базе мето-

дов бисопряжённых градиентов BiCG и GMRES(5). Порог точности для останова 

алгоритмов 
12ε 10 .  

Для линеаризации уравнения используется метод Ньютона (Newton). Порог 

точности для останова итерационного процесса по нелинейности 
5ε 10 . 

Относительная погрешность решения определяется в норме пространства L2 

 
 

 

2

2

ρ

ρ ρ
100%

ρ

h

L

L






  ,  (2.140) 

где ρh  – численное решение, ρ  – аналитическое решение.  

Общее число степеней свободы в таблицах 17 – 22 обозначается DOF (Degrees 

of Freedom) и совпадает с числом неизвестных в СЛАУ. 
 

Таблица 17 – Задача с пограничным слоем:  = 0.1, базис первого порядка пространства H1 

 

метод 
DOF погрешность 

итерации  время, с 
ρ ρ ,% 

Классический МКЭ  729 7.2 5 1.2 

NIPG  12288 7.2 8 3.6 

 
Таблица 18 – Задача с пограничным слоем:  = 0.1, базис второго порядка пространства H1 

 

метод 
DOF погрешность 

итерации время, с 
ρ ρ ,% 

Классический МКЭ  4913 3.3 5 2.1 

NIPG  30720 3.3 8 12.2 

 
Таблица 19 – Задача с пограничным слоем:  = 0.1, базис третьего порядка пространства H1 

 

метод 
DOF погрешность 

итерации время, с 
ρ ρ ,% 

Классический МКЭ  11441 1.8 5 3.2 

NIPG  43008 1.8 8 14.9 

 
Таблица 20 – Задача с пограничным слоем:  = 0.001, базис первого порядка пространства H1 

 

метод 
DOF погрешность 

итерации время, с 
ρ ρ ,% 

Классический МКЭ  Аварийный выход по максимальному числу итераций 

NIPG  12288 7.4 8 3.6 
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Таблица 21 – Задача с пограничным слоем:  = 0.001, базис второго порядка пространства H1 

 

метод 
DOF погрешность 

итерации время, с 
ρ ρ ,% 

Классический МКЭ  Аварийный выход по максимальному числу итераций 

NIPG  30720 3.4 8 12.2 

 
Таблица 22 – Задача с пограничным слоем:  = 0.001, базис третьего порядка пространства H1 

 

метод 
DOF погрешность 

итерации время, с 
ρ ρ ,% 

Классический МКЭ  Аварийный выход по максимальному числу итераций 

NIPG  43008 2.1 8 14.9 

Для пограничного слоя с параметром  = 0.001 СЛАУ, ассемблированная 

классическим методом конечных элементов, не решена, поскольку задача стано-

вится сингулярно-возмущённой, и аварийный останов алгоритма происходит по 

максимальному числу итераций. Для параметра  = 0.1 разрывный метод Галёркина 

позволяет получить решение задачи с такой же точностью, что и классический 

МКЭ, но с существенными вычислительными затратами. 

В таблице 23 показано влияние параметра стабилизации γ в разрывном ме-

тоде Галёркина на погрешность решения задачи при использовании базиса первого 

порядка. Прочерк “–” означает аварийный выход решателя СЛАУ по максималь-

ному числу итераций. 

Таблица 23 – Влияние параметра стабилизации γ при   = 0.001 на погрешность решения задачи 

разрывным методом Галёркина (базис первого порядка) 
 

γ 0.01 0.05 0.1 0.72 1.0 1.5 2.0 

ρ  – – 7.26E + 0 1.64E + 0 9.26E – 1 6.22E – 1 4.39E – 1 

 

Необходимо отметить высокую чувствительность вычислительной схемы раз-

рывного метода Галёркина к выбору параметра стабилизации. При использовании 

базисных функций первого порядка и некорректном выборе параметра стабилиза-

ции решение задачи (2.137) – (2.139) может быть физически нерелевантным. Со-

гласно результатам вычислительных экспериментов, параметр стабилизации в 

NIPG-постановке разрывного метода Галёркина можно выбрать в виде 

  
,

γ 1 lg max ij
i j

  K , 0 1ij K . (2.141) 
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2.6 МКЭ-дискретизация мезомасштабной модели фильтрации 

Рассмотрим систему, состоящую из пористой среды Ω2 и каверны Ω1, которая 

заполнена флюидом, см. рисунок 26. Под действием внешнего давления флюид из 

каверны просачивается в окружающую пористую среду. Для каверны Ω1 обозначим 

через Г1 и Г2 границы втекания и вытекания, соответственно. Непроницаемая по-

верхность каверны  0 1 1 2Г \ Г Г   . Будем считать, что пористая среда всюду 

имеет непроницаемую границу 
2 12Г \ ГN    за исключением границы просачива-

ния Г12, которая является общей границей для каверны и пористой среды. 

 

Рисунок 26 – Структура фильтрационной системы: Ω1 – каверна, Ω2 – пористая среда 

Обозначим скорость и давление флюида в областях Ω1 и Ω2 как (v1, p1) и (v2, 

p2). Границу пересечения областей Ω1 и Ω2 обозначим Г12. Установившийся процесс 

просачивания несжимаемого ньютоновского флюида в фильтрационной системе в 

поле силы тяжести описывается системой Навье-Стокса-Дарси [202, 203]  

 
    

 

1 1 1 1 1 1

1 1

ρ μ ρ  в ,

div 0 в ,

T
p        

 

v v v v g

v

  (2.142) 

 
 

 

2 2 2

2 2

ρ  в ,
μ

div 0 в ,

p     

 

K
v g

v

  (2.143) 

где ρ – плотность флюида (кг/м3), µ – динамическая вязкость флюида (Па‧с), K – 

тензор проницаемости (м2). 
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На границе пористой среды Ω2, за исключением внутренней Г12, обычно зада-

ются однородные условия непротекания флюида [202, 203] 

 
2

2 12\Гμ
0p



  
K

, (2.144) 

на границах втекания и вытекания в каверне Ω1 за исключением границы просачи-

вания Г12 задаются условия  

 1
1Г Dv v , (2.145) 

 
2Г

 σ n 0 , (2.146) 

для непроницаемой границы каверны условие имеет вид 

 
0

1 Г
0 v n , (2.147) 

  Введём обозначения n12 и τ12 для внешних нормального и тангенциального 

вектора к границе Г12 (см. рисунок 26). Тогда условия стыковки областей Ω1 и Ω2 

формулируются на основе законов сохранения массы и баланса сил [180, 202, 203] 

 
12 12

1 12 2 12Г Г
  v n v n ,  (2.148) 

   
12 12

12

1 1 1 12 12 2Г Г
Г

μ
T

p p      v v n n ,  (2.149) 

закон Бивера-Джозефа-Саффмана формулируется в виде [202, 203] 

   
12 12

1 12 1 1 12 12Г Г
μ

T
m       v τ v v n τ , (2.150) 

где m > 0 – коэффициент трения, который определяется по таблице 24. 
 

Таблица 24 – Формулы для определения параметра трения m (d/∆ – шероховатость) 

Режим течения Число Рейнольдса Формула для m 

Ламинарный Re < 2300 64 / Rem   

Турбулентный 

1 4000 < Re < 10 d/∆ 
 

    

0.25

2

0.3164 / Re ф. Блазиуса

1/ 1.8 lg Re 1.5 ф. Конакова

m

m



 
 

2 10 d/∆ < Re < 560 d/∆    
0.25

0.11 / 68 / Re ф. Альтшуляm d    

3 Re > 560 d/∆   
1

2lg 3.71 / ф. Никурадзеd
m
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2.6.1 Вариационная формулировка разрывного метода Галёркина 

для системы уравнений Навье-Стокса-Дарси 

DG-дискретизация системы сопряжённых уравнений Стокса-Дарси состоит из 

ранее описанных вариационных формулировок для задачи Навье-Стокса и задачи 

однофазной фильтрации. При этом модификации подвергнутся поверхностные ин-

тегралы по внутренней границе стыковки сред.  Использование межинтерфейсных 

условий Бивера-Джозефа-Саффмана можно найти в [162, 202, 229, 231]. 

Скалярно умножим уравнение движения в модели Навье-Стокса (2.142) на те-

стовую функцию 
h hw V , применим формулу интегрирования по частям и про-

суммируем результат по всем тетраэдрам k h   

   

   

  
1

1 1

1 1 1 1 1

1 1 1

μ : ρ

μ ρ .

k k k

k kk k

h T h h h h h h h

h h T h h h

d p d

p dS d

   

    

 
            

 
 

         

  

  

v v w v v w w

I v v n w g w

 (2.151) 

Выделим границу Г12 в поверхностном интеграле из (2.151) и разложим век-

тор-функции  1 1μ h T h  v v n  и 
h

w  на нормальную и тангенциальную компоненты 

    

  

    

    

12

12

12

1 1 1 12

Г

1 1 1 12 12 12

Г

1 1 1 12 12 12

Г

μ

μ

μ .

h h T h h

h h T h h

h h T h h

p dS

p dS

p dS

       

       

      







I v v n w

I v v n n w n

I v v n τ w τ

 (2.152) 

С учётом законов сохранения массы, баланса и 
1 12 12 0hp   I n τ  получим  

     

  

    

12

12 12

1 1 1 12

Г

2 12 1 12 12

Г Г

μ

μ
.

h h T h h

h h h h

p dS

p dS dS
m

       

    



 

I v v n w

w n v τ w τ

 (2.153) 
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Умножим дивергентное ограничение в законе Дарси (2.143) на тестовую функ-

цию h hq P , применим формулу интегрирования по частям и просуммируем ре-

зультат по всем тетраэдрам k h   

    
1 1

2 2ρ ρ 0.
μ μ

k kk k

h h h hp q d p q dS
    

            
K K

g g n  (2.154) 

Выделим границу Г12 в поверхностном интеграле из (2.154), применим закон 

сохранения массы и получим условие стыковки подобластей 

     
12 12

2 12 1 12

Г Г

ρ
μ

h h h hp q dS q dS      
K

g n v n . (2.155) 

Вариационная формулировка для задачи Стокса-Дарси на базе IP-DG-

дискретизации имеет вид: найти такие 
1

h hv V , 
1

h hp P , 
2

h hp P , что 
1

h h w V , 

1

h hq P  и 
2

h hq P  

 

       

   

   

1 1 1 1 1 1 2 1

1 1 1 1

2 2 2 1 2

, , , , ,

, , 0,

, , 0,

h h h h h h h

h h h h

h h h h

a b p p

b q d q p

a p q q

   

  

  

w v w w w F

v

v

  (2.156)

        

       
12

1 1 1 1 1 1 1 1 1 12 1 12

Г Г Г

1 1 1 1 1 1 1 1 1

μ
, μ : ρ  

μ : λ μ : :  ,

KK K

K

h h h T h h h h h h h

K

K

T T
h h h h h h DG h h

K

a d dS
m

dS





           

                      

  

 

w v v v w v v w v τ w τ

v v w w w v v w

 (2.157) 

    1 1 1 1 1 1,

K K

h h h h h h

K

K K

b q q d q dS
 

          v v v ,  (2.158) 

    
12

1 2 2 1 12

Г Г Г

,
K K

h h h hp p dS


   w w n ,  (2.159) 

     

   
2 1Г Г Г ГГ Г

, ρ λ μ :

: .

K KK K K

h h h h T h

K D

K

DG h

D

d dS

dS

 

         

  

    w F g w t w w w v n

v n w n

 (2.160) 

  
0Г Г Г

,
K K

h h DG h hd q p q p


           (2.161) 

 

   
12

2 2 2 2 2 2 12 2

Г Г Г

2 2 2 2 2 2 2

,  
μ

λ :  .
μ μ

KK K

K

h h h h h h

K

K

h h h h DG h h

K

a p q p q d q dS

p q q p p q dS





      

   
                       

   

  

 

K
v n

K K
  (2.162) 
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В матричной форме можно записать 

 

1 1

1

2 2

0 0

0 0

T

T

    
    
 
    
    
    

A B Λ V F

B D P

Λ A P

, (2.163) 

где элементы векторов и матриц вычисляются h ψ V , 
hP  в виде 

        

       
12

1 1 12 12

Г

1

μ
μ : ρ  

μ : λ μ : :  ,

K

K K

K

h T h h h h h h h

j j i j i j iij

T T
h h h h h h DG h h

j j i i i j j i

d dS
m

dS



  



           

                      

 



A ψ ψ ψ v ψ ψ ψ τ ψ τ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

 

 (2.164) 

    K

K K

h h h h

j i K i jij
d dS 



 

         B ψ ψ ,  (2.165) 

    
12

12

Г

:
K

K

h h

j iij
dS



 

   ψ n ,  (2.166) 

 

     

   
2Г

ρ λ μ :

: .

K

K K K

h h h T h

i i i i Di

DG h

D i

d dS

dS



    

         

  

  F g ψ t ψ ψ ψ v n

v n ψ n

 (2.167) 

  
0Г

K

K

DG h h

j iij
  



 

       D   (2.168) 

 

   
12

2 12

Г

2

 
μ

λ :  .
μ μ

K

K K

K

h h h h

j i j iij

h h h h DG h h

j i i i j i

d dS

dS

  

      



  



     

   
                       

   

 



K
A ψ n

K K
  (2.169) 

 При λ 1   формулировка называется несимметричной NIPG 

(Nonsymmetrical Inner Penalty Galerkin), на параметр стабилизации накладывается 

условие τDG > 1  [202]. При λ 1  формулировка называется симметричной SIPG 

(Symmetrical Inner Penalty Galerkin), на параметр стабилизации накладывается 

условие τDG >> 1 [202]. 

 Нестационарный процесс просачивания описывается нестационарной систе-

мой уравнений Навье-Стокса и нестационарным уравнением однофазной фильтра-

ции относительно давления (2.121). В вариационную формулировку (2.156) – 
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(2.162) добавляются дополнительные слагаемые для производных по времени и 

конвективных членов, вид которых был определён ранее в разделах 2.3.5 и 2.5.1.  

2.6.2 Верификация вычислительных схем МКЭ-дискретизации 

мезомасштабной модели фильтрации 

Рассмотрим установившийся процесс просачивания флюида в области 

1 2:   ,  
3

1 : 1,1   ,  
3

2 : 2,2   , представленной на рисунке 27а, для вери-

фикации вычислительной схемы разрывного метода Галёркина. Триангуляция об-

ласти Ω показана на рисунке 27б и содержит 4673 вершины, 31680 рёбер и 53632 

грани, 26624 тетраэдра. 

 
Рисунок 27 – Расчётная область Ω (а) и триангуляция (б) 

Задача Стокса-Дарси описывается следующей системой уравнений 

    1 1 1 1μ  в 
T

p     v v ,  (2.170) 

  1 1div 0 в  v ,  (2.171) 

 2 2 2μ  в p  v ,  (2.172) 

  2 2div 0 в  v ,  (2.173) 

с краевыми условиями, которые также удовлетворяют интерфейсным условиям Би-

вера-Джозефа-Саффмана (см. графики на рисунке 28) 

 
1

1 μ sin( )yp e x

 , 

1
1

cos( )

sin( )

0

y

y

e x

e x


 
 

  
 
 

v , (2.174) 

 
2

2 μ cos( ) 3 sin( )y yp e x e x

  , 

2
2

sin( ) 3 cos( )

cos( ) 3 sin( )

0

y y

y y

e x e x

e x e x


 
 

   
 
 

v .  (2.175) 
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Рисунок 28 – Задача Стокса-Дарси при μ = 1: поведение аналитического решения в 3D (а) 

и в сечении Z = 0 (б) 

Конечные элементы – тетраэдры с базисом первого порядка пространства H1 

для поля давления (для подобластей 1  и 2 ) и полными базисами от первого до 

второго порядка пространства Hdiv для вектора скорости (только для 2 ). 

Для решения СЛАУ используется комбинированный решатель на базе мето-

дов бисопряжённых градиентов BiCG и GMRES(5). Порог точности для останова 

алгоритмов 
12ε 10 .  

Относительные погрешности для скорости и давления, полученных численно, 

определяются в норме пространства L2 

 
 

 

 

 

2 2

1 1

2 2

1 1 1 1

1 1

100%,  100%

h h

L L

p

L L

p p

p

 

 

 
   

V

v v

v
,  (2.176) 

 
 

 

 

 

2 2

2 2

2 2

2 2 2

2 2

100%,  100%

h h

L L

p

L L

p p

p

 

 

 
   

V

v v

v
,  (2.177) 

где (vh, ph) – численное решение, (v, p) – аналитическое решение.  

Общее число степеней свободы в таблицах DOF совпадает с числом неизвест-

ных в СЛАУ. 

Таблицы 25 – 30 содержат результаты решения задачи Стокса-Дарси с при-

менением классического метода конечных элементов и разрывного метода Галёр-

кина. Вариационная формулировка классического метода конечных элементов для 

задачи Стокса-Дарси полностью совпадает с IP-формулировкой разрывного метода 

Галёркина, если из неё исключить все поверхностные интегралы за исключением 
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внутренней границы просачивания с интерфейсными условиями Бивера-Джозефа-

Саффмана.  

Таблица 25 – Задача Стокса-Дарси: μ = 1, полный базис первого порядка пространства Hdiv для 

скорости и первого порядка пространства H1 для давления 
 

Метод 

DOF погрешность 

время, с 
v p 

1


V
,% 

1p ,% 2


V

,% 
2p ,% 

Классический МКЭ  106896 4673 Базисы не удовлетворяют ЛББ-условию 
SIPG-DG  

(симметричная) 
319488 106496 

6.3 6.6 7.2 7.9 8.3 

NIPG-DG  

(несимметричная) 
6.3 6.6 7.2 7.9 8.1 

 
 Таблица 26 – Задача Стокса-Дарси: μ = 1, базис второго порядка пространства Hdiv для скорости 

и первого порядка пространства H1 для давления (элементы Taylor-Hood) 
 

Метод 
DOF погрешность 

время, с 
v p 

1


V
,% 

1p ,% 
2


V

,% 
2p ,% 

Классический МКЭ  138576 4673 5.0 5.1 5.9 6.2 3.7 
SIPG-DG  

(симметричная) 
479232 106496 

5.1 5.4 6.8 7.1 15.9 

NIPG-DG  

(несимметричная) 
5.1 5.4 6.8 7.1 15.8 

 
 

Таблица 27 – Задача Стокса-Дарси: μ = 1, базис второго порядка пространства Hdiv для скорости 

и первого порядка пространства H1 для давления (элементы Crouzeix-Raviart) 
 

Метод 
DOF погрешность 

время, с 
v p 

1


V
,% 

1p ,% 
2


V

,% 
2p ,% 

Классический МКЭ  170256 4673 4.2 4.3 5.1 5.5 3.7 
SIPG-DG  

(симметричная) 
638976 106496 

4.5 4.9 6.2 6.7 21.1 

NIPG-DG  

(несимметричная) 
4.5 4.9 6.2 6.7 21.1 

 

 

Таблица 28 – Задача Стокса-Дарси: μ = 10-4, полный базис первого порядка пространства Hdiv для 

скорости и первого порядка пространства H1 для давления 
 

Метод 

DOF погрешность 

время, с 
v p 

1


V
,% 

1p ,% 2


V

,% 
2p ,% 

Классический МКЭ  106896 4673 Базисы не удовлетворяют ЛББ-условию 

SIPG-DG  

(симметричная) 
319488 106496 

Аварийный выход по максимальному числу итераций 

NIPG-DG  

(несимметричная) 
6.3 6.6 7.2 7.9 8.1 
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 Таблица 29 – Задача Стокса-Дарси: μ = 10-4, базис второго порядка пространства Hdiv для скоро-

сти и первого порядка пространства H1 для давления (элементы Taylor-Hood) 
 

Метод 
DOF погрешность 

время, с 
v p 

1


V
,% 

1p ,% 
2


V

,% 
2p ,% 

Классический МКЭ  138576 4673 Аварийный выход по максимальному числу итераций 
SIPG-DG  

(симметричная) 
479232 106496 

5.1 5.4 6.8 7.1 15.9 

NIPG-DG  

(несимметричная) 
5.1 5.4 6.8 7.1 15.8 

 

 
Таблица 30 – Задача Стокса-Дарси: μ = 10-4, базис второго порядка пространства Hdiv для скоро-

сти и первого порядка пространства H1 для давления (элементы Crouzeix-Raviart) 
 

Метод 
DOF погрешность 

время, с 
v p 

1


V
,% 

1p ,% 
2


V

,% 
2p ,% 

Классический МКЭ  170256 4673 Аварийный выход по максимальному числу итераций 

SIPG-DG  

(симметричная) 
638976 106496 

4.5 4.9 6.2 6.7 21.1 

NIPG-DG  

(несимметричная) 
4.5 4.9 6.2 6.7 21.1 

 

Вычислительные эксперименты показали, что классический метод конечных 

элементов при решении жестких систем уравнений Стокса-Дарси (при вязкости 

4μ 10  Па‧с) приводит к плохо обусловленной матрице СЛАУ и не позволяет по-

лучить физически релевантное решение. 

Симметричная формулировка разрывного метода Галёркина SIPG является 

неустойчивой при использовании базисов первого порядка для решения жёстких 

задач, поскольку выбор параметра стабилизации (τDG >> 1) достаточно сложный. 

Несимметричная постановка разрывного метода Галёркина NIPG является устой-

чивой вычислительной схемой при решении жёстких задач с параметром стабили-

зации τDG > 1. Следует отметить, что схожий результат для сопряжённых задач 

Стокса-Дарси был получен B. Riviere в работе [203]. 
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2.7 Вычисление эффективного тензора проницаемости 

Одной из прикладных задач при проведении гидравлического разрыва пласта 

и эксплуатации существующих месторождений нефти является задача определе-

ния абсолютной проницаемости геологической среды. 

В лабораторных условиях при исследовании кернов определяется локальная 

изотропная модель проницаемости геологической среды [65, 67]. Оценка абсо-

лютной проницаемости образца зависит от геометрического строения системы ка-

налов и пустот. Наиболее информативным методом компьютерного моделирова-

ния транспортных свойств фильтрационных систем является метод давления.  

   

2.7.1 Метод давления: постановка задачи 

Метод давления применяется при компьютерном моделировании процесса 

фильтрации в гетерогенных средах и является наиболее информативным, по-

скольку позволяет учесть структуру геологической среды. Оценка абсолютной про-

ницаемости вычисляется в результате решения серии задач однофазной фильтра-

ции жидкости, движение которой обеспечивается градиентом давления.  

Задача однофазной фильтрации решается на мезомасштабном уровне с учётом 

всей неоднородности среды. Затем при тех же начальных и граничных условиях 

вычисляются такие параметры макромасштабной модели, при которых могут быть 

получены те же потоки и давление флюида, что и для мезомасштабной модели. 

  Рассмотрим однородную среду Ω0, которая изображена на рисунке 29а.  

 

Рисунок 29 – Фильтрационная система керна: однородная среда Ω0 (а) и триангуляция (б) 
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 Ось керна лежит между точками (0, 0, 0) и (0, 0, 5), радиус керна R = 1 см. 

Флюид – вода с вязкостью μ = 1 мПа‧с и изотермической сжимаемостью 

10 1

fC 4.6 10  Па  . Перепад давления по высоте керна составляет 1 МПа, и градиент 

давления сонаправлен с вектором свободного падения (сверху вниз). Параметр 

микропористости матрицы среды φ = 8%. Обратим внимание, что параметр микро-

пористости матрицы среды не учитывает пористость мезоуровня. 

Триангуляция расчётной области представлена на рисунке 29б и содержит 

3760 тетраэдров, 1009 вершин. Время фильтрации – 10 ч, шаг по времени – 10 мин.   

Макромасштабная модель однофазной фильтрации описывается уравнением  

   0

0 f

f

φ 2ρ 1 C 0 в 
μC μ

p
p p p

t

 
         

  

K K
g , (2.178) 

с начальными условиями для плотности и давления  

 
0 00 0

ρ ρ 1000, 0
t t

p p
 
    , (2.179) 

краевыми условиями Дирихле на границах Г1 и Г2   

 
1Г

0p  , 
2

6

Г
10p  , (2.180) 

где Г1 – граница вытекания,  Г2 – граница втекания, 
1 2Г Г ГD   , на границе 

0Г \ГN D   заданы условия непротекания 

 
f Г

0
μC

N

p  
K

n , (2.181) 

где φ – пористость, ρ – плотность (кг/м3), Cf – изотермическая сжимаемость (Па-1), 

K – абсолютная проницаемость (м2), μ – динамическая вязкость (Па‧с), g – ускоре-

ние свободного падения. 

Для решения прямой задачи однофазной фильтрации используется разрывный 

метод Галёркина с базисными функциями пространства H1(Ω) второго порядка. Ре-

зультат решения задачи (2.178) – (2.181) – давление и скорость фильтрации. 

В следующем разделе ставится обратная коэффициентная задача для вычисле-

ния компонент эффективного тензора абсолютной проницаемости. 
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2.7.2 Обратная коэффициентная задача: постановка 

Определение параметров макромасштабной модели в методе давления пред-

ставляет собой сложную вычислительную задачу, поскольку в общем случае зави-

симость параметров модели от решения задачи (2.178) – (2.181) в керне носит не-

линейный характер. Поэтому возникает необходимость в решении обратной коэф-

фициентной задачи при вычислении тензора абсолютной проницаемости среды.    

Предполагается, что величина давления флюида не влияет на деформацию гео-

логической среды, т.е. пористость не зависит от давления.  

Обратная коэффициентная задача формулируется в виде [76] 

 AΘ = F ,  (2.182) 

где : X YA  – оператор обратной задачи, XΘ – вектор неизвестных парамет-

ров, YF – модель наблюдения, X и Y – гильбертовы пространства.  

Модель наблюдения может содержать погрешность измерений 

 * F F ξ ,  (2.183) 

где 
*

F  – истинные данные, ξ  – шум с нормальным распределением. 

Поскольку тензор абсолютной проницаемости является симметричным [216], 

то пространство неизвестных параметров состоит из 6 элементов и 6X E  

  , , , , ,xx xy xz yy yz zzk k k k k kΘ   (2.184) 

В общем случае задача (2.182) является некорректной. Получить приближён-

ное решение задачи (2.182) можно путём минимизации сглаживающего функцио-

нала А.Н. Тихонова [76] 

  
2 2

αJ α  Θ AΘ F Θ   (2.185) 

где α – параметр регуляризации, который должен быть согласован с величиной 

ошибки ξ [77]. Если Θ* – решение задачи (2.182), то    
6

*

α αJ min J
E


Θ

Θ Θ . 

Измеряемыми данными является модуль вектора скорости просачивания в ис-

следуемой геологической среде при использовании метода давления. Следует от-

метить, что скорость просачивания связана с истинной скоростью течения жидко-

сти соотношением 
. .φпрос истинv v , где φ – пористость [43, 222].   
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Оператор A–1 является оператором решения прямой задачи однофазной филь-

трации (2.178) – (2.181). Поскольку разрывный метод Галёркина позволяет опреде-

лить решение прямой задачи в пространстве L2(Ω), то Y = L2(Ω). Поэтому миними-

зация функционала (2.185) эквивалента минимизации [75] 

    
2 2*

αJ  α
T

F F d dt


    Θ Θ   (2.186) 

где F * – интегральная оценка модуля скорости фильтрации в гетерогенной среде, 

F – интегральная оценка модуля скорости фильтрации в однородной среде для за-

данного набора параметров (2.184), α – параметр регуляризации. 

На неизвестные параметры должно быть наложено ограничение из физиче-

ских соображений 

 , , , , , 0xx xy xz yy yz zzk k k k k k  . (2.187) 

Ограничение (2.187) реализуется как увеличение параметра α для компоненты 

решения, которая становится отрицательной, и как уменьшение итерационного па-

раметра в случае превышения некоторого критического значения kΩ. 

 Пусть ошибка задания правой части уравнения 
* δF F   неизвестна, опре-

делим квазиоптимальное значение параметра регуляризации по оценке разности 

приближенных решений на соседних итерациях 
1α αk k
Θ Θ . Алгоритм вычисле-

ния параметра регуляризации можно найти в [42, 75, 76, 77, 78]. 

Согласно работам [76, 216], функционал (2.186) является сильно выпуклым. 

Поэтому для его минимизации можно применить градиентные итерационные ме-

тоды. Для минимизации функционала (2.186) используется метод сопряжённых 

градиентов Флетчера-Ривса. 
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2.7.3 Метод Флетчера-Ривса 

Идея градиентных методов: если в точке p P  градиент функционала  J p  не 

равен нулю, то, двигаясь в направлении антиградиента в точку  p δp ,  можно 

уменьшить значение функционала  J p δp  при условии, что шаг спуска доста-

точно мал [176]. Градиентный метод Флетчера-Ривса доставляет минимум  квадра-

тичной n-мерной функцию за  1n  -итерацию [176]. 

Вектор градиента функционала (2.186) обозначим как 

  *

0

2 2α

TT

i

F
F F dt



 
   

 
d Θ ,  (2.188) 

(0)
Θ  – начальное приближение, s – вектор направления, n – текущая итерация, век-

торную функцию чувствительности определим в виде 

 , : 1..6
i

F
i



 
  

 
Ψ   (2.189) 

и градиент функционала (2.186) без регуляризации 

  *

0

 
J

J 2 , : 1..6

T

i i

F
F F dt i

 

  
     

  
 .  (2.190) 

Алгоритм 5 – Метод Флетчера-Ривса 

1: выбрать начальное приближение (0)
Θ , точность ε, MAX – макс. число итераций; 

2: вычислить  (0) (0)
d Θ ; 

3: (0) (0): s d ; 

4: for : 0n  , 2, 3… do 

5: вычислить          ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

: arg min J : J /

t
T T

n n n n n n T ndt


 
 

        
 
Θ s d d Ψ Ψ d ; 

6:     ( 1) ( ) ( ) ( ):n n n n  Θ Θ s ; 

7:      вычислить  ( 1) ( 1)n n 
d Θ ; 

8:       
 

( 1) ( )

( 1) ( 1) ( )

( ) ( )

,
:

,

n n

n n n

n n



   
d d

s d s
d d

; 

9: if ( 1)n  d  или n > MAX then Stop. 

10: end for. 
 

Алгоритм Флетчера-Ривса использует функцию чувствительности Ψ . Приме-

ним для её вычисления схему Эйлера 
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   i i i

i i

F FF   

 

  


 
,  (2.191) 

где ( ) ( 1)n n

i i i      . 

Градиентные итерационные методы чувствительны к выбору начального при-

ближения (0)
Θ , и в окрестности точного решения может наблюдаться осцилляция 

градиента функционала (2.186). Поэтому предлагается использовать метод Нью-

тона для локальной минимизации функционала (2.186) с начальным приближением 

метода Флетчера-Ривса по достижению им критерия останова. 

 

2.7.4 Локальный метод Ньютона 

Обозначим (0)
Θ  результат минимизации функционала (2.186) по методу Флет-

чера-Ривса. Поскольку    2

αJ C Θ , то в окрестности точки (0)
Θ  можно ис-

пользовать разложение в ряд Тейлора функции многих переменных  

                   2(0) (0) (0)

α α α

1
J J J

2

T T
o          Θ Θ Θ Θ Θ H Θ Θ Θ ,  (2.192) 

где  (0)
H Θ  – матрица Гессе, (0):  Θ Θ Θ .  

Необходимым и достаточным условием существования экстремума сильно вы-

пуклого квадратичного функционала является равенство нулю его градиента 

        (0) (0)

α αJ J 0
T

     Θ Θ H Θ Θ ,  (2.193) 

откуда 

    
1

( 1) ( ) ( ) ( )

αJn n n n


    
 

Θ Θ H Θ Θ . (2.194) 
 

Алгоритм 6 – Итерационный метод минимизации функционала (2.186) 

1: выбрать начальное приближение (0)
Θ , точность ε, MAX – макс. число итераций; 

2: согласовать выбор параметра регуляризации α с ошибкой задания модели наблюдения; 

3: выполнить не менее 7-ми итераций метода Флетчера-Ривса; 

4: 

продолжить минимизацию с помощью локального метода Ньютона для полученного ре-

шения, пока не будет достигнут критерий останова 

 
   

 

( 1) ( )

( )

J J
ε

J

n n

n

 


Θ Θ

Θ
  (2.195) 

 

Отметим, что  ( )J n
Θ  вычисляется по формуле (2.186) при α = 0.  
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2.7.5 Исследование оператора прямой задачи 

Существование решения обратной задачи (2.182) зависит от свойств оператора 

прямой задачи. Поэтому необходимо установить, при каком допустимом уровне 

возмущения неизвестных параметров оператор прямой задачи однофазной филь-

трации определён и непрерывен. Применение теории возмущений можно найти в 

работе А.А. Абрамова и Л.Ф. Юхно [1].   

Рассмотрим задачу однофазной фильтрации (2.178) – (2.181) в однородной 

среде, которая изображена на рисунке 29а. Для компонент тензора абсолютной про-

ницаемости K предлагается использовать вектор  (0) 0.1i Θ . Построим серию 

решений для  (1)

i i   Θ , где  0.05i i   , 0.1 i  и 0.15 i , что соответствует 

возмущению компонент тензора проницаемости 5, 10 и 15%, соответственно. 

 Пусть оператор прямой задачи A: X → Y действует из вещественного бана-

хова пространства X в вещественное банахово пространство Y. Тогда производная 

Фреше оператора прямой задачи – ограниченный линейный оператор P: X→ Y та-

кой, что 

       P h A Θ h A Θ ,  (2.196) 

где  i h . 

Если производная Фреше существует, то оператор прямой задачи непрерывен 

и определён во всей области Ω0. Иначе обратный оператор A-1 может быть опреде-

лён не на всём пространстве Y, и обратная задача (2.182) становится некорректной. 

Для проверки существования производной Фреше применим сингулярное раз-

ложение (Singular Value Decomposition) её матрицы. Диагональная матрица SVD-

разложения состоит из сингулярных чисел, упорядоченных по убыванию. Ранг мат-

рицы сингулярных чисел должен совпадать с рангом матрицы оператора прямой 

задачи. Алгоритм SVD-разложения можно найти в [226]. 

На рисунках 30 – 37 показаны сингулярные числа SVD-разложения матрицы 

Фреше в результате аппроксимации оператора прямой задачи с помощью класси-

ческого метода конечных элементов и разрывного метода Галёркина. 
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Рисунок 30 – Сингулярные числа матрицы Фреше при использовании классического МКЭ и 

при возмущении диагональных компонент тензора 

 
Рисунок 31 – Сингулярные числа матрицы Фреше при использовании классического МКЭ и 

при возмущении компоненты Kxy 

 
Рисунок 32 – Сингулярные числа матрицы Фреше при использовании классического МКЭ и 

при возмущении компоненты Kxz 
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Рисунок 33 – Сингулярные числа матрицы Фреше при использовании классического МКЭ и 

при возмущении компоненты Kyz 

 

Рисунок 34 – Сингулярные числа матрицы Фреше при использовании разрывного метода Га-

лёркина и при возмущении диагональных компонент тензора 

 
Рисунок 35 – Сингулярные числа матрицы Фреше при использовании разрывного метода Га-

лёркина и при возмущении компоненты Kxy 
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Рисунок 36 – Сингулярные числа матрицы Фреше при использовании разрывного метода Га-

лёркина и при возмущении компоненты Kxz 

 
Рисунок 37 – Сингулярные числа матрицы Фреше при использовании разрывного метода Га-

лёркина и при возмущении компоненты Kyz 

 

Анализ графиков на рисунках 30 – 37 позволяет сделать вывод, что возмуще-

ние недиагональных компонент тензора абсолютной проницаемости приводит к 

сингулярно-возмущённой прямой задаче (2.178) – (2.181) в дискретной постановке 

классического МКЭ. Ранги матрицы сингулярных чисел и матрицы оператора пря-

мой задачи не совпадают. Применение разрывного метода Галёркина позволяет 

корректно аппроксимировать операторы сингулярно-возмущённых прямых задач. 

 

2.7.6 Исследование функции чувствительности и градиента 

функционала  

Построим серию решений прямых задач однофазной фильтрации в однород-

ной среде для тензора абсолютной проницаемости с компонентами  (0) 0.1i Θ  

и их возмущением 5, 10 и 15%. Функции чувствительности для каждого параметра 
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вычисляются по формуле (2.191). Графики функций чувствительности изображены 

на рисунке 38. 

 

 

Рисунок 38 – Графики функций чувствительности по высоте расчётной области при воз-

мущении разных компонент тензора абсолютной проницаемости 
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Графики функций чувствительности, выведенные по высоте расчётной обла-

сти, при возмущении компонент тензора абсолютной проницаемости показывают, 

что удовлетворительную оценку функции чувствительности в методе давления 

можно получить для уровня возмущения не более 10%. Необходимо отметить 

быстрый рост функции чувствительности при возмущении недиагональных компо-

нент тензора проницаемости. Так, для недиагональной компоненты тензора Kxy 

возмущение 15% приводит к значению функции чувствительности 104, что может 

вызвать осцилляцию градиента функционала обратной задачи и привести к физи-

чески нерелевантному решению задачи определения компонент тензора абсолют-

ной проницаемости. 

Единственность решения обратной коэффициентной задачи (2.182) и суще-

ствование градиента функционала (2.186) согласно работам [75, 76] обеспечива-

ются применением устойчивых вычислительных схем для решения прямых сингу-

лярно-возмущённых задач и схемы регуляризации в случае некорректно заданной 

модели наблюдений. Для рассмотренной расчётной области при начальном при-

ближении тензора абсолютной проницаемости  (0) 0.1i Θ  установлен допу-

стимый порог возмущения параметров не более чем на 10% при использовании раз-

рывного метода Галёркина для дискретизации оператора прямой задачи. 

Чувствительность градиента функционала (2.186) к вариациям компонент тен-

зора согласно формуле (2.190) полностью определяется функцией чувствительно-

сти. Поэтому все выводы, сделанные для функций чувствительности, сохраняют 

свою силу при анализе чувствительности градиента функционала, при этом гра-

фики частных производных 
J

i




 отличаются от графиков функций чувствительно-

сти только масштабным множителем  *2 F F .  
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2.7.7 Верификация метода решения обратной задачи 

Для верификации метода решения обратной коэффициентной задачи (ОКЗ) 

получим данные измерений интегральной оценки модуля скорости фильтрации как 

результат решения задачи однофазной фильтрации (2.178) – (2.181) в однородной 

среде, которая изображена на рисунке 29а, с тензором абсолютной проницаемости 

1.0 4 1.0 6 1.0 6

1.0 6 1.0 4 1.0 6

1.0 6 1.0 6 1.0 5

e e e

e e e

e e e

   
 

   
 
    

K . 

Генерацию нормально распределённой случайной величины для зашумления 

измерений выполним при помощи функции NormalDistribution из сборки плат-

формы .NET библиотеки System.Web.DataVisualization.dll. Нормальное распреде-

ление функции NormalDistribution имеет среднее значение 0 со стандартным откло-

нением 1. Случайную величину зашумления можно выразить как 

     λ  NormalDistributionF f  , 

где λ – уровень зашумления, F – модуль скорости фильтрации, f – масштабирован-

ный модуль скорости в отрезке [–1, 1], который вычисляется по формуле 

    
 max min

max min

2F F F
f

F F

 



, 

где Fmax – наибольшее значение и Fmin – наименьшее значение модуля скорости. 

Используются уровни зашумления синтетических данных 5, 10 и 15%. Для 

оценки относительной погрешности решений применим формулу 

  

 

2

eff

2

*

*
100%

L

L

F F

F






  

K
,  (2.197) 

где F – интегральная оценка модуля скорости фильтрации в однородной среде Ω0 с 

вычисленным эффективным тензором проницаемости, F* – интегральная оценка 

модуля скорости фильтрации в пористой неоднородной среде (без зашумления). 

Начальное приближение  (0) 0.1i Θ . Вычисленный эффективный тен-

зор проницаемости будет приводиться с двумя верхними индексами KFR+N, где FR 

– число итераций метода Флетчера-Ривса, N – число итераций метода Ньютона. 
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Таблица 31 – Верификация метода решения ОКЗ 

Уровень 

шума, % 

Регуляр. 

α 

Эффективный тензор абсолютной про-

ницаемости, м2 

Погрешность 

eff
K

, % 

5 3.5e–10 
8 3

1.3 4 1.2 6 1.2 6

1.2 6 1.3 4 1.2 6

1.2 6 1.2 6 1.4 5

e e e

e e e

e e e



   
 

   
 
    

K  1.98 

10 7.3e–10 
8 3

3.1 4 2.7 6 1.8 6

2.7 6 4.0 4 3.5 6

1.8 6 3.5 6 3.9 5

e e e

e e e

e e e



   
 

   
 
    

K  2.74 

15 1.8e–9 
8 5

1.9 3 2.7 5 7.2 6

2.7 5 8.3 4 2.9 5

7.2 6 2.9 5 5.1 5

e e e

e e e

e e e



   
 

   
 
    

K  9.35 

 

По результатам вычислительных экспериментов можно сделать вывод, что 

предложенный метод решения обратной коэффициентной задачи позволяет вычис-

лить эффективный тензор абсолютной проницаемости при зашумлении измерений 

до 10% с относительной погрешностью не более 3%. 

 

2.8 Процесс фильтрации в слоистой среде 

Слоистость является естественным свойством большинства геологических 

сред. Слоистая структура определяет неоднородность проницаемости и является 

причиной её анизотропной природы. Особый интерес для геологических приложе-

ний представляет слоистая среда с зонами, которые содержат целики – участки за-

лежей с изолированными карманами неизвлечённой нефти. Такие объекты можно 

трактовать как включения с низкой проницаемостью, наличие которых приводит к 

снижению коэффициента отдачи нефти [65]. Поэтому требуется решение задачи 

определения эффективного тензора проницаемости таких сред.     

Рассмотрим слоистую среду, изображённую на рисунке 39а. На рисунке 39б 

показан участок извлечённой нефти по центру. Объёмная концентрация целика – 

54%. Ось керна лежит между точками (0, 0, 0) и (0, 0, 5), радиус керна R = 1 см. 

Одно из главных направлений напластования совпадает с осью Oz. Триангуляция 

неоднородной среды представлена на рисунке 39в. 
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Целики заполнены нефтью с вязкостью μ = 50 мПа‧с. На верхнее основание 

керна прикладывается давление 105 Па, а на нижнее – 0 Па. Боковая поверхность 

свободная. Геологическая порода имеет микропористость φ = 8%. Просачивается 

вода с вязкостью μ = 1 мПа‧с и сжимаемостью 10 1

fC 4.6 10  Па  . Исходная прони-

цаемость матрицы среды составляет 10 –5 м2. Процесс фильтрации длится 10 ч, шаг 

дискретизации по времени составляет 10 минут.  

 

Рисунок 39 – Слоистая среда с 54% объёмной доли целика нефти (а), сечение в плоскости 

z = 4.5 (б), триангуляция (в): 54571 тетраэдр, 218284 степени свободы 

Процесс фильтрации воды внутри геологической среды описывается моделью 

однофазной фильтрации относительно давления, поведение нефти внутри пор опи-

сывается моделью Навье-Стокса. Согласование поведения давления на границе 

геологической среды и пор основано на законе сохранения массы, баланса сил и 

закона Бивера-Джозефа-Саффмана (2.148) – (2.150).      

Результаты решения задачи просачивания воды в неоднородной среде с цели-

ками нефти представлены на рисунках 40 и 41. 
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Рисунок 40 – Распределение давления в плоскости 4.5z  (а), 5z  (б)  

 

 

Рисунок 41 – Распределение z-компоненты вектора скорости в сечениях 1,2,3,4.5z   (а), 

0.3y   (б) и 0.2x    (в) 

Вычисленный модуль вектора скорости фильтрации в гетерогенной среде с це-

ликами используется при решении обратной коэффициентной задачи для опреде-

ления эффективного тензора абсолютной проницаемости.   

В таблице 32 представлены результаты решения обратной задачи для различ-

ных уровней зашумления измерений модуля скорости фильтрации в гетерогенной 

среде и влияние параметра регуляризации на относительную погрешность решения 

обратной коэффициентной задачи.  
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Таблица 32 – Слоистая среда: эффективный тензор и относительная погрешность 

Уровень 

шума, % 

Регуляр. 

α 

Эффективный тензор гидравлической 

проницаемости, м2 

Погрешность 

eff
K

, % 

5 1.2e–9 
10 5

4.62 6 3.81 6 4.73 7

3.81 6 5.13 6 1.26 7

4.73 7 1.26 7 8.23 7

e e e

e e e

e e e



   
 

   
 
    

K  2.31 

10 5.2e–9 
10 9

8.91 6 5.44 6 2.11 7

5.44 6 8.78 6 3.89 7

2.11 7 3.89 7 7.19 7

e e e

e e e

e e e



   
 

   
 
    

K  3.91 

15 9.4e–9 
10 10

8.36 6 8.35 6 2.99 6

8.35 6 1.36 6 6.56 6

2.99 6 6.56 6 6.23 6

e e e

e e e

e e e



   
 

   
 
    

K  11.71 

 

Для слоистой среды с 54% объёмной концентрации целиков нефти получены 

эффективные тензоры абсолютной проницаемости при уровнях зашумления 5% и 

10% c относительной погрешностью 2.31% и 3.91%, соответственно. Одна из глав-

ных осей тензора совпадает с продольным направлением напластования вдоль оси 

Oz, что соответствует структуре неоднородной слоистой среды. Для уровня зашум-

ления 15% не удалось восстановить локально-ортотропную структуру тензора, о 

чём говорит высокий уровень полученной погрешности в 11.71%. Абсолютная про-

ницаемость в продольном направлении напластованию отличается от проницаемо-

сти в поперечном на порядок. 

Был вычислен эффективный тензор проницаемости по явной формуле для сло-

истых сред (1.6) 

eff

1.25 6 0 0

0 1.25 6 0

0 0 5.97 7

e

e

e

 
 

 
 
  

K , eff 8.3% 
K

. 

Явный метод оценки тензора абсолютной проницаемости по формуле (1.6) не 

даёт приемлемого результата для сред с двумя неизвестными направлениями 

напластования. Однако позволяют вычислить нижнюю границу проницаемости в 

поперечном направлении напластованию. Похожий результат был получен в рабо-

тах F. Murat и L. Tartar, как отмечает А.Ю. Беляев в [13]. 
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2.9 Процесс фильтрации в пористых средах 

Моделирование процесса фильтрации жидкостей в пористых средах является 

нетривиальной задачей, поскольку учёт геометрии всего порового пространства 

приводит к значительным вычислительным затратам. Поэтому требуется исполь-

зование макроскопических моделей для описания процесса фильтрации в эффек-

тивной среде. Основная сложность, связанная с переходом от микро- к макромас-

штабной модели, заключается в выборе физической модели проницаемости, кото-

рая в зависимости от геометрии порового пространства может быть изотропной или 

анизотропной.  

Как отмечается в работах F.A. Khan [177] и K.Vafai [222], для равномерно за-

полненных пористых сред существует пороговое значение пористости, при кото-

ром возможен переход от анизотропной модели проницаемости к изотропной в 

предположении о соизмеримости пор.     

Рассмотрим пористые среды, изображённые на рисунке 42. Ось керна лежит 

между точками (0, 0, 0) и (0, 0, 5), радиус керна R = 1 см. Концентрация макропор 

в первом керне 1%, во втором – 6% и в третьем – 10%. Центры пор и радиусы пор 

внутри кернов сгенерированы случайным образом. Радиус пор варьируется от 0.1 

мм до 1 мм.  

Поры кернов заполнены нефтью с вязкостью μ = 50 мПа‧с. На верхнее основа-

ние кернов прикладывается давление 105 Па, а на нижнее – 0 Па. Боковая поверх-

ность свободная. Геологические породы имеют микропористость φ = 8%. Просачи-

вается вода с вязкостью μ = 1 мПа‧с и сжимаемостью 10 1

fC 4.6 10  Па  . Исходная 

проницаемость матрицы сред составляет 10 –5 м2. Процесс фильтрации длится 10 ч, 

шаг дискретизации по времени составляет 10 мин. 

Для моделирования процесса фильтрации с учётом всей пористой структуры 

кернов используется метод явного учёта неоднородностей. Строится триангуляция 

среды так, что максимально возможное ребро тетраэдра не превышает 50% от 

наименьшего радиуса поры.     
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Рисунок 42 – Пористые среды с объёмной концентрацией пор: 1% (а), 6% (б), 10% (в)  

Триангуляция образца с 1% пористости содержит 931456 тетраэдров и 

3725824 степени свободы, триангуляция образца с 6% пористости содержит 745965 

тетраэдров и 2983860 степеней свободы (см. рисунок 43а), триангуляция образца с 

10% пористости содержит 839185 тетраэдров и 3356740 степеней свободы. 

 

Рисунок 43 – Триангуляция: образец №2 (а) – 745965 тетраэдров, 2983860 степеней сво-

боды; однородная среда (б): 3760 тетраэдров, 15040 степеней свободы 
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Метод явного учёта неоднородных включений является одним из самых ре-

сурсозатратных и в то же время наиболее распространённым при моделировании 

процесса фильтрации в пористых среда со случайным распределением проницае-

мости по объёму.  

Процесс фильтрации воды внутри геологической среды описывается моделью 

однофазной фильтрации относительно давления, поведение нефти внутри пор опи-

сывается моделью Навье-Стокса. Согласование поведения давления на границе 

геологической среды и пор основано на законе сохранения массы, баланса сил и 

закона Бивера-Джозефа-Саффмана (2.148) – (2.150).  

Результаты решения задачи фильтрации с учётом случайной пористости кер-

нов представлены на рисунках 44 – 49 в сечении y = 0. 

 

Рисунок 44 – Распределение поля давления в сечении керна y = 0 с объёмной концентрацией 

пор 1% спустя 10 мин (а), 20 мин (б), 60 мин (в) 
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Рисунок 45 – Распределение поля давления в сечении керна y = 0 с объёмной концентрацией 

пор 6% спустя 10 мин (а), 20 мин (б), 60 мин (в) 

 

Рисунок 46 – Распределение поля давления в сечении керна y = 0 с объёмной концентрацией 

пор 10% спустя 10 мин (а), 20 мин (б), 60 мин (в) 
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Рисунок 47 – Распределение модуля скорости фильтрации в сечении керна y = 0 с объёмной 

концентрацией пор 1% спустя 10 мин (а), 20 мин (б), 60 мин (в) 

 

 

Рисунок 48 – Распределение модуля скорости фильтрации в сечении керна y = 0 с объёмной 

концентрацией пор 6% спустя 10 мин (а), 20 мин (б), 60 мин (в) 
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Рисунок 49 – Распределение модуля скорости фильтрации в сечении керна y = 0 с объёмной 

концентрацией пор 10% спустя 10 мин (а), 20 мин (б), 60 мин (в) 

 

В таблицах 33 – 35 представлены результаты решения обратной коэффициент-

ной задачи для различных уровней зашумления данных измерений модуля скоро-

сти фильтрации в гетерогенной среде (с учётом пор), влияние параметра регуляри-

зации на погрешность решения обратной коэффициентной задачи.  
 

Таблица 33 – Среда с пористостью 1%: эффективный тензор и относительная погрешность 

Уровень 

шума, % 

Регуляр. 

α 

Эффективный тензор гидравлической 

проницаемости, м-2 

Погрешность 

eff
K

, % 

5 5.2e–9 
10 4

9.19 6 7.61 7 5.78 7

7.61 7 9.20 6 6.13 7

5.78 7 6.13 7 9.97 6

e e e

e e e

e e e



   
 

   
 
    

K  3.65 

10 6.5e–9 
10 7

5.87 6 6.17 7 9.56 7

6.17 7 5.93 6 5.73 7

9.56 7 5.73 7 6.31 6

e e e

e e e

e e e



   
 

   
 
    

K  4.13 

15 1.8e–8 
10 10

5.12 6 4.89 6 3.17 6

4.89 6 6.34 6 5.42 6

3.17 6 5.42 6 8.38 6

e e e

e e e

e e e



   
 

   
 
    

K  4.48 

 

 

 

 



116 

 
Таблица 34 – Среда с пористостью 6%: эффективный тензор и относительная погрешность 

Уровень 

шума, % 

Регуляр. 

α 

Эффективный тензор гидравлической 

проницаемости, м-2 

Погрешность 

eff
K

, % 

5 6.1e–9 
10 4

8.35 6 4.56 7 6.03 7

4.56 7 8.69 6 4.99 7

6.03 7 4.99 7 8.49 6

e e e

e e e

e e e



   
 

   
 
    

K  3.43 

10 9.3e–9 
10 7

8.21 6 3.82 7 5.93 7

3.82 7 9.31 6 5.41 7

5.93 7 5.41 7 9.06 6

e e e

e e e

e e e



   
 

   
 
    

K  3.96 

15 8.2e–8 
10 10

9.01 6 3.79 6 7.51 6

3.79 6 8.53 6 5.17 6

7.51 6 5.17 6 9.16 6

e e e

e e e

e e e



   
 

   
 
    

K  5.12 

 

 

Таблица 35 – Среда с пористостью 10%: эффективный тензор и относительная погрешность 

Уровень 

шума, % 

Регуляр. 

α 

Эффективный тензор гидравлической 

проницаемости, м-2 

Погрешность 

eff
K

, % 

5 6.1e–9 
10 5

8.37 6 4.56 8 8.25 8

4.56 8 8.41 6 1.72 8

8.25 8 1.72 8 8.35 6

e e e

e e e

e e e



   
 

   
 
    

K  2.05 

10 9.3e–9 
10 7

8.49 6 5.06 8 7.91 8

5.06 8 8.39 6 2.63 8

7.91 8 2.63 8 8.31 6

e e e

e e e

e e e



   
 

   
 
    

K  2.93 

15 8.2e–8 
10 9

7.85 6 5.91 7 7.03 7

5.91 7 8.03 6 5.39 7

7.03 7 5.39 7 7.91 6

e e e

e e e

e e e



   
 

   
 
    

K  3.40 

 

Для неоднородных сред со случайной пористостью φ = 1%, 6% и 10% полу-

чены эффективные тензоры абсолютной проницаемости, в которых выделяются 

главные направления осей, что соответствует теоретическим сведениям о проница-

емости пористых сред. Диагональные компоненты тензора абсолютной проницае-

мости значениями приближаются друг к другу при увеличении объёмной концен-

трации пор. Таким образом, установлено существование асимптотического порога 

объёмной концентрации пор, при котором возможен переход от анизотропной мо-

дели пласта к изотропной. Похожие результаты для сред со случайной пористой 

структурой были получены в работах [177] и [222]. 
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2.10 Сравнение с физическим экспериментом 

Величина абсолютной проницаемости зависит от объёмной концентрации пор 

и трещин в геологической среде. Для валидации метода вычисления эффективной 

абсолютной проницаемости используются результаты физического эксперимента, 

приведённые в презентации компании EXA DIGITALROCK TECHNOLOGY 

(David Freed, August 9, 2017) [160].  

На рисунке 50 изображены три пористых образца кубической формы, которые 

были получены из кернов (сухой песчаник). Длина ребра каждого образца 5 см. В 

ходе лабораторных исследований для каждого образца были установлены пори-

стость, распределение радиусов пор по объёму, кривые капиллярного давления при 

просачивании воды и абсолютная проницаемость.   

 

Рисунок 50 – Физический эксперимент: пористые образцы [160] 

 На рисунке 50 пористость образца обозначена символом φ, абсолютная про-

ницаемость – k. Величина 1 Дарси составляет 0.9869 ‧ 10-12 м2. 

На рисунке 51 показаны образцы для вычислительного эксперимента. Серым 

цветом показана матрица среды, белым и светло-серым – каналы течения флюида. 

Флюид – вода с вязкостью μ = 1 мПа‧с и сжимаемостью 10 1

fC 4.6 10  Па  . Перепад 

давления по высоте образцов составляет 1000 КПа. Процесс фильтрации длится 24 

часа, шаг дискретизации по времени составляет 10 минут. 
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  Рисунок 51 – Образцы для вычислительного эксперимента: объёмная пористость  

φ = 15.42% (а), 13.94% (б) и 10.93% (в) 

Триангуляция для образца №1 показана рисунке 52. 

 

Рисунок 52 – Триангуляция образца №1: матрица (а) – 147468 вершин, 840309 тетраэдров; 

каналы (б) – 108151 вершина, 126975 тетраэдров 

Результаты решения прямой задачи в неоднородной среде показаны на рисун-

ках 53 и 54. 

 

Рисунок 53 – Распределение давления в каналах образца №1 (спустя 23 ч) 
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Рисунок 54 – Распределение модуля скорости в каналах образца №1 (спустя 23 ч) 

В таблицах 36 –  38 представлены результаты решения обратной коэффици-

ентной задачи для различных уровней зашумления данных измерений модуля ско-

рости фильтрации в гетерогенной среде (данные физического эксперимента), вли-

яние параметра регуляризации на погрешность решения обратной коэффициентной 

задачи.  

Относительная погрешность вычисленной эффективной абсолютной проница-

емости определяется по формуле 

 0 zz 100%
k k

k


  , (2.198) 

где k0 – экспериментальная абсолютная проницаемость (мД), kzz – вычисленная аб-

солютная проницаемость (мД). 

 

Таблица 36 – Образец I (пористость 15.42%): проницаемость и относительная погрешность 

Уровень 

шума, % 

Регуляр. 

α 

Эффективная абсолютная 

проницаемость kzz, мД Погрешность  , % 

5 3.8e–8 289 7.0 

10 9.1e–8 283 9.0 

15 2.7e–7 256 17.7 
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Таблица 37 – Образец II (пористость 13.94%): проницаемость и относительная погрешность 

Уровень 

шума, % 

Регуляр. 

α 

Эффективная абсолютная 

проницаемость kzz, мД Погрешность  , % 

5 2.2e–8 175 7.4 

10 5.9e–8 171 9.5 

15 8.2e–7 165 12.7 
 

 

Таблица 38 – Образец III (пористость 10.93%): проницаемость и относительная погрешность 

Уровень 

шума, % 

Регуляр. 

α 

Эффективная абсолютная 

проницаемость kzz, мД Погрешность  , % 

5 2.7e–8 110 5.2 

10 3.2e–8 106 8.6 

15 5.1e–7 93 19.8 

 

По результатам вычислительного эксперимента можно сделать вывод, что ве-

личина z-компоненты тензора абсолютной проницаемости для пористых образцов 

увеличивается при увеличении объёмной доли порового пространства, что под-

тверждается данными физического эксперимента в [160].  

Выводы по главе 

Для методов моделирования процесса течения несжимаемой жидкости в ка-

нале с меняющимся диаметром проведена валидация реализованных вычислитель-

ных схем разрывного метода Галёркина и стабилизированного метода конечных 

элементов, которая установила совпадение результатов вычислительных экспери-

ментов с данными физических экспериментов до 3%. 

Устойчивое решение обратной коэффициентной задачи (ОКЗ) для определе-

ния эффективного тензора абсолютной проницаемости на базе метода давления су-

ществует при возмущении неизвестных параметров до 10% и при использовании 

вычислительной схемы разрывного метода Галёркина для аппроксимации опера-

тора прямой сингулярно-возмущённой задачи однофазной фильтрации. 

 Минимизацию целевого функционала Тихонова при решении ОКЗ целесо-

образно проводить на базе градиентного метода Флетчера-Ривса с ограниченным 

числом итераций и локального метода Ньютона для уточнения решения. В резуль-

тате верификации метода минимизации было установлено, что допустимый порог 

шумлённости в модели наблюдения при решении ОКЗ не должен превышать 10%.     
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При дискретизации математических моделей процесса фильтрации на разных 

уровнях иерархии предпочтение следует отдать вычислительным схемам стабили-

зированного метода конечных элементов и несимметричной постановке разрыв-

ного метода Галёркина. Результаты вычислительных экспериментов при верифи-

кации вычислительных схем на классах жёстких задач, имеющих аналитическое 

решение, позволяют сделать вывод, что методы являются абсолютно устойчивыми. 

При решении нестационарных жёстких задач Навье-Стокса высокую эффек-

тивность показала проекционная процедура физического расщепление Chorin-

Temam на базе разрывного метода Галёркина. 

При проведении вычислительных экспериментов по моделированию процес-

сов фильтрации в пористых средах со случайным распределением пор по объёму 

был установлен факт существования порогового значения пористости, при которой 

возможен переход от анизотропной модели пласта к изотропной. Сравнительный 

анализ решений в пористой неоднородной и эффективных средах показал расхож-

дение результатов от 2% до 5% при уровне зашумления модели наблюдения от 5% 

до 10%.     

Вычислительные схемы показали высокую эффективность и гибкость при ре-

шении широкого класса задач фильтрации на разных уровнях иерархии геологиче-

ских сред, что позволило создать единый программный комплекс для моделирова-

ния процессов фильтрации флюидов в геологических средах.     
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ГЛАВА 3 ПРОГРАММНЫЙ КОМПЛЕКС 

 

В главе приводится описание разработанного программного комплекса для 

многомасштабного моделирования процесса фильтрации в геологических средах и 

системные требования к компьютерной архитектуре для запуска приложения.  

 

3.1 Назначение, системные требования и структура 

Программный комплекс FEM_2.0 предназначен для вычисления эффектив-

ного тензора абсолютной проницаемости геологической среды и решения задачи 

фильтрации флюида в гетерогенных средах при использовании вычислительных 

схем классического и стабилизированного метода конечных элементов, разрыв-

ного метода Галёркина.  

Программный комплекс реализован на языке программирования C# 7.0. 

Объём программного кода составляет 16.8 Мб. Для запуска приложения требуется 

процессор с многоядерной архитектурой, установленная 64-битная операционная 

система и платформа .NET 4.6 и выше. 

Все результаты, приведённые в тексте диссертации, были получены на 4-ядер-

ной компьютерной архитектуре с установленной 64-разрядной операционной си-

стемой Windows 10, процессор Intel® Core(TM) i7-4790 3.60 Ghz. 

Программный комплекс FEM_2.0 предоставляет пользователю для реализа-

ции два открытых интерфейса: прямая задача Direct_Problem и обратная задача In-

verse_Problem.  

Реализованный интерфейс Inverse_Problem предоставляет методы для реше-

ния обратных коэффициентных задач при определении эффективного тензора аб-

солютной проницаемости. Методы интерфейса Inverse_Problem принимают в каче-

стве параметра реализованный интерфейс Direct_Problem. 

Реализованный интерфейс Direct_Problem предоставляет методы для решения 

следующих задач: 

 моделирование процесса течения однофазного флюида в канале/трещине; 
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 моделирование процесса фильтрации однофазного флюида в пористой или 

трещиновато-пористой среде; 

 моделирование процесса просачивания однофазного флюида из канала в 

окружающую пористую или трещиновато-пористую среду. 

Диаграмма интерфейса прямой задачи Direct_Problem показана на рисунке 55. 

 

Рисунок 55 – Диаграмма интерфейса прямой задачи 

Интерфейс Direct_Problem наследует скрытые от пользователя интерфейсы: 

препроцессор Preprocessor, процессор Processor и постпроцессор Postprocessor.  

 

3.2 Препроцессор 

Реализованный интерфейс Preprocessor предоставляет методы для построения 

виртуальных моделей случайно заполненных пористых сред, конечноэлементных 

сеток, формирования списков геометрических объектов, степеней свободы и ини-

циализации портретов дискретных аналогов. Интерфейс Preprocessor является за-

крытым от пользователя и реализуется в момент начала решения прямой задачи.  

Кроме встроенных механизмов для построения конечноэлементных сеток, 

препроцессор предоставляет средства для импорта готовых файлов конечноэле-

ментных сеток из открытых мешеров Netgen (https://ngsolve.org), FreeFEM++ 

(http://www.freefem.org), Gmesh (http://gmsh.info). 

При построении виртуальных моделей случайно заполненных пористых сред 

используются операторы конструктивной блочной геометрии (Constructive Solid 
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Geometry, CSG), которые обеспечивают совместимость препроцессора с открытым 

генератором сеток Netgen. Сгенерированная геометрия может быть экспортиро-

вана в Netgen и вновь импортирована в препроцессор в виде конечноэлементной 

тетраэдральной сетки.  

Входным параметром для процедуры инициализации Препроцессора является 

текстовый файл, который имеет следующую структуру: 

1. N – число подобластей в расчётной области; 

2. M – номер подобласти; 

3. тип конечного элемента в формате: < метод >_< элемент >_< dof >, где ме-

тод принимает значение CG (классический и стабилизированный МКЭ) или 

DG (разрывный метод Галёркина), элемент – Rect (прямоугольник), Trian-

gle (треугольник), Brick (шестигранник) и Tetr (тетраэдр), dof – число сте-

пеней свободы. 

Ниже приведена текстовая информация в файле для импорта готовой конеч-

ноэлементной тетраэдральной сетки из мешера Netgen в формате Elmer: 
 

1 число подобластей 

1 номер подобласти 

DG_Tetr_4 тип конечного элемента: DG – исполь-

зуется разрывный метод Галёркина, 

Tetr – тетраэдры, 4 – число степеней 

свободы 

Grid\\Pressure\\ путь к файлам формата Elmer 
 

В зависимости от типа решаемой прямой задачи, от типа используемых конеч-

ных элементов и базисных функций реализуется интерфейс Preprocessor, который 

инициализирует и наполняет структуру данных расчётной области Grid. Реализо-

ванный интерфейс расчётной области Grid используется в качестве параметра для 

реализации интерфейса Processor.   
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3.3 Процессор 

Реализация интерфейса Processor предоставляет методы для решения задач 

фильтрации. При реализации интерфейса Processor по данным, которые ввёл поль-

зователь, инициализируются такие структурные элементы, как локальные мат-

рицы, базисные функции, схема интегрирования и решатель. 

Интерфейс Processor является закрытым от пользователя и реализуется в мо-

мент начала решения прямой задачи. В зависимости от типа задачи, процессор мо-

жет быть реализован для решения линейных/нелинейных, стационарных/нестаци-

онарных задач.  

Программная реализация процессора основана на многопоточной технологии. 

Главный поток в реальном времени предоставляет пользователю информацию о те-

кущем состоянии процесса решения задачи, а также запускает дочерние потоки, 

которые выполняют ассемблирование локальных матриц и учёт краевых условий. 

Сгенерированная в результате конечноэлементной дискретизации СЛАУ переда-

ётся для решения в структурный блок Решатель, который включает в себя преобу-

словливатель. Метод решения СЛАУ и тип предобусловливателя выбирается оп-

ционально пользователем. 

Фрагменты листинга выполнения программы при решении нестационарной 

нелинейной задачи однофазной фильтрации показан ниже 
 

Filtration_1_parabolic_nonlinear 
сообщается, что решается нелинейная 

нестационарная задача фильтрации под 

номером 1  

Parabolic problem -> solving... инициализация решателя  

Time layer: 0.1        -> solving... итерационный процесс по всем времен-

ным слоям Time layer: 0.2        -> solving... 
 

Опционально пользователь может указать путь к файлу для вывода текущей 

информации о ходе решения СЛАУ 

Solver: BiCG with ILU(0) метод решения и предобусловливатель 

ITERATION              RESIDUAL              

1 1.551909E+004      
2 3.462115У+003   

итерационный процесс решения СЛАУ 
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Интерфейс Processor имеет три реализации: решатель системы уравнений На-

вье-Стокса для несжимаемой жидкости, решатель задачи однофазной фильтрации 

и решатель сопряжённой задачи Стокса-Дарси. 

Полученное решение задачи передаётся для обработки в реализуемый интер-

фейс Postprocessor. 

3.4 Постпроцессор 

Реализация интерфейса Postprocessor предоставляет методы для вывода тек-

стовой и графической информации о расчётной области и визуализации решения 

задачи. Интерфейс Postprocessor является закрытым от пользователя и реализуется 

в момент завершения решения прямой задачи 

Графическая информация экспортируется в файл с расширением .plt для визу-

ализации численного решения в программном продукте TecPlot (домашняя стра-

ница https://www.tecplot.com). 

Опционально пользователю доступны средства встроенного визуализатора, 

который реализован на языке C++ при использовании открытой графической биб-

лиотеки Glut. 

Кроме описанных средств визуализации решения задачи, реализованы алго-

ритмы для анализа матрицы СЛАУ и решения задачи: 

 SVD-разложение матрицы СЛАУ; 

 визуализация портрета матрицы СЛАУ; 

 вычисление относительной невязки решений, полученных различными ме-

тодами или на вложенных сетках; 

 трёхмерная интерполяция решения по дискретному набору измерений. 

 

3.5 Масштабируемость программного комплекса 

На рисунке 56 представлены структуры конечноэлементных матриц СЛАУ, 

полученные при использовании вычислительных схем классического МКЭ, стаби-

лизированного МКЭ и разрывного метода Галёркина для аппроксимации системы 

уравнений Навье-Стокса. Применение иерархических базисов пространств H1 и 

H(div) позволяет получить блочную структуру конечноэлементных матриц СЛАУ.  
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Рисунок 56 – Структура конечноэлементных матриц СЛАУ: классический МКЭ (а), стаби-

лизированный МКЭ (б), разрывный метод Галёркина (в) 

Естественная параллельность разрывного метода Галёркина даёт возможность 

параллельного ассемблирования матрицы СЛАУ для любых типов базисных функ-

ций. Применение параллельного ассемблирования глобальной матрицы СЛАУ в 

классическом МКЭ и стабилизированном МКЭ возможно только при независимом 

переборе множеств базисных функций: в пространстве H1 – раздельная сборка для 

edge-, face- и bubble-функций, в пространстве H(div) – раздельная сборка для face- 

и bubble-функций на каждом конечном элементе.  

Результаты замера времени ассемблирования матрицы СЛАУ на процессоре 

Intel® Core(TM) i7-4790 3.60 Ghz для сетки, которая содержит 839185 тетраэдров и 

3356740 степеней свободы, представлены на рисунках 57 и 58. 

 

Рисунок 57 – Замер времени ассемблирования (C#: System.Threading) 
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Рисунок 58 – Замер времени ассемблирования (C++: библиотека OpenMP) 

На рисунке 57 показаны диаграммы замера времени ассемблирования глобаль-

ной матрицы СЛАУ при использовании средств языка C# и System.Threading. На 

рисунке 58 показаны диаграммы замера времени ассемблирования глобальной мат-

рицы СЛАУ при использовании средств языка C++ и библиотеки OpenMP. Линей-

ный закон уменьшения времени ассемблирования указывает на естественную па-

раллельность реализованных вычислительных схем при ассемблировании глобаль-

ной матрицы СЛАУ с учётом их блочной структуры.   

 

Вывод по главе 

Программный комплекс FEM_2.0 для решения задачи фильтрации флюида в 

геологической среде состоит из трёх структурных блоков: препроцессор, процес-

сор и постпроцессор. Абстрактная реализация на языке C# позволяет расширять 

возможности комплекса FEM_2.0 для решения широкого класса прикладных задач 

без существенных структурных изменений программного кода. Естественная па-

раллельность реализованных вычислительных схем при ассемблировании глобаль-

ной матрицы СЛАУ с учётом их блочной структуры позволяет получить линейное 

уменьшение времени решения прямой задачи. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Диссертация посвящена математическому моделированию процесса фильтра-

ции несжимаемой жидкости в трёхмерных многомасштабных гетерогенных средах 

на базе разработанных и реализованных в виде программного комплекса вычисли-

тельных схем конформных и неконформных конечноэлементных методов. 

Решена задача о моделировании процесса течения однофазной несжимаемой 

жидкости в каверне (канале) с последующим просачиванием в пористую среду: 

 разработаны и реализованы в виде программного комплекса вычислитель-

ные схемы для моделирования процесса течения однофазной несжимаемой 

жидкости в каверне с учётом сложной геометрии пространства на базе ста-

билизированного векторного конформного метода конечных элементов и 

разрывного метода Галёркина; 

 разработаны и реализованы в виде программного комплекса вычислитель-

ные схемы для моделирования процесса упругой однофазной фильтрации 

жидкости в геологической среде с учётом анизотропной природы проница-

емости на базе разрывного метода Галёркина; 

 разработаны и реализованы в виде программного комплекса вычислитель-

ные схемы для моделирования процесса просачивания однофазной несжи-

маемой жидкости в пористую среду на базе разрывного метода Галёркина. 

Решена задача о вычислении абсолютной проницаемости геологической 

среды с фиксированной структурой: 

 разработан и реализован в виде программного комплекса алгоритм вычис-

ления тензора абсолютной проницаемости трёхмерной гетерогенной среды 

на базе решения обратной коэффициентной задачи и метода давления; 

 установлено влияние геометрической структуры гетерогенной среды на 

оценку тензора абсолютной проницаемости для слоистых сред и случайно 

заполненных пористых сред; 

 определены границы применимости анизотропной и изотропной моделей 

проницаемости пласта с равномерно пористой структурой. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ А 

Функции форм пространств H1 и H(div) 
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В приложении А приведены графические изображения базисных функций в 

пространствах H1 и H(div) для тетраэдра, который изображён на рисунке 59. 

 

Рисунок 59 – Тетраэдр с вершинами  1 : 1,0,0v  ,  2 : 0,1,0v  ,  3 : 0,0,0v  ,  4 : 0,0,1v   

На рисунке 60 показаны edge-функции (2.25) пространства H1 для ребра тет-

раэдра с вершинами  1 : 1,0,0v   и  2 : 0,1,0v  .     

 

Рисунок 60 - Edge-функции 2-го порядка 
2

je
  (а), 3-го порядка 

3

je
  (б), 4-го порядка 

4

je
  

(в) и 5-го порядка 
5

je
  (г)  
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На рисунке 61 показаны face-функции (2.26) пространства H1, ассоциирован-

ные с гранью, которая содержит точки тетраэдра (1,0,0), (0,1,0) и (0,0,1). Функция 

1,1
iS  вместе с edge-функциями (2.25) при 3je

p   образуют кубический базис. Функ-

ции 
1,2

iS  и 
2,1

iS  используются при построении базиса 4-го порядка. 

 
Рисунок 61 – Face-функции 3-го порядка 1,1

iS  (а), 4-го порядка 1,2
iS  (б) и 2,1

iS  (в) 

На рисунке 62 показана Whitney-функция (2.31) пространства H(div), ассоци-

ированная с гранью, которая содержит точки тетраэдра (1,0,0), (0,1,0) и (0,0,1). Нор-

мальная компонента Whitney-функции на трёх других гранях в сечениях имеет ну-

левой след. Линейные  функции (2.32) показаны на рисунке 63.  

Edge-based face-функции (2.34), ассоциированная с гранью (1,0,0), (0,1,0) и 

(0,0,1), для ребра тетраэдра между вершинами (1,0,0) и (0,1,0) показана на рисунке 

64. Вид genuine face-функции (2.35) представлен на рисунке 65.  

Edge-based bubble-функция (2.36), ассоциированная с гранью (1,0,0), (0,1,0) и 

(0,0,1), для ребра тетраэдра между вершинами (1,0,0) и (0,1,0) показана на рисунке 

66. На рисунке 67 показана face-based bubble-функция (2.37), ассоциированная с 

гранью (1,0,0), (0,1,0) и (0,0,1). 
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Рисунок 62 – Whitney-форма, ассоциированная с гранью (а), в плоскости y = const (б), в 

сечении z = const (в)  

 

Рисунок 63 – Линейные функции
,1

1
iS  (а, б) и 

,2

1
iS  (в, г) 
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Рисунок 64 – Edge-based face-функция 2-го порядка (а), 3-го порядка (б), 4-го порядка (в) и 

5-го порядка (г) 

 

Рисунок 65 – Genuine face-функции 3-го порядка (а) и 4-го порядка (б, в) 
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Рисунок 66 – Edge-based bubble-функции 2-го порядка (а, б) и 3-го порядка (в, г) 

 

Рисунок 67 – Face-based buuble-функции 3-го порядка: 
, ,1

1,1
iS b  (а, б), 

, ,2

1,1
iS b  (в, г)  
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б 

Свидетельства о государственной регистрации программ для ЭВМ 
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