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Введение

Построение и обоснование наиболее полных трехмерных чис-
ленных моделей зарождения и распространения трещины от
полости в упругой среде под действием давления жидкости,
включающих в себя математические модели и численные ме-
тоды для их реализации, является важной научной и приклад-
ной задачей. Научная значимость решения данной проблемы
для механики трещин заключается в необходимости установ-
ления механизмов влияния реологии закачиваемой в полость
и трещину жидкости, обобщенного напряженного состояния
среды, ее упругих свойств на местоположение зародышевой
трещины в окрестности границы произвольной трехмерной по-
лости, ориентацию этой зародышевой трещины, ее эволюцию,
траекторию трещины на ранней стадии ее распространения, ее
раскрытие. В области математического моделирования и чис-
ленных методов построение новых наиболее полных трехмер-
ных математических моделей механики трещин, их обоснова-
ние, разработка надежных, совершенных численных методов
чрезвычайно актуальны в связи с необходимостью адекватно-
го описания механики разрушения материала и связанными с
этим огромными затратами вычислительных ресурсов.

Одна из основных подзадач, решаемых при разработке
сложной комплексной модели распространения трещины, со-
стоит в построении трехмерного критерия для нахождения ве-
личины приращения фронта трещины на каждом шаге ее рас-
пространения и выбора направления распространения, учиты-
вающего все три коэффициента интенсивности напряжений.
Эта подзадача до конца не решена в настоящее время. С по-
зиций вычислительной механики остается также актуальной
проблемой создание эффективного метода совместного реше-
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ния трех основных связанных задач модели распространения:
напряженно-деформированного состояния, течения жидкости
гидроразрыва со сложной реологией, разрушения материала и
распространения в нем трещины.

Научная значимость проблемы трехмерного моделирования
распространения трещины заключается и в необходимости со-
здания методов управления процессом развития трещины, ко-
торые позволяли бы проектировать жидкости, закачиваемые в
полость и трещину, с новыми реологическими законами, опре-
делять законы их закачки и условия инициации зародыше-
вой трещины, при которых форма трещины, направление и
скорость распространения ее фронта удовлетворяли заданным
критериям качества. Эту научную проблему можно отнести к
теории разработки методов решения обратных задач трещино-
образования. В данном случае прямой задачей является нахож-
дение по входным данным модели распространения трещины
ее выходных данных. Обратной задачей является определение
таких входных данных, при которых функционалы, зависящие
от выходных данных, удовлетворяют заданным критериям ка-
чества трещинообразования.

Прикладная значимость решения проблемы построения
трехмерной модели зарождения и распространения трещины в
первую очередь обусловлена усовершенствованием и созданием
новых технологий гидроразрыва пласта (ГРП). ГРП является
методом повышения отдачи нефтеносного и газоносного пласта
и заключается в подаче в перфорированную скважину под вы-
соким давлением жидкости гидроразрыва. Под действием дав-
ления жидкости в области перфорации около скважины ини-
циируется зародышевая трещина, в дальнейшем распростра-
няющаяся в нетронутом массиве породы и заполняемая при
этом твердыми частицами, называемыми проппантом. После
прекращения закачки смеси жидкости с проппантом и утечки
жидкости через берега трещины в породу происходит закрепле-
ние трещины на проппанте. Закрепленная трещина становится
высокопроводящим каналом для откачивания нефти или газа
из несущего пласта.

Моделирование процесса ГРП позволяет прогнозировать
геометрию трещины и оптимизировать всю технологию дан-
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ного процесса. Ведется давно, с 50-х годов XX века, когда
ГРП как метод увеличения продуктивности скважины начал
использоваться. Тогда же, в 1955 г. была предложена одна из
первых моделей ГРП — модель Христиановича–Желтова [1],
получившая дальнейшее развитие в работе Гиртсма и де Клер-
ка [2] и известная во всем мире как модель Христиановича–
Гиртсма–де Клерка (KGD). Немного позднее были созданы
еще две известные, широко используемые и в настоящее время
модели: модель Перкинса–Керна–Нордгрена (PKN) [3, 4] и мо-
дель плоскорадиальной трещины [5]. Эти три модели представ-
ляют соответственно три основные геометрические концепции
в множестве плоских одномерных моделей: прямолинейное рас-
пространение трещины из линейного источника бесконечной
высоты, прямолинейное распространение трещины из линей-
ного источника конечной высоты и радиальное симметричное
распространение трещины из точечного источника. Эти модели
и их модификации достаточно хорошо описывают ГРП для ти-
пичных ориентаций скважин в традиционных месторождени-
ях нефти и газа, предполагающих вертикальное или наклонное
бурение и одну трещину гидроразрыва на одну скважину.

Однако в настоящее время все большее место в мире за-
нимает разработка нетрадиционных месторождений, которые
характеризуются более сложной структурой нефтеносных и га-
зоносных пластов. Отличительными особенностями таких пла-
стовых резервуаров являются низкая (плотный песок) и уль-
транизкая (сланцевые газ и нефть) или наоборот экстремально
высокая (песчаник с тяжелой нефтью) проницаемость пласта,
присутствие разветвленной системы трещин, которые могут со-
держать одно или более семейств трещин, ориентированных в
различных направлениях и пересекающих друг друга. Очень
часто разработка таких нетрадиционных месторождений ста-
новится экономически невыгодной без такой интенсификации
добычи, как ГРП. В то же время традиционные модели ГРП
не позволяют адекватно описывать эти процессы и требуются
новые более изысканные (современные, продвинутые, усовер-
шенствованные) модели.

Одно из направлений усовершенствования моделей — учет в
них трехмерности процесса распространения. Как уже отмеча-
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лось выше, для реалистичного описания продвижения фронта
трещины в произвольном трехмерном случае необходимо при-
менять трехмерный критерий нахождения приращения фрон-
та трещины и выбора направления его распространения, учи-
тывающий смешанное нагружение по всем трем модам напря-
жений. Среди существующих работ, посвященных трехмерным
моделям распространения [6–15], во всех, кроме [7], отклонение
фронта трещины определяется только по второй моде. В них
используется двумерный плоский критерий максимальных рас-
тягивающих напряжений [16], не учитывающий третью моду.
Только Гупта и Дуартэ [7] предпринимают попытку применить
трехмерный критерий. В [17–19] новая полностью трехмерная
численная модель распространения трещины от полости под
воздействием давления закачиваемой ньютоновской жидкости
с трехмерным критерием распространения была построена и
верифицирована.

Еще одной отличительной особенностью разработанной в
[17–19] модели является одновременное рассмотрение в ней
скважины и переменной нагрузки, вызванной течением жид-
кости, в распространяющейся от скважины трещине. Следует
отметить, что во всех перечисленных выше работах по трехмер-
ному моделированию распространения трещины, за исключе-
нием [17–19], скважина не присутствует в модели. В лучшем
случае рассматривается переменная нагрузка в трещине, вы-
званная закачиванием в нее ньютоновской жидкости из точеч-
ного источника [8, 10–12, 15].

Следует также отметить, что технологическая разработка
нетрадиционных пластовых резервуаров сопровождается про-
ектированием новых жидкостей гидроразрыва и различных до-
бавок к ним (волокна, флока и др.), которые значительно из-
меняют реологическое поведение этих жидкостей. Например,
возрастающий интерес к плотным и ультраплотным нетради-
ционным пластовым резервуарам с высоким содержанием гли-
ны привел в результате к разработке специальных жидкостей
с большими долями газа и малыми долями воды [20]. Эти
жидкости не ухудшают фильтрационные свойства породы и
не вызывают ее физическое разрушение при их закачивании.
Большинство таких вспененных жидкостей, по сообщению [21],
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имеют реологию жидкости Гершеля–Балкли [22]. Эта реоло-
гическая модель жидкости успешно применялась для описа-
ния других типов жидкостей гидроразрыва и при фильтра-
ции в пористой среде [20]. Преимущество реологического за-
кона Гершеля–Балкли состоит в том, что он содержит в себе
более простые реологические модели как его частные случаи:
ньютоновскую, степенную, Бингама–Шведова. Последние две
реологические модели часто используются в моделях гидрав-
лического разрыва, в частности, при моделировании переноса
проппанта и его осаждения. Для исследования влияния рео-
логии жидкости на поведение процесса гидроразрыва пласта в
монографии разработанные ранее авторами модели [17–19] усо-
вершенствуются путем замещения в них ньютоновской модели
жидкости моделью Гершеля–Балкли.

Кроме усовершенствования и создания новых технологий
ГРП для повышения отдачи нефтеносных и газоносных пла-
стов, теория трехмерного моделирования зарождения и рас-
пространения трещины необходима для разработки инструмен-
тальных методов, применяемых в строительстве подземных со-
оружений в сложных геолого-физических условиях (карьеры,
рудники, туннели, атомные электростанции). Это – методы
управляемого разрушения и разгрузки массивов горных по-
род, создания в них дренажных систем, изолирующих экранов,
упрочнения рыхлых пород, откачки воды или газа, изоляции и
перекрытия источников поступления пластовых вод и др.

В монографии обобщается опыт моделирования процесса
зарождения и распространения трещины от полости в упру-
гой среде под воздействием закачиваемой в полость в общем
случае неньютоновской жидкости. Книга является некоторым
логически законченным этапом исследований, проводившихся
авторами на протяжении более десяти лет в Институте вычис-
лительных технологий СО РАН. Данные исследования вна-
чале были инициированы и финансово поддержаны Новоси-
бирским технологическим центром (НТЦ) компании “Шлюм-
берже”. В сотрудничестве со специалистами НТЦ были пред-
ложены и численно реализованы двумерные модели распро-
странения трещины, являющиеся обобщением известной KGD-
модели [23–27], построены численные методы решения зада-
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чи зарождения трещины гидроразрыва от скважины, основан-
ные на локальном критерии превышения максимальным рас-
тягивающим напряжением критического напряжения на раз-
рыв упругой среды [28–38]. Исследования по разработке мето-
дов оптимального решения трехмерной задачи зарождения и
распространения трещины от полости в упругой среде под воз-
действием закачиваемой в нее вязкой, в общем случае ненью-
тоновской жидкости [17–19, 39–42], проводимые c 2014 года,
выполнены за счет гранта Российского научного фонда (РНФ)
(проект № 14-11-00234). Таким образом, можно утверждать,
что представленные в монографии исследования по решению
заявленных в проекте № 14-11-00234 задач (критерий иници-
ации трещины на полости, учитывающий ее форму; модифи-
цированный трехмерный дуальный метод граничных элемен-
тов; трехмерные критерии роста и выбора направления рас-
пространения трещины, учитывающие все три коэффициен-
та интенсивности напряжений; модель жидкости гидроразры-
ва Гершеля–Балкли; метод оптимизационного управления про-
цессом развития трещины) выполнены только за счет указан-
ного гранта РНФ.

Некоторые результаты, включенные в книгу, получены со-
вместно с ближайшими коллегами и учениками авторов. Осо-
бенно хотелось бы поблагодарить О.П. Алексеенко, Г. Р. Ай-
дагулова, А. Е. Лютова, Д.В. Чиркова, П.В. Карнакова,
А.С. Астракову, А.Ю. Авдюшенко, А. Е. Крюкова, Д.Т. Али-
пову.



Глава 1

Постановка задачи
моделирования
распространения
трещины

1.1. Физические процессы, определяющие
развитие трещин, и их учет в моделях
различных уровней

Для повышения отдачи нефтеносного пласта применяется тех-
нология формирования в нем трещины гидроразрыва, подроб-
но описанная в [43]. Технология заключается в подаче в перфо-
рированную скважину под высоким давлением жидкости гид-
роразрыва. Под действием давления жидкости в области пер-
фораций около скважины инициируется зародышевая трещи-
на. Затем жидкость, надавливая на берега зародышевой тре-
щины, заставляет ее распространяться в нетронутый массив
породы, как показано на рис. 1.1. Для закрепления раскрытия
трещины через определенное время от начала подачи жидко-
сти гидроразрыва в нее добавляются твердые частицы — проп-
пант. После прекращения закачки смеси жидкости с твердыми
частицами и фильтрационной утечки жидкости в породу рас-
крытие трещины определяется распределением вдоль нее проп-
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панта. Пропускная способность закрепленной трещины суще-
ственно зависит от ее формы и распределения по ней проппан-
та.

Моделирование процесса гидроразрыва пласта — роста тре-
щины с учетом потерь жидкости гидроразрыва на фильтрацию
в пористую среду и, наконец, определение влияния примеси
твердых частиц в жидкости на динамику раскрытия трещины
и ее конечную форму позволяют прогнозировать геометрию
трещины и оптимизировать всю технологию этого процесса.
Однако в наиболее общей постановке модель процесса гидро-
разрыва чрезвычайно сложна. Она объединяет в себе описа-
ние таких процессов, как течение смеси неньютоновской жид-
кости и твердых частиц внутри трещины, перенос и осаждение
твердых частиц, фильтрация жидкости в породу через поверх-
ность трещины, деформация породы в окрестности скважины
и трещины, распространение трещины. Уравнения, описываю-
щие перечисленные процессы, нелинейны, сильно взаимосвяза-
ны и имеют различные особенности.

Рис. 1.1. Схематичная картина процесса гидроразрыва пласта.
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Совместное их решение в двумерных, а особенно в трех-
мерных задачах остается актуальной проблемой из-за плохой
сходимости численных алгоритмов. Поэтому при создании мо-
дели приходится искать компромисс между вычислительной
сложностью алгоритмов и детальностью описания каждого из
процессов. Развитие вычислительной техники смещает точку
компромисса в сторону совершенствования моделей, но оно все
еще недостаточно для отказа от приближенного описания про-
цессов или пренебрежения какими-либо из них. Наиболее суще-
ственно снижают вычислительную сложность упрощения при
описании процессов деформации породы и ее разрушения, что
связано существенно с трехмерностью этого процесса в общем
случае. Такие упрощения позволяют уменьшить размерность
всей задачи.

По детальности описания деформации породы все модели
гидроразрыва пласта можно разделить на четыре группы, ха-
рактеризующиеся размерностью уравнений, описывающих де-
формацию породы под действием давления жидкости гидро-
разрыва. В одномерных моделях эти уравнения могут быть све-
дены либо к алгебраическому соотношению, связывающему из-
быточное давление в трещине с ее шириной, либо к интеграль-
ному соотношению между данными параметрами. В двумер-
ных моделях деформация породы рассматривается в прибли-
жении плоского деформированного состояния породы, что уве-
личивает размерность подмодели упругости на единицу. Оче-
видно, что в случае псевдотрехмерных и «полностью» трехмер-
ных моделей никакие существенные упрощения в подмодели
упругости невозможны. Однако ввиду представления трещины
как плоского разреза псевдотрехмерные модели выделяются в
отдельную группу.

В представленный далее обзор включены ставшие уже
классическими как в русско-, так и в англоязычной литера-
туре одномерные модели, получившие свои названия по пер-
вым буквам фамилий авторов, последовательно их развивав-
ших: модель KGD (Khristianovich, Geertsma, de Klerk), модель
PKN (Perkins, Kern, Nordgren), радиальная модель и их со-
временные улучшенные модификации. Основными путями их
улучшения являются учет: 1) фильтрационных утечек жид-
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кости гидроразрыва через стенки трещины в породу и 2) пе-
реноса и осаждения в трещине проппанта (примеси твердых
частиц, необходимых для расклинивания трещины). Одномер-
ные модели имеют два существенных недостатка: 1 – трещина
рассматривается как плоский разрез и 2 – трещина распростра-
няется только в продольном направлении. Несмотря на просто-
ту этих моделей и их неспособность предсказывать результа-
ты реальных гидроразрывов на достаточном уровне точности,
они позволяют описывать взаимное влияние процессов филь-
трации, течения жидкости, переноса проппанта, деформации
и разрушения. Это делает их фундаментом для развития мо-
делей каждого из процессов и оценки их влияния на качество
описания поведения всей трещины.

Дальнейшее совершенствование моделей гидроразрыва на-
правлено на устранение указанных недостатков. Рассмотрение
искривления траектории трещины в горизонтальной плоско-
сти позволило разработать двумерные модели гидроразрыва,
а учет наряду с продольным и вертикального распростране-
ния трещины привел к созданию псевдотрехмерных моделей.
Известно, что учет искривления траектории трещины от мо-
мента инициации последней до ее выхода на магистральное
направление распространения поперек действия наименьших
напряжений залегания очень важен с практической точки зре-
ния [44]. Отметим также, что в псевдотрехмерных моделях
трещина остается плоской, а следовательно, распространяет-
ся только в одной плоскости. В обзоре рассмотрены и «полно-
стью» трехмерные модели, не получившие пока широкого при-
менения, в силу высокой вычислительной трудоемкости. На се-
годня исключительно за рубежом имеется ряд работ [6–15], по-
священных численному моделированию процесса гидроразры-
ва в трехмерной постановке. Однако предлагаемые модели рас-
сматриваются со значительными упрощениями: с отсутствием
отставания фронта жидкости от фронта трещины, с плоским
критерием выбора направления распространения трещины, без
учета полостей, от которых зарождается трещина, с ньютонов-
ской реологией жидкости и т. п. Перечисленные упрощения
не позволяют адекватно предсказывать поведение трещин на
начальном этапе [44], когда трещина распространяется, суще-
ственно искривляясь. Заметим, что предлагаемый в моногра-
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фии подход свободен от указанных недостатков, ввиду проду-
манной иерархии математических моделей и предлагаемого ме-
тода совместного решения подсистем уравнений общей модели.
Следует учесть, что ввиду сложности начальной геометриче-
ской конфигурации перфорированной скважины «полностью»
трехмерные модели гидроразрыва должны решать подпробле-
му инициации зародышевых трещин, также представляющую
практический интерес [44].

За последние три десятилетия в зарубежной печати появи-
лось несколько обзоров [45–51]. Однако все эти публикации
в основном сосредоточены на рассмотрении классических мо-
делей. В связи с развитием вычислительной техники, а сле-
довательно, и численных методов в последнее время появи-
лось немало новых подходов к моделированию процесса гид-
роразрыва. Одна из задач представленного обзора – отразить
особенности современных подходов к моделированию данного
процесса.

1.2. Одномерные модели

Описание особенностей современных подходов и трудностей
моделирования процесса гидроразрыва уместно начать с од-
номерных моделей.

Одномерные модели характеризуются плоским симметрич-
ным представлением трещины гидроразрыва. Однако в зависи-
мости от геометрической концепции, используемой в этих моде-
лях, они, в свою очередь, могут быть отнесены к двум группам.

Первая группа состоит из моделей, описывающих прямо-
линейное распространение трещины, исходящее из линейного
источника, как показано на рис. 1.2. Такой тип гидроразрыва
может быть достигнут закачкой через большой отперфориро-
ванный интервал скважины, на котором сформировался линей-
ный источник закачки. Следовательно, такие плоские трещины
должны локализоваться в вертикальной плоскости, проходя-
щей через ось скважины.

Вторая группа моделей описывает радиально симметрич-
ное распространение из точечного источника, как показано на
рис. 1.3. Такой тип гидроразрыва можно ожидать при закачке
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Рис. 1.2. Одно крыло трещины гидроразрыва в представлении
KGD-модели (слева) и PKN-модели (справа) с прямолинейным
распространением из линейного источника: 1 — вертикальная
ось скважины, 2 — линейный источник жидкости, 3 — плоское

крыло трещины, 4 — кончик трещины.

Рис. 1.3. Модель с радиально симметричным распространением
из точечного источника: 1 — ось скважины, 2 — точечный ис-
точник жидкости, 3 — плоскость распространения трещины, 4 —

кончик трещины.

через узкий окружной слой перфораций, при котором созда-
ется точечный источник закачки. Если исключить из рассмот-
рения эффекты силы тяжести, то плоскость распространения
трещины в этом случае может располагаться под любым углом
относительно оси скважины.

Отличительными особенностями моделей первой группы
являются [43, 46, 48, 49, 51]: наличие в задаче вертикальной
плоскости симметрии, перпендикулярной направлению дей-
ствия наименьших главных напряжений σmin залегания, вдоль
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которой трещина постоянной высоты распространяется; пред-
положение о том, что течение жидкости гидроразрыва являет-
ся квазиодномерным вдоль длины трещины (при этом учиты-
вается переменность сечений трещины вдоль длины); трещина
гидроразрыва состоит из двух разнонаправленных симметрич-
ных относительно скважины крыльев, что позволяет рассмат-
ривать только одно крыло трещины.

Отличительными особенностями моделей второй группы
являются [43, 46, 48, 49, 51]: наличие в задаче горизонтальной
плоскости симметрии, перпендикулярной направлению дей-
ствия наименьших главных напряжений залегания σmin, вдоль
которой трещина распространяется; наличие осевой симметрии
в горизонтальной плоскости.

В обеих группах моделей утечка жидкости в породу описы-
вается законом Картера [52] или простейшими уравнениями
фильтрации в пористой среде [53–60]. Деформация породы
описывается однородной изотропной моделью упругости, ко-
торая сводится к простейшему алгебраическому соотношению,
связывающему избыточное давление в трещине с ее шириной в
PKN-моделях, и интегральному соотношению между ними же
в KGD-моделях.

1.2.1. Модель Христиановича–Гиртсма–де Клер-
ка (KGD)

Основные принципы этой модели, в том числе геометрическая
концепция, показанная на рис. 1.4, предложены Христианови-
чем и Желтовым в 1955 г. в работе [1] и затем развиты Гирстма
и де Клерком в [2]. Такая геометрическая концепция справед-
лива при допущении, что высота трещины значительно превос-
ходит ее общую длину 2L и влиянием верхней и нижней гра-
ниц можно пренебречь. Это позволяет считать горизонтальные
сечения трещины одинаковыми и при описании деформации
породы и ее разрушения использовать двумерную постановку
задачи упругости.

В квазистатическом приближении и предположении отсут-
ствия сдвиговых напряжений на берегах прямолинейной тре-
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Рис. 1.4. Геометрическая концепция KGD-модели.

щины следует интегральное соотношение между его раскры-
тием W и избыточным давлением жидкости

pnet = p− σmin (1.1)

в нем (см. подробнее [61])

W (x) =
4

πE′

L∫
0

pnet(ξ) ln

∣∣∣∣∣
√

(L2 − x2) +
√

(L2 − ξ2)√
(L2 − x2)−

√
(L2 − ξ2)

∣∣∣∣∣ dξ. (1.2)

Здесь E′ — плоский модуль напряжений, связанный с моду-
лемЮнга E и коэффициентом Пуассона ν, характеризующими
упругие свойства породы, следующей формулой:

E′ =
E

1− ν2
, (1.3)

а L = L(t) — положение кончика крыла трещины. Положе-
ние кончика L определяется из известного критерия хрупкого
распространения трещины [62] (о теории хрупкого распростра-
нения трещин см. подробнее в [63])

KI = 2

√
L

π

L∫
0

pnet(ξ)√
L2 − ξ2

dξ = KI c, (1.4)

где KI — коэффициент интенсивности напряжений для плос-
кой трещины, нагруженной переменным давлением, а KI c —
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его критическое значение (трещиностойкость), характеризуе-
мое породой. Условие (1.4) задает профиль раскрытия крыла
трещины около кончика

W (x) =
4
√

2√
π

KI c

E′

√
L− x+O

(
(L− x)

3
2

)
, x→ L. (1.5)

В [1, 2, 64, 65] полагается отсутствие трещиностойкости
породы, тогда критерий распространения трещины аналогич-
но (1.5) задает плавное смыкание берегов трещины в кончи-
ке [66], т. е.

∂W (x)

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0. (1.6)

Отметим, что KGD-модели с иными критериями распростра-
нения, например с пластическим [67], не получили распростра-
нения.

Движение жидкости гидроразрыва в трещине описывает-
ся в одномерном приближении при пренебрежении инерцией,
сжимаемостью жидкости и потерей импульса при ее оттоке в
породу. Областью течения жидкости считается интервал от ну-
ля до фронта жидкости Lf(t), положение которого в зависимо-
сти от варианта модели может как совпадать, так и не совпа-
дать с положением кончика трещины L(t). В последнем случае
говорят об отставании фронта жидкости. Уравнение количе-
ства движения следует из решения задачи о течении ньюто-
новской жидкости между двумя параллельными плоскостями,
разнесенными на расстояние W (см. подробнее [68]):

∂pnet

∂x
= −12µ

W 2
u, (1.7)

где u(x, t) — средняя скорость жидкости вдоль крыла трещи-
ны, а µ — коэффициент динамической вязкости жидкости гид-
роразрыва. Если ввести локальный расход жидкости через се-
чение x единичной высоты трещины Q = Q(x, t), то уравне-
ние (1.7) можно переписать в следующем виде:

∂pnet

∂x
= −12µ

W 3
Q. (1.8)
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Уравнение неразрывности записывается в виде (см. подроб-
нее [69])

∂W

∂t
+
∂Q

∂x
+QL = 0. (1.9)

Здесь QL — величина утечки жидкости гидроразрыва через
берега трещины в породу. В работе [1] и в ряде дальнейших
работ [62, 65, 70–72] полагается ее отсутствие QL(x, t) = 0. В
большинстве современных работ [2, 73] считается, что утеч-
ка QL подчиняется эмпирическому закону Картера [52]

QL(x, t) =
2CL√

t− texp(x)
, (1.10)

где CL — коэффициент утечки, характеризующийся проницае-
мостью породы, а texp(x) — момент времени, в который фронт
жидкости Lf прошел точку x, т. е.

texp

[
Lf(t

′)
]

= t′, 0 6 t′ 6 t. (1.11)

Другими словами, texp(x) есть обратная к Lf(t) функция. Если
отсутствует отставание фронта жидкости от кончика трещи-
ны Lf = L, то texp(x) есть обратная к L(t) функция.

К системе уравнений (1.8) и (1.9) добавляются краевые
условия. На скважине задается расход жидкости гидроразрыва
в крыло трещины

Q(0, t) = Qin(t). (1.12)

Как правило, считается [1, 2, 64, 65, 70, 73], что жидкость за-
нимает весь объем крыла трещины вплоть до кончика, тогда
краевое условие в кончике крыла имеет вид

Q(L, t) = 0. (1.13)

Из (1.12) и (1.13), используя уравнение (1.9) при предположе-
нии о постоянстве расхода Qin закачиваемой в скважину жид-
кости, может быть получено известное уравнение баланса жид-
кости

Qint =

Lf(t)∫
0

W (x, t)dx+

t∫
0

Lf(τ)∫
0

QL(x, τ)dxdτ. (1.14)
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Однако в такой постановке, с учетом W (L) = 0, следует, что
давление жидкости гидроразрыва в кончике крыла трещи-
ны обращается в бесконечность [74]. Чтобы избежать этого,
в ряде работ, посвященных вычислительной реализации моде-
ли (см., например, [71]), предполагается наличие отставания
фронта жидкости Lf от кончика трещины

L− Lf > 0. (1.15)

Тогда положение фронта жидкости в крыле трещине Lf опре-
деляется из соотношения

Q(Lf, t) = 0, (1.16)

а краевое условие на фронте жидкости принимает вид

pnet(Lf, t) = −σmin. (1.17)

Условие (1.17) задает нулевое полное давление на фронте жид-
кости. Заметим, что давление pnet на участке от Lf до L также
полагается равным −σmin. Из (1.12) и (1.16), используя уравне-
ние (1.9), можно получить уравнение баланса жидкости (1.14)
с учетом замены Lf на L.

Для замыкания поставленной задачи задаются начальные
данные

L(0) = L0, Lf(0) = L0,

W (x, 0) = W0, 0 6 x 6 L0, (1.18)

гдеW0 и L0 — длина и раскрытие некоторой зародышевой тре-
щины, которая необходима для начала развития трещины. В
работах [24, 73, 75] показано, что влияние этих параметров
на распространение одномерных и двумерных трещин незна-
чительно.

Обобщенная KGD-модель без отставания фронта жидкости
от кончика трещины описывается интегральным соотношени-
ем (1.2), условием (1.4) или (1.5), уравнениями (1.8) и (1.9), дву-
мя из трех краевых условий (1.12), (1.13) и (1.14) и начальны-
ми данными (1.18). Заметим, что при этом считается KI c > 0.
Обобщенная KGD-модель c отставанием фронта жидкости
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Рис. 1.5. Поведение избыточного давления pnet(0) (слева), обез-
размеренное раскрытие трещины Ω (справа) в зависимости от

расхода Qin =1 (1), 10 (2), 100 (3).

от кончика трещины описывается интегральным соотношени-
ем (1.2), условием (1.4) или (1.5), уравнениями (1.8) и (1.9),
тремя краевыми условиями (1.12), (1.16) и (1.17) и начальными
данными (1.18). В отсутствие трещиностойкости породы усло-
вие (1.4) или (1.5) в модели заменяется на более простое усло-
вие (1.6).

При значительных упрощениях в [1] впервые были получе-
ны кривые раскрытия трещины вдоль ее длины. Было уста-
новлено, что давление в скважине с течением времени резко
уменьшается, как показано слева на рис. 1.5. Справа на рис. 1.5
приведены обезразмеренные раскрытия трещины Ω в случае
отсутствия утечек (QL = 0)

Ω(ξ) =
W (ξ)

W (0)
, ξ =

x

L
. (1.19)

В [70] было установлено, что в отсутствие утечки (1.10)
весь процесс гидроразрыва оказывается равновесным, т. е. в
каждый момент времени он определен параметрами состояния
независимо от предыстории. В [73] получено, что при больших
временах развития трещины ее поведение в основном опреде-
ляется величиной утечек жидкости гидроразрыва в породу.

KGD-модель включает в себя механику трещиностойкости
породы (1.4). В [73] показано, что при больших временах тре-
щиностойкость влияет исключительно на профиль раскрытия
крыла трещины около кончика. Концепция отставания жидко-
сти от кончика трещины является важным элементом механи-
ки кончика трещины (1.15). В работах [74, 76–78] отдельно рас-
смотрено это явление и установлено, что наличие отставания
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фронта жидкости от кончика трещины влияет исключительно
на профиль раскрытия крыла трещины около его кончика при
достаточно больших длинах L.

Отметим, что в работе [64] было предложено более реа-
листичное представление жидкости гидроразрыва как ненью-
тоновской со степенной реологией (псевдопластическая жид-
кость). В таком случае уравнение количества движения (1.8)
принимает вид

∂pnet

∂x
= −2n+1(2n+ 1)n

nn
µ

W 2n+1
Qn, (1.20)

где n — показатель степени закона связи напряжений со скоро-
стями деформации, а µ — мера консистенции жидкости, имею-
щая физический смысл, аналогичный вязкости ньютоновской
жидкости, но отличающаяся от нее размерностью: Па·сn вме-
сто Па·с. В такой постановке без запаздывания фронта жидко-
сти (1.15) в [65] были найдены автомодельные решения и по-
лучено, что увеличение показателя n приводит к увеличению
скорости распространения трещины гидроразрыва.

Ряд работ, посвященных исследованию KGD-модели, сосре-
доточен на поиске автомодельных решений, допускаемых моде-
лью при разнообразных предположениях (см., например, [72]).

1.2.2. МодельПеркинса–Керна–Нордгрена(PKN)

Перкинс и Керн в работе [3] предложили иную концепцию гид-
роразрыва, отличающуюся от предложенной в KGD-модели.
Предполагается, что трещина гидроразрыва имеет постоянную
высоту H, которая значительно меньше общей длины трещи-
ны 2L, как показано на рис. 1.6. При таком допущении измене-
ние параметров трещины вдоль ее длины мало и деформацию
породы можно рассматривать в каждом вертикальном сече-
нии x = const изолированно, как плоское деформированное
состояние. Тогда, предполагая постоянство избыточного дав-
ления pnet внутри каждого вертикального сечения x = const
трещины, получим эллиптический профиль раскрытия трещи-
ны в этом сечении [79]

W (z) =
4

E′
pnet

√
H2

4
− z2. (1.21)
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Рис. 1.6. Геометрическая концепция PKN-модели: в вертикаль-
ных плоскостях x = const, перпендикулярных к плоскости тре-
щины, в условиях плоской деформации сечения трещины прини-

мают эллиптическую форму.

В силу указанного предположения для каждого сечения вы-
полняется соотношение (1.21), из которого следует следующая
связь между максимальным раскрытием трещины Wmax и из-
быточным давлением pnet в сечении x = const:

Wmax(x) =
2H

E′
pnet(x). (1.22)

Кроме того, решение задачи о стационарном течении ньюто-
новской жидкости в цилиндрической трубе с эллиптическим
сечением, имеющим оси H и Wmax, дает соотношение [68]

∂pnet

∂x
= −64µ

π

(
1

WmaxH3
+

1

W 3
maxH

)
Qin, (1.23)

где Qin — не зависящий от времени расход жидкости через по-
перечное сечение трубы. В силу малости шириныWmax по срав-
нению с H первое слагаемое в скобках (1.23) отбрасывается:

∂pnet

∂x
= − 64µ

πW 3
maxH

Qin, (1.24)

и полученное уравнение (1.24) вместе с (1.22) образуют модель
Перкинса–Керна [3].
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Подстановка Wmax из (1.22) в (1.24) дает в случае отсут-
ствия зависимости от времени обыкновенное дифференциаль-
ное уравнение

p3
net

∂pnet

∂x
= −8µQin(E′)3

πH4
. (1.25)

К уравнению (1.25) добавляется граничное условие на кончике
крыла трещины L

pnet(L) = 0, (1.26)

которое, согласно (1.22), определяет смыкание берегов трещи-
ны в кончике. Интегрирование (1.25) от кончика трещины к
скважине дает зависимость избыточного давления от коорди-
наты x

pnet(x) =
2

H

[
2µQin(E′)3

π
(L− x)

]1/4

. (1.27)

Из (1.22) с учетом (1.27) следует зависимость максимальной
ширины эллиптического сечения трещины от расстояния до
скважины

Wmax(x) = 4

[
2µQin

πE′
(L− x)

]1/4

. (1.28)

Таким образом, в модели Перкинса и Керна форма профиля
раскрытия трещины не зависит от времени и весь процесс гид-
роразрыва является равновесным.

Недостатками модели Перкинса и Керна [3] являются от-
сутствие в ней учета утечек жидкости в породу через стен-
ки трещины, невозможность описывать изменение объема тре-
щины и определять ее длину. Они были исключены Нордгре-
ном [4], который добавил к уравнениям Перкинса и Керна
нестационарное уравнение неразрывности течения несжимае-
мой жидкости

∂A

∂t
+
∂Q

∂x
+ Q̃L = 0, (1.29)

где A — площадь поперечного сечения трещины x = const

A =
1

4
πHWmax. (1.30)
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Здесь Q — объемный расход жидкости через это сечение, Q̃L —
объемный расход жидкости в породу на единицу длины трещи-
ны. Последний подчиняется закону Картера (1.10)

Q̃L = HQL. (1.31)

Отметим, что рассмотрение случая с нулевыми утечками не
превращает PKN-модель в модель Перкинса–Керна, так как
расход жидкости вдоль длины трещины варьируется из-за при-
сутствия в уравнении (1.29) слагаемого ∂A/∂t. Уравнение ко-
личества движения в PKN-модели следует из (1.24) заменой в
нем постоянного расхода Qin на локальный Q(x, t):

∂pnet

∂x
= − 64µ

πW 3
maxH

Q. (1.32)

Таким образом, в нестационарную PKN-модель входят
уравнения неразрывности (1.29) и количества движения (1.32)
для жидкости, а также упругое соотношение между макси-
мальной шириной трещины Wmax в сечении x = const и из-
быточным давлением в этом же сечении pnet (1.22). Подстанов-
ка выражения для pnet из (1.22) в уравнение (1.32) дает связь
между локальным расходом Q и максимальной ширинойWmax:

Q = − πE′

512µ

∂W 4
max

∂x
. (1.33)

Заменяя A и Q в (1.29) выражениями (1.30) и (1.33) соответ-
ственно, получим дифференциальное уравнение для Wmax:

∂Wmax

∂t
− E′

128µH

∂2W 4
max

∂x2
+

4

π
QL = 0. (1.34)

Для замыкания уравнения (1.34) для крыла трещины задаются
начальные данные

Wmax(x, 0) = 0, 0 6 x 6 L′ (1.35)

и краевые условия

− πE′

512µ

∂W 4
max

∂x

∣∣∣∣
x=0

= Qin, Wmax

∣∣∣∣
x=L′

= 0. (1.36)
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В (1.35) и (1.36) величина L′ > L(t) является правой границей
области моделирования процесса гидроразрыва.

Следует обратить внимание, что система (1.34)–(1.36) за-
мкнута. Длина трещины L(t) в ней заменена правой границей
области моделирования L′(t), и уравнение для ее определения
отсутствует. Заметим, что уравнение (1.34) имеет параболиче-
ский тип и, следовательно, влияние граничных условий должно
распространяться на всю область решения. Следовательно, по-
ложение правой границы должно влиять на решение. Однако,
возмущения от нее очень быстро затухают. Поэтому длина L(t)
определяется в процессе решения как минимальная координа-
та, в которой достигается нулевая ширина Wmax(L) = 0, т. е.
расстояние, на котором эти возмущения заметны. Между кон-
чиком трещины L(t) и точкой L′ считается, что трещина оста-
ется закрытой:

W (x, t) = 0, L(t) 6 x 6 L′. (1.37)

Благодаря усовершенствованию Нордгрена PKN-модель
дала зависимости длины трещины L, ширины трещины Wmax

и давления pnet на скважине от времени развития трещины.
В общем случае эти зависимости могут быть получены чис-
ленно. Если же рассматривать предельные случаи, то можно
найти указанные зависимости в явном виде. Для случая боль-
ших утечек или больших времен развития гидроразрыва в [4]
выведены формулы

L(t) =
2Qin

πCLH
t1/2, (1.38)

Wmax(0, t) = 8

[
µQ2

in

π3E′CLH

]1/4

· t1/8, (1.39)

pnet(0, t) = 4

[
(E′)3µQ2

in

π3CLH5

]1/4

· t1/8. (1.40)

При отсутствии утечки или маленьких временах развития
там же получены другие зависимости

L(t) = 0.68

[
4E′Q3

in

µH4

]1/5

· t4/5, (1.41)
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Wmax(0, t) = 2.5

[
8µQ2

in

E′H

]1/5

· t1/5, (1.42)

pnet(0, t) = 2.5

[
(E′)4Q2

in

4H6

]1/5

· t1/5. (1.43)

Показано, что величина утечки жидкости гидроразрыва в
породу определяет в целом поведение трещины гидроразрыва.

Несмотря на то что обе модели PKN и KGD являются одно-
мерными, обратим внимание на существенное различие, кото-
рое позволяет разделять PKN- и KGD-подобные модели между
собой. В PKN-модели связь раскрытия трещины и давления ло-
кальна — раскрытие в каждой точке трещины зависит только
от давления в этой же точке (1.22). Это позволяет свести си-
стему уравнений модели к одному дифференциальному урав-
нению или системе уравнений. В KGD-, как и в радиальной
модели, которая будет описана ниже, эта связь глобальна —
раскрытие трещины в каждой точке зависит от распределения
давления вдоль всей трещины (1.2). Это приводит к появлению
связанных интегродифференциальных уравнений, которые ре-
шаются итерационными методами или в частных случаях ана-
литически [70, 73].

В PKN-модели трещиностойкость породы не учитывается.
Всегда считается, что жидкость гидроразрыва заполняет всю
трещину вплоть до кончика. В кончике трещины не возника-
ет сингулярных напряжений. Таким образом, в модели PKN
механика кончика трещины не учитывается.

Учет псевдопластической реологии в модели PKN (анало-
гично модели KGD (1.20)) оказался весьма сложен [80] и не
получил распространения.

1.2.3. Гибридная PKN–KGD-модель с фильтра-
ционными утечками жидкости в породу

Одним из важных направлений совершенствования моделей
гидроразрыва является уточнение расчета потерь жидкости
в породу, так как именно этот процесс определяет объем
трещины. Одномерные, простые модели наиболее подходят
для разработки новых подходов к описанию этого процесса.
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В [53, 54] рассмотрена одномерная модель гидроразрыва, в ко-
торой предложена подмодель потерь жидкости, основанная на
описании фильтрации жидкости в породе в поршневом при-
ближении. В качестве базовой модели взята модель с локаль-
ной связью раскрытия трещины с давлением (как в PKN-
модели) (1.22), в которой для описания движения жидкости
между двумя пластинами используются уравнение количества
движения (1.8) и уравнение неразрывности (1.9)(как в KGD-
модели).

Для этого в [53, 54] проинтегрировано соотношение (1.21)
по z от −H/2 до H/2 и получено равенство между площадью
поперечного эллиптического сечения A и избыточным давле-
нием в сечении pnet

A =
πpnetH

2

2E′
. (1.44)

Далее введено среднее раскрытие трещины

W =
A

H
(1.45)

и получена связь между избыточным давлением pnet и средней
шириной

W =
πH

2E′
pnet. (1.46)

Видим, что используется не максимальное раскрытие Wmax

трещины, а осредненное по высоте раскрытие W :

W = Wmax
π

4
. (1.47)

Затем, считая вертикальное поперечное сечение трещины пря-
моугольным с шириной W и высотой H, использовали уравне-
ния движения жидкости, полученные для KGD-модели: урав-
нение неразрывности (1.9) и уравнение количества движе-
ния (1.8), характерные для течений между параллельными раз-
несенными на расстояние W поверхностями.

Здесь мы, не касаясь вопроса о физической обоснованности
такой гибридной модели, обратим внимание на усложнения,
используемые в ней. Главным образом на одномерное модели-
рование величины утечек жидкости гидроразрыва в породу.
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Рис. 1.7. Зона проникновения жидкости гидроразрыва в породу
(обозначена серым).

Закон Картера утечки жидкости (1.10) заменен поршневым
механизмом проникновения жидкости гидроразрыва в породу.
Считается, что порода в окрестности трещины пропитывает-
ся жидкостью гидроразрыва на глубину Y , как изображено
на рис. 1.7. Движение в зоне проникновения считается одно-
мерным и описывается уравнениями

vr = vr(t), (1.48)

∂pr
∂y

= −µ
k
vr, (1.49)

∂Y

∂t
= vr, (1.50)

где vr — скорость жидкости в породе по нормали к берегам
трещины, pr — избыточное давление жидкости гидроразрыва
в породе, а k — проницаемость породы. Для замыкания уравне-
ний (1.48), (1.49) и (1.50) на берегу трещины задается условие

pr

∣∣∣∣
y=W/2

= pnet, (1.51)

а на границе зоны проникновения полагается

pr

∣∣∣∣
y=W/2+Y

= 0. (1.52)

Из решения задачи (1.48)–(1.52) находится vr(t) и в (1.9) пола-
гается QL = 2vr. К уравнениям (1.8), (1.9) и (1.46) добавляются
граничные условия (1.12) и (1.26).
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Следует отметить, что эмпирический закон Картера явля-
ется приближением для предложенного в [53, 54] поршневого
механизма. Действительно, если пренебречь изменением дав-
ления в трещине во времени (pnet = const), то уравнение (1.49)
с граничными условиями (1.51), (1.52) дает связь значения ско-
рости фильтрации с избыточным давлением

vr =
pnetk

µY
. (1.53)

Из (1.50), (1.53) и условия Y (texp) = 0 следуют выражения для
глубины зоны проникновения

Y =

√
2pnetk

µ
(t− texp) (1.54)

и скорости потерь

vr =

√
2pnetk

µ

1
√
t− texp

. (1.55)

Последнее соответствует закону Картера (1.10) со значением
эмпирического коэффициента

CL =

√
2pnetk

µ
. (1.56)

В [53, 54] найдены автомодельные решения поставленной
задачи в случае малых и больших утечек жидкости гидрораз-
рыва. В случае малых утечек решение задачи стремится к ре-
шению из PKN-модели. В случае больших утечек скорость ро-
ста трещины значительно уменьшается и также значительно
уменьшается раскрытие трещины. Отметим, что в [55] модель
усовершенствована путем учета псевдопластической реологии
жидкости (1.20). Показано, что использование жидкости псев-
допластической реологии в описанной в данном пункте модели
позволяет ускорить распространение трещины гидроразрыва.
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1.2.4. Гибридная PKN–KGD-модель с фильтра-
ционными утечками жидкости гидроразры-
ва и наличием примеси проппанта

Рассмотренная выше гибридная PKN–KGD-модель с фильтра-
цией жидкости в пласт в [56, 57] дополнена односкоростным
приближением движения жидкости с частицами проппанта,
имеющими постоянную по всей длине трещины объемную кон-
центрацию α, c целью определить влияние примеси частиц в
жидкости гидроразрыва на динамику раскрытия трещины и ее
конечную форму.

Считается, что вследствие просачивания жидкости гидро-
разрыва в пласт взвешенные частицы подходят к берегам тре-
щины, коснувшись стенки, прилипают к ней, образуя слой
проппанта, как показано на рис. 1.8. Дополнительно к опи-
санным в гибридной PKN–KGD-модели с фильтрационными
утечками жидкости в породу величинам вводятся: скорость на-
липания частиц на стенку ω; пористость породы β; скорость
жидкости гидроразрыва по нормали из трещины v. Из усло-
вия непрерывности потока частиц через границу смесь–слой
прилипших частиц следует равенство

α(v + ω) = ω, (1.57)

дающее соотношение

ω =
α

1− α
v. (1.58)

Рис. 1.8. Зона проникновения жидкости гидроразрыва в породу
(обозначена светло-серым) и тонкий слой проппанта, прилипше-

го к стенкам трещины (обозначен темно-серым).
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Из условия непрерывности потока жидкости через слой
прилипших частиц следует равенство

(1− α)(v + ω) = βvr, (1.59)

дающее с учетом (1.58) соотношение

vr =
1

β
v. (1.60)

Уравнение неразрывности (1.9) с учетом осаждения частиц на
стенки принимает вид

∂ε

∂t
+
∂Q

∂x
+QL = 0, (1.61)

где ε — ширина трещины W за вычетом двух толщин прилип-
ших к ее стенкам частиц, а величина утечки жидкости гидро-
разрыва определяется по формуле

QL = 2(v + ω). (1.62)

Движение в зоне проникновения считается, как и в ги-
бридной PKN–KGD-модели с фильтрационными утечками
жидкости в породу (1.48)–(1.52). В силу граничных усло-
вий (1.51) и (1.52) из (1.49) находится уравнение

vr =
kpnet

µY
, (1.63)

которое с учетом (1.50) преобразуется к виду

∂Y 2

∂t
=

2kpnet

µ
. (1.64)

Еще одно уравнение следует из определения ω:

2ω =
∂

∂t
(W − ε). (1.65)

Из (1.58), (1.60) и (1.50) можно найти

2ω =
2αβ

1− α
∂Y

∂t
, (1.66)
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подставить в (1.65) и, проинтегрировав полученное уравнение
с учетом начальных условий при t = 0

W = ε = Y = 0, (1.67)

получить соотношение

ε = W − 2αβ

1− α
Y. (1.68)

Затем, исключая v и ω из (1.62), также получим выражение
для утечки

QL =
2βkpnet

(1− α)µY
. (1.69)

Окончательно модель работы [56] состоит из уравне-
ний (1.8), (1.61), (1.63), (1.68), (1.69) и граничных условий на
входе в крыло трещины (1.12) и на кончике трещины

W

∣∣∣∣
x=L(t)

= 0. (1.70)

В [56] также были найдены автомодельные решения задачи.
Показано, что присутствие частиц в жидкости гидроразрыва
замедляет рост трещины. Величина объемного содержания ча-
стиц в закачиваемой смеси существенно влияет на время запол-
нения трещины и менее существенно – на ее конечную форму.
В [57] был рассмотрен режим распространения трещины гид-
роразрыва с заданным давлением нагнетания

pnet

∣∣∣∣
x=0

= pin. (1.71)

Оказалось, что такое условие ограничивает рост трещины. Рас-
крытая трещина целиком заполняется проппантом, начиная с
ее кончика.

1.2.5. Гибридная PKN–KGD-модель с фильтра-
ционными утечками жидкости гидроразры-
ва, расширенная уравнением пьезопровод-
ности в области вне трещины и уравнением
переноса проппанта в трещине

В [58] гибридная PKN–KGD-модель с фильтрационными утеч-
ками жидкости гидроразрыва в породу улучшена путем заме-
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ны поршневого механизма учетом изменения пластового дав-
ления жидкости при ее вытеснении жидкостью гидроразрыва
в породе. Проникновение считается одномерным и квазистаци-
онарным, а движение в удаленной части пласта описывается
уравнением упругого режима фильтрации. Модель проникно-
вения состоит из уравнения неразрывности (1.50) для течения
в зоне проникновения и уравнения движения в слое проникно-
вения (1.49). На поверхности трещины используется граничное
условие (1.51), а на фронте проникновения жидкости гидрораз-
рыва в породу следующее условие:

pr

∣∣∣∣
y=W/2+Y

= pY . (1.72)

Здесь давление на фронте проникновения pY определяется ин-
тегральным соотношением, связанным с интенсивностью утеч-
ки vr:

pY (x, t) = p0 +
µ

2πk

t∫
0

L(τ)∫
−L(τ)

vr(ξ, τ)

t− τ
exp

(
− (x− ξ)2

4æ(t− τ)

)
dξdτ,

(1.73)
где p0 — пластовое давление, æ — коэффициент пьезопро-
водности пласта. Интегральное соотношение (1.73) получа-
ется из решения уравнения пьезопроводности для плоской
трещины в предположении, что зона проникновения толщи-
ной Y (см. рис. 1.7) достаточно мала. Уравнение пьезопровод-
ности получается из уравнений фильтрации жидкости, подчи-
няющихся закону Дарси при постоянных проницаемости поро-
ды и вязкости жидкости [69].

Кроме этого в модель добавлена односкоростная модель пе-
реноса проппанта в трещине, состоящая из одномерного урав-
нения неразрывности для объемной концентрации взвешенных
частиц α

∂Aα

∂t
+
∂Qα

∂x
= 0, (1.74)

где A, так же как и в (1.29), — площадь поперечного сечения
трещины, а Q — объемный расход жидкости через это сечение.
Закачка проппанта начиналась спустя некоторое время после
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начала гидроразрыва. Считалось, что трещина закрепилась,
если концентрация проппанта в трещине достигала некоторого
предельного значения α∗.

При постоянном расходе (1.12) трещина не закрепляется,
так как интенсивность утечек со временем падает и начинает
расти давление в трещине, а следовательно, и ее раскрытие. В
результате процесс увеличения концентрации проппанта резко
замедляется [58].

1.2.6. Одномерная модель развития трещины в
пороупругой среде

Совершенствование моделей гидроразрыва в части уточнения
расчета потерь жидкости в породу происходит и путем числен-
ного решения уравнений пороупругости вместо использования
эмпирических законов утечки. Это направление развития мо-
делей развивается в работах [81–83].

Для классической модели KGD в работе [81] был предло-
жен численный алгоритм на основе метода конечных элементов
для случая, когда энергия вязкой диссипации жидкости в тре-
щине намного больше потерь энергии при разрушении горной
породы. Отличительной особенностью предложенного подхода
является то, что в процессе решения не требуется явно отсле-
живать положение вершины трещины и последовательно нара-
щивать ее длину на каждом шаге по времени. Это позволяет
отказаться от использования итерационных методов для на-
хождения совместного решения уравнений течения жидкости
в трещине, упругой реакции стенок трещины и продвижения
ее вершины.

В более поздних работах [82, 83] концепция расчета трещин
ГРП без явного отслеживания фронта трещины была реали-
зована для моделирования трещины в пороупругой среде, со-
стоящей из упругого пористого скелета и поровой жидкости. В
наиболее простом случае данная среда описывается уравнени-
ями Био

∂σij
∂xj

+ fi = 0, σij = λδijεkk + 2µεij − αδijppore,

εij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
, (1.75)
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Sε
∂ppore

∂t
= div

( kres

µpore
∇ppore − α

∂u

∂t

)
. (1.76)

где ui — компоненты вектора смещений u, σij — компоненты
тензора напряжений, εij — компоненты тензора деформаций,
fi — компоненты вектора массовых сил, λ и µ — параметры
Ламэ, α — коэффициент Био, ppore — давление жидкости в
порах, Sε — коэффициент упругоемкости, kres — проницаемость
пласта; µpore — коэффициент динамической вязкости поровой
жидкости.

Данная модель отличается от уравнений упругого равнове-
сия (подробнее о них см. в главе 2) ) наличием члена αδijppore,
который позволяет учитывать влияние порового давления на
напряженно-деформированное состояние пласта вблизи трещи-
ны. При этом утечки в пласт вычисляются из уравнения филь-
трации (1.76) без использования предположений, заложенных
в моделях утечек типа Картера. Кроме более аккуратного рас-
чета объема утечек использование уравнений Био позволяет
избавиться от сингулярности давления вблизи вершины тре-
щины, свойственной модели KGD и ее обобщениям, предпола-
гающим отсутствие отставания фронта жидкости от фронта
трещины.

В работе [84] с использованием модели Био методом ко-
нечных элементов была решена задача о закрытии трещины
фиксированной длины. В основе численного алгоритма лежа-
ла единая слабая формулировка задачи, связывающая двумер-
ные уравнения равновесия (1.75) и фильтрации (1.76) в пласте
с одномерным уравнением для течения жидкости по трещине.
Корректность такой формулировки показана в работе [85], где
проводилось сравнение численного конечноэлементного реше-
ния и построенного точного решения для стационарной полу-
бесконечной трещины в пороупругой среде. В результате моде-
лирования показано, что асимметрия и размеры крыльев тре-
щины существенно влияют на кривые падения давления на за-
бое скважины.

В работах [82, 83] численный алгоритм из [84] был обобщен
на случай распространяющихся трещин. В [83] показано вли-
яние учета пороупругости на распространение трещины и ее
размеры. В частности, длина трещины, рассчитанная при уче-
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те влияния порового давления на деформацию породы и обрат-
ного влияния деформации на фильтрацию жидкости, может
оказаться в два раза меньше, чем длина трещины, рассчитан-
ная без учета их взаимного влияния. Применение построенной
численной модели трещины ГРП для слоистой среды с различ-
ной проницаемостью [82] показало, что неоднородность среды
способна существенно влиять как на направление распростра-
нения трещины, так и на форму профиля ее раскрытия.

В работе [86] показано, что в случае нестационарной за-
качки или откачки жидкости из трещины ГРП наблюдается
фазовый сдвиг между волнами давления и расхода жидкости.
Этот сдвиг обусловлен разностью проницаемостей трещины и
окружающего порового пространства. На основе аналитическо-
го решения и численных экспериментов показана зависимость
фазового сдвига от физических параметров задачи, в частно-
сти, от длины трещины. Наличие такой зависимости дает воз-
можность разработки методики косвенного определения пара-
метров трещины после ее образования.

1.2.7. Модель радиальной трещины

Модель радиальной трещины относится ко второй группе одно-
мерных моделей, описывающих радиальное симметричное рас-
пространение из точечного источника. Эта модель анализиру-
ется в работах [2, 3, 5, 62, 75, 87, 88]. Геометрическая концепция
модели представлена на рис. 1.9.

Деформация породы под действием осесимметричного рас-
пределения давления в трещине выражается интегральным со-
отношением (см. подробнее [89])

W (r) =
8

πE′

R∫
r

 ζ∫
0

pnet(ξ)ξ√
ζ2 − ξ2

√
ζ2 − r2

dξ

 dζ, (1.77)

где R = R(t) — положение кончика трещины. Положение кон-
чика крыла трещины определяется из известного критерия
хрупкого распространения трещины [62] (о теории хрупкого
распространения трещин см. подробнее [63])
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Рис. 1.9. Геометрическая концепция радиальной модели.

KI =
2√
πR

R∫
0

pnet(ξ)ξ√
R2 − ξ2

dξ = KI c. (1.78)

Отметим, что в работах [2, 3, 5, 75, 87] полагалось отсутствие
трещиностойкости породы.

К уравнениям, описывающим движение жидкости в тре-
щине, относятся уравнение неразрывности

∂W

∂t
+

1

r

∂(rWu)

∂r
+QL(r, t) = 0 (1.79)

и уравнение количества движения

∂pnet

∂r
= −12µ

W 2
u. (1.80)

Утечка жидкости в породу QL описывается законом Карте-
ра (1.10) с учетом замены x на r.

Уравнения движения жидкости (1.79) и (1.80) дополняются
краевым условием в предельной форме на скважине

2π lim
r→0

(rWu) = Qin. (1.81)

Предполагается наличие отставания фронта жидкости Rf от
кончика трещины R

R−Rf > 0. (1.82)
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Положение фронта жидкости в трещине Rf определяется из
соотношения

Q(Rf , t) = 0, (1.83)

а краевое условие для (1.79) и (1.80) на фронте жидкости Rf

принимает вид
pnet(Rf , t) = −σmin. (1.84)

Заметим, что давление pnet на участке от фронта жидко-
сти до кончика трещины также полагается равным −σmin.
Из (1.81) и (1.83), используя уравнение (1.79), можно получить
уравнение баланса жидкости

Qint = 2π

Rf(t)∫
0

rW (r, t)dr + 2π

t∫
0

Rf(τ)∫
0

rQL(r, τ)drdτ. (1.85)

Для замыкания поставленной задачи задаются начальные
данные

R(0) = R0, Rf(0) = R0,

W (x, 0) = W0, 0 6 r 6 R0. (1.86)

Обобщенная радиальная модель с отставанием фронта
жидкости от кончика трещины описывается интеграль-
ным соотношением (1.77), условием (1.78), уравнения-
ми (1.79) и (1.80), тремя краевыми условиями (1.81),
(1.83) и (1.84) и начальными данными (1.86). Обобщен-
ная радиальная модель без отставания фронта жидкости от
кончика трещины строится аналогично как и KGD-модель.

В работах [2, 3] показано, что в отсутствие утечки (1.10)
весь процесс гидроразрыва является равновесным. В [5, 75, 87]
показано, что величина утечки жидкости гидроразрыва в по-
роду определяет в целом поведение радиальной трещины гид-
роразрыва.

Аналогично (1.20) модели KGD производится учет псевдо-
пластической реологии жидкости [62]. Тогда уравнение (1.80)
принимает вид

∂pnet

∂r
= −2n+1(2n+ 1)n

nn
µ

W 2n+1
Qn. (1.87)

В [62] указано, что параметр n главным образом влияет на
скорость распространения трещины гидроразрыва.
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1.3. Двумерные модели
Геометрическая концепция этих моделей развивает геометри-
ческую концепцию, предложенную в KGD-модели. В двумер-
ных моделях допускается криволинейность горизонтального
сечения трещины, распространяющейся от скважины в направ-
лении поперек действия минимальных напряжений залегания,
как показано на рис. 1.10. Геометрия горизонтальных сечений
и процессы в них не зависят от высоты. В такой концепции
упругость можно рассматривать как плоское деформирован-
ное состояние породы. Однако ввиду произвола геометрии за-
дачи, нельзя получить формул, аналогичных (1.2). Поэтому в
таких моделях решение задачи упругости возможно получить
лишь численно, решая уравнения равновесия Ламэ с участком
границы, представляемым криволинейным разрезом.

Главное преимущество двумерных моделей над одномерны-
ми состоит в возможности описания эффектов гидроразрыва,
связанных с искривлением траектории трещины в присква-
жинной области. В двумерных моделях, как правило, учитыва-
ется наличие полости скважины. Рассмотрение в модели гидро-
разрыва по крайней мере двух ее крыльев, выходящих из сква-
жины, обусловлено тем, что максимальное раскрытие трещины
гидроразрыва в реальных условиях наблюдается в окрестно-
сти скважины. При наличии только одного крыла максималь-
ное раскрытие трещины реалистично бы находилось в середине
этого крыла. Кроме того, предполагается, что крылья трещины

Рис. 1.10. Геометрическая концепция двумерных моделей.
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симметричны относительно оси скважины. Поэтому рассмат-
ривается только часть исследуемой области, что значительно
сокращает требующиеся вычислительные ресурсы.

В таких моделях [24, 90–92] используется подмодель распро-
странения трещины нормального отрыва, т. е. в кончике трещи-
ны при распространении выполняются одновременно следую-
щие критерии (см. подробно [63]):

KI(L) = KI c, (1.88)

KII(L) = 0, (1.89)
где KI и KII – коэффициенты интенсивности напряжений. Вто-
рой критерий (1.89) обусловливает выбор направления распро-
странения трещины гидроразрыва. Критерии (1.88) и (1.89)
определяют положение кончика трещины L в пространстве.
Отметим также работу [23], в которой рассматривается выход
трещины гидроразрыва на магистральное направление распро-
странения поперек действия минимальных напряжений по за-
данной гладкой кривой с учетом только критерия (1.88). Заме-
тим, что величины KI и KII могут быть определены лишь чис-
ленно по уже определенному напряженному состоянию около
кончика трещины L.

Уравнения движения жидкости гидроразрыва берутся из
модели KGD (1.8) и (1.9) с учетом замены координаты x на кри-
волинейную координату l вдоль крыла трещины. Утечка жид-
кости гидроразрыва представляется законом Картера (1.10).
На границе раздела сред жидкость–порода задаются условия
сшивки, т. е. берега трещины нагружаются давлением, а нор-
мальное раскрытие трещины определяет ее ширину.

Начальная конфигурация в момент времени t = 0 теперь
дополнительно определяется углом перфорирования β по от-
ношению к напряжениям залегания σmin и σmax.

Двумерная постановка уже обладает значительной вычис-
лительной сложностью, и первые работы [90–92] не учитывали
течение жидкости в трещине гидроразрыва. Давление, созда-
ваемое жидкостью, либо считалось постоянным (случай невяз-
кой жидкости), либо аппроксимировалось заданным профи-
лем вдоль трещины гидроразрыва. В [24] этот недостаток был
устранен, и течение ньютоновской жидкости в полости и тре-
щине было учтено в предложенной в этой работе модели.
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Рис. 1.11. Траектории трещины при различных углах перфори-
рования (a) и ширина трещины вдоль ее крыла (б). 1 – β = 30◦;

2 – β = 60◦; 3 – β = 89◦.

Существенным результатами, полученными при помощи
двумерных моделей, являются: траектория трещины опреде-
ляется в основном углом перфорирования β и соотношением
между максимальным σmax и минимальным σmin напряжения-
ми залегания [24, 90–92]; неверный угол перфорирования при-
водит к пережатию трещины около скважины [23, 24, 92], как
показано на рис. 1.11.

1.4. Псевдотрехмерные модели
В данных моделях трещина считается плоской и ориентиро-
ванной перпендикулярно минимальным напряжениям залега-
ния σmin, как показано на рис. 1.12. Отличие этих моделей от
одномерных моделей заключается в одновременном нахожде-
нии горизонтального бокового от скважины и вертикального
роста трещины, т. е. на каждом шаге по времени определяется
фронт трещины, а не положение ее кончика. В отличие от дву-

Рис. 1.12. Геометрическая концепция псевдотрехмерных моде-
лей: 1 — перфорация, 2 — фронт трещины, 3 — скважина.
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мерных моделей рассматривается плоская трещина и пренебре-
гается прискважинной областью. Трещина распространяется
согласно критерию (1.88). В последнее время в таких моделях
применяется модель упругости для слоистой вдоль вертикаль-
ной оси z породы [49], т. е. каждый p-й слой породы характе-
ризуется своим модулем Юнга Ep и своим напряжением зале-
гания σpmin. Между упругими слоями задаются условия сцепки
и считается, что процесс развития трещины остается однород-
ным вдоль вертикальной оси z.

Течение жидкости моделируется в рамках одного из двух
подходов. Первый подход [93] заключается в представлении те-
чения жидкости как одномерного в каждом слое по высоте (z)
трещины. Второй подход [8, 49, 94] заключается в описании те-
чения жидкости двумерными уравнениями сохранения массы
и количества движения. Утечка представляется законом Кар-
тера (1.10).

Отдельно следует выделить работы [95, 96], в которых рас-
сматривается только три слоя породы: в верхнем и нижнем
слое напряжения залегания σ1

min = σ3
min > σ2

min больше напря-
жений залегания в центральном слое. Такая модель является
прямым развитием PKN-модели.

Существенными результатами, полученными при помощи
псевдотрехмерных моделей, являются: при изотропности по-
роды трещина приобретает примерно эллиптическую форму; в
случае слоистой породы трещина в основном распространяется
вдоль по тем слоям p, у которых наименьшее значение модуля
Юнга Ep и напряжение залегания σpmin.

1.5. Трехмерные модели
Термин «трехмерная» означает, что модель не имеет каких-
либо ограничений на геометрию трещины и направление ее
распространения. Такая модель должна существенным обра-
зом соединять описание трехмерного течения жидкости внут-
ри полости трещины с расчетом трехмерных полей напряжен-
но-деформированного состояния породы и критериями роста и
направления распространения фронта трещины. При этом на
начальном этапе моделирования в полной трехмерной модели
должна быть решена задача инициации зародышевой трещи-
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ны, т. е. построения начальной трещины из известной геомет-
рической конфигурации перфорированной скважины.

1.5.1. Модель инициации трещины гидроразрыва
К настоящему времени в печати имеются работы [28–40, 97–99],
в которых рассматривается процесс инициации трещины гид-
роразрыва с целью определить давление инициации, место-
расположение и ориентацию трехмерной зародышевой трещи-
ны. Эти данные особенно важны, поскольку они требуются
как начальная конфигурация для трехмерного моделирова-
ния распространения трещины гидроразрыва. Во всех подхо-
дах моделируется трехмерное напряженно-деформированное
состояние породы с полостью скважины и перфорациями, при
этом и скважина, и перфорации представляются цилиндриче-
скими полостями. Для моделирования напряженно-деформи-
рованного состояния породы в работе [98] применяется под-
ход, основанный на модели двух невзаимодействующих ци-
линдрических полостей, в [99] — метод конечных элементов и
в [28–40, 97] — метод граничных элементов. В качестве крите-
рия разрушения используется критерий максимальных растя-
гивающих напряжений:

σ3 > σc, (1.90)

где σc — прочность на разрыв породы.
В работе [99] моделирование предполагает симметрию за-

дачи, рассматривая только восьмую часть всей породы, что
значительно сокращает объем вычислений. Из-за этого факти-
чески рассматривается следующая конфигурация: у скважины
на одном уровне пробурены две разнонаправленные перфора-
ции одинаковых габаритов. Отметим, что в таком подходе для
корректного учета напряжений залегания требуется достаточ-
но большая расчетная область (более чем двадцать характер-
ных размеров рассматриваемой полости). Важными результа-
тами анализа в [99] являются следующие выводы: перфорации
не оказывают влияния друг на друга если они расположены
по высоте на расстоянии более 6–8 диаметров перфорации; в
целях снижения давления инициации необходимо направлять
перфорации в сторону максимального возможного напряжения
залегания.
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В [97] был проведен анализ конфигурации с четырьмя раз-
нонаправленными перфорациями. Показано, что трещина ини-
циируется на стыке скважины и той перфорации, которая на-
правлена в сторону максимального возможного напряжения
залегания.

В [98] рассматриваются только сценарии инициации тре-
щины гидроразрыва на стыке скважины и перфорации. В [98]
проведен исчерпывающий анализ поведения давления инициа-
ции для разнообразного расположения скважины и перфора-
ции относительно напряжений залегания σmin, σmax и σV . Так-
же показано, что перфорация значительно сокращает давление
инициации трещины.

В работах [31, 34] был проведен анализ всех возможных
сценариев инициации трещины. Показано, что трещина может
инициироваться от полости скважины, от стыка скважины и
перфорации и от середины перфорации. Установлены условия
реализации каждого из сценариев. Также в работе [31] учтено
влияние стальной обсадной колонны, являющейся неотъемле-
мой частью технологического процесса. Показано, что наличие
обсадной колонны существенно изменяет как давление иници-
ации, так и сценарий инициации.

1.5.2. Модель распространения трещины гидро-
разрыва

Геометрическая концепция трехмерной модели распростране-
ния трещины гидроразрыва приведена на рис. 1.13. Модели,
предложенные в [6–15], близки к данному определению, но в
то же время имеют ряд существенных упрощений. Трещина в

Рис. 1.13. Геометрическая концепция трехмерных моделей: 1 —
зародышевая трещина, 2 — фронт трещины, 3 —скважина.
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них рассматривается как поверхность разрыва в трехмерном
пространстве. Течение жидкости вдоль поверхности разрыва
описывается двумерными уравнениями, включающими упро-
щенное уравнение неразрывности. Фронт трещины рассматри-
вается локально в условиях плоского напряжения. Течением
жидкости в параллельном фронту трещины направлении пре-
небрегается. Простейшая модель Картера утечки жидкости ис-
пользуется для описания фильтрации жидкости через стенки
трещины. Поверхность скважины исключена из рассмотрения
в задаче расчета напряженно-деформированного состояния по-
роды. Тем не менее затраты вычислительных ресурсов на ре-
шение такой сопряженной задачи оказываются чрезмерными,
даже с использованием современной высокопроизводительной
вычислительной техники [49].

В работах [17–19] строятся более совершенные «полностью»
трехмерные модели распространения, в которых устранены ос-
новные упрощения, принятые в [6–15]. Отличительными осо-
бенностями разработанных в [17–19] моделей являются исполь-
зование в них трехмерного критерия нахождения величины
приращения фронта трещины на каждом шаге ее распростра-
нения и выбора направления распространения, учитывающе-
го все три коэффициента интенсивности напряжений, а также
одновременное рассмотрение скважины и переменной нагруз-
ки, вызванной течением жидкости в распространяющейся от
скважины трещине. К тому же в монографии модели [17–19]
усовершенствуются путем замены в них ньютоновской модели
жидкости моделью Гершеля–Балкли.

1.6. Области применимости моделей гид-
роразрыва пласта

В процессе гидроразрыва можно выделить три основных ста-
дии, как показано на рис 1.14. На первой стадии инициируется
зародышевая трещина гидроразрыва где-либо на перфориро-
ванном интервале скважины. На второй стадии в зависимости
от ориентации зародышевой трещины и ее конфигурации она,
искривляясь, выходит на направление своего магистрального
развития, ориентированного поперек минимального напряже-
ния залегания. И на последней стадии трещина распростра-
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Рис. 1.14. Стадии гидроразрыва пласта: 1 — инициация трещины
гидроразрыва, 2 — искривление трещины гидроразрыва в сторо-
ну направления магистрального распространения, 3 — рост тре-

щины гидроразрыва в магистральном направлении.

няется вдоль указанного направления на большое расстояние.
Одномерные модели хорошо описывают распространение тре-
щины гидроразрыва на последней его стадии или в случае, ко-
гда перфорации направлены строго в магистральном направле-
нии роста трещины. Однако эти модели совершенно не учиты-
вают распространение трещины по высоте. Псевдотрехмерные
модели в дополнение позволяют учесть распространение тре-
щины гидроразрыва по вертикали. Двумерные и трехмерные
модели описывают процесс гидроразрыва с учетом второй его
стадии. Только «полностью» трехмерные модели, включающие
и процесс инициации трещины, способны адекватно модели-
ровать процесс на всех его стадиях. Отметим, что на сегодня
наиболее близкими к таким моделям можно считать разрабо-
танные в данной монографии, хотя их реализация связана с
высокой вычислительной трудоемкостью.

На уровне одномерных моделей исследовано влияние пара-
метров скорости закачки, утечки, вязкости жидкости на про-
цесс гидроразрыва. В целом полученные результаты актуаль-
ны для уже развитой трещины гидроразрыва. Двумерные и
трехмерные модели учитывают искривление траектории и мо-
гут быть использованы при моделировании гидроразрыва на-
чиная от известной конфигурации инициированной трещины.
На их уровне исследовано влияние параметров неравномерно-
сти напряжений залегания, углов перфорирования относитель-
но магистрального направления распространения трещины на
траекторию и раскрытие трещины гидроразрыва.
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Глава 2

Модель деформации
среды в задачах о
зарождении и
распространении трещин

Модель деформации породы при моделировании распростра-
нения трещины позволяет рассчитывать ширину трещины по
известному распределению давления в трещине и напряжени-
ям породы в естественном залегании. Для расчета деформации
породы решается задача упругого равновесия в бесконечной об-
ласти, внутри которой находятся полость (скважина, перфора-
ция) и трещина, как изображено на рис. 2.1.

Широко известными методами решения задач упругости
являются: метод конечных разностей (МКР), конечных эле-
ментов (МКЭ) и граничных элементов (МГЭ). При решении
внешних задач упругости МКР и МКЭ обладают существен-
ным недостатком: требуют аппроксимации расчетной области
большим количеством ячеек вдали от полостей и трещин. МГЭ
свободен от этого недостатка, так как требует аппроксимации
только границы области.

Суть классического МГЭ заключается в переходе от диф-
ференциальных уравнений упругости к граничному интеграль-
ному уравнению смещений. При решении этого уравнения
отыскиваются все неизвестные функции на границе области.
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Рис. 2.1. Геометрическая концепция трехмерных моделей: 1 –
зародышевая трещина; 2 — фронт трещины; 3 — полость с гра-

ницей S∗; S± — верхний и нижний берега трещины.

Для нахождения неизвестных функций внутри области приме-
няется фундаментальное интегральное соотношение для внут-
ренней точки. Однако классический МГЭ не применим для за-
дач с трещинами, потому что граничное интегральное уравне-
ние смещений вырождается на берегах трещины.

Для преодоления указанной трудности в настоящей рабо-
те разработана модификация классического МГЭ – дуальный
метод граничных элементов (ДМГЭ). Суть ДМГЭ состоит в
замене граничного интегрального уравнения смещений на гра-
ничное интегральное уравнение напряжений на одном из бе-
регов трещины. Это уравнение не включает в себя смещения
на трещиноватой границе, но позволяет найти разрывы сме-
щений на трещине. Интегральное уравнение напряжений со-
держит особенности более высокого порядка, а интегралы по-
нимаются в смысле главного значения Адамара. Ввиду этого
требуется создание численного метода для их эффективного
вычисления.

Авторами настоящей монографии классический МГЭ при-
менялся для решения задачи зарождения трещин гидроразры-
ва в окрестности перфорированной скважины [29–38]. Двумер-
ный дуальный МГЭ применялся в задаче распространения тре-
щин гидроразрыва от круглой полости [24]. В настоящей главе
будут описаны основные варианты МГЭ, в том числе трехмер-
ный вариант дуального МГЭ и его применение для решения
трехмерных задач распространения трещины ГРП.
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2.1. Постановка задачи упругого равнове-
сия

2.1.1. Основные уравнения

Напряженное состояние изотропной однородной среды под дей-
ствием внешних сил fi описывается уравнениями упругого рав-
новесия

∂σij
∂xj

+ fi = 0, (2.1)

в которых компоненты тензора напряжений σij удовлетворяют
линейному закону Гука

σij = λδijεkk + 2µεij (2.2)

в случае малых деформаций

εij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
. (2.3)

В (2.2) ui есть компоненты вектора смещений u, λ и µ –
параметры Ламэ, которые выражаются через модуль Юнга E
и коэффициент Пуассона ν как

λ =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
, µ =

E

2(1 + ν)
. (2.4)

Введем также модуль плоского сдвига E′, связанный с модулем
Юнга E и коэффициентом Пуассона ν как

E′ =
E

1− ν2
. (2.5)

Из (2.1) и (2.2) выводятся уравнения Навье–Ламэ упругого
равновесия, записанные для смещений [100]

(λ+ µ)∇(divu) + µ∆u+f = 0. (2.6)
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2.1.2. Граничные условия

Внутренняя граница задачи S (см. рис. 2.1) состоит из поверх-
ности полости S∗, верхней S+ и нижней S− границ трещины:
S = S∗ + S+ + S−. На полости S∗ ставится граничное условие

ti ≡ σijnj = −pwellni − σ∞ij nj , (2.7)

где ni – компоненты внешней единичной нормали к поверх-
ности; pwell – давление в полости; σ∞ij – компоненты тензора,
сжимающего материал на бесконечности и имеющего главные
компоненты σ∞x , σ∞y и σ∞z . Компоненты σ∞x , σ∞y и σ∞z на бес-
конечности являются напряжениями залегания в нетронутом
массиве породы.

На части границы S±, соответствующей трещине, в задаче
распространения трещины ставится граничное условие

ti = −pcrackni − σ∞ij nj . (2.8)

На бесконечности также добавляется условие

ui(∞) = 0. (2.9)

Учет напряжений залегания в нетронутом массиве поро-
ды обеспечивается за счет добавок с тензором σ∞ij в гранич-
ных условиях (2.7) и (2.8). Решение задачи упругости да-
ет напряженно-деформированное состояние относительно уже
сжатой напряжениями σ∞ij породы, т. е. реальные напряжения,
возникающие в породе, равны σij + σ∞ij .

2.2. Методы решения уравнений упругого
равновесия модели деформации сре-
ды

2.2.1. Классический МГЭ

Используя теорию потенциалов, из уравнений упругого рав-
новесия (2.6) можно получить следующее интегральное соот-
ношение [101–103], которое будем называть фундаментальным
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интегральным соотношением для смещений или тождеством
Сомильяны:

ui(x
∗) =

∫
S

Uij(x
∗,x)tj(x)dS(x)−

∫
S

Tij(x
∗,x)uj(x)dS(x),

(2.10)
где x∗ ∈ V , x ∈ S, V – упругая область задачи. Соотноше-
ние (2.10) связывает значение смещений внутри тела со зна-
чениями смещений и напряжений на его границах. Здесь яд-
ра Uij(x∗,x) и Tij(x∗,x) — известное решение задачи Кельвина
о действии точечной силы (см., например, [104, 105]). В задаче
Кельвина определяются поля смещений u∗j (x) и напряжений
t∗j (x) в упругом теле при действии единичной сосредоточенной
в точке x∗ силы f∗i (x) = δ(x−x∗)ei:

u∗j (x) = Uij(x
∗,x)ei,

t∗j (x) = Tij(x
∗,x)ei. (2.11)

Продифференцировав соотношение (2.10) по соответствую-
щей координате и применив закон Гука (2.2), получим анало-
гичное фундаментальное соотношение для напряжений

σij(x
∗) =

∫
S

Dkij(x
∗,x)tk(x)dS(x)−

∫
S

Skij(x
∗,x)uk(x)dS(x),

(2.12)
где функции Dkij(x

∗,x) и Skij(x∗,x) получаются из Uij(x∗,x)
и Tij(x∗,x) дифференцированием по соответствующей коорди-
нате xk и суммированием согласно (2.2) и (2.3).

Таким образом, в случае если компоненты смещений и на-
пряжений на всей границе задачи S известны, используя ин-
тегральные соотношения (2.10) и (2.12) в любой точке внут-
ри упругой области x∗ ∈ V определяются компоненты смеще-
ний ui(x) и тензора напряжений σij(x).

Устремляя x∗ → x′ ∈ S в (2.10), получим граничное инте-
гральное уравнение смещений (ГИУС)

cij(x
′)ui(x

′) =

∫
S

Uij(x
′,x)tj(x)dS(x)−−

∫
S

Tij(x
′,x)uj(x)dS(x).

(2.13)
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Рис. 2.2. Схема разбиения границы тела на элементы.

Здесь cij(x′) — свободный член, который зависит от геометрии
границы, на которой расположена точка x′. В частности, для

участка гладкой границы cij(x
′) =

1

2
δij . Символом −

∫
в (2.13) и

далее обозначается главное значение сингулярного интеграла
в смысле Коши.

Решая интегральное уравнение (2.13), определим компонен-
ты смещений или напряжений на границе области S. Для этого
вся граница S аппроксимируется N граничными элементами,
как схематично изображено на рис. 2.2. Тогда интегралы в ГИ-
УС заменяются на суммы интегралов по элементам Sn и пре-
образуются следующим образом:

cij(x
′)ui(x

′) =

N∑
n=1

∫
Sn

Uij(x
′,x)tj(x)dS(x)−

−
N∑
n=1

−
∫
Sn

Tij(x
′,x)uj(x)dS(x). (2.14)

Декартовы координаты xi, компоненты смещений ui и ком-
поненты напряжений ti на элементе Sn аппроксимируются с
помощью интерполяционных формфункций φm(ξ1, ξ2) следую-
щим образом:

xi(ξ1, ξ2) =
M∑
m=1

xmi φm(ξ1, ξ2),

ui(ξ1, ξ2) =
M∑
m=1

umi φm(ξ1, ξ2),
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ti(ξ1, ξ2) =
M∑
m=1

tmi φm(ξ1, ξ2). (2.15)

Здесь xmi – координаты опорных точек элемента, umi – компо-
ненты смещений, tmi – компоненты напряжений в этих точках
и M – количество опорных точек. Граничные элементы, осно-
ванные на таком представлении, получили название изопара-
метрических [106]. Локальные координаты ξ1, ξ2 соответствуют
трехмерной задаче, для двумерной задачи используется только
одна локальная координата ξ1.

С учетом (2.15) соотношение (2.14) принимает вид

cij(x
′)ui(x

′) =
N∑
n=1

∫
Sn

M∑
m=1

Uij(x
′,x(ξ1, ξ2))tmj φm(ξ1, ξ2)dSn−

−
N∑
n=1

−
∫
Sn

M∑
m=1

Tij(x
′,x(ξ1, ξ2))umj φm(ξ1, ξ2)dSn, (2.16)

где
dSn = |Jn(ξ1, ξ2)|dξ1dξ2, (2.17)

а |Jn(ξ1, ξ2)| – якобиан перехода в локальную систему коорди-
нат, связанную с элементом Sn. Уравнение (2.16) теперь можно
переписать в следующем виде:

cij(x
′)ui(x

′) =

N∑
n=1

Unmij tnmj −
N∑
n=1

Tnmij unmj , (2.18)

где

Unmij =

∫∫
Sn

Uij(x
′,x(ξ1, ξ2))φm(ξ1, ξ2)|Jn(ξ1, ξ2)|dξ1dξ2,

Tnmij =

∫∫
Sn

Tij(x
′,x(ξ1, ξ2))φm(ξ1, ξ2)|Jn(ξ1, ξ2)|dξ1dξ2 (2.19)

есть коэффициенты, определяемые исключительно аппрокси-
мацией и геометрией границы. Рассматривая (2.18) в опорных
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Рис. 2.3. Схема задачи: бесконечная область с полостью S.

точках каждого из элементов, получим систему уравнений. По-
сле подсчета всех величин Unmij , Tnmij , перенося все неизвестные
в вектор неизвестных, получим систему линейных алгебраиче-
ских уравнений (СЛАУ) для всех неизвестных компонент сме-
щений или напряжений в опорных точках элементов. Исполь-
зуя формулы (2.15), определим компоненты смещений и напря-
жений в любой точке поверхности S.

Классический МГЭ и условие на бесконечности

Одной из важнейших особенностей классического МГЭ яв-
ляется автоматическое удовлетворение условий на бесконеч-
ности (2.9), что позволяет избежать аппроксимации удален-
ной границы. Чтобы показать эту особенность, рассмотрим по-
лость S в бесконечном объеме V , как показано на рис. 2.3.
Обозначим через r∞ радиус сферы S∞ с центром в точке x′.
Тогда интегральное уравнение смещений, на котором основан
классический МГЭ, запишется в виде

cij(x
′)ui(x

′)+

+−
∫
S
Tij(x

′,x)uj(x)dS(x)−
∫
S
Uij(x

′,x)tj(x)dS(x) =

=

∫
S∞

Tij(x
′,x)uj(x)dS(x)−

∫
S∞

Uij(x
′,x)tj(x)dS(x). (2.20)
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При r∞ →∞ имеем следующие асимптотики:

Uij(x
′,x) = O(r−1

∞ ),

Tij(x
′,x) = O(r−2

∞ ),

dS = |J | dφdθ = O(r2
∞)dφdθ. (2.21)

Здесь |J | обозначает якобиан. Из условий регулярности ком-
поненты смещений ui и компоненты напряжений ti ведут се-
бя соответственно как 1/r∞ и 1/r2

∞. Следовательно, выраже-
ние (2.20) зависит только от S, т. е.

lim
r∞→∞

[∫
S∞

Tij(x
′,x)uj(x)dS(x)−

∫
S∞

Uij(x
′,x)tj(x)dS(x)

]
= 0.

(2.22)
Последние два слагаемых в (2.20) равны нулю.

Таким образом, наиболее эффективным методом для реше-
ния внешней задачи упругости является МГЭ, так как авто-
матически удовлетворяет граничному условию на бесконечно-
сти (2.9).

Неприменимость классического МГЭ для задач с вы-
рожденной границей

В случае наличия в задаче трещины, являющейся вырожден-
ной границей, классический МГЭ не применим [107]. Покажем
это. Рассмотрим задачу, в которой к полости с границей S∗ при-
мыкает трещина с берегами S+ и S−, подобно изображенной на
рис. 2.1 конфигурации. Функции Uij(x

′,x), Tij(x′,x) решения
Кельвина обладают свойствами

Uij(x
′,x+) = Uij(x

′,x−),

Tij(x
′,x+) = −Tij(x′,x−), (2.23)

где x± ∈ S± и x+ = x−. ГИУС (2.13) для расширенной границы
S = S∗ + S+ + S− с учетом (2.23) даст следующие уравнения
для точек x+ и x−:
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1

2
δij(ui(x

+) + ui(x
−)) =

=

∫
S∗

Uij(x
±,x)tj(x)dS(x)−

∫
S∗

Tij(x
±,x)uj(x)dS(x)+

+

∫
S−

Uij(x
±,x)t∗j (x)dS(x)−

∫
S−

Tij(x
±,x)∆uj(x)dS(x), (2.24)

в которых введены обозначения

t∗i (x) = ti(x
+) + ti(x

−),

∆ui(x) = ui(x
+)− ui(x−). (2.25)

Уравнения (2.24) для точек x+ и x− совпадают. Следователь-
но, интегральное уравнение смещений вырождается в случае
наличия вырожденной границы, которой является трещина.

Поэтому для задач с вырожденной границей использу-
ются специальные разновидности МГЭ: многозонный МГЭ
[107–109], метод разрывных смещений [110, 111] и дуальный
МГЭ [9, 15, 112–117].

2.2.2. Многозонный МГЭ

Для простоты рассмотрим построение многозонного метода
граничных элементов для внешней задачи упругости, область
которой состоит из двух подобластей. В каждой из них упру-
гий однородный материал характеризуется своими упругими
постоянными E и ν. Отметим, что приводимые рассуждения
применимы и в случае многих подобластей.

Постановка задачи упругости для двух подобластей

Вся область задачи упругости V = V1 + V2 разбивается на две
подобласти: V1 с границей ∂V1 = S1 и V2 c границей ∂V2 = S2,
которые связаны между собой через интерфейсную грани-
цу S12, как показано на рис. 2.4. Тогда в каждой из подоб-
ластей V1 и V2 области V выполнены уравнения статического
равновесия (2.1).

Для каждой из подобластей V1 и V2 выпишем граничные
условия на части границы за исключением границы между об-
ластями S12:
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Рис. 2.4. Двухзонная задача упругости: подобласть V1 с внутрен-
ней S1 и внешней на бесконечности границами и подобласть V2

с границей S2, часть которой S12 является общей границей с V1.

ti(x) = σij(x)nj(x) = h1
i (x), x ∈ S1\S12,

ti(x) = σij(x)nj(x) = h2
i (x), x ∈ S2\S12. (2.26)

Здесь h1
i и h2

i — некоторые известные функции, а nj — ком-
поненты единичной нормали к поверхности. Отметим, что ес-
ли область V1 не является внешней, допускаются смешанные
граничные условия на S1\S12 и S2\S12 (т. е. на части границы
задаются смещения, на другой ее части — напряжения).

На интерфейсной части границы S12 выполняются условия
полной сцепки, т. е. условия равновесия сил и неразрывности
смещений:

ti(x1) + ti(x2) = 0,

ui(x1) = ui(x2), (2.27)

где x1,x2 ∈S12 и точки x1 и x2 совпадают.
Для внешней подобласти V1 добавим еще условие на беско-

нечности (2.9).
Дополняя уравнения (2.1) законом Гука с упругими пара-

метрами E1, ν1 в области V1 и с упругими параметрами E2, ν2

в области V2, получим уравнения Навье для компонент смеще-
ний. Таким образом, поставлена замкнутая дифференциальная
задача упругости.
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Применение многозонного МГЭ для расчета тел с тре-
щинами

Многозонный МГЭ является распространением классическо-
го МГЭ для регулярной границы [118] на несколько областей,
имеющих общие границы. Применительно к решению задачи
распространения трещины от полости также может быть взят
двуxзонный МГЭ. Одна область в нем — V1 примыкает к ниж-
нему берегу S− трещины (рис. 2.5) и распространяется на бес-
конечность. К V1 примыкает по искусственной границе S12 вто-
рая конечная область V2, основанием которой является верх-
ний берег трещины S+. Область V1 имеет внутреннюю грани-
цу S1 = S− + S12 + S∗1 и внешнюю на бесконечности. Область
V2 имеет только внутреннюю границу S2 = S+ + S12 + S∗2 . По-
верхности S∗1 и S∗2 принадлежат поверхности полости S∗ в ме-
стах ее прохождения через области V1 и V2 соответственно.
Каждая из подобластей не содержит вырождающихся границ,
и классический МГЭ может быть применен для них. На ин-
терфейсной части границы S12 выполняются условия полной
сцепки (2.27), т. е. условия равновесия сил и неразрывности
смещений. ГИУС для каждой из областей есть

cij(x
′)uj(x

′) =

∫
Sk

Uij(x
′,x)tj(x)dS(x)−

∫
Sk

Tij(x
′,x)uj(x)dS(x),

x′ ∈ Sk, k = 1, 2. (2.28)

Рис. 2.5. Использование многозонного МГЭ для решения задачи
с трещиной.
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В (2.28) cij(x′) = −1

2
δij для обеих подобластей в случае гладкой

границы в точке x′.

Построение результирующей системы линейных урав-
нений

После аппроксимации граничными элементами ГИУС в каж-
дой из областей получим следующие СЛАУ:

[
U1 U12

]( t1
t12

)
=
[
T1 T12

]( u1

u12

)
,

[
U2 U21

]( t2
t21

)
=
[
T2 T21

]( u2

u12

)
. (2.29)

Здесь в первом равенстве первые n1 уравнений соответству-
ют участку границы S1\S12, а следующие n12 соответству-
ют S12. Во втором равенстве первые n2 уравнений соответ-
ствуют участку границы S2\S12, а следующие n12 соответству-
ют S12. В матрицах, обозначенных U1, U2, U12, сосредоточе-
ны интегралы по ядру Uij , а в матрицах, обозначенных T1, T2,
T12, сосредоточены интегралы по ядру Tij .

Далее обычно [119] строится объединенная система ли-
нейных уравнений, которая включает непосредственно матри-
цы U1, U2, U12, T1, T2, T12. С учетом в матричной фор-
ме граничных условий (2.27) объединенная система принимает
вид 

T1 T12 0 0
0 0 T2 T21

0 I 0 −I
0 0 0 0




u1

u12

u2

u21

 =

=


U1 U12 0 0
0 0 U2 U21

0 0 0 0
0 I 0 I




t1
t12
t2
t21

 , (2.30)

где I — единичная матрица. Систему (2.30) можно переписать
в более компактном виде
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[
T1 T12 −U12 0
0 T21 −U21 T2

]
u1

u12

t12
u2

 =

[
U1 0
0 U2

](
t1
t2

)
.

(2.31)
Размерность результирующей матрицы в (2.31) равна
n1 + n2 + 2n12.

Опишем далее оригинальный метод построения результиру-
ющей системы меньшей размерности. Домножая слева систе-
мы (2.29) на матрицы, обратные к матрицам U (матрицы U
по построению невырождены [119]), получим для каждой из
подзадач матрицы псевдожесткости K

[
K11 K12

K13 K14

](
u1

u12

)
=

=
[
U1 U12

]−1 [
T1 T12

]( u1

u12

)
=

(
t1
t12

)
,[

K21 K22

K23 K24

](
u2

u21

)
=

=
[
U2 U21

]−1 [
T2 T21

]( u2

u21

)
=

(
t2
t21

)
. (2.32)

Далее, используя методику, аналогичную методике объедине-
ния матриц жесткости в методе конечных элементов [120–122],
и учитывая граничные условия на интерфейсной границе
S12 (2.27), получим систему линейных алгебраических урав-
нений для объединенной задачи

 K11 K12 0
K13 K14 + K24 K23

0 K22 K21

 u1

u12

u2

 =

 t1
0
t2

 . (2.33)

Размерность результирующей матрицы в (2.33) рав-
на n1 + n2 + n12, что меньше, чем в (2.30).

Решая систему линейных алгебраических уравнений (2.33),
найдем компоненты смещений на S1\S12 и S2\S12 объединен-
ной задачи упругости. Далее, используя системы (2.29), найдем
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компоненты реакций на границе S12. По смещениям u± на бе-
регах трещины S± определяется ее открытие

W (x) = u+(x+)n+(x+) + u−(x−)n−(x−), (2.34)

где x = x± ∈ S±.
Недостатком методики применения многозонного МГЭ для

решения задачи распространения трещины от полости являет-
ся необходимость перестроения искусственной границы S12 на
каждом шаге роста трещины.

Разрывные граничные элементы

Вышеописанный многозонный метод граничных элементов с
аппроксимацией изопараметрическими элементами (подробнее
об изопараметрических элементах см. [106]) применим, если
границы задачи являются гладкими, т. е. во всех точках этих
границ однозначно определена единичная нормаль [123]. Если
же граница включает в себя участки ребер или примыканий,
то существуют точки, где нет однозначного определения еди-
ничной нормали. Также многозонный метод граничных эле-
ментов допускает только одно значение вектора напряжений
в таких точках, а следовательно, напряжения аппроксимиру-
ются непрерывно вдоль границы, в том числе через ребра и
примыкания. Важно, чтобы получаемые в методе граничных
элементов матрицы были квадратными, т. е. каждой точке со-
ответствовало только одно значение напряжений.

Для разрешения такой аппроксимационной проблемы здесь
предложены разрывные граничные элементы, т. е. такие эле-
менты, которые допускают разрывное решение вдоль по ним.
Свойство разрывности для изопараметрического элемента за-
дается путем смещения внешних опорных точек xk внутрь эле-
мента на некоторое расстояние (1−λ) или (1−λ0) в локальной
системе координат элемента (ξ1, ξ2), как показано на рис. 2.6
для линейного треугольного и билинейного четырехугольно-
го элементов. Аппроксимация геометрии элемента и функций
на разрывном элементе будет совпадать с аппроксимацией на
непрерывном элементе. Тогда координаты элемента, компонен-
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Рис. 2.6. Шаблон элемента (слева) и аппроксимация функций ui
и ti на нем (справа).

ты смещений и компоненты напряжений на нем можно пред-
ставить в следующей форме:

xi(ξ1, ξ2) =

M∑
m=1

xmi φm(ξ1, ξ2),

ui(ξ1, ξ2) =

M∑
m=1

umi φm(ξ1, ξ2),

ti(ξ1, ξ2) =

M∑
m=1

tmi φm(ξ1, ξ2). (2.35)

ЗдесьM — количество опорных точек элемента, а φm — интер-
полирующие формфункции.

В треугольных элементах считается, что неизвестные зада-
ны в некоторых точках внутри элемента (x1,x2,x3) и имеют
линейную аппроксимацию вдоль элемента. Геометрия элемента
описывается плоским треугольником. Таким образом, геомет-
рия, а также значения поля смещений и поля напряжений на
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элементе представляются посредством трех (M = 3) линейных
интерполирующих формфункций

φ1(ξ1, ξ2) =
λ0 − ξ1 − ξ2

3λ0 − 2
,

φ2(ξ1, ξ2) =
λ0 + ξ1 − 1

3λ0 − 2
,

φ3(ξ1, ξ2) =
λ0 + ξ2 − 1

3λ0 − 2
, λ0 =

1

2
(λ+ 1). (2.36)

В четырехугольных элементах считается, что неизвестные
заданы в некоторых точках внутри элемента (x1,x2,x3,x4) и
имеют билинейную аппроксимацию в пространстве (ξ1, ξ2), т. е.
линейную по любому из аргументов ξ1 и ξ2. Аналогично, гео-
метрия элемента, поля смещений и напряжений описываются
четырьмя (M = 4) билинейными интерполирующими форм-
функциями

φ1(ξ1, ξ2) =
1

4

(
ξ1

λ
− 1

)(
ξ2

λ
− 1

)
,

φ2(ξ1, ξ2) = −1

4

(
ξ1

λ
+ 1

)(
ξ2

λ
− 1

)
,

φ3(ξ1, ξ2) =
1

4

(
ξ1

λ
+ 1

)(
ξ2

λ
+ 1

)
,

φ4(ξ1, ξ2) = −1

4

(
ξ1

λ
− 1

)(
ξ2

λ
+ 1

)
. (2.37)

Наряду с непрерывными граничными элементами исполь-
зование разрывных элементов около ребер и примыканий поз-
воляет задавать разрывные компоненты напряжений на них в
таком многозонном методе граничных элементов.

2.2.3. Метод разрывных смещений

Метод разрывных смещений (МРС) был предложен в рабо-
те [110]. В этом методе неизвестными функциями являются
компоненты вектора разрыва смещений на поверхности тре-
щины. В исходном двумерном варианте метода трещина ап-
проксимировалась прямолинейными отрезками, и разрыв сме-
щений предполагался постоянным вдоль каждого отрезка. На-
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пряжения на линии трещины выражались через разрыв смеще-
ний вдоль прямолинейных отрезков с использованием функций
Папковича и суперпозиции. В работе [124] в явном виде показа-
но, что МРС эквивалентен МГЭ, в котором вместо сингулярно-
го граничного интегрального уравнения смещений (ГИУС) ис-
пользуется гиперсингулярное интегральное уравнение напря-
жений (ГИУН). Остановимся на этом чуть подробнее.

В терминах принятых в настоящей монографии обозначе-
ний интегральное уравнение, положенное в основу МРС, запи-
сывается в виде

tj(x
−) = −=

∫
S−

Mkj(x
−,x)∆uk(x)dS(x), (2.38)

где ∆uk(x) – разрывы смещений на трещине S±(x±) (см.
рис. 2.1), определенные в (2.25), t = t− = − t+, Mkj(x

−,x) =
= nj(x

−)Skij(x
−,x), а функции Skij получаются из ядер Tij

(см. (2.11)) дифференцированием по соответствующим коор-
динатам (полные выражения для Skij можно найти, например,
в [125]). Символом =

∫
в (2.38) и далее обозначено главное зна-

чение гиперсингулярного интеграла в смысле Адамара. Урав-
нение (2.38) связывает величину напряжений в изолированной
трещине со значениями разрыва смещений на ней. В частно-
сти, из этого уравнения по известному распределению давле-
ния в трещине находится ее раскрытие. Граничное интеграль-
ное уравнение (2.38) в [8] решается с помощью МГЭ. МРС в
комбинации с МГЭ также применяется для решения 3D-задач
распространения трещины в [13–15].

В [14, 126] граничное интегральное уравнение для напряже-
ний и разрывов смещений на изолированной трещине в неогра-
ниченном пространстве, подобное уравнению (2.38) и имеющее
высокую степень сингулярности (1/r3), преобразованием ядер
и интегрированием его частей приводится к уравнению с мень-
шей степенью сингулярности. Результирующее интегральное
уравнение записывается в слабой форме с пробной функцией
ω = (ω1, ω2, ω3):∫
S−

tj(y)ωj(y)dS(y) = −
∫
S−

F (ω(x))

∫
S−

Q(∆u(y))dS(x)dS(y),

(2.39)
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и имеет слабую сингулярность (1/r), с которой более подходит
для численного решения.

Поскольку ядра в (2.39) являются слабо сингулярными, то
все поверхностные интегралы существуют в обычном значе-
нии. Для дискретизации всюду, кроме окрестности фронта тре-
щины, используются стандартные изопараметрические элемен-
ты. У фронта трещины применяются специальные элементы
с дополнительными степенями свободы, связанными с узла-
ми, лежащими вдоль фронта трещины. Прифронтовые элемен-
ты обеспечивают высокий порядок точности вычислений коэф-
фициентов интенсивности напряжений. Напряжения, разрывы
смещений и пробная функция представляются через узловые
их значения с помощью формфункций. Для аппроксимации
ядер применяется интерполяционный метод [126]. В случае, ко-
гда интегрирование включает в себя ближайшие пары элемен-
тов, подынтегральные выражения становятся почти особенны-
ми. Для обеспечения необходимой точности в вычислениях та-
ких интегралов применяется специальный численный метод [6],
названный симметричным методом Галеркина граничных эле-
ментов.

В одной из первых работ, посвященных моделированию рас-
пространения трещины в трехмерной постановке [8], МРС был
использован для описания распространения трещины ГРП. В
этом исследовании скважина, через которую жидкость закачи-
валась в трещину, не учитывалась, так как ее размер предпо-
лагался пренебрежимо малым по сравнению с размером тре-
щины. В работе [127] было проведено трехмерное моделирова-
ние начальной стадии распространения трещины от нагружен-
ной давлением скважины. Для того чтобы применить МРС для
решения задачи с полостью, скважина была заменена цилин-
дрической трещиной, составленной из элементов МРС. Внут-
ренность скважины, нагруженная давлением, была заменена
фиктивным телом с теми же механическими свойствами, что
и окружающая порода. Решения внешней и внутренней задач
находились одновременно.

Следует отметить, что решение внутренней задачи о дефор-
мации фиктивного тела допускает смещение и вращение этого
тела. Поэтому для получения единственного решения внутрен-
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ней задачи необходимо зафиксировать смещения в нескольких
точках внутреннего фиктивного тела. Это необходимо, даже
если требуется рассчитать напряженно-деформированное со-
стояние только во внешней области. Во внешней области для
получения единственного решения для смещений используется
условие о конечности смещений на бесконечности. Если зада-
ча имеет две полости симметрии, как в указанной работе [127],
то смещения во внутренней области определяются однознач-
но благодаря этой симметрии. Если же рассматриваемая зада-
ча не симметрична, то необходимо добавлять дополнительные
элементы с нулевыми граничными условиями для смещений на
внутренней границе этих элементов, чтобы предотвратить сме-
щение и вращение внутреннего тела. Однако добавление таких
элементов может привести к появлению дополнительных на-
пряжений, которые повлияют и на решение внешней задачи.
Поэтому в общем случае решение, полученное МРС с исполь-
зованием фиктивного тела, может не совпадать с решением ис-
ходной задачи, полученным, например, с помощью дуального
МГЭ. Таким образом, МРС следует с большой осторожностью
использовать для решения задач о трещинах, в которых при-
сутствуют полости, и отсутствуют плоскости симметрии.

2.2.4. Обобщенный метод конечных элементов

В самом начале раздела 2.2 «Метод решения» мы исключили
из рассмотрения МКЭ как требующий аппроксимации объема
упругой среды от трещины вплоть до удаленной границы. При
этом особую сложность применения обычного МКЭ при реше-
нии задачи распространения трещины представляет необходи-
мость перестраивания конечно-элементной сетки в окрестности
поверхности трещины на каждом шаге распространения для ее
выделения. Однако в последние годы был разработан и приме-
нен в 3D-задачах моделирования гидроразрыва обобщенный,
или расширенный, метод конечных элементов (Generalized or
Extended Finite Element Method, G/XМКЭ) [7, 128]. Особен-
ностью обобщенного МГЭ является отсутствие необходимости
описания поверхности трещины конечно-элементной сеткой.
Разрыв смещений поперек поверхности трещины аппроксими-
руется через разрывные дополнительные степени свободы. Они
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описывают разрыв смещений внутри элемента и асимптотиче-
ское поведение смещений на фронте трещины. В результате
трещина распространяется сквозь конечные элементы. Слож-
ностью использования обобщенного МГЭ является невозмож-
ность включить в описываемый процесс модель течения вязкой
жидкости. Во всех указанных работах предполагается постоян-
ство давления во всей трещине. Также недостатком обобщенно-
го МГЭ остается необходимость аппроксимации объема среды
вплоть до удаленной границы.

2.2.5. Дуальный МГЭ

История создания

Наиболее пригодным для решения задачи упругости в трехмер-
ной модели распространения трещины от произвольной поло-
сти является дуальный МГЭ [115, 129]. Первое использование
дуальных интегральных уравнений в задачах с трещинами бы-
ло описано в работе [112]. В работах [113, 114] авторы использо-
вали нормальную производную от ГИУС для создания эрмито-
ва элемента третьего порядка, в котором количество неизвест-
ных превосходило количество уравнений. Для случая вырож-
денной границы впервые дуальное интегральное представление
было предложено в работах [115, 129] как метод решения задач
упругости с трещинами. Для решения проблемы вырожденной
границы в работах была выдвинута идея дуальных граничных
интегральных уравнений, полученных на основе комбинации
стандартного граничного интегрального уравнения и его про-
изводной. Там же был представлен теоретический базис дуаль-
ных граничных интегральных уравнений, показывающий, как
дифференцировать ГИУС и использовать закон Гука для по-
лучения ГИУН. В работе [116] было реализовано объединение
ГИУС и ГИУН в одну систему для решения двумерной задачи
упругости с трещиной. Оба берега трещины аппроксимирова-
лись граничными элементами второго порядка, узлы которых
находились внутри элементов. Использование этих точек в ка-
честве точек коллокации удовлетворяла условиям Гельдера на
гладкость функций в гиперсингулярном интегральном уравне-
нии, так как формфункции непрерывно дифференцируемы в
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этих точках. В работах [9, 117] метод решения двумерных за-
дач был обобщен на трехмерный случай.

Граничное интегральное уравнение смещений

Для точек y на регулярной границе S∗ запишем ГИУС, анало-
гичное ГИУС (2.13) в классическом МГЭ:

cij(y)ui(y) =

∫
S∗

Uij(y,x)ti(x)dS(x)−

−−
∫
S∗

Tij(y,x)ui(x)dS(x)−
∫
S−

Tij(y,x)∆ui(x)dS(x). (2.40)

Граничное интегральное уравнение напряжений

Для решения проблемы с вырождающимся ГИУС (2.24) на тре-
щиноватой границе (см. раздел 2.2.1) в дуальном МГЭ предла-
гается на одном из берегов трещины вместо ГИУС (2.24) ре-
шать ГИУН

tj(y
−) =

∫
S∗

Lij(y
−,x)ti(x)dS(x)−

∫
S∗

Mij(y
−,x)ui(x)dS(x)−

−=

∫
S−

Mij(y
−,x)∆ui(x)dS(x),y ∈ S−. (2.41)

Здесь Lij(y
−,x) = Dkij(y

−,x)nk(y
−) и Mij(y

−,x) =
= Skij(y

−,x)nk(y
−) (см. [125, 130]). Уравнение (2.41) не

содержит компонент смещений ui на трещиноватой границе
и позволяет найти неизвестные компоненты разрывов сме-
щений ∆ui на границе. Главной сложностью ГИУН является
создание эффективной и точной процедуры вычисления
главного значения Адамара интеграла в уравнении (2.41).

Дискретизация границы и формирование системы ли-
нейных уравнений

Продемонстрируем численный метод решения ГИУН (2.41) на
примере тела только с трещинами (S = S+ + S−). Вся грани-
ца области S аппроксимируется граничными элементами, как
показано на рис. 2.7 слева:
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Рис. 2.7. Разбиение S границы на разрывные квадратичные че-
тырехугольные элементы Se (слева) и параметризация (ξ1, ξ2)

элемента с Nα = 9 (справа).

S '
Ne∑
e=1

Se. (2.42)

Каждый элемент Se параметризуется локальными координа-
тами (ξ1, ξ2), как показано на рис. 2.7 справа. Компоненты
радиус-векторов, разрывов смещений, напряжений в произ-
вольной точке элемента (ξ1, ξ2) представляются так же, как и
в случае классического МГЭ, в виде

fi(ξ1, ξ2) =

Nα∑
α=1

fi(x
α)φα(ξ1, ξ2). (2.43)

Здесь xα — узловые точки элемента, φα(ξ1, ξ2) — формфункции
элемента, Nα — количество точек и формфункций элемента.

Уравнение (2.41) с учетом (2.42) и (2.43) запишется в виде

tj(y
−) =

Ne∑
e=1

Nα(e)∑
α=1

−∆ueαi Aijα,

Aijeα =

∫
ξ1

∫
ξ2

Mij(y
−, ξ1, ξ2)φα(ξ1, ξ2)J(ξ1, ξ2)dξ1dξ2. (2.44)

Здесь J(ξ1, ξ2) — якобиан перехода в локальную систему коор-
динат элемента. Разрывы смещений ∆ueαi в α-й узловой точке
e-го элемента выносятся за знак интегрирования, так как не

78



зависят от переменных интегрирования ξ1 и ξ2. Заметим, что
интегралы в формуле (2.44) зависят только от геометрии гра-
ницы области и не зависят от граничных условий.

Записав уравнение (2.44) в узловых точках yeα, получим
СЛАУ относительно неизвестных функций ∆ui:

M∆u = − t . (2.45)

Здесь ∆u и t — векторы компонент разрывов смещений и на-
пряжений во всех узловых точках, M – матрица, составленная
из значений интегралов в уравнении (2.44).

В случае тела с регулярной границей и трещинами (S =
S∗ + S+ + S−) система (2.45) запишется в виде

[
T11−1

2I T12

M21 M22

](
u

∆u

)
=

[
U11 0
L21 −I

](
t
t

)
, (2.46)

где U и T — подматрицы, составленные из значений интегра-
лов по элементам в DBIE (2.40), L иM— подматрицы из ГИУН
(2.41).

Граничные элементы и базисные функции

Так как ГИУН (2.41) требует гладкости поверхности в точ-
ках коллокации y на трещине S±, в дуальном МГЭ необходи-
мо использовать разрывные элементы, все узлы которых нахо-
дятся внутри элемента, как показано на рис. 2.7. В настоящей
монографии использовались разрывные линейные (3-точечные
треугольные и 4-точечные четырехугольные) и квадратичные
(6-точечные треугольные и 9-точечные четырехугольные) эле-
менты и элементы специального вида для элементов, примы-
кающих к фронту трещины [131]:

φ1(ξ1, ξ2) =
ξ1(ξ1 − λ)(s− 1)(s− p)

2λ2(q − 1)(q − p)
,

φ2(ξ1, ξ2) =
−(ξ1 − λ)(ξ1 + λ)(s− 1)(s− p)

λ2(q − 1)(q − p)
,

φ3(ξ1, ξ2) =
ξ1(ξ1 + λ)(s− 1)(s− p)

2λ2(q − 1)(q − p)
,
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φ4(ξ1, ξ2) =
ξ1(ξ1 + λ)(s− q)(s− p)

2λ2(q − 1)(p− 1)
,

φ5(ξ1, ξ2) =
−ξ1(ξ1 + λ)(s− q)(s− 1)

2λ2(q − p)(p− 1)
,

φ6(ξ1, ξ2) =
(ξ1 − λ)(ξ1 + λ)(s− q)(s− 1)

λ2(q − p)(p− 1)
,

φ7(ξ1, ξ2) =
−ξ1(ξ1 − λ)(s− q)(s− 1)

2λ2(q − p)(p− 1)
,

φ8(ξ1, ξ2) =
ξ1(ξ1 − λ)(s− q)(s− p)

2λ2(q − 1)(p− 1)
,

φ9(ξ1, ξ2) =
−(ξ1 − λ)(ξ1 + λ)(s− q)(s− p)

λ2(q − 1)(p− 1)
,

(2.47)

где s =
√

1 + ξ2, p =
√

1 + λ, q =
√

1− λ, λ — параметр, регу-
лирующий положение опорных точек в элементе.

Вычисление главного значения Адамара сингулярного
интеграла

Главная сложность ДМГЭ заключается в построении алгорит-
ма вычисления главного значения Адамара сингулярного ин-
теграла по граничному элементу Se, содержащему точку кол-
локации y:

Iij(y) = =

∫
Se

Kij(y,x)dS(x), (2.48)

где подынтегральное выражение

Kij(y,x) = Mij(y,x)φα(x)J(x) = Skij(y,x)nk(y)φα(x)J(x).
(2.49)

Для вычисления интеграла Iij (2.48) используем метод вы-
деления сингулярности [132]. Этот метод заключается в разло-
жении в ряд подынтегрального выражения (2.49) в окрестно-
сти особой точки y и в вычислении специальным способом ин-
тегралов от первых членов этого разложения. Таким образом,
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Рис. 2.8. Граничный элемент с ε-окрестностью узла в декартовой
(слева) и локальной (ξ1, ξ2) (справа) системах координат.

интеграл Iij (2.48) расписывается в виде суммы трех интегра-
лов

Iij(y) = I−1
ij (y) + I−2

ij (y) + I−3
ij (y), (2.50)

где

I−1
ij (y) =

∫
Se

(
Kij(y,x)−

K−2
ij (θ)

ρ2
−
K−3
ij (θ)

ρ3

)
dS(x), (2.51)

I−2
ij (y) = −

∫
Se

K−2
ij (θ)

ρ2
dS(x) = lim

ε→0

2π∫
0

ρ∗(θ)∫
ρε(θ)

K−2
ij (θ)

ρ2
ρdρdθ, (2.52)

I−3
ij (y) = =

∫
Se

K−3
ij (θ)

ρ3
dS(x) = lim

ε→0

 2π∫
0

ρ∗(θ)∫
ρε(θ)

K−3
ij (θ)

ρ3
ρdρdθ +

h(y)

ε

 .

(2.53)

Здесь ρ и θ — локальные полярные координаты элемента с
центром в точке коллокации y, изображенные на рис. 2.8.
Функции K−2

ij (θ) и K−3
ij (θ) — первые члены разложения в ряд

по переменной ρ подынтегрального выраженияKij (2.49), ρε(θ)
– радиус ε-окрестности в локальной полярной системе коор-
динат элемента, ρ∗(θ) – радиус границы элемента. Заметим,
что ε-окрестность в локальной системе координат не является
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окружностью и ρε(θ) зависит от полярного угла θ. Коэффици-
ент h(y) в (2.53) характеризует асимптотику бесконечной части
интеграла (2.53) [133] в точке y.

Вычисление слабосингулярной части интеграла
Для вычисления слабосингулярного интеграла I−1

ij = O(1/ρ)
(2.51) в настоящей работе был применен метод трансформации
области, предложенный в [106]. В этом методе элемент разби-
вается на треугольники, одна из вершин которых совпадает с
особой точкой функции. Каждый треугольник заменой коор-
динат трансформируется в квадрат таким образом, что одно
ребро квадрата соответствует вершине с особой точкой, как
показано на рис. 2.9. Якобиан трансформации треугольника
в квадрат позволяет избавиться от сингулярности 1/ρ и вы-
числять интегралы от слабосингулярных функций с высокой
точностью.

Рис. 2.9. Разбиение элемента на треугольники и трансформация
треугольникаOAB с вершиной в особой точке в квадрат с ребром

O, соответствующим особой точке.

Рис. 2.10. Распределение подынтегрального выражения K33 −
K−2

33 /ρ
2 − K−3

33 /ρ
3 по поверхности граничного элемента и квад-

ратурная сетка его для численного интегрирования.
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На рис. 2.10 показаны характерный вид слабосингулярной
функции в дуальном МГЭ и квадратурная сетка для его чис-
ленного интегрирования.

Вычисление главного значения сингулярных и гипер-
сингулярных интегралов

Для вычисления оставшихся двух сильносингулярного I−2
ij =

= O(1/ρ2) (2.52) и гиперсингулярного I−3
ij = O(1/ρ3) (2.53) ин-

тегралов необходимо вычислить члены K−2
ij и K−3

ij разложения
по ρ подынтегрального выражения в (2.48), а также разложить
в ряд по ε радиус ρε(θ).

Запишем первые члены разложения радиус-вектора r =
= x−y по переменной ρ

r(θ) = a(θ)ρ+ b(θ)ρ2 +O(ρ3), (2.54)

где
a(θ) = x,ξ1 cos(θ) + x,ξ2 sin(θ), (2.55)

b(θ) =
1

2
(x,ξ1ξ1 cos2(θ) + 2x,ξ1ξ2 sin(θ) cos(θ) + x,ξ2ξ2 sin2(θ).

(2.56)

Тогда длина вектора r = | r | запишется в виде

r(θ) = ρa(θ)
(
1 + ρB(θ) +O(ρ2)

)
, (2.57)

где
a(θ) = |a(θ)|, (2.58)

B(θ) =
(a(θ) · b(θ))

a2(θ)
. (2.59)

Далее запишем уравнение (2.57) для радиус-вектора ε-
окрестности и выразим из него радиус ρε(θ):

ρε(θ) = ε
1

a(θ)
− ε2 B(θ)

a2(θ)
+O(ε3). (2.60)
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Проинтегрируем аналитически сингулярные интегралы по пе-
ременной ρ:

I−2
ij = lim

ε→0

2π∫
0

K−2
ij (θ) (ln(ρ∗(θ))− ln(ρε(θ))) dθ =

=

2π∫
0

K−2
ij (θ) ln (a(θ)ρ∗(θ)) dθ + lim

ε→0
ln ε

2π∫
0

K−2
ij (θ)dθ =

=

2π∫
0

K−2
ij (θ) ln (a(θ)ρ∗(θ)) dθ, (2.61)

I−3
ij = lim

ε→0

 2π∫
0

K−3
ij (θ)

(
1

ρε(θ)
− 1

ρ∗(θ)

)
dθ +

h(y)

ε

 =

= lim
ε→0

 2π∫
0

K−3
ij (θ)

(
a(θ)

ε
+B(θ)− 1

ρ∗(θ)

)
dθ +

h(y)

ε

 =

=

2π∫
0

K−3
ij (θ)

(
B(θ)− 1

ρ∗(θ)

)
dθ. (2.62)

Заметим, что коэффициенты разложения K−2
ij (θ) и K−3

ij (θ) за-
висят только от точки коллокации y и переменной θ и не зави-
сят от переменной ρ, что позволяет провести интегрирование
по ρ аналитически. Значения контурных интегралов (2.61) и
(2.62) подсчитываются численным интегрированием.

Разложение в ряд ядра подынтегрального выражения

Ядро Skij в (2.49) имеет вид

Skij(y,x) =
µ

4π(1− ν)
×

× (S
(1)
kij(y,x) + S

(2)
kij(y,x) + S

(3)
kij(y,x) + S

(4)
kij(y,x))

1

r3(y,x)
,

(2.63)
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где

S
(1)
kij(y,x) =

= 3r,mnm ((1− 2ν)δijr,k + ν(δikr,j + δjkr,i)− 5r,ir,jr,k) , (2.64)

S
(2)
kij(y,x) = 3ν(nir,jr,k + njr,ir,k), (2.65)

S
(3)
kij(y,x) = (1− 2ν)(3nkr,ir,j + njδik + niδjk), (2.66)

S
(4)
kij(y,x) = −(1− 4ν)nkδij , (2.67)

r,i =
ri
r
. (2.68)

Для разложения в ряд по ρ ядра Skij (2.63) необходимо най-
ти члены разложения от его составных частей

1

r3(y,x)
=

1

ρ3a3(θ)

(
1− 3ρB(θ) +O(ρ−1)

)
, (2.69)

r,i(y,x) = Ai(θ) + ρdRi(θ) +O(ρ2), (2.70)

где

Ai(θ) =
ai(θ)

a(θ)
, (2.71)

dRi(θ) =
bi(θ)

a(θ)
−Ai(θ)B(θ). (2.72)

Вектор нормали в точке интегрирования x представляется
в виде

ni(x) = ni(y) + ρdNi(θ) +O(ρ2), (2.73)
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где

dNi(θ) = ni,ξ1 cos(θ) + ni,ξ2 sin(θ). (2.74)

Разложим в ряд функции S(1)
kij (2.64), S

(2)
kij (2.65), S

(3)
kij (2.66),

S
(4)
kij (2.67).

Первая функция S(1)
kij запишется как

S
(1)
kij(y,x) = S

0(1)
kij (θ) + ρS

1(1)
kij (θ) +O(ρ2), (2.75)

где

S
0(1)
kij (θ) = (am(θ)nm(y))Z0

kij(θ), (2.76)

S
1(1)
kij (θ) =Z1

kij(θ)
[
am(θ)nm(y)

]
+

+Z0
kij(θ)

[
dRm(θ)nm(y) + am(θ)dNm(θ)

]
. (2.77)

Здесь

Z0
kij(θ) =3

[
(1− 2ν)Ak(θ)δij+

+ν(Aj(θ)δik +Ai(θ)δjk)− 5Ak(θ)Ai(θ)Aj(θ)
]
, (2.78)

Z1
kij(θ) =3

[
(1− 2ν)dRk(θ)δij + ν(dRj(θ)δik+

+dRi(θ)δjk)− 5(dRk(θ)Ai(θ)Aj(θ)+

+Ak(θ)dRi(θ)Aj(θ) +Ak(θ)Ai(θ)dRj(θ))
]
. (2.79)

Вторая функция S(2)
kij запишется как

S
(2)
kij(y,x) = S

0(2)
kij (θ) + ρS

1(2)
kij (θ) +O(ρ2), (2.80)

где

S
0(2)
kij (θ) = 3ν

[
ni(y)Aj(θ)Ak(θ) + nj(y)Ai(θ)Ak(θ)

]
, (2.81)

S
1(2)
kij (θ) =3ν

[
ni(y)(Aj(θ)dRk(θ) +Ak(θ)dRj(θ))+

+nj(y)(Ai(θ)dRk(θ) +Ak(θ)dRi(θ))+

+dNi(θ)Aj(θ)Ak(θ) + dNj(θ)Ai(θ)Ak(θ)
]
. (2.82)
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Третья функция S(3)
kij равна

S
(3)
kij(y,x) = S

0(3)
kij (θ) + ρS

1(3)
kij (θ) +O(ρ2), (2.83)

где

S
0(3)
kij (θ) = (1− 2ν)

[
3nk(y)Ai(θ)Aj(θ) + nj(y)δik + ni(y)δjk

]
,

(2.84)

S
1(3)
kij (θ) =(1− 2ν)

[
3nk(y)(Ai(θ)dRj(θ) +Aj(θ)dRi(θ))+

+3dNk(θ)Ai(θ)Aj(θ) + dNj(θ)δik + dNi(θ)δjk
]
. (2.85)

Четвертая функция S3
kij запишется как

S
(4)
kij(y,x) = S

0(4)
kij + ρS

1(4)
kij +O(ρ2), (2.86)

где

S
0(4)
kij (θ) = −(1− 4ν)nkδij , (2.87)

S
1(4)
kij (θ) = −(1− 4ν)dNkδij . (2.88)

Тогда разложение ядра Skij (2.63) выглядит как

Skij(y,x) = S−3
kij(θ)ρ

−3 + S−2
kij(θ)ρ

−2 +O(ρ−1), (2.89)

где

S−3
kij(θ) =

µ

4π(1− ν)

S0
kij(θ)

a3(θ)
, (2.90)

S−2
kij(θ) =

µ

4π(1− ν)

S1
kij(θ)− 3B(θ)S0

kij(θ)

a3(θ)
. (2.91)

Здесь

S0
kij(θ) = S

0(1)
kij (θ) + S

0(2)
kij (θ) + S

0(3)
kij (θ) + S

0(4)
kij (θ), (2.92)

87



S1
kij(θ) = S

1(1)
kij (θ) + S

1(2)
kij (θ) + S

1(3)
kij (θ) + S

1(4)
kij (θ). (2.93)

Для разложения в ряд подынтегрального выражения (2.49)
необходимо вычислить члены разложения функций φα(x) и
J(x). Формфункция φα в точке интегрирования x запишется
в виде

φα(x) = φα(y) + ρdΦ(θ) +O(ρ2), (2.94)

где

dΦ(θ) = φα,ξ1 cos(θ) + φα,ξ2 sin(θ). (2.95)

Якобиан J в точке интегрирования x равен

J(x) = J(y) + ρdJ(θ) +O(ρ2), (2.96)

где

dJ(θ) = J,ξ1 cos(θ) + J,ξ2 sin(θ). (2.97)

Тогда разложение в ряд подынтегрального выражения
(2.49) в запишется в виде

Kij(y,x) = K−3
ij (θ)ρ−3 +K−2

ij (θ)ρ−2 +O(ρ−1), (2.98)

где

K−3
ij (θ) = nk(y)S−3

kij(θ)φα(y)J(y). (2.99)

K−2
ij (θ) = nk(y)

[
S−2
kij(θ)φα(y)J(y)+

+S−3
kij(θ)

(
φα(y)dJ(θ) + dΦ(θ)J(y)

)]
. (2.100)

Итак, мы получили два первых члена K−3
ij и K−2

ij разложе-
ния подынтегрального выражения Kij (2.49) в ряд по локаль-
ной координате ρ.
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В дуальном МГЭ используются два граничных интеграль-
ных уравнения: ГИУС (2.40) на S∗ и ГИУН (2.41) на S−. Они
образуют замкнутую систему интегральных уравнений отно-
сительно ui на S∗ и ∆ui на S−. Из них находится раскрытие
трещины (2.34). Аппроксимация S+ не требуется. После ап-
проксимации граничными элементами уравнений (2.40) и (2.41)
получается СЛАУ[

t∗1 − 1
2I t∗2

M1 M2

](
u

∆u

)
=

[
u∗1 0
L1 −I

](
t
t

)
, (2.101)

в которой верхняя часть отвечает за смещения u и напряжения
t на границе полости S∗, а нижняя часть – за разрыв смещений
∆u и напряжения t на поверхности трещины S−.

Следует отметить, что мы привели оригинальную модифи-
кацию ДМГЭ, в которой используются ГИУС и ГИУН, запи-
санные относительно открытия трещины (разрыва смещений
на трещине) только на одной стороне разрыва и смещений на
поверхности полости. Эта модификация значительно уменьши-
ла количество вычислений, поскольку не требуется аппрокси-
мация другой стороны разрыва. Также в книге ДМГЭ впервые
применяется для решения трехмерной задачи гидроразрыва,
в которой присутствует полость, от которой распространяет-
ся трещина под действием закачиваемой вязкой жидкости. В
работах [8, 10, 11, 15] рассмотрены изолированные трещины,
нагруженные закачиваемой через точечный источник вязкой
жидкостью. В других работах рассматривается только квази-
статическое распространение трещины.

Сложностями использования ДМГЭ по сравнению с клас-
сическим МГЭ являются высокая степень сингулярности ГИ-
УН и увеличение вычислительных затрат из-за необходимости
использовать разрывные граничные элементы, что приводит к
увеличению степеней свободы и, как результат, к увеличению
размерности матрицы в СЛАУ.

2.2.6. Классический МГЭ с модификацией рас-
четной области

Как отмечалось в разделе 2.2.1 классический МГЭ в его исход-
ном виде не может применяться для решения задач с трещи-
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Рис. 2.11. Приближение реальной трещины (слева) виртуальным
пропилом конечной ширины (справа).

ной, так как два берега трещины находятся бесконечно близко
друг от друга, что приводит к вырождению уравнений. Обычно
для описания трещин используются модификации МГЭ, такие
как многозонный МГЭ (см. 2.2.2), метод разрывных смещений
(см. § 2.2.3) или дуальный МГЭ (см. § 2.2.5).

Тем не менее, использование классического МГЭ для реше-
ния задач с трещинами возможно. Так, в работе [18] авторами
монографии был предложен другой подход, который позволяет
использовать классический МГЭ для решения задач с трещи-
нами путем модификации расчетной области. В этом подходе
исходная реальная трещина заменяется виртуальным пропи-
лом конечной ширины dart, как показано на рис. 2.11. С од-
ной стороны, величина искусственного параметра dart должна
выбираться достаточно малой, чтобы минимизировать погреш-
ность, вносимую модификацией области. С другой, точки кол-
локации на противостоящих берегах трещины должны распо-
лагаться достаточно далеко друг от друга, чтобы сохранить хо-
рошую обусловленность системы линейных уравнений и мини-
мизировать численные ошибки при расчете ширины трещины и
коэффициентов интенсивности напряжений. Исследование во-
проса выбора величины такого пропила и оценка величины по-
грешности, вносимой модификацией области, будут описаны в
§ 2.5.2.

Классический МГЭ с модификацией области (МГЭ/МО)
имеет некоторое преимущество по сравнению с дуальным МГЭ
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и методом разрывных смещений с точки зрения вычислитель-
ной сложности. Для примера рассмотрим задачу, в которой
содержится полость, покрытая расчетной сеткой из Nc эле-
ментов, и трещина, покрытая расчетной сеткой Nf . Как было
сказано выше, для дискретизации гиперсингулярного ГИУН
должны использоваться разрывные элементы, а для аппрок-
симации ГИУС могут использоваться непрерывные элементы.
Оценим число степеней свободы в СЛАУ, генерируемой каж-
дым из методов, для случая использования простейших линей-
ных элементов. При применении МРС получившаяся СЛАУ
будет содержать 3(4Nf + 4Nc) степеней свободы, при исполь-
зовании дуального МГЭ — 3(4Nf + Nc), а классический МГЭ
с модификацией области даст систему с 3(2Nf + Nc) степеня-
ми свободы. На основании приведенной оценки можно сделать
вывод, что МГЭ/МО является наиболее подходящим для опи-
сания трещин с точки зрения экономичности, особенно если
размер трещины и количество покрывающих ее элементов Nf

значительны. Тем не менее, следует помнить, что модификация
области вносит некоторую погрешность в решение задачи.

2.2.7. Специальные элементы у фронта трещины

Решение уравнений упругого равновесия в общем случае имеет
особую точку в окрестности фронта трещины. Так, напряже-
ния в окрестности фронта трещины стремятся к бесконечности.
В описанных выше МГЭ смещения и напряжения аппроксими-
руются линейными или квадратичными функциями, которые
не позволяют точно описывать функции с особыми точками.
Для учета этой особенности решения целесообразно использо-
вать специальные элементы в окрестности фронта трещины.
Рассмотрим их применение на примере дуального МГЭ.

В дуальном МГЭ вся граница области S = S∗+S− аппрок-
симируется разрывными граничными элементами. На каждом
граничном элементе Se вводится локальная система коорди-
нат (ξ1, ξ2) (рис. 2.12), а неизвестные функции аппроксимиру-
ются линейной комбинацией формфункций (2.15). Чаще всего
используются полиномиальные формфункции вида

φα(ξ1, ξ2) = FαN1(ξ1) · FαN2(ξ2), (2.102)

91



1�2�

4

3

2

1

2����� ������	 ( 1)ξ = −

r
1 2( , )P ξ ξ

O

����� ������	

�����������	 
�����

���������	 
� ������r −

Рис. 2.12. Разбиение границы S на разрывные 4-точечные гра-
ничные элементы Se (слева) и параметризация (ξ1, ξ2) специаль-

ного прифронтового элемента (справа).

где FαN1(ξ1) и FαN2(ξ2) – полиномы по переменным ξ1 и ξ2 со-
ответственно, имеющие порядок N . Для дуального МГЭ рас-
смотрим разрывные элементы первого порядка (N = 1)

φα(ξ1, ξ2) =

(
a2

1 − ξ1

a2
1 − a1

1

)
·
(
a2

2 − ξ2

a2
2 − a1

2

)
, (2.103)

и второго порядка (N = 2)

φα(ξ1, ξ2) =

(
a2

1 − ξ1

a2
1 − a1

1

· a
3
1 − ξ1

a3
1 − a1

1

)
·
(
a2

2 − ξ2

a2
2 − a1

2

· a
3
2 − ξ2

a3
2 − a1

2

)
, (2.104)

где aji есть некоторые постоянные, отвечающие за положения
узлов в элементе [19].

Рассмотрим поведение формфункций и решения в окрест-
ности фронта. Фронт трещины в координатной системе при-
фронтового элемента (см. рис. 2.12, справа) имеет координаты
ξ1 ∈ [−1; 1], ξ2 = −1. Расстояние от произвольной точки P с
координатами (ξ1, ξ2) до фронта трещины есть r = 1 + ξ2. Пе-
репишем формфункции (2.103) в терминах расстояния r

φα(ξ1, r) = FαN1(ξ1) · (Aα0 +Aα1 r). (2.105)

В то же время согласно [134] разрыв смещений ∆u в окрест-
ности фронта трещины представляется в виде разложения по
параметру r

∆u = a1/2

√
r + a3/2 r

3/2 +O(r5/2), (2.106)
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в котором главный член пропорционален
√
r. В выражении для

разрыва смещений (2.43) с базисом (2.105) он отсутствует. Для
того чтобы в (2.43) получить главный член разложения такой
же, как и в (2.106), вместо формфункций (2.103) в прифронто-
вых элементах будем использовать функции

φα(ξ1, r) =

(
a2

1 − ξ1

a2
1 − a1

1

)
·
(

F (a2
2)−

√
r

F (a2
2)− F (a1

2)

)
, (2.107)

а вместо (2.104) функции [131]

φα(ξ1, r) =

(
a2

1 − ξ1

a2
1 − a1

1

· a
3
1 − ξ1

a3
1 − a1

1

)
×

×
(

F (a2
2)−

√
r

F (a2
2)− F (a1

2)
· F (a3

2)−
√
r

F (a3
2)− F (a1

2)

)
, (2.108)

где F (aj2) =
√

1 + aj2, s = F (ξ2), p = F (λ), q = F (−λ). При
таком задании φα(ξ1, ξ2) в представление разрыва смещений
по (2.43) войдет главный член разложения, пропорциональный√
r, такой же как в разложении разрыва смещений ∆u. За-

метим, что разложение (2.106) в локальной системе координат
выполнено в предположении, что геометрия элемента x(ξ1, ξ2)
линейно зависит от r.

Применение специальных элементов особенно эффективно
при необходимости описывать НДС материала в окрестности
фронта трещины, в частности, при расчете коэффициентов ин-
тенсивности напряжений (см. 2.4). Эффективность использо-
вания специальных элементов при решении таких задач будет
показана в § 2.5.4.

2.2.8. Вычисление тензора напряжений на по-
верхности задачи

Отметим, что для вычисления тензора напряжений на грани-
це нельзя непосредственно воспользоваться фундаментальным
интегральным соотношением для напряжений (2.13), так как
при стремлении точки наблюдения к поверхности интегралы
в правой части выражения вырождаются. Однако, на всей по-
верхности тела после решения задачи упругости известны сме-
щения; дифференцируя их и используя в локальной системе
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Рис. 2.13. Локальная ортогональная система, связанная с эле-
ментом.

координат закон Гука, можно получить тензор напряжений на
границе.

Тензор напряжений в ортогональной локальной системе ко-
ординат x̂i, связанной с элементом, как изображено на рис. 2.13
(в случае четырехугольных элементов рисунок аналогичен),
может быть вычислен при помощи закона Гука:

σ̂11 =
1

1− ν
(νt̂3 + 2µ(ε̂11 + νε̂22)),

σ̂12 = 2µε̂12,

σ̂22 =
1

1− ν
(νt̂3 + 2µ(ε̂22 + νε̂11)),

σ̂3i = t̂i. (2.109)

Деформации в локальной ортогональной системе координат
находятся по формулам

ε̂11 =
∂û1

∂x̂1
=
∂û1

∂ξ1

∂ξ1

∂x̂1
+
∂û1

∂ξ2

∂ξ2

∂x̂1
,

ε̂12 =
1

2

(
∂û1

∂x̂2
+
∂û2

∂x̂1

)
=

=
1

2

(
∂û1

∂ξ1

∂ξ1

∂x̂2
+
∂û1

∂ξ2

∂ξ2

∂x̂2
+
∂û2

∂ξ1

∂ξ1

∂x̂1
+
∂û2

∂ξ2

∂ξ2

∂x̂1

)
,

ε̂22 =
∂û2

∂x̂2
=
∂û2

∂ξ1

∂ξ1

∂x̂2
+
∂û2

∂ξ2

∂ξ2

∂x̂2
. (2.110)
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Используя несложные геометрические соображения, можно по-
лучить:

∂ξ1

∂x̂1
= 1,

∂ξ1

∂x̂2
= cos θ,

∂ξ2

∂x̂1
= 0,

∂ξ2

∂x̂2
= sin θ. (2.111)

Угол θ определяется очевидным образом из скалярного про-
изведения ортов ξ1 и ξ2. Компоненты смещений ui и напряже-
ний ti на границе определяются из соотношений (2.15). Далее
применяя преобразование координат, можно получить векто-
ры ûi и t̂i.

Преобразуя тензор напряжений σ̂ij из локальной системы
координат в глобальную, получим значение тензора напряже-
ний на границе σij .

2.3. Примеры расчета НДС

Для верификации предлагаемого метода расчета напряженно-
деформированного состояния твердого тела найдены решения
модельных задач и проведены их сравнения с известными ре-
шениями, в том числе полученными из теории сопротивления
материалов.

В целях проверки порядка сходимости и качества аппрокси-
мации функций на элементах была решена задача о консольной
балке. Для проверки моделирования многозонных задач была
решена задача о составной трубе, нагруженной изнутри посто-
янным давлением.

2.3.1. Задача о консольной балке

Рассматривается балка квадратного сечения, нагруженная
сверху давлением P = 1МПа. Геометрические параметры бал-
ки: длина L = 640мм, сторона квадрата a = 64мм. Материал,
из которого сделана балка, имеет следующие характеристики:
модуль Юнга E = 200ГПа, коэффициент Пуассона ν = 0.3, что
соответствует стали. Левый торец стержня защемлен. Осталь-
ные поверхности стержня свободны от напряжений, как пока-
зано на рис. 2.14.
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Рис. 2.14. Задача о консольной балке.

Рис. 2.15. Вертикальные смещения ux (слева) и изменение фор-
мы балок (маcштаб смещений увеличен в 10 раз; справа).

Результаты проведенных расчетов на двух последователь-
ностях сеток представлены на рис. 2.15. В первой последова-
тельности сетки состоят из 42, 168, 672, 2688 четырехуголь-
ных билинейных разрывных элементов с показателем λ = 0.7
(нижний ряд на рис. 2.15; обозначим такие элементы Q). Во
второй последовательности сетки состоят из 84, 336, 1344, 5376
треугольных линейных разрывных элементов с показателем
λ = 0.7 (верхний ряд на рис. 2.15; обозначим такие элементы
T ).

Аналитическое решение (из теории балок, см. например
[135]) для осевой линии балки

ux(z) =
Pa

24EI
(z2 − 4Lz + 6L2)z2. (2.112)

Здесь I – главный момент инерции, который равен I =
a4

12
.

Сравнение проводилось для точки z = L, в которой смещение

по x равно ux(L) =
1

8

PaL4

EI
. В табл. 2.1 представлены погреш-
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Таблица 2.1. Вертикальные смещения ux(L)

Количество
и тип гра-
ничных
элементов

Аналити-
ческое
решение, мм

Численное
решение, мм

Относитель-
ная ошибка,
%

42 Q 4.8 2.45 48.95
168 Q 4.8 3.60 25.00
672 Q 4.8 4.26 11.25
2688 Q 4.8 4.56 5.00
84 T 4.8 2.41 49.79
336 T 4.8 3.55 26.04
1344 T 4.8 4.24 11.66
5376 T 4.8 4.54 5.41

ности решений, полученные на рассмотренных последователь-
ностях сеток. Хорошо видно, что достигнут первый порядок
сходимости метода при аппроксимации каждым из типов раз-
рывных элементов.

2.3.2. Задача о составной трубе

Работу многозонного метода граничных элементов, описанно-
го в 2.2.2, можно продемонстрировать на задаче о составной
трубе, нагруженной давлением. Рассмотрим две круглых тру-
бы одинаковой длины L = 10м, плотно вставленных друг в
друга, как изображено на рис. 2.16. Внутренняя труба имеет
внутренний радиус a = 5м, наружный b = 8м. Внешняя труба
имеет внутренний радиус b = 8м, наружный c = 10м. Внутрен-
няя труба сделана из материала 1 с параметрами E1 = 25Па,
ν = 0.25 (соответственно коэффициенты Ламэ λ1 = 10Па,
µ1 = 10Па). Внешняя труба сделана из материала 2 с пара-
метрами E1 = 50Па, ν = 0.25 (соответственно коэффициенты
Ламэ λ1 = 20Па, µ1 = 20Па).

Внутренняя сторона внутренней трубы нагружена постоян-
ным давлением p = 1Па. Внешняя сторона внешней трубы сво-
бодна от напряжений, а торцевые концы труб свободно оперты.
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Рис. 2.16. Задача о состав-
ной трубе.
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Рис. 2.17. Радиальные
смещения ur.

Результаты проведенных расчетов на последовательности
сеток представлены на рис. 2.17. Сетки состоят из 672, 2688,
10752 разрывных элементов с показателем λ = 0.7.

В целях получения точного решения воспользуемся для
каждой из труб решением задачи Ламэ для цилиндрической
трубы [136]. Затем, приравнивая смещения наружной поверх-
ности внутренней трубы смещениям внутренней поверхности
внешней трубы, получаем давление, с которым одна труба да-
вит на другую:

p0 = p
A

B + C
, (2.113)

где

A =
a2b

2(b2 − a2)

2µ1 + λ1

µ1(µ1 + λ1)
,

B =
b

2(b2 − a2)

µ1(a2 + b2) + λ1a
2

µ1(µ1 + λ1)
,

C =
b

2(c2 − b2)

µ2(b2 + c2) + λ2c
2

µ2(µ2 + λ2)
. (2.114)

Это давление используется для вычисления значения радиаль-
ных смещений ur наружной поверхности внешней трубы

ur(c) =
b2cp0

2(c2 − b2)

2µ2 + λ2

µ2(µ2 + λ2)
, (2.115)
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Таблица 2.2. Радиальные смещения ur(c)

Количество
и тип гра-
ничных
элементов

Аналити-
ческое
решение, мм

Численное
решение, мм

Относитель-
ная ошибка,
%

672 0.19455 0.17715 8.94
2688 0.19455 0.18994 2.36
10752 0.19455 0.19339 0.59

которое и было использовано для сравнения. В табл. 2.2 пред-
ставлены погрешности решений, полученные на рассмотренной
последовательности сеток.

Как и в предыдущей задаче, показан первый порядок сходи-
мости. Получилась невысокая погрешность на достаточно гру-
бых сетках.

2.4. Коэффициенты интенсивности на-
пряжений и особенности их вычисле-
ния

Для механики разрушения большой интерес представляет изу-
чение асимптотического распределения напряжений, деформа-
ций и смещений в окрестности фронта трещины. НДС матери-
ала в малой окрестности произвольно фиксированной точки
на фронте трещины, расположенной в однородном изотропном
упругом теле, полностью характеризуется тремя коэффициен-
тами интенсивности напряжений (КИН) KI, KII, KIII [63, 137].
Так, компоненты вектора смещений зависят от КИН и рассто-
яния r от кончика трещины следующим образом:

un =
1

µ

√
2r

π

[
KI cos

θ

2

(
(1− 2ν) + sin2 θ

2

)
+

+KII sin
θ

2

(
2(1− ν) + cos2 θ

2

)]
+ . . . ,

99



ub =
1

µ

√
2r

π

[
KI sin

θ

2

(
2(1− ν)− cos2 θ

2

)
−

−KII cos
θ

2

(
(1− 2ν)− sin2 θ

2

)]
+ . . . ,

ut =
2

µ

√
2r

π
KIII sin

θ

2
+ . . . ,

(2.116)

а компоненты тензора напряжений выражаются как [138, 139]

σn =
KI√
2πr

cos
θ

2

(
1− sin

θ

2
sin

3θ

2

)
−

− KII√
2πr

sin
θ

2

(
2 + cos

θ

2
cos

3θ

2

)
+ . . . ,

σnb =
KI√
2πr

sin
θ

2
cos

θ

2
cos

3θ

2
−

− KII√
2πr

cos
θ

2

(
1− sin

θ

2
sin

3θ

2

)
+ . . . ,

σb =
KI√
2πr

cos
θ

2

(
1 + sin

θ

2
sin

3θ

2

)
−

− KII√
2πr

sin
θ

2
cos

θ

2
cos

3θ

2
+ . . . ,

σnt =− KIII√
2πr

sin
θ

2
+ . . . ,

σbt =
KIII√
2πr

cos
θ

2
+ . . . ,

σt =2ν

(
KI√
2πr

cos
θ

2
− KII√

2πr
sin

θ

2

)
+ . . . (2.117)

В простых случаях, таких как плоская прямая или круго-
вая трещина, КИН могут быть посчитаны аналитически, но в
общем случае их значения необходимо вычислять по рассчи-
танному каким-либо методом НДС в окрестности фронта тре-
щины. В следующем параграфе будет приведен обзор таких
методов.
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2.4.1. Обзор способов вычисления коэффициен-
тов интенсивности напряжений (КИН) для
плоской трещины

Способы вычисления КИН условно можно разделить на три
группы: интерполяция по значениям разрывов смещений на
трещине в окрестности кончика, интерполяция по значениям
напряжений внутри расчетной области в окрестности кончика
и основанные на интегральных соотношениях.

Первая группа вычисления КИН основывается на представ-
лении компонент смещений в окрестности кончика плоской
трещины (2.116). Используя это выражение, выпишем значе-
ния разрывов смещений на берегах трещины в локальной си-
стеме координат, связанной с кончиком трещины:

un(θ = π)− un(θ = −π) =
8(1− ν2)

E
KI

√
r

2π
,

ub(θ = π)− ub(θ = −π) =
8(1− ν2)

E
KII

√
r

2π
,

ut(θ = π)− ut(θ = −π) =
8(1 + ν)

E
KIII

√
r

2π
. (2.118)

Очевидно, что применение формул (2.118) непосредственно в
кончике или близко к нему не даст значения КИН. Поэтому
предлагается рассматривать несколько точек вдали от кончи-
ка на трещине и интерполировать значения КИН из них в кон-
чик. На сегодня предложено большое количество таких мето-
дик [140–142]. Однако такой подход обладает существенным
недостатком — требует максимально точного воспроизведения
поведения компонент смещений ui у кончика трещины и тре-
бует применения специального граничного элемента у кончика
трещины. Как показывает практика, особенно на сильно изо-
гнутых трещинах, погрешность определенияKII получается из-
лишне высокой.

Вторая группа вычисления КИН основывается на представ-
лении компонент тензора напряжений в окрестности кончика
плоской трещины (2.117). В двумерном случае смещения в ло-
кальной системе координат, связанной с кончиком, ведут себя
следующим образом (2.116) [137]. В таких подходах для вер-
ного вычисления КИН требуется получить достаточно точное
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решение задачи упругости в теле в окрестности кончика тре-
щины. При этом непосредственное восстановление асимптоти-
ческих коэффициентов затруднено.

Интегральные способы основываются на различных либо
контурных, либо объемных интегралах, вычисляемых в неко-
торой окрестности кончика. Как правило, эти интегралы с дру-
гой стороны выражаются некоторым образом через значения
обоих КИНов. Наиболее известным является способ, основан-
ный на вычислении J-интеграла. Такой способ требует приме-
нения специальной техники для вычисления сразу всех значе-
ний КИНов, которая в трехмерном случае излишне громоздка.
Опишем эту технику подробно для случая двумерной трещи-
ны.

Метод вычисления значения КИНов на основе
J-интеграла в двумерном случае

Метод вычисления КИНов при помощи J-интеграла, который
вычисляет скорость выделения энергии деформации при из-
менении длины трещины [143, 144], не требует специального
представления сингулярного поля напряжений в окрестности
кончика трещины. Рассмотрим J-интеграл в локальной систе-
ме координат, связанной с прямолинейным элементом у конца
трещины D:

J =

∮
ABCDA

(Wn1 − σijniuj,1)dS, (2.119)

где контур интегрирования ABCDA включает кончик трещи-
ны, как показано на рис. 2.18. Здесь W — плотность энергии
деформации, ni — компоненты единичной нормали к конту-
ру интегрирования. Включение контура CDA в контур инте-
грирования для J-интеграла необходимо ввиду того, что гра-
ничный элемент на кончике трещины согласно (2.22) нагружен
напряжениями. Часть контура ABC имеет форму окружности,
охватывающей граничный элемент у конца трещины.

С другой стороны, J-интеграл равен [143, 144]

J =
K2

I +K2
II

E′
. (2.120)
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Рис. 2.18. Контур интегрирования для J-интеграла: 1 — гранич-
ный элемент у кончика трещины.

Однако, непосредственно J-интеграл не применим для вычис-
ления сразу пары KI и KII. Поэтому для разделения суммы
в формуле (2.120) предлагается выделить симметричную (I) и
антисимметричную (II) [145, 146] составляющие смещений (де-
формаций)[

uI
1

uI
2

]
=

1

2

[
u+

1 + u−1
u+

2 − u
−
2

]
,

[
uII

1

uII
2

]
=

1

2

[
u+

1 − u
−
1

u+
2 + u−2

]
(2.121)

и напряжений σI
11

σI
22

σI
12

 =
1

2

 σ+
11 + σ−11

σ+
22 + σ−22

σ+
12 − σ

−
12

 ,
 σII

11

σII
22

σII
12

 =
1

2

 σ11 − σ′11

σ+
22 − σ

−
22

σ+
12 + σ−12


(2.122)

в окрестности кончика трещины. Здесь значение величины (·)+

вычисляется в точке O+, лежащей на контуре ABCDA, а зна-
чение величины (·)− вычисляется в симметричной относитель-
но оси x1 точке O−, также лежащей на контуре ABCDA (см.
рис. 2.18). Тогда J-интеграл распадается на две части [145, 146]

J = J I + J II =2

∫
BCD

(W In1 − σI
ijniu

I
j,1)dS+

+2

∫
BCD

(W IIn1 − σII
ijniu

II
j,1)dS. (2.123)

Здесь симметричная и антисимметричная плотности энергии
деформации для гуковской среды вычисляются по следующим
формулам:
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W I =
1

2
σI
ijε

I
ij , W II =

1

2
σII
ijε

II
ij . (2.124)

С другой стороны J I и J II [145, 146] равны

J I =
K2

I

E′
, J II =

K2
II

E′
. (2.125)

Интегрируя с помощью квадратуры Гаусса по части конту-
ра BC и с помощью формулы прямоугольников по части кон-
тура CD определяем величины J I и J II, из которых затем нахо-
дим KI и KII. Отметим, что для вычисления значений σij и ui
на контуре интегрирования ABC в дуальном МГЭ использу-
ются соответствующие фундаментальные интегральные соот-
ношения (2.10) и (2.12).

2.4.2. Интерполяционные формулы для расчета
КИН на фронте трехмерной трещины

Как было сказано выше, в трехмерном случае смещения опре-
деляются тремя значениями KI, KII, KIII (2.116). Метод расче-
та значений КИН по значениям смещений на берегах трещины
описан, например, в [130]:

KO
I =

E

8(1− ν2)

√
2π

r
(uP

+

b − uP−b ),

KO
II =

E

8(1− ν2)

√
2π

r
(uP

+

n − uP−n ),

KO
III =

E

8(1 + ν)

√
2π

r
(uP

+

t − uP−t ), (2.126)

где точка O находится на фронте трещины; векторы uP
+ и uP

−

есть смещения в точках P+ и P−, лежащих на верхнем и ниж-
нем берегах трещины соответственно; ub, un и ut – проекции
векторов u на координатные оси локальной системы координат,
показанной на рис. 2.19; r – расстояние до фронта трещины.

Предложим модификацию формулы для расчета КИН в
точке фронта O, использующую смещения не в одной, а в двух
точках трещины

KO = K2 +
r2(K1 −K2)

r2 − r1
, (2.127)
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Рис. 2.19. Расчет КИН по смещениям в точках на берегах тре-
щины.

Рис. 2.20. Расположение вспомогательных точек на трещине для
двухточечной формулы расчета КИН.

где K1 и K2 — значение каждого из трех КИН, рассчитан-
ное по формуле (2.126) в точках 1 и 2 трещины, как показа-
но на рис. 2.20. Сравнение интерполяционных формул (2.126)
и (2.127) и рекомендации по выбору положения точек 1 и 2
для формулы (2.127) будут приведены в следующем разделе
(§ 2.5.1).

2.5. Верификация методов расчета КИН
на задаче о наклонной трещине

2.5.1. Постановка задачи о наклонной трещине
Рассмотрим плоскую круговую трещину радиуса R, с берега-
ми верхним — S+ и нижним — S−, центр которой расположен
в начале координат. Трещина лежит в плоскости, наклонен-
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Рис. 2.21. Задача о круговой трещине в материале, растягивае-
мом в направлении y: а — бесконечно тонкая трещина в плоско-
сти, повернутой относительно оси Oz на угол α; б — круговой
пропил ширины 2dart с заостренным кончиком, расположенный

в той же плоскости.

ной на угол α к оси Oz (рис. 2.21, a). Материал растягивается
на бесконечности напряжениями, задаваемыми тензором σ∞ с
главными компонентами σ∞x = σ∞z = 0, σ∞y > 0. Напряжения
на берегах трещины заданы равными нулю σ ·n

∣∣
S±

= 0.
Точные значения КИН могут быть найдены, например, в

[147, 148]:

KI = 2σ∞y cos2 α

√
R

π
, (2.128)

KII =
4

2− ν
σ∞y sinα cosα cosω

√
R

π
, (2.129)

KIII =
4(1− ν)

2− ν
σ∞y sinα cosα sinω

√
R

π
, (2.130)

где ω – круговая координата вдоль фронта трещины, опреде-
ляющая положение рассматриваемой точки на фронте.

Выражение для ширины трещины имеет вид [5, 149]

W (r) = σ cos2 α
8(1− ν2)

πE

√
R2 − r2, (2.131)

где W — ширина трещины, рассчитываемая по формуле
W (x) = u+(x+)n+(x+) + u−(x−)n−(x−), x = x± ∈ S±

(см. рис. 2.11).
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2.5.2. Выбор ширины пропила при использовании
МГЭ с модификацией области

Для выработки рекомендаций по выбору ширины искусствен-
ного пропила dart при использовании МГЭ с модификацией об-
ласти (§ 2.2.6) проведем серию расчетов ширины трещины и
КИН при использовании различных сеток и значений dart. Ис-
пользовались расчетные сетки: C1 с Nr = 4 элементами в ра-
диальном направлении и с Nc = 16 в окружном, C2 с Nr = 8,
Nc = 32, C3 с Nr = 16, Nc = 64 и C4 с Nr = 32 и Nc = 128. Ши-
рина пропила варьировалась в интервале 0.1de ≤ dart ≤ 0.64R,
где de = πR/2 — максимальный размер элемента. Радиус тре-
щины был выбран R = 1 м, растяжения на бесконечности рав-
ны σ∞y = 1МПа, параметры материала E = 20ГПа, ν = 0.2.

На рис. 2.22 приведена погрешность при численном расчете
ширины трещины

εW =
||Wex −Wnum||
||Wex||

(2.132)

в зависимости как от величины пропила, отнесенной к размеру
трещины dart/R, так и от величины пропила, отнесенной к раз-
меру максимального элемента dart/de. Величина погрешности
определяется двумя составляющими: погрешностью, вызван-
ной модификацией области, и погрешностью, связанной с ухуд-
шением обусловленности СЛАУ из-за близости точек коллока-
ции друг к другу. Вторая составляющая должна становиться
более заметной при малых значениях dart. Действительно, по-
грешность резко возрастает при уменьшении величины пропи-
ла. На рис. 2.22 (справа) можно заметить, что эта часть по-
грешности зависит не от абсолютного значения величины про-
пила, а от отношения величины пропила к размеру элемента
dart/de, так как возрастание погрешности происходит при од-
ной и той же величине 0.1de ≤ dart. Погрешность, обусловлен-
ная модификацией области, тем больше, чем больше пропил
по отношению к размеру трещины. Минимум относительной
погрешности находится в интервале 0.25de ≤ dart ≤ 0.3R и со-
ставляет 22 % для грубой сетки, 13 % для средней и 7 % для
мелкой, что говорит о снижении порядка сходимости метода до
первого при решении задач с трещиной.
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Рис. 2.22. Относительная погрешность при расчете ширины тре-
щины в зависимости от ширины пропила, отнесенной к размеру
трещины (слева) и размеру максимального элемента (справа),

полученная на различных сетках: 1 — С1; 2 — С2; 3 — С3.
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Рис. 2.23. КИН моды I в зависимости от ширины пропила, от-
несенной к размеру трещины (слева) и размеру максимального
элемента (справа), полученный на различных сетках: 1 — С1;

2 — С2; 3 — С3; 4 — С4.

На рис. 2.23 приведено значение первой моды КИН в зави-
симости от относительных величин пропила dart/R и dart/de.
Приведены значения точного значения КИН и рассчитанного
по простой интерполяционной формуле (2.19). Минимальная
погрешность для сетки С1 составляет 38 %, для сетки С2 –
25 %, С3 – 18 %, С4 – 10 %, что соответствует сходимости ме-
тода расчета КИН с порядком меньше первого. При расчете
КИН погрешность вызвана не только модификацией области и
ухудшением обусловленности СЛАУ, но и погрешностью самой
формулы (2.19). Поэтому, во-первых, точность расчета КИН
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значительно ниже точности расчета ширины трещины и, во-
вторых, влияние модификации области на фоне последней со-
ставляющей погрешности менее заметно. Ухудшение обуслов-
ленности СЛАУ вносит существенную погрешность, поэтому
ее влияние одинаково и при расчете ширины трещины, и при
расчете КИН.

На основании проведенных расчетов можно сделать вывод,
что нижняя граница допустимого интервала выбора величи-
ны искусственного пропила определяется размером элемента
0.25de ≤ dart, а верхняя – размером области dart ≤ 0.3R.

2.5.3. Сравнение точности интерполяционных
формул

Как видно из рис. 2.23, расчет КИН по одноточечной форму-
ле (2.126) вносит существенную погрешность. Здесь покажем
причины такой погрешности и как двухточечная формула по-
могает ее уменьшить. На рис. 2.24 приведена ширина трещи-
ны, численно рассчитанная МГЭ с модификацией области (см.
§ 2.2.6, рис. 2.21, б) с параметрами α = 0, R = 1м, σ∞y = 1МПа,
E = 20ГПа, ν = 0.2. Там же приведена ширина трещины,
рассчитанная по формуле (2.131). Расчетная сетка состояла
из Nr = 16 элементов в радиальном направлении и Nc = 64
элементов в окружном направлении. Ширина искусственного
пропила составляла dart = 0.12м.
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Рис. 2.24. Ширина трещины: точное решение (2.131) (сплошная
линия); МГЭ с модификацией области dart = 0.12м (точки).
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Рис. 2.25. Зависимость КИН KI от положения точки, по кото-
рой посчитано его значение: аналитическое решение (2.128) при
α = 0 (штриховая); формула (2.126), смещения рассчитаны по
формуле (2.131) (сплошная); численное решение МГЭ с модифи-

кацией области при dart = 0.12м (точки).
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Рис. 2.26. Распределения КИН вдоль фронта наклоненной на 45◦

трещины, полученные из точного решения (сплошные линии),
МГЭ/МО с dart = 0.12м с одноточечной формулой (2.126) (пунк-
тир) и МГЭ/МО с dart = 0.12м с двухточечной формулой (2.127)

(штриховые).

Рассмотрим влияние точности расчета смещений на вели-
чину KI. На рис. 2.25 показаны значения KI, рассчитанные по
формуле (2.126) при указанных выше параметрах в точках тре-
щины, расположенных вдоль радиальной координаты на раз-
личных расстояниях от фронта трещины. Приведены смеще-
ния, рассчитанные как численно при dart = 0.12м, так и ана-
литически, по формуле (2.128). Видно, что точность формулы
(2.126) для расчета KI снижается в последних трех точках око-
ло фронта трещины. Поэтому формула (2.127), использующая
для расчета КИН значения смещений в удаленных от фронта
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Рис. 2.27. Распределения ширины трещиныW вдоль радиальной
координаты r по всему радиусу (слева) и в окрестности фронта
трещины (справа): 1 — Nc = 32, Nr = 8, 2 — Nr = 16, 3 —

Nr = 32, 4 — точное решение.

точках, менее чувствительна к погрешностям расчета смеще-
ний в окрестности кончика, чем формула (2.19).

На рис. 2.26 показаны распределения КИН вдоль фронта
плоской круговой трещины, наклоненной на угол α = 45◦ от на-
правления действия растягивающих напряжений, полученные
по аналитическим формулам (2.128)–(2.130) и по двухточеч-
ной формуле (2.127), в которой точки 1 и 2 удалены от фронта
трещины на расстояние Lf = 0.04R.

2.5.4. Влияние выбора типа элементов в дуальном
МГЭ на точность расчета КИН

Прежде чем проводить сравнение между формулами расче-
та КИН, покажем сходимость дуального МГЭ к точному ре-
шению. Для этого построим серию сеток, характеризующихся
разбиением в окружном направлении на Nc элементов и в ра-
диальном – на Nr элементов. Параметры задачи будем исполь-
зовать те же, что и ранее.

На рис. 2.27 приведены распределения ширины трещиныW
вдоль радиальной координаты r для демонстрации сеточной
сходимости численного решения задачи к точному.

Видно, что дуальный МГЭ вычисляет ширину трещины
W с достаточно высокой точностью. Максимум погрешности
достигается на фронте трещины. Порядок аппроксимации со-
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Рис. 2.28. Зависимости KI от положения точки, используемой
для его расчета: точное значение КИН (2.128) (1), формула
(2.126) на основе точных смещений (2.131) (2), формула (2.126)
на основе смещений, полученных дуальным МГЭ с линейными

элементами Nc = 32 (3 — Nr = 8, 4 — 16, 5 — 32).

ставляет ∼ 1/2. Погрешность в окрестности кончика трещины
при применении дуального МГЭ более заметна, чем при при-
менении МГЭ/МО, так как использование разрывных элемен-
тов не позволяет удовлетворить условию на кончике трещины
Wnum(R) = Wex(R) = 0, которое в МГЭ/МО выполняется ав-
томатически.

Для оценки погрешности расчета КИН, обусловленной
неточностью в расчете ширины трещины, проанализируем за-
висимость значения КИН от положения точки, выбранной для
формулы (2.126). На рис. 2.28 и рис. 2.29 приведены зависи-
мости значений первой моды КИН от положения точки r, сме-
щения в которой использовались для расчета КИН по формуле
(2.126). Для расчета НДС материала использовались линейные
(на рис. 2.28) и квадратичные (на рис. 2.29) элементы.

Видно, что на расстоянии нескольких элементов от фронта
KI вычисляется достаточно точно, а на фронте трещины по-
грешности велики. Замена линейных элементов на квадратич-
ные не приводит к повышению точности. С инженерной точки
зрения, достоинством квадратичных элементов по сравнению с
линейными является то, что рассчитанный на их основе КИН
может использоваться как верхняя оценка для точного значе-
ния, тогда как КИН, рассчитанный на основе линейных элемен-
тов, может быть как больше, так и меньше точного значения.
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Рис. 2.29. Зависимости KI от положения точки, используемой
для его расчета: точное значение КИН (2.128) (1), формула
(2.126) на основе точных смещений (2.131) (2), формула (2.126)
на основе смещений, полученных дуальным МГЭ с квадратич-
ными элементами Nc = 32 (Nr = 16; 3 — Nr = 4, 4 — 8, 5 — 16).
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Рис. 2.30. Зависимости KI от положения точки, используемой
для его расчета: точное значение КИН (2.128) (1), формула
(2.126) на основе точных смещений (2.131) (2), формула (2.126)
на основе смещений, полученных дуальным МГЭ с квадратич-
ными и специальными элементами Nc = 32 (3 — Nr = 8, 4 — 16,

5 — 32).

Как показано в §2.5.3, одним из эффективных способов по-
вышения точности расчета КИН является использование более
сложных интерполяционных формул. Здесь же покажем эф-
фективность и другого способа повышения точности расчета
КИН и НДС материала в окрестности фронта трещины – спе-
циальных элементов у фронта трещины (см. §2.2.7). Как видно
из рис. 2.30, где приведены зависимости KI от положения точ-
ки, используемой для его расчета, значени КИН значительно
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Рис. 2.31. Распределения КИН вдоль фронта наклоненной на 45◦

трещины, полученные из точного решения (1), дуальным МГЭ
без (2) и с использованием специальных элементов (3).

меньше отклоняются от точных и могут быть рассчитаны на
достаточно грубой сетке.

В завершение на рис. 2.31 проведем сравнение распределе-
ний всех трех КИН вдоль фронта наклонной на α = 45◦ трещи-
ны, рассчитанных с и без специальных элементов у фронта тре-
щины. Внутри трещины в обоих случаях использовались квад-
ратичные элементы и одноточечная формула (2.126). Видно,
что использование специальных элементов позволяет снизить
погрешность расчета KI с 11 до 2 %.



Глава 3

Критерии разрушения и
построение зародышевых
трещин

Разрушение материала представляет собой сложный многосту-
пенчатый процесс, включающий в себя упругую деформацию
материала, появление микроскопических дефектов в материа-
ле, объединение их в макроскопическую зародышевую трещи-
ну и дальнейшее распространение образовавшейся трещины.
Понимание природы этих процессов важно как в фундамен-
тальной науке, так и в инженерной практике. Математическое
моделирование — один из основных методов изучения процес-
сов разрушения материалов. Ему посвящено много работ, на-
чиная с XIX в. Наиболее полный обзор представлен в [150].

Моделирование зарождения трещин состоит из следую-
щих шагов: 1) расчет напряженно-деформированного состоя-
ния (НДС) тела под действием нагрузок, 2) анализ НДС с по-
мощью критерия разрушения и 3) построение на его основе
зародившейся трещины, т. е. определение ее местоположения,
формы и ориентации в пространстве. Методы расчета НДС те-
ла описаны в предыдущей главе, здесь же опишем наиболее ин-
тересные критерии разрушения, основанные на анализе НДС.
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3.1. Критерии разрушения

Особенностью квазихрупкого разрушения является неоднород-
ность структуры материала, наличие в нем микроскопических
трещин. Эта неоднородность является причиной так называе-
мого эффекта размера — зависимости нагрузок, необходимых
для разрушения тела, от его геометрических масштабов.

Большое количество исследований эффекта зависимости
прочностных характеристик материала от размера исследуе-
мого образца проведено на задачах об изгибе бетонных ба-
лок. Поскольку форма балок, используемых в практических
приложениях и в лабораторных экспериментах, одинакова, то
критерии, сформулированные в терминах номинальной нагруз-
ки и размера образца, могут быть перенесены с лабораторных
исследований в практические приложения без каких-либо мо-
дификаций. Однако, для разработки критерия, применимого
для широкого круга задач, необходимо обращаться к экспери-
ментам, описывающим разрушение тел более сложных форм.
Обзор работ, посвященных исследованию эффекта размера на
основе как экспериментов, так и методов математического мо-
делирования, приведен в [151, 152].

Одним из приложений моделей разрушения, способных
учитывать эффект размера, проявляющийся при рассмотре-
нии областей сложной формы, является описание разрушения
горной породы у перфорированных скважин при проведении
гидроразрыва или при разрушении самой скважины. Размеры
скважины и перфорации различаются существенно. Из-за эф-
фекта размера давление, необходимое для разрушения породы
у перфорации, может быть существенно выше, чем необходи-
мое для разрушения породы у скважины, даже если напря-
жения, действующие на поверхности этих элементов, одинако-
вы. Использование критерия, не способного учитывать эффект
размера, может привести к неправильному предсказанию ме-
ста инициации трещины и ее ориентации. В то же время значе-
ния этих параметров зародышевой трещины являются важным
вопросом при проведении гидроразрыва, так как «плохо ори-
ентированная» зародышевая трещина влияет на весь процесс
распространения и может привести к его остановке [23, 35, 153].
Поэтому учет эффекта размера существенно повышает до-
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стоверность предсказаний при моделировании гидроразрыва и
оценке устойчивости скважин.

3.1.1. Общий вид критерия разрушения

Для того чтобы показать место критерия разрушения при мо-
делировании зарождения трещины, рассмотрим тело, в кото-
ром известно НДС, рассчитанное методами механики сплош-
ной среды. Для описания процесса разрушения необходимо
применить к этому НДС условие, которое бы указывало, что в
точке тела x разрушение имеет место, — критерий разрушения.
В общем случае критерий разрушения может быть записан в
виде следующего неравенства:

Fs(x, ui, σij , εij , d) ≥ Fm(σ∞t ,KI c, T, ...), (3.1)

где функция Fs определяется НДС тела (значениями смещений
ui, напряжений σij , деформаций εij) в точке x или некоторой
ее окрестности, а функция Fm зависит только от параметров
материала (прочности на разрыв σ∞t , трещиностойкости KI c,
температуры T и т. д.), но не зависит от НДС тела. Размер
d может трактоваться как размер микротрещин, присутствую-
щий в материале (KI-критерий), размер зоны контакта в тре-
щине (модель зоны сцепления) или длина отрезка / размер зо-
ны осреднения параметров НДС (d-критерий).

Например, в одном из первых известных критериев проч-
ности – критерии максимальных растягивающих напряжений
(МРН) [154], Fs(x) = σ3(x), где σ3(x) – максимальное главное
напряжение в точке x, Fm = σ∞t , где σ∞t — прочность мате-
риала на разрыв. То есть в критерии предполагается, что раз-
рушение материала в точке x наступает, когда максимальное
главное напряжение σ3 в этой точке превышает прочность ма-
териала на разрыв

σ3(x) ≥ σ∞t . (3.2)

Использование различных функций Fs и Fm приводит к раз-
личным видам критериев. Ниже будут рассмотрены основные
виды критериев, используемые при описании разрушения гор-
ных пород.
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3.1.2. Классические критерии, не учитывающие
эффект размера

К группе наиболее популярных при описании разрушения гор-
ных пород критериев относятся такие классические крите-
рии, как МРН (3.2), Сен-Венана [155], Треска [156], Мора–
Кулона [157, 158], Друкера–Прагера [159] и другие. Общей их
особенностью является то, что для проверки условия разру-
шения в точке анализируется напряженное состояние только в
этой точке, но не в ее окрестности.

Следует отметить, что, согласно линейной теории упруго-
сти, НДС двух геометрически подобных тел разного размера
подобны. То есть характеристики НДС (значения компонент
тензора напряжений, тензора деформаций) в соответствующих
точках тел равны. Поэтому эффект размера невозможно опи-
сать, основываясь только на значениях компонент тензора на-
пряжений или тензора деформаций в некоторой точке, не учи-
тывая каким-либо специальным образом размер разрушаемого
тела. Несмотря на указанный недостаток, локальные критерии
продолжают использоваться и развиваться [160, 161].

Далее рассмотрим более сложные критерии, способные пра-
вильно предсказывать место образования трещины.

3.1.3. KI-критерий

Один из эффективных подходов, способных учитывать эффект
размера, основывается на методах механики трещины, зало-
женных в работах Гриффитса [162] и Ирвина [137]. Согласно
этому подходу предполагается, что в материале присутствуют
дефекты — микротрещины некоторого размера. Постулирует-
ся, что разрушение материала происходит, когда выполняются
условия распространения этих трещин, т. е. коэффициент ин-
тенсивности на кончиках трещин KI превосходит критическое
значение для материала, называемое трещиностойкостью KI c.
т. е. функции Fs и Fm в (3.1) равны соответственно KI и KI c

KI ≥ KI c. (3.3)

За счет введения размерного параметра — длины трещины
d, зависящей от внутренней структуры исследуемого материа-
ла, такие критерии получают возможность учитывать эффект
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размера. Например, в [163–165] решена задача зарождения тре-
щины от цилиндрической полости в блоке горной породы под
действием сжатия. В [166] рассмотрена подобная задача за-
рождения трещины на поверхности круглой полости в матери-
але, нагруженном произвольными внешними напряжениями.
В этой работе, в отличие от [163–165], ввиду произвольности
нагрузок местоположение зародившейся трещины предполага-
лось неизвестным. Для его отыскания последовательно в раз-
ных точках полости строились маленькие трещины одинаковой
длины d. В качестве зародышевой трещины выбиралась та, у
которой КИН первой моды был максимален.

Недостаток этой группы критериев заключается в необхо-
димости перебирать все возможные положения трещин. Это
делает сложным обобщение их на трехмерный случай. Другой
недостаток заключается в необходимости строить сетки для за-
родышевых трещин, размеры которых существенно (иногда на
порядки) уступают размерам полостей или образцов.

3.1.4. Критерии, основанные на модели сцепле-
ния

Принципиально новый подход, учитывающий пластическое по-
ведение материала в зоне разрушения, был предложен Дагдей-
лом [167] и Баренблаттом [168] и получил название модель зоны
сцепления. В этой модели, в отличие от моделей хрупкого раз-
рушения с резким образованием зародышевой трещины, про-
цесс зарождения трещины является плавным и происходит в
так называемой зоне сцепления, в которой поведение материа-
ла описывается нелинейной немонотонной зависимостью меж-
ду раскрытием трещины и напряжениями. На части этой зо-
ны материал деформируется линейно или почти линейно. По-
сле достижения максимального значения напряжения начина-
ют уменьшаться согласно специальному закону, который вы-
бирается исследователем, что отражается на виде функции Fs
в формуле (3.1).

Согласно этому критерию при достижении смещениями
критического значения материал полностью разрушается и об-
разуется трещина. Недостатком такого подхода является то,
что он не учитывает энергию трещинообразования. Этот недо-
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статок был устранен в [169], где был предложен энергетиче-
ский критерий для модели зоны сцепления. В [170] один из
вариантов этой модели был применен для моделирования от-
слаивания материалов по их границе раздела. В [171] линейный
вариант этой модели применен для решения двумерной задачи
зарождения и распространения трещины в графитовом образ-
це с пропилом.

Как в предыдущей группе критериев, при применении мо-
дели зоны сцепления необходимо перебирать трещины различ-
ной ориентации. Кроме того, зависимость между раскрытием
трещины и напряжениями в зоне сцепления необходимо посту-
лировать исходя из дополнительных соображений.

3.1.5. d-критерий

Еще один подход к формулировке функции Fs рассмотрен
в [172, 173]. Предлагается сравнивать с прочностью материала
на разрыв (Fm = σ∞t ) растягивающие напряжения, но посчи-
танные не локально в точке, а осредненные по нормальному
к поверхности границы отрезку некоторой длины d (критерий
Нейбера–Новожилова):

Fs =
1

d

d∫
0

σ3dn ≤ σ∞t = Fm. (3.4)

Этот подход и его модификации благодаря наличию размер-
ного параметра d позволяют учесть эффект размера. Но для
этого подхода уже не требуется рассматривать трещины раз-
личной ориентации в отличие от KI-критерия или модели зоны
сцепления.

Например, в [165, 174] критерий (3.4) применен к задаче за-
рождения трещины от круглых полостей различных радиусов
и получена зависимость давления разрушения от размера по-
лости, согласующаяся в общих чертах с экспериментом. В [175]
предложен похожий критерий, использующий вместо напряже-
ний, осредненных по отрезку, энергию деформаций, осреднен-
ную по некоторой области поверхности вокруг рассматривае-
мой точки. С помощью этого критерия решена задача трехто-
чечного изгиба пластин с U-образными пропилами. В [35] после
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валидации критерий (3.4) был применен для решения задачи
о разрушении скважины с пропилами и показал удовлетвори-
тельное согласование с экспериментом [176].

К этой же группе можно отнести критерий, предложенный
в [177]. Здесь вместо анализа осредненного по отрезку НДС ис-
пользуются значения, полученные в точке этого отрезка, наи-
более удаленной от рассматриваемой.

3.1.6. Критерий Базанта

Прежде чем предложить формулировку критерия, основанного
на кривизне поверхности, приведем эмпирическую зависимость
Базанта, описывающую эффект размера в экспериментах [178]:

σN (D) = σ∞t

(
1 +

Dbn

lp +D

)1/n

. (3.5)

Здесь σN — прочность образца, т. е. величина приложенной к
нему нагрузки в момент разрушения, D — характерный раз-
мер образца, σ∞t — прочность материала образца на разрыв,
Db, lp и n — параметры, зависящие от формы образца, условий
эксперимента, способа приложения нагрузки. В [178] эффект
размера понимается как зависимость прочности образца (σN )
от его размера D при сохранении остальных условий экспери-
мента неизменными. В [178] прочность σN (D) есть параметр
нагружения, определяемый как отношение приложенной к об-
разцу силы к площади поперечного сечения.

Благодаря своей универсальности зависимость (3.5) может
быть положена в основу критерия разрушения. Хотя такой
критерий не будет давать объяснения физических процессов,
происходящих при разрушении, он, благодаря способу постро-
ения, будет описывать эффект размера.

3.1.7. R-критерий

Для того чтобы зависимость (3.5) можно было использовать
при моделировании разрушения образцов сложной формы, в
которых место разрушения заранее неизвестно, необходимо пе-
реформулировать ее так, чтобы параметры нагрузки и размера
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понимались однозначно, не зависели от формы образца, могли
быть определены в каждой точке поверхности.

Чтобы сформулировать (3.5) в общем виде критериев (3.1),
модифицируем критерий (3.2), заменив прочность на разрыв
σ∞t функцией σt(R(x)), зависящей от радиуса кривизны по-
верхности R(x) в рассматриваемой точке x. Полученный в ре-
зультате критерий записывается как

σ3(x) ≥ σt(R(x)), (3.6)

σt(R(x)) = σ∞t

(
1 +

Dbn

lp +R(x)

)1/n

, (3.7)

где параметры Db, lp, n должны определяться эксперименталь-
но для конкретного материала, как в (3.5). Заметим, что эти
коэффициенты в формулировке (3.7) в отличие от (3.5) предпо-
лагаются зависящими только от характеристик материала, но
не от конфигурации всего тела и постановки задачи. Преиму-
щество критерия (3.6), (3.7) перед критерием (3.5) заключается
в отсутствии необходимости учитывать форму или структуру
образца. Этот критерий трансформируется в критерий (МРН)
при R(x) → ∞ для всех x ∈ S, где S — поверхность образца
или полости. Одной из особенностей критерия является необхо-
димость учитывать наличие криволинейных и плоских участ-
ков поверхности. Если присутствуют и те, и другие, то крите-
рий (3.6), (3.7) должен проверяться только для тех участков
поверхности, на которых R(x) конечно.

3.2. Построение зоны разрушения и заро-
дышевой трещины

Для построения зародышевой трещины предлагается процеду-
ра, применимая вместе с любым из описанных критериев раз-
рушения, описанным в § 3.1. Она состоит из определения зоны
разрушения и построения непосредственно зародышевой тре-
щины.
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Построение зоны разрушения

Предположим, что напряжения, приложенные к телу, харак-
теризуются некоторым параметром, например, величиной σN ,
определенной в § 3.1.6. Пусть для выполнения критерия (3.6),
(3.7) в точке x ∈ S требуется нагрузка σN (x). Определим ми-
нимальное значение нагрузки для всей поверхности S как ве-
личину нагрузки, при которой критерий выполняется хотя бы
в одной точке поверхности S:

σmin
N = min

x∈S
σN (x). (3.8)

Множество точек x ∈ S, в которых выполняется условие

σmin
N ≤ σN (x) ≤ (1 + ε)σmin

N , (3.9)

назовем зоной инициации трещины S. На рисунках будем обо-
значать зоны инициации темным цветом. Параметр ε позво-
ляет задавать размер зоны инициации. НДС, которое исполь-
зуется для нахождения области разрушения, может быть рас-
считано любым из описанных методов. Например, в [34, 35]
для этой цели использовался разработанный авторами вариант
МГЭ. Для иллюстрации результатов применения этого метода
на рис. 3.1 показаны зоны инициации трещины на поверхности

1 2 3

Рис. 3.1. Схема эксперимента по разрушению образцов с кру-
говыми вырезами [179] при одноосном растяжении (1) и зоны
инициации трещины на их поверхностях при ε = 0.875: 2 — вид

а; 3 — вид б.
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образцов с круговыми вырезами, использованных в экспери-
ментах [179] для D = 1.6м, ε = 0.875. Детали эксперимента и
численных расчетов описаны в § 3.3.2.

Построение зародышевой трещины

Для построения основания зародышевой трещины определяют-
ся геометрический центр зоны инициации xcf и средняя линия
зоны инициации ζ0 (рис. 3.2). Средняя линия строится таким
образом, что содержит центр xcf и в каждой точке xf ортого-
нальна вектору nf – собственному вектору тензора напряжений
σ(xf), соответствующему максимальному собственному значе-
нию. Средняя линия считается пересечением трещины и по-
верхности тела или полости и продолжается до границ зоны
инициации в обе стороны от центра xcf .

Далее производится построение самой зародышевой трещи-
ны. Предполагается, что трещина перпендикулярна поверхно-
сти тела, поэтому в каждой точке средней линии строится пер-
пендикуляр nc длины L(xf). Длина L(xf), т. е. глубина заро-
дышевой трещины в каждой точке xf , предполагается пропор-
циональной разнице между функцией Fs(xf) и критическим
значением Fm (см. (3.1)):

L(x) = L0(Fs(xf)− Fm). (3.10)

Максимальная глубина трещины L0 является параметром мо-
дели.

Рис. 3.2. Схема построения зародышевой трещины Sf от поверх-
ности S. 1 — фронт зародышевой трещины, 2 — средняя линия.
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Заметим, что для R-критерия глубина трещины в точ-
ке пропорциональна превышению растягивающих напряжений
над критическим значением σt(Rx) в точке x. Для d-критерия
глубина трещины пропорциональна превышению осредненных
растягивающих напряжений над прочностью материала на
разрыв σ∞t .

3.3. Валидация критериев разрушения

3.3.1. Разрушение блоков с цилиндрическими от-
верстиями

В экспериментах [165] производилось одноосное сжатие прямо-
угольных блоков из известняка (Tyndall limestone) с круговым
отверстием радиуса Rw в центре. Материал характеризуется
модулем Юнга E = 21ГПа, коэффициентом Пуассона ν = 0.31
и прочностью на разрыв σ∞t = 1.5МПа. Размер блоков в экс-
периментах был выбран достаточно большим, для того чтобы
влияние границ на НДС материала в окрестности отверстия
было незначительным. Правая и левая грани блока нагружа-
лись давлением p, остальные грани были свободны от напряже-
ний (рис. 3.3). Давление увеличивалось до момента инициации
трещины, нормальной к поверхности отверстия. Номинальной
нагрузкой σN считалась величина давления, при котором ини-
циировалась трещина. Радиус отверстия Rw в экспериментах
варьировался от 0.003м до 0.031м. Для каждого из радиу-

Nσ

wR

Nσ

Рис. 3.3. Схема экспериментов по разрушению блоков с цилин-
дрическими отверстиями [165].
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Рис. 3.4. Зависимость давления инициации pinit от размера от-
верстия Rw. Точки с вертикальными отрезками — экспери-
мент, 0 — критерий МРН (σt = 1.5МПа); 1 — KI-критерий
(KI c = 0.38МПа

√
м, d = 3мм); 2 — d-критерий (σt = 1.5МПа,

d = 13мм); 3 — R-критерий (σ∞t = 1.5МПа, Db = 90мм,
lp = 7мм, n = 1); 4 — R-критерий с параметрами σ∞t = 1.5МПа,

Db = 41.4мм, lp = 0.17мм, n = 1 (см. § 3.3.3).

сов было проведено несколько экспериментов, что позволило
получить не только зависимость давления инициации трещи-
ны от радиуса отверстия, демонстрирующую эффект размера
σN = σN (Rw), но и оценку величины погрешности эксперимен-
та (рис. 3.4).

В работе [165] был применен критерий Ирвина (3.3) для
описания зависимости номинальной нагрузки от характерно-
го размера образца, за который принимался радиус цилиндри-
ческого отверстия. Предполагалось, что на поверхности от-
верстия существуют маленькие зародышевые трещины неко-
торого размера lfrac, направленные по нормали к поверхности
отверстия. НДС находилось с помощью аналитических фор-
мул, приведенных в [180, 181]. Длина трещины lfrac, так же
как и трещиностойкость материала KI c, подбиралась, чтобы
приблизить рассчитанную номинальную нагрузку к получен-
ной в эксперименте. Наилучшее совпадение было достигнуто
при KI c = 0.38МПа

√
м, lfrac = 3мм. Авторы [165] отмечают,

что наилучшее совпадение достигалось для значения трещино-
стойкости, отличавшегося от значения, полученного для этого
материала другими исследователями.

Попытка описать эффект размера, наблюдаемый в этой се-
рии экспериментов, с помощью критерия Нейбера–Новожилова
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была сделана в работах [165] и [35]. Целью [35] была разработ-
ка методики описания разрушения, поэтому НДС, как и в на-
стоящей монографии, рассчитывалось МГЭ на основе трехмер-
ных уравнений упругого равновесия. В обеих работах при сопо-
ставлении рассчитанной номинальной нагрузки с полученной
в эксперименте варьировался один параметр – длина отрезка
осреднения d. Наилучшая аппроксимация экспериментальных
данных была достигнута при значении d = 13мм (рис. 3.4).

При использованииR-критерия параметр n был зафиксиро-
ван равным 1. Прочность материала на разрыв σ∞t = 1.5МПа
была известна из работы [165]. Варьировалось только два пара-
метра Db и lp. Наилучшее совпадение рассчитанной номиналь-
ной нагрузки с полученной в эксперименте было достигнуто
при значениях Db = 90мм, lp = 7мм, n = 1 (см. рис. 3.4). На
этот рисунок также была добавлена кривая 4, полученная по
R-критерию с параметрами Db = 41.4мм, lp = 0.17мм, n = 1,
которые подобраны для эксперимента о разрушении скважины
с пропилами (см. § 3.3.3).

При использовании критериев (3.4) и (3.3) не удается ап-
проксимировать зависимость критического давления от ради-
уса отверстия во всем диапазоне его изменения. Эти критерии
существенно завышают прочность образцов малых размеров
3мм < Rw < 10мм. R-критерий лишен этого недостатка и поз-
воляет рассчитать давление разрушения для всего диапазона
изменения радиуса отверстия.

3.3.2. Разрушение блоков с боковыми вырезами

В [179] описаны эксперименты по разрушению цементных пла-
стин с выемками под действием растяжения. Материал харак-
теризуется модулем Юнга E = 20ГПа, коэффициентом Пуас-
сона ν=0.2 и прочностью на разрыв σ∞t = 2.75МПа. Схема
эксперимента и геометрические параметры разрушаемых об-
разцов изображены на рис. 3.1. К верхней и нижней граням
образца были приложены растягивающие силы F. Рассмот-
ренные в эксперименте образцы имели одинаковую толщину
H = 0.1м, а их характерный размер D варьировался от 0.05
до 1.6м, что позволяло получить зависимость номинальной на-
грузки (рис. 3.5), демонстрирующую эффект размера.
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Рис. 3.5. Зависимость прочности образца от его размера при
σ∞t = 2.75МПа. Точки с вертикальными отрезками — экспе-
римент; 1 – критерий МРН; 2 – d-критерий (d = 15мм); 3 –
R-критерий (Db = 320мм, lp = 260мм, n = 1); 4 – R-критерий
с учетом всех поверхностей (Db = 320мм, lp = 260мм, n = 1); 5
– R-критерий с параметрами Db = 41.4мм, lp = 0.17мм, n = 1

(см. § 3.3.3).

В численных экспериментах НДС рассчитывалось методом
граничных элементов. Так же, как и в эксперименте, на верх-
ней и нижней гранях задавались растягивающие напряжения
t = p · n, на боковых — нулевые t = 0 (см. рис. 3.1). Исполь-
зовалась сетка с 1472 элементами на поверхности образца. Так
как задача упругого равновесия пластины с выемкой не име-
ет аналитического решения, погрешность аппроксимации была
оценена методом Рунге с помощью серии расчетов на последо-
вательности сеток. Она не превосходила 2%. Так же как в экс-
перименте, напряжение p увеличивалось до достижения крити-
ческого значения, при котором выполнялся рассматриваемый
критерий разрушения.

На рис. 3.5 представлены зависимости номинального напря-
жения σN от размера образца D, полученные численно и экспе-
риментально [179]. При использовании d-критерия наилучшая
аппроксимация экспериментальных данных достигалась при
длине отрезка осреднения d = 15мм и прочности материала на
разрыв σ∞t = 2.75МПа. R-критерий дает наилучшее совпаде-
ние с экспериментом при параметрах Db = 240мм, lp = 200мм,
n = 1, σ∞t = 2.75МПа (см. рис. 3.5). Как и в задаче о разру-
шении блоков с отверстиями (§ 3.3.1), d-критерий не позволяет
описать зависимость номинальной нагрузки от размера образ-
ца с той же точностью, что и предлагаемый R-критерий.
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Рис. 3.6. Зоны инициации трещины для образцов с круговыми
вырезами при ε = 0.822: D = 0.05м (верх); D = 1.6м (низ).

Рассчитанные по R-критерию при ε = 0.822 зоны инициа-
ции трещины на короткой (а) и длинной (б) сторонах показаны
на рис. 3.6 для D = 0.05м (вверху) и D = 1.6м (внизу). Для
размера образца D = 1.6м и ε = 0.875 зоны инициации пока-
заны на рис. 3.1.

Как показано на рис. 3.1, нагрузка в эксперименте была
приложена несимметрично. Поэтому трещина в эксперимен-
те всегда инициировалась на короткой стороне (б). Численный
эксперимент позволяет построить зоны инициации на обеих ко-
ротких сторонах образца. Согласно рис. 3.5, минимальная на-
грузка, вызывающая в эксперименте с D = 1.6м образование
трещины на короткой стороне (б), равна σmin

N = 1.9МПа.
На рис. 3.1 можно видеть, что нагрузка (1 + ε)σmin

N =
= 3.58МПа с ε = 0.875 приводит к инициации трещины на сто-
роне (а). Тогда как нагрузки (1+ε)σmin

N = 3.48МПа с ε = 0.822
для этого недостаточно, как следует из рис. 3.6. Таким образом,
минимальная нагрузка, необходимая для инициации трещины
на стороне (а), в 1.875 больше, чем нагрузка, вызывающая раз-
рушение на стороне (б).

Как было сказано выше, R-критерий применяется для опре-
деления зон инициации трещин на участках поверхностей S в
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Рис. 3.7. Зоны инициации трещины для образцов с круговыми
вырезами при применении R-критерия для всей поверхности S:

D = 0.05м (верх); D = 1.6м (низ).

трехмерном пространстве, радиус кривизны которых конечен.
В этом случае для каждой точки учитывается только мини-
мальный радиус кривизны поверхности в ней. Для исследова-
ния особенностей R-критерия задача о разрушении образцов с
круговым вырезом была решена в постановке, в которой участ-
ки поверхности с бесконечным радиусом кривизны также учи-
тывались.

На рис. 3.7 представлены зоны инициации трещин, полу-
ченные в такой постановке. Трещина инициировалась только
на одной стороне образца, противоположной стороне изгиба
(вид (б) на рис. 3.1). Прочность образца, рассчитанная в та-
кой постановке, демонстрирует значительно менее выражен-
ный эффект размера (см. рис. 3.5). Вероятно, в случае боль-
шого радиуса кривизны необходимо учитывать неоднородность
материала и трактовать в качестве радиуса линейные размеры
таких неоднородностей, которые позволят ограничить радиус
кривизны сверху. Идея об одновременном влиянии на эффект
размера размеров образца и размеров неоднородностей выска-
зывается, например, в экспериментальной работе [182], но при-
менительно к описанном R-критерию требует дополнительного
исследования.
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Следует отметить, что ни один из описанных критериев не
смог адекватно предсказать уменьшение критической нагрузки
для самых маленьких образцов, наблюдаемое в эксперименте.
В соответствии с концепцией эффекта размера [178], прочность
образцов должна расти с уменьшением их размера, тогда как
в эксперименте наблюдается ее уменьшение. Как признают са-
ми авторы [179], возможно, эксперименты для такого размера
были проведены некорректно, поскольку размер зерен мате-
риала был сопоставим с размером самых маленьких образцов.
На основе этого рассуждения образцы наименьшего размера не
учитывались при калибровке описанных критериев.

3.3.3. Зарождение трещины при разрушении
скважины с пропилами

Описание эксперимента и интерпретация результатов

В [176] проведены эксперименты по зарождению и распростра-
нению трещин в блоках породы от цилиндрических полостей с
пропилами. Схема эксперимента показана на рис. 3.8. Блок с
высверленной скважиной и двумя горизонтальными пропила-
ми нагружен сжимающими напряжениями σv, σH , σh, прило-
женными к граням блока. Предполагается, что 0 < σh < σH <
< σv, причем скважина просверлена в направлении минималь-
ных напряжений σh. Внутри скважины и пропилов находится
жидкость, давление которой увеличивается до момента иници-
ации трещины на пропиле или скважине. В отличие от рассмат-
риваемых в параграфах 3.3.1 и 3.3.2 задач в этом эксперименте
наблюдалось два сценария разрушения. В первом на скважине
инициировалась продольная трещина, плоскость которой была
ортогональна среднему напряжению σH . Во втором сценарии
на пропилах инициировалась поперечная трещина, ортогональ-
ная направлению действия минимального напряжения σh.

Рассмотрено два из описанных в работе [176] эксперимен-
тов, обозначенных Test2 и Test3. В обоих экспериментах блоки
состояли из известняка (Indiana Limestone) с прочностью на
разрыв σ∞t = 5.2МПа, модулем Юнга E = 20ГПа и коэффици-
ентом Пуассона, равным ν = 0.2. К граням блоков были прило-
жены сжимающие напряжения σh = 15.5МПа, σH = 20.7МПа,
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Рис. 3.8. Схема задачи о зарождении трещины от цилиндриче-
ской полости с пропилами.

σv = 24.1МПа. Радиус скважины был равен Rw = 12.7мм. Раз-
личие заключалось в форме пропилов: в первом эксперименте
было сделано два круговых пропила радиуса d1

N = 9.5мм и
толщиной wN = 3.2мм, во втором было пропилено два полу-
круговых пропила с d2

N = 25.4мм и wN = 4.8мм.
Инициация трещины и разрушение породы в задачах гид-

роразрыва являются предметом многих дискуссий в последнее
время [183, 184]. В соответствии с ними можно выделить следу-
ющие этапы процесса трещинообразования, отмеченные также
на рис. 3.9. Инициация трещины (а) определяется как началь-
ная трещина в породе. Это, вообще говоря, означает разрыв по-
роды без затекания жидкости, иногда называемый «сухой раз-
рыв» в зародышевой трещине. Затекание жидкости (б ) про-
исходит, когда закачиваемая жидкость из скважины затекает
в зародышевую трещину. Скорость затекания меньше, чем ско-
рость закачки в скважину. Разрушение породы (в) определяет-
ся как максимальное записанное давление. Оно обычно боль-
ше, чем давление инициации, и определяется проникновением
вязкой жидкости в зародышевую трещину и эффектом сжима-
емости системы – высвобождением накопленной энергии в про-
цессе увеличения давления. Падение давления (г) происходит
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Рис. 3.9. Этапы трещинообразования в процессе гидроразрыва.
Поясн. см. в тексте.

по мере того, как трещина растет и скорость проникновения
жидкости в трещину превышает скорость закачки в скважину,
давление в скважине падает.

Подобные приведенной зависимости на рис. 3.9 распределе-
ния давления от времени наблюдаются в экспериментах [176].
И мы сравниваем с ними результаты моделирования процессов
инициации.

Скважина с пропилами малой глубины

Для моделирования разрушения блоков в Test2 использова-
лась сетка, показанная на рис. 3.10 (слева). В эксперименте
Test2 при давлении1 pexp

init = 7660 psi = 52.8МПа образовыва-
лась продольная трещина. Момент появления трещины фикси-
ровался путем записи акустических событий в блоке (рис. 3.11).
В момент фиксации акустического события закачка жидкости
в эксперименте останавливалась. Более того, применялась от-
качка жидкости для обеспечения быстрого падения давления
для предотвращения или снижения вероятности распростра-
нения трещины после закрытия. Окончательно момент ини-
циации трещины определялся по изменению скорости закач-
ки жидкости, изменению объемов жидкости в гидравлических
прессах, обеспечивающих сжатие блока (что свидетельствова-
ло о смещении сторон блока), и серии акустических событий в
точках, находящихся на поверхности скважины.

1psi — pound per square inch (фунт на квадратный дюйм, единица из-
мерения, принятая в ряде стран и использованная при проведении описы-
ваемых экспериментов). 1 psi = 6894.76 Па.
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Рис. 3.10. Сетки МГЭ, использованные для расчета НДС при мо-
делировании экспериментов по разрушению блоков Test2 (слева)

и Test3 (справа) [176].
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Рис. 3.11. Инициация трещины и разрушение породы при гид-
роразрыве блока в эксперименте Test2: 1 — давление в сква-
жине (эксперимент); 2 — объем жидкости в гидравлических
прессах, направление σH ; гистограмма – акустические события;
3 — pexp

init = 7660 psi = 52.8МПа; 4 — pexp
break = 9300 psi = 64.1МПа;

5 — pdinit = 9850 psi = 68МПа; 6 — pRinit = 8540 psi = 58.9МПа.
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Рис. 3.12. Зоны инициации трещины в эксперименте Test2:
ε = 0.02 (слева); ε = 0.1 (справа).

При увеличении давления в скважине и пропилах наиболее
быстро растут напряжения на внешней стороне пропилов, по-
этому классический критерий МРН предсказывает появление
поперечной трещины. В работах [35, 176] также отмечается,
что этот критерий не способен правильно предсказать давле-
ние инициации трещины.

Применение R-критерия позволило правильно предсказать
ориентацию и положение зоны инициации трещины, соответ-
ствующие продольной трещине, наблюдаемой в эксперимен-
те (рис. 3.12), и получить минимальное давление инициации
pRinit = 8540 psi (см. рис. 3.11). Расчетные значения давления
pdinit = 9850 psi и pRinit = 8540 psi получены по d- и R-критериям
соответственно. Параметры R-критерия были выбраны равны-
ми Db = 41.4мм, lp = 0.17мм, n = 1. Зоны инициации, рассчи-
танные по формуле (3.9) для двух случаев ε = 0.02 и ε = 0.1,
представлены на рис. 3.12.

Скважина с пропилами большой глубины
Гидроразрыв блока в эксперименте Test3 численно моделиро-
вался на сетке, представленной на рис. 3.10 справа. В экспе-
рименте Test3 образовывалась поперечная трещина при ми-
нимальном давлении инициации pexp

init = 7180 psi = 49.5МПа
(рис. 3.13). Так же как и в эксперименте, расчеты с использо-
ванием d- и R-критериев правильно предсказали образование
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Рис. 3.13. Инициация трещины и разрушение породы при гид-
роразрыве блока в эксперименте Test3: 1 — давление в сква-
жине (эксперимент); 2 — объем жидкости в гидравлических
прессах, направление σH ; гистограмма — акустические события;
3 — pexp

init = 7180 psi = 49.5МПа; 4 — pexp
break = 8943 psi = 61.7МПа;

5 — pdinit = 7250 psi = 50МПа; 6 — pRinit = 6960 psi = 48МПа.

Рис. 3.14. Зоны инициации трещины в эксперименте Test3:
ε = 0.02 (слева); ε = 0.1 (справа);

поперечной трещины, расположенной на внешней поверхности
пропила [176]. Расчетные минимальные давления инициации
pdinit = 7250 psi и pRinit = 6960 psi получены по d- и R-критериям
соответственно. Параметры R-критерия были такими же, как
и в эксперименте Test2. Зоны инициации, рассчитанные по
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(3.9) для двух случаев ε = 0.02 и ε = 0.1, представлены на
рис. 3.14. Следует отметить, что дальнейшее увеличение дав-
ления в скважине в численных экспериментах приводило к об-
разованию дополнительных трещин: поперечных в эксперимен-
те Test2 и продольных в эксперименте Test3. Этот эффект не
наблюдался в натурных экспериментах из-за разрушения об-
разца.

3.3.4. Зарождение трещины при разрушении пер-
форированной скважины

Приведем еще одно исследование предложенной методики мо-
делирования инициации трещин, прежде чем перейти к иссле-
дованию инициации при разрушении реальных скважин.

Было проведено моделирование процесса инициации тре-
щин гидроразрыва для двух экспериментов, описанных в [44].
В этой работе были проведены три серии по несколько экспе-
риментов. Для численного моделирования были выбраны два
эксперимента из второй серии (в статье [44] они называются
тесты 5 и 6). Здесь для удобства назовем тест 5 из [44] «экспе-
римент 1», а тест 6 «эксперимент 2».

Блок породы в обоих экспериментах имел размеры 68.58×
68.58 × 81.28 см. Внешний диаметр стальной трубы в экспери-
менте был равен 11.43 см. Соответственно диаметр основной
полости полагался равным 11.43 см, так как затрубное про-
странство в эксперименте было достаточно тонким. Перфора-
ции производились стойкой перфораторов из четырех перфо-
раторов, по четыре перфоратора на 30.48 см, т. е. высота между
осями перфораций составляет 7.62 см. Каждый из этих перфо-
раторов имеет калибр 4.29 см. Согласно спецификации, перфо-
раторы дают отверстие диаметром 2 см. По форме любая из
перфораций полагались цилиндром, затупленным на сферу.

Параметры породы брались следующие: модуль Юнга E =
= 20.7ГПа, коэффициент Пуассона ν = 0.27, прочность на раз-
рыв σc = 4МПа.

Блок подвергался сжатию в горизонтальной плоскости дву-
мя ортогонально-направленными гидравлическими домкрата-
ми с плоскими поверхностями действия. А по вертикали под-
жимался струбциной также с плоскими поверхностями дей-
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Рис. 3.15. Граничные условия, серым на перфорированной сква-
жинной полости отмечена смоченная зона.

ствия, однако в них были проделаны по центру отверстия для
установки скважинной трубы. Очевидно, что между всеми по-
верхностями действия сохранялся зазор. Поэтому эффектив-
ность передачи напряжений сжатия по отношению к общему
объему блока была меньше единицы и по результатам измере-
ний [185] равнялась 91%. Поэтому все напряжения приведены
с учетом этого коэффициента.

Так как цементирование было слабым, то часть затрубного
пространства заполняла жидкость (смоченная зона). Стороны
параллелепипеда были направлены вдоль осей x1, x2, x3 (се-
вер, запад, наверх соответственно). Грани параллелепипеда в
направлениях юг, восток и вниз считались свободно лежащими.
Противоположные грани соответственно нагружались ортого-
нальными напряжениями σN/S , σE/W , σT/B:

σN/S = 28.268МПа,

σE/W = 21.952МПа,

σT/B = 43.914МПа . (3.11)

Граничные условия изображены на рис. 3.15.
Поверхность перфорации нагружалась постоянным давле-

нием из каждого эксперимента pinit. Приперфорационная смо-
ченная зона также нагружалась давлением pinit. Остальная по-
лость скважины за исключением этой небольшой приперфора-
ционной зоны полагалась свободной от напряжений, так как за-
зор между трубой и породой был заполнен эпоксидным клеем.
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Разрушение перфорации

В эксперименте 1 давление разрыва было равно pinit =
= 44.8МПа. Эскиз геометрических параметров скважинной по-
лости приведен слева на рис. 3.16, нагруженная приперфора-
ционная зона (смоченная зона) изображена справа на рис. 3.16.

Для этого эксперимента была построена сетка, состоящая
из линейных треугольных и билинейных четырехугольных эле-
ментов. Сетка состоит из 5068 элементов и содержит 5004 узла
(15012 степеней свободы).

Зоны разрушения, полученные в результате моделирова-
ния, изображены на рис. 3.17. В силу достаточно хорошей сим-
метрии задачи на всех рисунках изображены две перфорации,
которые обращены на северо-запад. Отметим, что при пони-
жении давления жидкости на 1.2МПа зон разрушения не об-
разуется. Следовательно, предложенная методика достаточно
точно определяет давление инициации pinit.

Проводилось сравнение местоположения зон разрушения с
картиной образования трещин. Согласно описанию, в экспе-
рименте 1 развивалось две трещины. Одна из них развилась
вдоль перфораций, обращенных на северо-запад, а затем на

Рис. 3.16. Эскиз скважинной полости и смоченная зона в экспе-
рименте 1.
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Рис. 3.17. Рассчитанные зоны разрушения при pinit = 44.8МПа.

Рис. 3.18. Эскиз распространения трещин в эксперименте 1.

длине примерно в один диаметр скважины плавно повернула
строго на запад. Вторая трещина начала развиваться около ос-
нования перфораций, обращенных на юго-восток, и затрубного
пространства в направлении на восток. Эскиз распространения
трещин в эксперименте 1 представлен на рис. 3.18.

Несмотря на разные длины перфораций, сохраняется вы-
сокий уровень симметрии, а следовательно, оба этих сценария
инициации и развития трещины надо признать равноправны-
ми, т. е. следует ожидать при критическом (или при несколько
большем) давление зоны разрушения, соответствующие этим
трещинам.

Таким образом, результаты проведенного численного экс-
перимента хорошо совпадают с результатами натурного.
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Разрушение ствола скважины

В эксперименте 2 давление разрыва было равно pinit =
= 48.2МПа. Эскиз геометрических параметров скважинной по-
лости приведен слева на рис. 3.19, нагруженная приперфора-
ционная зона (смоченная зона) изображена справа на рис. 3.19.

Для этого эксперимента была построена сетка, состоящая
из линейных треугольных и билинейных четырехугольных эле-
ментов. Сетка состоит из 5068 элементов и содержит 5004 узла
(15012 степеней свободы).

Зоны разрушения, получившиеся в результате моделирова-
ния, изображены на рис. 3.20. Отметим, что при понижении
давления жидкости на 1.6МПа зон разрушения не образует-
ся. Следовательно, предложенная методика достаточно точно
определяет давление инициации pinit.

По предложенной ранее методике были построены зароды-
шевые трещины, как показано слева на рис. 3.21. Согласно опи-
санию, в эксперименте 2 развивалось две трещины. Обе раз-
вились от затрубного пространства, игнорируя перфорации, —
одна из них в направлении на восток, вторая — на запад. Эскиз
распространения трещин в эксперименте 2 представлен справа
на рис. 3.21.

Рис. 3.19. Эскиз скважинной полости и смоченная зона в экспе-
рименте 2.
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Рис. 3.20. Рассчитанные зоны разрушения pinit = 48.2МПа.

Рис. 3.21. Зародышевые трещины и эскиз распространения тре-
щин в эксперименте 2.

Численный эксперимент предсказывает два вероятных сце-
нария зарождения трещины. Первый сценарий предполагает
инициацию, как и получилось в эксперименте, а второй предпо-
лагает развитие трещины вдоль перфораций. Второй сценарий
тоже достаточно реалистичен, хотя и не наблюдался в экспе-
рименте. Критическое давление для цилиндрической полости
(коей в целом и является перфорация) в данном случае не пре-
восходит 46МПа. Очевидно, что давление в перфорации пре-
восходит эту величину. По всей видимости, причинами того,
что реализовался только один сценарий в эксперименте, явля-
ются возможные неоднородность материала куба и упрочнение
стенок перфорации в процессе перфорирования.

Таким образом, в данном разделе проведено сравнение чис-
ленной модели с натурным экспериментом. Получено хорошее
соответствие результатов численного эксперимента натурному.
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3.4. Пример моделирования разрушения
перфорированной скважины и зарож-
дения трещины от нее

После проведенной в § 2.3, 2.5 верификации методов расчета
НДС и критериев инициации трещин рассмотрим инициацию
и разрушение скважин при параметрах, соответствующих раз-
личным реальным месторождениям.

3.4.1. Постановка задачи

Предполагается, что порода однородна и изотропна. До буре-
ния вертикальной скважины напряженное состояние породы
определяется тензором напряжений σ∞, главные компоненты
которого в рассматриваемом анализе равны:

σxx = 69МПа,
σyy = 103.5МПа,
σzz = 103.5МПа . (3.12)

Такие значения напряжений соответствуют геофизическим
условиям, характерным для Приобского нефтяного месторож-
дения (Ханты-Мансийский АО, РФ). Данное состояние породы
считается исходным, и ему сопоставляются в модели нулевые
смещения. Потом производится бурение скважины вдоль оси z.
После окончания бурения в скважину плотно вставляется об-
садная колонна. При этом стенки скважины и стенки обсадной
колонны нагружены давлением бурения pd = 67МПа. Затем
создается (образуется полость) перфорация в горизонтальной
плоскости xy. Далее производится закачка жидкости гидрораз-
рыва в скважину до тех пор, пока не произойдет инициация
трещины. Требуется найти давление инициации pinit, т. е. дав-
ление, при котором образуется зародышевая трещина, а также
место возникновения зародышевой трещины.

Считается, что порода и материал обсадной колонны
(сталь) являются линейными упругими средами. Тогда свой-
ства породы характеризуются модулем Юнга E = 20.7ГПа, ко-
эффициентом Пуассона ν = 0.27 и прочностью на разрыв σc =
3.5МПа. Сталь характеризуется модулем Юнга E = 200ГПа
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и коэффициентом Пуассона ν = 0.3. Рассматривалась стати-
ческая задача упругости. Следовательно, поведение породы и
обсадной колонны описываются уравнениями упругого равно-
весия (см. главу 2).

В качестве критерия разрушения использовался критерий
МРН (3.2). Случай разрушения стальной колонны не рассмат-
ривался, так как прочность стали на разрыв σc ∼ 60 МПа в
разы превышает прочность породы. В силу принципа макси-
мума критерий проверялся исключительно на поверхности S
решаемой задачи. Вычислялся тензор напряжений σij , затем —
его главные значения σ1 6 σ2 6 σ3. Напряжение σ3 сравнива-
лось с σc породы. Точки поверхности S, в которых максималь-
ное растягивающее напряжение σ3 превосходило напряжение
разрушения σc, образовывали зоны разрушения. Критическое
давление жидкости, при котором возникают зоны разрушения,
считалось давлением инициации pinit.

Рассматривалась следующая геометрическая концепция,
схематично изображенная слева на рис. 3.22. Скважина мо-
делируется полостью в форме цилиндра диаметра D = 10 см
достаточно большой высоты H = 10м. Перфорация моделиру-
ется полостью в форме цилиндра длины L = 10 см и диамет-
ра d = 2 см, затупленного на сферу. Перфорация ориентирова-
на в горизонтальной плоскости xy под углом β к оси x, и ось
перфорации пересекает ось скважины. Перфорация располо-
жена строго по центру скважины.

В постановке задачи при наличии обсадной колонны счита-
ется, что в полость скважины плотно вставлена стальная тру-
ба высоты H0 = 9.5м толщиной h = 5мм. Труба расположена
симметрично по высоте в скважине и имеет отверстие диамет-
ра d в месте расположения перфорации.

Так как постановки задачи упругости в случае необсажен-
ной и обсаженной скважины значительно различаются, опи-
шем их раздельно.

Модель необсаженной скважины

Для определения НДС породы необходимо решить задачу,
отображенную в центре (подзадача 1) на рис. 3.22, где на всей
поверхности скважины и перфорации задаются следующие на-
пряжения:
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Рис. 3.22. Математическая постановка задачи и ее разбиение на
две математических подзадачи.

td = −pn−σ∞ ·n, (3.13)

где n — внешняя нормаль к поверхности. Здесь p — давление
жидкости гидроразрыва. Тогда реальный тензор напряжений
в породе определяется как

σij = σ1
ij + σ∞ij , (3.14)

где σ1
ij — тензор напряжений, вычисленный при решении под-

задачи 1.

Модель обсаженной скважины

Для определения напряженно-деформированного состояния
породы после бурения скважины необходимо решить задачу
о предварительном нагружении, изображенную в центре (под-
задача 2) на рис. 3.22. В этой задаче на всей поверхности сква-
жины и перфорации задаются следующие напряжения:

td = −pd n−σ∞ ·n . (3.15)

Решение этой подзадачи рассматривается относительно исход-
ного предсжатого состояния породы напряжениями залега-
ния (3.12).

Рассмотрим момент после установки обсадной колонны, по-
ка давление в скважине равно давлению бурения. Поскольку
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жидкость между обсадной колонной и скважиной действует на
обе стороны с одинаковым давлением, то ее воздействие мож-
но заменить условием полной сцепки (2.27) между стенками
скважины и обсадной колонны. В этот момент они будут дей-
ствовать друг на друга с тем же давлением pd. Для определе-
ния изменения напряженно-деформированного состояния по-
роды и обсадной колонны при увеличении давления жидкости
необходимо решить задачу о нагружении, отображенную спра-
ва (подзадача 2) на рис. 3.22. В этой задаче на всей поверхности
стальной колонны и перфорации задаются следующие напря-
жения:

t4 = −(p− pd)n, (3.16)

которые соответствуют изменению давления в скважине. Все
остальные поверхности свободны от напряжений, так как по-
сле установки обсадной колонны напряженно-деформирован-
ное состояние не изменилось.

Тогда реальный тензор напряжений в породе определяется
как

σij = σ1
ij + σ2

ij + σ∞ij , (3.17)

где σ1
ij — тензор напряжений, вычисленный при решении подза-

дачи 1, и σ2
ij — тензор напряжений, вычисленный при решении

подзадачи 2.
Отметим, что в каждой из задач упругости тензор напряже-

ний определяется согласно методике, описанной в разделе 2.7.

3.4.2. Основные параметры задачи и их влияние
на давление инициации трещины от необса-
женной скважины

Хотя модель инициации трещины от перфорированной сква-
жины допускает всевозможные ориентации скважины и перфо-
рации, в этом параграфе остановимся на двух наиболее распро-
страненных случаях: вертикальной скважине с перфорацией,
повернутой на угол β относительно направления максималь-
ных горизонтальных напряжений, и направленной в направ-
лении минимальных напряжений горизонтальной скважине с
перфорацией, повернутой на угол β относительно вертикаль-
ного направления (рис. 3.23). Для каждого из случаев прове-
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Рис. 3.23. Схема вертикальной (слева) и горизонтальной (справа)
перфорированных скважин.

дем анализ чувствительности давления инициации трещины и
ее ориентации к основным параметрам.

При моделировании этого примера предполагается, что
скважина и перфорация нагружены одним и тем же давлением.
Это соответствует постановке задачи в случае необсаженной
скважины (§ 3.4.1) или плохому прилипанию цемента к сталь-
ной колонне [97]. Скважина моделировалась цилиндрической
полостью высотой 10м и диаметром 10 см, расположенной в
бесконечном упругом однородном хрупком материале. Перфо-
рация представляла из себя цилиндрическую полость длины
10 см и диаметром 2 см, конец которой затуплен на полусфе-
ру. Порода, характеризующаяся параметрами E = 3 · 106 psi,
ν = 0.27, σc = 500 psi, была сжата на бесконечности напряже-
ниями: σV = 10000 psi, σH = 8300 psi, σh = 6700 psi.

Для численных расчетов была построена сетка, состоящая
из 648 треугольных квадратичных и четырехугольных биквад-
ратичных элементов и содержащая 2568 узла (7704 степеней
свободы).
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Ориентация перфорации

Зависимость давления инициации трещины (ДИТ) к углу пер-
форации показана на рис. 3.24. Как и ожидалось, минималь-
ное давление инициации трещины соответствует перфорации,
совпадающей с направлением максимальных горизонтальных
напряжений σH (β = 0◦). С увеличением угла перфорирова-
ния β ДИТ непрерывно возрастает до своего максимума, кото-
рый достигается при β = 90◦, соответствующего перфорации,
совпадающей с направлением минимальных напряжений σh.
Для заданных напряжений в естественном залегании при лю-
бом угле перфорации зона разрушения представляет собой два
симметричных крыла, расположенных сверху и снизу основа-
ния перфорации, что соответствует образованию вертикальной
продольной трещины (рис. 3.25). В этой области порода вокруг
перфорации находится под действием добавочных растягива-
ющих напряжений, вызванных давлением внутри скважины,
что облегчает инициацию области в основании перфорации.

Для горизонтальной скважины, вопреки ожиданиям, ми-
нимальное ДИТ достигается не при расположении перфора-
ции в направлении максимальных главных напряжений σV
(β = 90◦), а при угле перфорации, примерно равном β = 15◦.
При дальнейшем увеличении угла перфорации ДИТ непрерыв-
но возрастает до достижения максимума при β = 50◦, а затем
медленно снижается. Следует обратить внимание на резкий из-
лом графика в точке максимума. Такое поведение ДИТ объ-
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Рис. 3.24. Зависимость ДИТ от угла перфорации β (слева – вер-
тикальная скважина, справа – горизонтальная скважина).
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Рис. 3.25. Расположение зон инициации трещины для различ-
ных углов перфорации β (вертикальная трещина): 1 — β = 0◦,
pinit = 7350 psi; 2 — β = 30◦, pinit = 8250 psi; 3 — β = 60◦,

pinit = 10200 psi; 4 — β = 90◦, pinit = 11200 psi.

ясняется различным расположением зон разрушения для раз-
личных углов перфорации β. При сравнительно малых β зона
разрушения состоит из двух подзон, расположенных симмет-
рично относительно оси перфорации на пересечении перфора-
ции и скважины (см. рис. 3.26, верх). Такие зоны разрушения
приводят к образованию вертикальной трещины.

Когда угол перфорации достигает значения примерно 55◦,
появляется две зоны разрушения: первая – на пересечении
скважины с перфорацией в направлении, близком к оси сква-
жины, вторая – в окрестности кончика перфорации в направ-
лении, перпендикулярном к оси скважины, в плоскости, нор-
мальной к направлению действия минимальных напряжений,
называемой предпочтительной плоскостью трещины (ППТ).
Таким образом, при изменении угла перфорации в интервале
60◦ < β < 80◦ возможно образование двух типов трещин: про-
дольной и поперечной (см. рис. 3.26, слева внизу). При даль-
нейшем увеличении угла перфорирования зона на стыке пер-
форации и скважины исчезает и поперечная трещина остается
единственно возможной для β > 80◦ (см. рис. 3.26, справа вни-
зу). Переход зоны разрушения с пересечения скважины и пер-
форации на кончик перфорации и является причиной излома
графика ДИТ на правом графике рис. 3.24.
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Рис. 3.26. Расположение зон инициации трещины для различных
углов перфорации β (горизонтальная скважина): 1 — β = 0◦,
pinit = 10300 psi; 2 — β = 30◦, pinit = 10450 psi; 3 — β = 60◦,

pinit = 11750 psi; 4 — β = 90◦, pinit = 11600 psi.

Рисунок 3.24 показывает, что и для вертикальной, и для го-
ризонтальной скважин при любом угле перфорирования ДИТ
значительно меньше значения ДИТ для неперфорированной
скважины p2D

init, которое может быть посчитано аналитически
как давление разрушения цилиндра в нагруженном материа-
ле.

Напряжения породы в естественном залегании

Здесь рассмотрим влияние напряжений в естественном зале-
гании на инициацию трещины. Сперва скажем несколько слов
об актуальности такого исследования. Разработано множество
способов определения вертикального и минимального горизон-
тального напряжений в реальном пласте. Хотя на практике эти
два значения не всегда известны при проведении гидроразрыва
пласта, их измерение проводится намного чаще по сравнению
с измерением среднего напряжения (максимального горизон-
тального). В нашем исследовании мы покажем влияние именно
этого напряжения на место и давление инициации трещины в
случае необсаженной скважины. Предположим, что минималь-
ное горизонтальное и вертикальное напряжения были точно
определены и зафиксируем их. Среднее напряжение будем ва-
рьировать в интервале от σh = 6700 psi до σV = 10000 psi. По-
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Рис. 3.27. Зависимости ДИТ от угла перфорации для различ-
ных значений среднего главного напряжения σH , psi: 6700 (1),
7550 (2), 8300 (3), 9150 (4), 10000 (5) (слева – вертикальная сква-

жина, справа – горизонтальная скважина).

Рис. 3.28. Зоны разрушения для различных значений среднего
главного напряжения (вертикальная скважина, β = 60◦): 1 —
σH = 6700 psi, pinit = 8000 psi; 2 — σH = 8300 psi, pinit = 10200 psi;

3 — σH = 10000 psi, pinit = 10500 psi.

Рис. 3.29. Расположение зон разрушения для различных значе-
ний среднего напряжения (горизонтальная скважина, β = 60◦):
1 — σH = 6700 psi, pinit = 10500 psi; 2 — σH = 8300 psi, pinit =

11750 psi; 3 — σH = 10000 psi, pinit = 10800 psi.
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лученные при таком исследовании зависимости ДИТ от угла
перфорации при различных значениях среднего напряжения
показаны на рис. 3.27.

Те же расчеты, проведенные для горизонтальной скважи-
ны, показаны на рис. 3.28 и на рис. 3.29. Результаты похожи
на результаты, полученные для вертикальной скважины. Если
разница между напряжениями, действующими в нормальной
к оси скважины плоскости, велика и отклонение перфорации
от вертикального направления больше, чем 50–60◦, то может
образоваться продольная трещина на скважине в вертикаль-
ном направлении. Максимальное значение ДИТ соответствует
углу перфорации, при котором зона разрушения переходит с
перфорации на поверхность скважины. Этот угол зависит от
соотношения между главными напряжениями и варьируется в
довольно узком интервале. Легко видеть, что ДИТ зависит от
среднего напряжения. Эта зависимость наиболее сильно прояв-
ляется при правильной ориентации перфорации, т. е. при угле
перфорации менее 40◦. Как показано на рис. 3.27, для нуле-
вого угла перфорации различие между ДИТ, рассчитанными
при минимальном и максимальном значении среднего напря-
жения, достигает 60%. Таким образом, информация о среднем
напряжении является существенной при предсказании ДИТ.

Диаметр перфорации
Также покажем влияние размеров перфорации на процесс ини-
циации трещины. Форма, длина и диаметр перфорационных
каналов могут варьироваться в зависимости от деталей техно-
логии перфорирования, поэтому их влияние на разрушение и
зарождение трещины должно быть исследовано. Рисунки 3.30–
3.32 показывают зависимость ДИТ и положения зон разруше-
ния от диаметра перфорации при его варьировании в интерва-
ле от 1 до 4 см (0.4–1.6 дюйма). На основе полученных результа-
тов можно сделать вывод, что увеличение диаметра перфора-
ции приводит к монотонному увеличению ДИТ (см. рис. 3.30,
слева). В случае горизонтальной трещины соответствующее из-
менение ДИТ не монотонно и имеет довольно сложную фор-
му (см. рис. 3.30, справа). Однако при варьировании диамет-
ра перфорации в рассматриваемом интервале его влияние на
ДИТ составляет менее 5–6%, что значительно меньше влияния
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Рис. 3.30. Зависимость ДИТ от угла перфорирования при раз-
личных диаметрах перфорации: 1 — dperf = 1 см; 2 — dperf = 2 см;
3 — dperf = 4 см (слева — вертикальная скважина, справа — го-

ризонтальная скважина).

Рис. 3.31. Расположение зон разрушения для различных диа-
метров перфорации dperf (вертикальная скважина, β = 30◦): 1 —
dperf = 1 см, pinit = 11110 psi; 2 — dperf = 2 см, pinit = 11230 psi;

3 — dperf = 4 см, pinit = 11420 psi.

Рис. 3.32. Расположение зон разрушения для различных диамет-
ров перфорации dperf (горизонтальная скважина, β = 90◦): 1 —
dperf = 1 см, pinit = 11390 psi; 2 — dperf = 2 см, pinit = 11590 psi;

3 — dperf = 4 см, pinit = 12030 psi.
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главных напряжений в естественном залегании и направлении
перфорации. Таким образом, можно сделать вывод, что вли-
яние диаметра перфорации на ДИТ и ориентацию трещины
незначительно (см. рис. 3.31, 3.32). Следует отметить, что при-
веденное исследование проведено в рамках предположений о
хрупком разрушении породы с использованием критерия МРН
и без учета пластических или неупругих эффектов, эффекта
размера и т. д., который может изменить полученные выводы.

Длина перфорации

Влияние длины перфорации на ДИТ и расположение зон раз-
рушения показаны на рис. 3.33–3.35. Длина перфорации варьи-
ровалась от 10 до 50 см. В случае вертикальной скважины дли-
на перфорации не влияет на ДИТ (см. рис. 3.33, слева), так как
трещина всегда зарождается в окрестности начала перфорации
(см. рис. 3.34). То же отсутствие влияния наблюдается при
малых углах перфорации (β < 50◦) в случае горизонтальной
скважины, когда трещина зарождается на границе скважины
и перфорации (см. рис. 3.33, справа). Но при больших углах
перфорации 50–90◦ разрушение происходит в окрестности кон-
чика перфорации (см. рис. 3.35). Дополнительные напряжения,
вызванные давлением в скважине, препятствуют разрушению
перфорации у скважины, поэтому трещине проще зародиться
на удалении от скважины. Поэтому при больших углах перфо-
рирования увеличение длины перфорации ведет к уменьшению
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Рис. 3.33. Зависимость ДИТ от угла перфорирования при раз-
личных длинах перфорации Lperf , см: 1 — 10, 2 — 25, 3 — 50
(слева — вертикальная скважина, справа — горизонтальная сква-

жина).
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Рис. 3.34. Расположение зон разрушения для различных длин
перфорации Lperf (вертикальная скважина, β = 75◦): 1 — Lperf =
10 см, pinit = 10940 psi; 2 — Lperf = 25 см, pinit = 10940 psi; 3 —

Lperf = 50 см, pinit = 10940 psi.

Рис. 3.35. Расположение зон разрушения для различных длин
перфорации Lperf (горизонтальная скважина, β = 90◦): 1 —
Lperf = 10 см, pinit = 11600 psi; 2 — Lperf = 25 см, pinit = 10830 psi;

3 — Lperf = 50 см, pinit = 10580 psi.

ДИТ. Однако, как и в предыдущем случае, эффект не сильно
заметен и не превосходит 15% для рассматриваемых парамет-
ров.

Хорошо видно, что перфорация главным образом влияет на
давление инициации, форма зоны разрушения меняется незна-
чительно. При заданных условиях давление инициации доста-
точно быстро (примерно начиная с длины 25 см) выходит на
свою асимптоту и далее не оказывает существенного влияния
на процесс.

Форма перфорации
Отдельно было проверено влияние формы и длины перфора-
ции на давление инициации и зоны разрушения. Перфорация
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Рис. 3.36. Расположение зон разрушения для случая разных
форм перфорации при β = 30◦.

по своей форме представляет собой, как правило, относительно
гладкую вытянутую поверхность [44], при этом длина перфо-
рации L зачастую значительно больше ее диаметра d. Поэто-
му было предложено смоделировать перфорацию альтернатив-
ной формы в виде конуса, затупленного на сферу. Основание
конуса d1 = 3 см, радиус сферы d1 = 1 см. Длина перфора-
ции L = 10 см.

Для случая с конической перфорацией была построена сет-
ка, состоящая из 4074 треугольных линейных элементов и со-
держащая 2064 узла (6192 степеней свободы).

Рассчитанные зоны разрушения показаны на рис. 3.36. Мес-
торасположения зон разрушения практически совпадают, а
давление инициации получилось одинаковым pinit = 86МПа.
Следовательно, форма перфорационной полости практически
не влияет на процесс инициации трещины гидроразрыва.

3.4.3. Влияние обсадной колонны на процесс за-
рождения трещины

Был проведен поиск давления инициации pinit в зависимости
от угла β (рис. 3.37). Наименьшее давление, как и ожидалось,
достигнуто при β = 0◦, т. е. когда перфорация направлена в на-
правлении основного развития трещины гидроразрыва поперек
минимальных сжимающих напряжений. В случае необсажен-
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Рис. 3.37. Зависимость давления инициации от угла β: 1 – для
обсаженной и 2 – необсаженной скважин.

ной скважины давление инициации pinit возрастает до своего
предельного значения при β = 55◦ и затем при увеличении уг-
ла остается неизменным. Это объясняется тем, что при β > 55◦

разрушение происходит на поверхности скважины и его место-
расположение остается одним и тем же. В случае обсаженной
скважины давление инициации pinit значительно быстрее уве-
личивается и достигает предельного значения при β = 90◦.

При β = 0◦ зона разрушения расположена строго верти-
кально на стыке полости скважины и перфорации и в слу-
чае необсаженной, и обсаженной скважины, как изображено
на рис 3.38.

Зоны разрушения расположены симметрично относительно
перфорации, что вызвано симметрией задачи. При увеличении
угла β зоны разрушения в случае необсаженной скважины сме-
щаются в сторону оси x, оставаясь на стыке полости скважины
с перфорацией, как показано на рис 3.39. В случае обсаженной
зоны разрушения смещаются дальше от полости скважины. Зо-
на разрушения сохраняет узкую вытянутую форму вдоль по
перфорации.

При достижении критического угла β = 55◦ зона разруше-
ния в случае необсаженной скважины целиком и полностью
переходит на боковую поверхность скважины, как изображено
слева на рис 3.40. Перфорации в этом случае игнорируются,
как показано слева на рис. 3.41.

Согласно решению задачи о нагружении бесконечной ци-
линдрической полости [186], давление, необходимое для раз-
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Рис. 3.38. Зоны разрушения для необсаженной (слева; pinit =
70МПа) и обсаженной (справа; pinit = 70МПа) скважин при β =

0◦.

Рис. 3.39. Зоны разрушения для необсаженной (слева; pinit =
80МПа) и обсаженной (справа; pinit = 90МПа) скважин при β =

25◦.

Рис. 3.40. Зоны разрушения для необсаженной (слева; pinit =
102МПа) и обсаженной (справа; pinit = 121МПа) скважин

при β = 50◦.
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Рис. 3.41. Зоны разрушения для необсаженной (слева; pinit =
105МПа) и обсаженной (справа; pinit = 141МПа) скважин

при β = 60◦.

рыва ее боковины, равно 107 МПа. Таким образом, давление
в скважине достигло уровня, при котором просто порвется ее
боковина, что мы и наблюдаем.

Как показывают результаты расчетов, в случае обсаженной
скважины зона разрушения всегда оказывается исключитель-
но на перфорации, в отличие от случая необсаженной сква-
жины, что влечет за собой значительное увеличение давле-
ния инициации pinit. При малых углах, так же как и в слу-
чае необсаженной скважины, инициация происходит на стыке
скважина–перфорация. При увеличении угла зона инициации
удаляется от скважины вдоль перфорации, достигая при углах
β > 50◦ ее кончика.

3.5. Пример моделирования разрушения
перфорированной скважины глубоко-
го залегания

В настоящем параграфе разработанная методика будет приме-
нена для предсказания давления инициации трещины, места
ее зарождения и ориентации для параметров, соответствую-
щих месторождению Амин (Amin Formation) в Омане, харак-
теризующемуся глубоким залеганием газа. Проведение гидро-
разрыва в таких месторождениях сопровождается сложностя-
ми, обусловленными сильными сжимающими напряжениями и
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высокой прочностью породы, поэтому моделирование разру-
шения при таких параметрах представляет несомненный инте-
рес [36–38, 187].

3.5.1. Постановка задачи

Параметры для настоящего исследования основаны на суще-
ствующей трехмерной геомеханической модели месторождения
Амин и данными, полученными на основе измерений при про-
ведении гидроразрывов. Напряжения в естественном залегании
были известны для всего месторождения, состоящего из четы-
рех блоков и трех зон, упорядоченных по глубине залегания:
верхней, средней и нижней [188]. На рис. 3.42, представленном
в [188], показаны расположения блоков месторождения. Так
как упругие параметры породы в данном месторождении ва-
рьируются в узком диапазоне, то для уменьшения количества
расчетов был выбран один набор параметров породы: модуль
Юнга E = 48.8ГПа, коэффициент Пуассона ν = 0.1257. Гео-
метрические размеры скважины и перфорации были выбраны
следующими:

• диаметр скважины dw = 149.2мм,
• диаметр перфорации dperf = 10.2мм,
• глубина перфорации Lperf = 200мм,
• внешний диаметр стальной колонны dout = 114.3мм,
• внутренний диаметр стальной колонны din = 95мм.

Стальная обсадная колонна характеризуется модулем Юнга
E = 200ГПа и коэффициентом Пуассона ν = 0.1257. Свой-

Рис. 3.42. Блоки месторождения Амин.
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Рис. 3.43. Геометрическая концепция скважины с перфорацией.

ства цементной обсадной колонны считались равными свой-
ствам породы.

В расчетах определялось только ДИТ, для распространения
трещины необходимо прикладывать дополнительное давление,
но это значение зависит от многих факторов и требует при-
менения трехмерных моделей распространения, что выходило
за рамки исследования. Для определения ДИТ использовались
МГЭ и критерий разрушения МРН.

Перейдем к более четкой постановке задачи. Цилиндриче-
ская скважина с диаметром ddrill = 149.2мм расположена в
породе с упругими свойствами, характеризующимися модулем
Юнга E = 48.8ГПа, коэффициентом Пуассона ν = 0.1257 и
прочностью на разрыв σc = 5МПа, нагруженной напряже-
ниями в естественном залегании вертикальным σv, горизон-
тальными минимальным σh и максимальным σH (рис. 3.43,
справа). Стальная колонна с модулем Юнга E = 200ГПа и
коэффициентом Пуассона ν = 0.1257, внутренним диаметром
din = 95мм и внешним диаметром dout = 114.3мм помещена
внутрь скважины. Пространство между ними заполнено це-
ментом со свойствами, совпадающими со свойствами породы
(см. рис. 3.43, слева). Перфорация с диаметром dperf = 10.2мм
и глубиной Lperf = 200мм расположена ортогонально сква-
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Рис. 3.44. Форма реальных перфораций (взято из [189]).

жине (см. рис. 3.43, справа). Большинство перфораций делают-
ся с помощью пескоструйной машины, поэтому реальная фор-
ма перфорации (см. рис. 3.44 [189]) отличается от цилиндра с
закруглением на конце, которая использовалась в модели. Од-
нако в § 3.4.2 показано, что форма перфорации слабо влияет
на процесс инициации трещины, поэтому такая идеализация
представляется допустимой, учитывая сложность построения
сеток и вычислительную сложность расчетов с реальной пер-
форацией.

Формализация ориентации скважины и перфорации

Ориентация скважины и направления действия напряжений
в естественном залегании обычно задаются в системе коорди-
нат, связанной с поверхностью Земли. Поскольку в настоящем
исследовании гравитация не учитывается, то используется от-
носительная система координат, привязанная к направлениям
действия главных напряжений в естественном залегании. На-
правление оси x совпадает с направлением действия макси-
мальных горизонтальных напряжений σH , y – минимальных
σH , а ось z направлена вертикально, т. е. совпадает с направ-
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Рис. 3.45. Ориентация скважины по отношению к напряжениям
в естественном залегании.

лением действия σv. Ориентации скважины и перфорации за-
даются в этой системе координат. Ориентация скважины — по-
лярным углом θ, откладываемым от вертикали, и азимуталь-
ным углом φ, откладываемым от направления действия мини-
мальных напряжений, как показано на рис. 3.45.

Перфорация находится в плоскости, ортогональной сква-
жине, и ее направление задается одним параметром. Этим па-
раметром является угол перфорирования, определение кото-
рого различно в зависимости от того, совпадает ли направле-
ние скважины с направлением действия минимальных горизон-
тальных напряжений σh или нет. Если ось скважины не совпа-
дает с направлением действия напряжений σh (рис. 3.46, сле-
ва), то существует пересечение плоскости, ортогональной на-
правлению действия минимальных горизонтальных напряже-
ний (напомним, что эта плоскость называется предпочтитель-
ной плоскостью трещины, ППТ), и плоскости, ортогональной
скважине (назовем ее плоскостью перфорации, ПП). Перфо-
рацию, параллельную линии этого пересечения, назовем «иде-
альной» перфорацией, так как можно ожидать, что такая пер-
форация приведет к инициации трещины, лежащей в ППТ,
что потребует минимального ДИТ. Углом перфорации назо-
вем угол, на который необходимо повернуть перфорацию, что-
бы она стала «идеальной». Отметим, что в силу симметрии
задачи существует два направления «идеальной» перфорации,
причем любое из них может быть выбрано в качестве основно-
го без изменения НДС породы и результатов расчетов. Если
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Рис. 3.46. Определение угла перфорации в общем случае (слева)
и в частном случае совпадения ППТ и ПП (справа).

скважина параллельна направлению действия минимальных
напряжений σh, то ППТ и ПП совпадают, все перфорации мо-
гут быть названы «идеальными» с точки зрения предыдущего
метода определения ориентации. В этом частном случае пе-
реопределим угол перфорации как угол между вертикальным
направлением σv и направлением перфорации (см. рис. 3.46,
справа).

Приближенный учет влияния обсадной колонны

Для расчета НДС вокруг скважины необходимо учитывать де-
формации породы, цементной обсадной колонны и стальной ко-
лонны. Схема поперечного сечения реальной обсаженной сква-
жины показана на рис. 3.47, слева. Одним из способов реше-
ния такой задачи является использование многозонного МГЭ
как, например, в [34]. Однако, многозонный МГЭ требовате-
лен с вычислительной точки зрения и мало применим в слу-
чае необходимости проведения множества расчетов. Поэтому
был использован приближенный способ учета влияния обсад-
ной колонны, описанный также в [34]. Хотя НДС цемента и об-
садной колонны не рассчитываются, они учитываются путем
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cp

outd

������

wp

Рис. 3.47. Схема поперечного сечения обсаженной скважины
(слева) и ее приближение, использованное в модели (справа).

введения ослабления давления на поверхности скважины. При
этом сложная конструкция обсаженной скважины заменяется
приближенной (см. рис. 3.47) и предполагается, что упругие
свойства цемента совпадают с упругими свойствами породы.
На поверхности перфорации Sperf задавалось давление внутри
обсадной колонны pw:

p(x) = pw, x ∈ Sperf , (3.18)

на поверхности скважины Sc задавалось ослабленное давление,
рассчитанное по следующей формуле:

p(x) = p0 + k(pw − p0) = pc, x ∈ Sc. (3.19)

Здесь p0 — давление в обсадной колонне в конце цементирова-
ния, а k — коэффициент ослабления давления обсадной колон-
ной.

Давление в обсадной колонне в конце цементирования мо-
жет быть оценено как гидростатическое давление жидкого це-
мента. Для цемента плотностью ρcem = 1800 кг /м3, ускоре-
ния свободного падения g = 10м / с2 и глубины скважины в
h = 5000м значение давления равно p0 = 90МПа.

Релаксационный коэффициент k рассчитывается аналити-
чески на основе решения задачи об обсаженной неперфори-
рованной скважине, нагруженной давлением, показанной на
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Рис. 3.48. Схема вспомогательной задачи для расчета коэффи-
циента ослабления давления.

рис. 3.48. Стальная колона внутреннего радиуса rin и внешнего
радиуса rout с параметрами µc, λc расположена в отверстии в
бесконечной породе с параметрами µr, λr. Колонна изнутри на-
гружена давлением pw, порода не нагружена на бесконечности.
Требуется найти коэффициент ослабления давления, определя-
емый как k = pc/pw, где pw – давление на границе колонны и
породы. Решение этой задачи может быть выведено из реше-
ния задачи Ламэ о составной трубе (см., например, [100]) или
найдено в [190] непосредственно для этой задачи:

k =
pc
pw

=
A

B + C
, A =

(r2
in + r2

in)µc + r2
inλc

(r2
out − r2

in)µc(µc + λc)
,

B =
(r2

in + r2
out)µc + r2

inλc
(r2

out − r2
in)µc(µc + λc)

, C =
1

µr
. (3.20)

Для заданных параметров стали и породы коэффициент ослаб-
ления давления получился равным k = 0.45.

Используемые при моделировании инициации трещины
уравнения упругого равновесия не включают в себя учет по-
ристости породы и пластового давления, однако используе-
мая модель может применяться и для описания пористых сред
(линейно-упругих, но неоднородных) в следующих случаях:
• если отсутствует поровая жидкость;
• если поровая жидкость в рассматриваемой области нахо-

дится при постоянном давлении;
• если движение поровой жидкости отсутствует или прене-

брежимо мало в рассматриваемый промежуток времени.
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3.5.2. Влияние сетки

Для оценки численной погрешности были проведены расчеты
с использованием четырех расчетных сеток (рис. 3.49). Каж-
дая сетка сгущалась в два раза по сравнению с предыдущей в
каждом направлении.

Влияние качества сетки наибольшим образом проявляется
при расчете ДИТ при угле перфорации меньше 45◦, как вид-
но на рис. 3.50 (слева), на котором показан случай θ = 90◦ и
φ = 45◦. Для углов β между 45 и 90◦ наблюдается более быст-
рая численная сходимость, и разница между ДИТ, рассчитан-
ными на разных сетках, становится пренебрежимо малой уже
на грубых сетках, как показано на рис. 3.50 (справа). Разница
между ДИТ, рассчитанным на сетках с 2520 и 5374 элемента-
ми, не превышает нескольких процентов, поэтому сетка 2520
использовалась в дальнейших расчетах.

1 2 3 4

Рис. 3.49. Примеры расчетных сеток. Количество элементов 712
(1), 1288 (2), 2520 (3), 5374 (4).
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Рис. 3.50. Зависимость ДИТ от угла перфорации, полученная
при использовании различных сеток. (северный блок, средняя

зона). 1 – 4 см. на рис. 3.49.
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3.5.3. Влияние угла перфорации β
Влияние ориентации перфорации было исследовано для че-
тырех вариантов ориентации скважины: наклоненная и гори-
зонтальная скважины, ориентированные в направлении мини-
мальных горизонтальных напряжений (θ = 45◦, φ = 90◦ и
θ = 90◦, φ = 0◦); горизонтальная скважина, ориентированная
между направлениями минимального и максимального гори-
зонтальных напряжений, для которой наблюдается минималь-
ное значение ДИТ (θ = 90◦, φ = 40◦), и горизонтальная сква-
жина, ориентированная в направлении максимальных горизон-
тальных напряжений (θ = 90◦, φ = 90◦).

На рис. 3.51 показано влияние угла перфорации β на ДИТ
для средней зоны северного блока. На рисунках показаны зоны,
в которых инициируется продольная и ортогональная к сква-
жине поперечная трещина. В остальных случаях наблюдалась

Рис. 3.51. Зависимость ДИТ от угла перфорации. Отмечены зо-
ны образования ортогональной к скважине поперечной трещины
и продольной трещины. а — θ = 45◦, φ = 0◦, б — θ = 90◦, φ = 0◦,

в — θ = 90◦, φ = 40◦, г — θ = 90◦, φ = 90◦.
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а б

в г

Рис. 3.52. Зоны инициации трещины для скважины, направлен-
ной в направлении минимальных горизонтальных напряжений
σh, при различных углах перфорации β: 0 (а), 60 (б), 70 (в), 90◦

(г).

инициация наклоненной к скважине трещины. Во всех случаях
минимальное ДИТ наблюдалось для перфорации, лежащей в
ППТ. Легко видеть, что ориентация перфорации сильно влияет
на ДИТ. Например, отклонение перфорации на 30◦ увеличива-
ет ДИТ на 30% по сравнению с минимальным значением. Для
скважины с углами ориентации θ = 90◦, φ = 40◦ влияние уг-
ла перфорации меньше, то же отклонение перфорации на 30◦

увеличивает ДИТ всего на 15%. В случае горизонтальной сква-
жины, пробуренной в направлении θ = 90◦, φ = 90◦, при любом
угле перфорации инициируется продольная трещина.

На рис. 3.52 приведены зоны инициации трещины для сква-
жины, ориентированной в направлении минимальных горизон-
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тальных напряжений (θ = 90◦, φ = 0◦) и различных углов
перфорации β. Отметим, что при такой ориентации скважи-
ны угол β есть угол отклонения перфорации от вертикально-
го направления σv. Несмотря на то что все перфорации ле-
жат в ППТ, не всегда трещина инициируется в этой плоскости.
Так, при β = 0◦ инициируется поперечная трещина, лежащая
в ППТ, а при β = 90◦ инициируется продольная трещина, ко-
торая ортогональна ППТ. Переход от поперечной трещины к
продольной происходит в интервале β = 60− 70◦.

3.5.4. Изменение давления инициации вдоль пер-
форации

Интересным результатом численных исследований процесса
инициации является эффект изменения ориентации иниции-
рованной трещины вдоль перфорации при увеличении давле-
ния внутри скважины. На рис. 3.53 показаны распределения
максимальных собственных значений тензора напряжений при
различных давлениях внутри скважины для случая скважи-
ны, ориентированной в направлении минимальных горизон-
тальных напряжений. При малом давлении в скважине иници-
ируется продольная трещина, параллельная горизонтальным
напряжениям (рис. 3.53, а). При увеличении давления уве-
личиваются и напряжения на перфорации, в результате че-
го появляется и трещина на ней (рис. 3.53, б). При большом
давлении в скважине инициируется и продольная трещина на

а б в

Рис. 3.53. Изменение ориентации трещины вдоль перфорации
при повышении давления в скважине: а — pw = 183МПа, б —

pw = 200МПа, в — pw = 210МПа.
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основании перфорации, и поперечная в середине перфорации
(рис. 3.53, в). Этот эффект наблюдается при проведении гид-
роразрыва (в англоязычной литературе он известен как «stress
cage effect») и описывается и другими моделями. Уравнения
для двумерного случая плоскости с отверстием предложены
Киршем в 1898 году [191] и представлены в [43] применитель-
но к случаю разработки углеводородов. Демонстрация этого
эффекта в трехмерном случае настоящей моделью может слу-
жить одним из примеров ее валидации. Практическая его цен-
ность заключается в возможности создания поперечной тре-
щины путем резкого повышения давления в скважине, до того
как продольная трещина успеет достичь больших размеров.

Как видно из рис. 3.53, трещина зарождается на середине
перфорации, а не в окрестности кончика. Это дает основа-
ние предположить, что увеличение длины перфорации сверх
200мм не производит положительного эффекта на инициацию
трещины. Таким образом, уменьшение длины перфорации не
повлияет на процесс инициации, но позволит упростить и уде-
шевить сам процесс перфорации. Так, уменьшение времени ра-
боты пескоструйной машины с 15 до 8 минут при перфориро-
вании одной из скважин месторождения Амин не сказалось на
качестве зародышевой трещины и последующего гидроразры-
ва. В то же время это уменьшило объем материалов, время
операции, сопутствующий риск и эрозию перфорационного ка-
нала. Кроме того, снижение требований к длине перфорации
позволяет заменять пескоструйные машины более простыми
кумулятивными зарядами.

3.5.5. Влияние обсадной колонны

Для оценки влияния обсадной колонны было проведено срав-
нение давления инициации и положения трещин для обсажен-
ных и необсаженных скважин. Распределение максимальных
собственных значений тензора напряжений для горизонталь-
ной скважины, ориентированной в направлении минимальных
горизонтальных напряжений, c вертикальной перфорацией по-
казано на рис. 3.54. В случае обсаженной скважины иницииру-
ется поперечная трещина, тогда как в случае необсаженной —
продольная. На рис. 3.55 показаны зависимости ДИТ от пара-
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Рис. 3.54. Зоны инициации трещин для обсаженной (слева) и
необсаженной (справа) скважин (θ = 90◦, φ = 0◦, β = 0◦).

Рис. 3.55. Зависимость ДИТ от параметров ориентации скважи-
ны и перфорации для обсаженной (1) и необсаженной (2) сква-

жин. а – г см. рис. 3.51.

метров ориентации скважины и перфорации для обсаженной и
необсаженной скважин для верхней зоны северного блока ме-
сторождения. Выделены зоны параметров, соответствующие
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инициации продольной и ортогональной к скважине попереч-
ной трещины. На основе приведенных зависимостей можно сде-
лать следующие выводы.

• Наклон скважины от вертикального направления к го-
ризонтальному приводит к увеличению ДИТ для любого
типа скважин. (см. рис. 3.55). Это увеличение более вы-
ражено (на 30%) для обсаженной скважины. Смена на-
правления зародышевой трещины с поперечного на про-
дольное наблюдается только для обсаженной скважины.
• Смена направления перфорации с вертикального на гори-

зонтальное в случае горизонтальной скважины приводит
к увеличению ДИТ на 45% для обсаженной скважины и
на 27% для необсаженной.
• Если скважина находится в вертикальной плоскости,

содержащей направление минимальных горизонтальных
напряжений, то ДИТ не зависит от ориентации перфора-
ции. Зародышевая трещина оказывается поперечной для
обсаженной скважины и продольной для необсаженной
при любой ориентации перфорации.
• Если направление перфорации зафиксировано, то сре-

ди всех горизонтальных скважин наименьшее ДИТ на-
блюдается для скважины, ориентированной в направ-
лении действия минимальных горизонтальных напряже-
ний. Этот вывод справедлив для скважин любого типа,
но для обсаженной скважины возможно образование и
продольной, и поперечной трещин, а для необсаженной –
только продольных.

3.5.6. Использование d-критерия для предсказа-
ния разрушения скважины глубокого зале-
гания

С целью демонстрации влияния эффекта размера на зарожде-
ние трещины для случая скважины глубокого залегания бы-
ла сделана попытка использовать d-критерий вместо крите-
рия МРН. Из-за отсутствия экспериментальных данных, поз-
воляющих определить необходимый для использования этого
критерия параметр d, значение последнего было взято равным
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Рис. 3.56. Зависимость ДИТ от угла перфорации β для гори-
зонтальной скважины (φ = 0◦, θ = 90◦), ориентированной в на-
правлении σh (слева), и от угла наклона скважины θ при φ = 0◦

(справа): 1 – критерий МРН, 2 – d-критерий.

d = 13мм на основе экспериментов, описанных в § 3.3.1. Об-
наружено, что при таком значении параметра d этот критерий
дает сильно завышенное ДИТ, как показано на рис. 3.55. По-
этому из-за отсутствия необходимых экспериментальных дан-
ных для калибровки критерия, его вычислительной сложности
и высокой погрешности результатов вместо d-критерия в на-
стоящем параграфе использовался менее точный с физической
точки зрения критерий МРН.



Глава 4

Критерии
распространения трещин

Существует несколько критериев для предсказания величины
приращения трещины в каждой точке фронта. Среди них наи-
более популярны критерий Ирвина, критерий скорости высво-
бождения упругой энергии и критерий описания усталостного
разрушения, основанный на формуле Пэриса–Эрдогана. Трех-
мерная модель распространения трещины включает в себя упо-
мянутые критерии и может применяться для описания как
хрупкого, так и усталостного разрушения.

4.1. Критерий скорости высвобождения
упругой энергии

Критерий скорости высвобождения упругой энергии для слу-
чая смешанного нагружения, в котором присутствуют все три
моды КИН, формулируется следующим образом [7, 192–194].
Трещина распространяется в направлении θ∗ тогда, когда ин-
тенсивность освобождающейся энергии при распространении в
этом направлении достигает критической для рассматриваемо-
го материала величины (G-критерий):

G(θ∗, t+ ∆t) = Gc, (4.1)

где
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G(θ∗, t+ ∆t) =
1− ν2

E

(
K2

I (θ∗, t+ ∆t) +K2
II(θ
∗, t+ ∆t)

)
+

+
1 + ν

E
K2

III(θ
∗, t+ ∆t),

а критическое значение энергии разрушения выражается через
трещиностойкость материала KI c как

Gc =
1− ν2

E
K2

I c.

Здесь t — момент времени до распространения трещины (и из-
менения ее траектории), ∆t — интервал времени, за который
фронт трещины проходит от текущего положения к следующе-
му, θ∗ — угол поворота трещины.

Для определения направления распространения трещины,
задаваемого углом θ∗, будем использовать критерий макси-
мальных тангенциальных напряжений (МТН), предложенный
в [16]. В явной формулировке в случае плоской двумерной тре-
щины этот критерий дает направление распространения тре-
щины θ∗:

θ∗ = 2 arctan

KI(t)−
√
K2

I (t) + 8K2
II(t)

4KII(t)

 . (4.2)

Неявная формулировка эквивалентного критерию МТН усло-
вия для определения угла θ∗, которое используется в трехмер-
ной модели распространения трещины, выглядит как

KII(θ
∗, t+ ∆t) = 0. (4.3)

Учитывая формулу (4.3), критерий скорости высвобождения
упругой энергии (4.1) трансформируется в условие

K2
I (θ∗, t+ ∆t) +

1

1− ν
K2

III(θ
∗, t+ ∆t) = K2

I c. (4.4)

Влияние третьей моды III в (4.4) на траекторию трещины
уменьшается на каждом шаге распространения трещины, так
как трещина стремится к предпочтительной плоскости трещи-
ны. На рис. 4.1 показаны траектории трещины, на рис. 4.2 — за-
висимости давления от шага распространения, на рис. 4.3, 4.4 —

176



Рис. 4.1. Наклонная на α = 45◦ круговая трещина и цилиндриче-
ская скважина (сечение проходит через центр области): сплош-

ная линия – KI-критерий; пунктир — G-критерий.
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Рис. 4.2. Зависимости давления от шага распространения: 1 —
KI-критерий; 2 — G-критерий.

распределения КИН вдоль фронта трещины, рассчитанные на
основе G-критерия (4.1) и KI-критерия

KI(θ
∗, t+ ∆t) = KI c. (4.5)

Таким образом, если для определения угла отклонения тре-
щины используется условие (4.3), то неявные критерии (4.1) и
(4.5) дают близкие результаты. Если же критерии (4.1) и (4.5)
используются в явной формулировке с использованием значе-
ний в момент перед распространением трещины KI,II,III(t) вме-
сто неявных KI,II,III(θ

∗, t + ∆t) (рассчитанных после того, как
фронт трещины продвинулся на один шаг), то результаты бу-
дут различными. Это хорошо видно в задачах, описанных в
работах [195–198].

Рассмотрим, для иллюстрации, задачу о сдвиговой трещине
в материале, находящемся под действием сжимающих напря-
жений. НДС материала в окрестности кончика трещины в мо-
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Рис. 4.3. Распределения КИН вдоль фронта трещины на различ-
ных шагах ее распространения при использовании KI-критерия:

1 — шаг 2, 2 — шаг 10, 3 — шаг 28.

мент t до начала ее распространения характеризуется нулевым
значением КИН KI и ненулевым значением KII:

KI(t) = 0, KII(t) 6= 0. (4.6)

Таким образом, явный критерий (4.5) в отличие от (4.1) не удо-
влетворяется. Но при рассмотрении обоих критериев в момент
времени t + ∆t после продвижения трещины на один шаг, из
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Рис. 4.4. Распределения КИН вдоль фронта трещины на различ-
ных шагах ее распространения при использовании G-критерия:

1 — шаг 2, 2 — шаг 10, 3 — шаг 28.

принципа локальной симметрии [199], описанного также в [196],
следует выполнение следующего соотношения:

KI(t+ ∆t) > 0, KII(t+ ∆t) = 0. (4.7)

В этом случае неявные критерии (4.1) и (4.5) эквивалентны.
Кроме того, следует отметить, что в рассматриваемых в рабо-
тах [195–198] мода III отсутствует.
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Заметим что, согласно работе [200], критерии Эрдогана–
Си [16], Ньюсмера [192], Ричарда [200] и Шольмана [201] долж-
ны применяться с осторожностью при решении задач, подоб-
ных задаче о сдвиговой трещине, в которых НДС характеризу-
ются единственной ненулевой модой II или III. Это означает, что
критерий (4.5) может быть неприменим для задач, описывае-
мых в работах [195–197]. Однако в задачах о распространении
трещин, нагруженных давлением, которые представляют ос-
новной интерес для авторов настоящей монографии, ширина
трещины в окрестности кончика всегда положительна, таким
образом, мода I КИН всегда положительна, значит, описанные
критерии несомненно применимы.

4.2. Модифицированный критерий уста-
лостного разрушения на основе фор-
мулы Пэриса–Эрдогана

Модель Пэриса–Эрдогана используется как альтернатива мето-
ду расчета приращения фронта на основеKI- или G-критериев.
Эта модель предназначена для описания усталостного разру-
шения и формулируется как

dL

dN
= C(∆Keq)m, (4.8)

где dL/dN — отношение величины приращения трещины к ко-
личеству циклов нагружения; C и m параметры материала;

∆Keq = Kmax
eq −Kmin

eq = Kmax
eq (1−R), (4.9)

в котором Keq — эффективный КИН, который задается как
[200]

Keq =
KI

2
+

1

2

√
K2
I + 4(α1KII)2 + 4(α2KIII)2 (4.10)

при α1 = 1.155 и α2 = 1. Таким образом в рамках линейной
теории упругости R в (4.9) может быть записан как

R =
Kmin

eq

Kmax
eq

=
σmin

σmax
, (4.11)
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Рис. 4.5. Приращение фронта трещины L(l) за время от t до
t+ ∆t.

Рис. 4.6. Траектории распространения наклоненных на угол
α = 45◦ круговых трещин (сечение проходит через центр обла-
сти), рассчитанные по KI = KI c, KII = 0 (штриховая линия) и

(4.15), (4.2) (сплошная).

где σmin равно нулю, а σmax постоянна в [7, 9, 14, 130]. Форму-
ла для величины приращения фронта трещины L(l) за время
от t до t + ∆t в каждой точке фронта l (рис. 4.5) выводится
из закона (4.8). Максимальное приращение вдоль фронта Lmax

является параметром модели и реализуется в точке фронта с
максимальным значением ∆Kmax

eq . Из (4.8) следует

L ≈ C(∆Keq)mN (4.12)

и
Lmax ≈ C(∆Kmax

eq )mN. (4.13)

Из (4.12) и (4.13) следует следующее соотношение:

L

Lmax
=

(
∆Keq

∆Kmax
eq

)m
. (4.14)
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Рис. 4.7. Распространение трещин от двух параллельных круго-
вых зародышевых трещин: а — зародышевые трещины на шаге
0; б — изометрия трещины, нагруженной давлением p = 1МПа
в свободном от напряжений материале σ∞ = 0 на 40-м шаге
распространения; в — траектории трещины, нагруженной давле-
нием p = 1МПа в свободном от напряжений материале σ∞ = 0
(сплошная), и ненагруженной трещины (p = 0) в растягиваемом

материале σ∞ = 1МПа (штриховая линия).

Таким образом, величина приращения в каждой точке
фронта l задается как

L(l) = Lmax

(
∆Keq

∆Kmax
eq

)m
(4.15)

или, с учетом (4.9) и (4.11) приближенно выражается

L(l) = Lmax

(
Keq

Kmax
eq

)m
. (4.16)
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Формула (4.16) называется масштабирующим законом для
приращения фронта трещины. Сделаем еще одно упрощение
в(4.16), заменив Keq величиной KI.

На рис. 4.6 приведено сравнение траекторий распростране-
ния круговой ненагруженной трещины в растягиваемом бес-
конечном материале, полученных по KI-критерию с условием
(4.3) и масштабирующий закон (4.16) с условием (4.2).

Масштабирующий закон (4.16) для величины приращения
фронта трещины также использовался для описания распро-
странения трещин от двух параллельных круговых зародыше-
вых трещин (рис. 4.7). Радиусы зародышевых трещин равны
1 м, расстояние между ними – 0.4 м, параметры в (4.16) бы-
ли выбраны равными m=2.1, Lmax=0.1 м. Задача усталост-
ного распространения трещин была решена в двух постанов-
ках: ненагруженные трещины (p = 0) распространяются в
материале, находящемся под действием растягивающих на-
пряжений σ∞ = 1МПа; трещины, нагруженные давлением
p = 1МПа, помещены в свободный от внешних напряжений
материал σ∞ = 0. Для определения направления распростра-
нения был использован критерий (4.3). Величина приращения
рассчитывалась по масштабирующему закону (4.16).

4.3. Критерии поворота фронта трещины
в трехмерном случае

4.3.1. Формулировка критерия распространения
трещины в трехмерном случае

Во многих работах, посвященных моделированию распростра-
нения трехмерных трещин в пространстве [8, 11, 12, 14, 15, 126],
направление распространения фронта трещины описывается
исключительно углом отклонения θ без учета моды КИН III
(рис. 4.8, а). В таких работах используется критерий МТН
(4.2) для расчета угла поворота трещины θ при описании рас-
пространения трещин под действием смешанного нагружения.
Угол поворота трещины θ рассчитывается либо по формуле
(4.2), либо неявно на основе условия (4.3). Плоский критерий
(4.1) (или (4.5)) и (4.2) (или (4.3)) используется в монографии
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Рис. 4.8. Критерий распространения трещины и отклонение
фронта: а — плоское смешанное нагружение; б — трехмерное

смешанное нагружение.

в качестве первого приближения для определения приращения
фронта трещины и его направления. Однако для реалистич-
ного предсказания траектории трещины в случае произволь-
ной смешанной нагрузки необходимо использовать трехмерные
критерии, учитывающие все три моды КИН I, II и III [200, 202]
(рис. 4.8, б). Углы поворота θ и кручения ψ определяют на-
правление распространения трещины в каждой точке фронта
l ∈ Γ. Рассмотрим критерий распространения трещины для
определения углов поворота и кручения в случае смешанного
нагружения трещины, описанный в [18]. Для определения этих
углов используются условия

KII(θ(l)) = 0, KIII(ψ(l)) = 0. (4.17)

Углы θ и ψ связаны между собой, как показано на рис. 4.9.
Напишем формулу, определяющую эту связь:

tanψ =
L(sin(θ + ∆θ)− sin θ)

∆l
. (4.18)
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Рис. 4.9. Угол поворота θ и угол кручения ψ определяют направ-
ление распространения фронта трещины.

В предположении о малости значений ψ, θ, ∆θ и ∆l в (4.18)
получается зависимость угла кручения от производной угла
поворота по координате l вдоль фронта

ψ(l) =
L(l)∆θ

∆l
= L(l)

∂θ

∂l
(θ(l)). (4.19)

Таким образом, третья мода КИН может быть записана как
функция угла поворота

KIII(ψ(l)) = KIII(θ(l)), (4.20)

что позволяет переписать условие (4.17) только для угла пово-
рота θ

KII(θ(l)) = 0, KIII(θ(l)) = 0. (4.21)

4.3.2. Неявный алгоритм выполнения критериев
распространения

Так как KIII зависит от производной от угла поворота трещины
по координате l (4.19), то выполнить второе условие в (4.21) в
каждой точке фронта Γ невозможно. Поэтому мы объединили
моды КИН KII и KIII с весовым коэффициентом β в один функ-
ционал и определили этот функционал через интеграл по всей
длине фронта на новом шаге распространения трещины t+∆t:
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F (t+ ∆t, θ(l)) =

∫
Γ

(1− β)K2
II(t+ ∆t, θ(l)) + βK

2
III(t+ ∆t, θ(l))dl.

(4.22)
Угол поворота трещины в критерии распространения при сме-
шанном трехмерном нагружении определим как угол θ∗(l), при
котором функционал F принимает минимальное значение:

F (t+ ∆t, θ∗(l)) = min
θ(l)

F (t+ ∆t, θ(l)). (4.23)

Оптимизационная задача минимизации функционала (4.23)
решается итерационно:

F s+1 =
∑
j∈ΓN

(1− β)

(
Ks

II j +
1

æII
∆sθj

)2

+

+β

(
K
s
III j +

Lj
æIII

∆sθj+1 −∆sθj
lj+1 − lj

)2

, (4.24)

где ∆sθj = θs+1
j − θsj и s — номер итерации, ΓN — множество

индексов точек, принадлежащих фронту.
На каждой итерации s + 1 углы θs+1

j рассчитываются как
точки минимума функционала (4.24) путем решения СЛАУ:

∂F s+1

∂θs+1
j

= 0, j ∈ ΓN . (4.25)

Параметр β позволяет рассматривать различные критерии
распространения. При β = 0 получается критерий МТН. От-
метим, что в настоящее время отсутствует общее мнение по
поводу критерия, наиболее адекватно предсказывающего на-
правление распространения трещины при сложном трехмер-
ном нагружении [200], поэтому в монографии постановка зада-
чи (4.22), (4.23) используется в общей форме. При этом пара-
метр β для решения практических задач должен выбираться
на основе экспериментальной информации.
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4.3.3. Применение неявного алгоритма для де-
монстрации влияния третьей моды КИН

Для демонстрации влияния моды КИН KIII на фронт трещи-
ны было проведено моделирование распространения наклон-
ной круговой трещины. Угол наклона зародышевой трещины
равен α = 50◦. На бесконечности заданы напряжения, равные
σ∞x = −16МПа, σ∞y = −10МПа, σ∞z = −16МПа. Трещина, по-
лученная на основе описанного критерия для β = 0.5, показана
на рис. 4.10. Траектории трещин для различных весовых ко-
эффициентов β в плоскости, проходящей через центр области,
показаны на рис. 4.11.

Распределения трех мод КИН вдоль фронта трещины на
различных шагах ее распространения, полученные при β = 0.5,
показаны на рис. 4.12. Как видно на рисунке, нулевое условие
для мод КИН II и III не выполняется, поскольку фронт трещи-

Рис. 4.10. Форма трещины для среднего значения весового коэф-
фициента β = 0.5.

Рис. 4.11. Траектории наклонных (α = 50◦) круговых трещин,
полученные при различных значениях весового коэффициента

β.
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Рис. 4.12. Распределения КИН вдоль фронта трещины, получен-
ные при β = 0.5: шаг 2 (1); шаг 10 (2); шаг 30 (3).

ны не может повернуться достаточно быстро для того, чтобы
сдвиговые напряжения и смещения в окрестности фронта тре-
щины стали нулевыми. При дальнейшем росте фронт трещины
приближается к плоской кривой (см. рис. 4.10) и значения KII,
KIII уменьшаются (см. рис. 4.12).

Распределения КИН вдоль фронта трещины, полученные
на 30-м шаге распространения, показаны на рис. 4.13 для раз-
личных значений параметра β. Видно, что плоский критерий
распространения (β = 0) приводит к ненулевой моде КИН III,
несмотря на то что значение этой моды должно быть нулевым
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Рис. 4.13. Распределения КИН вдоль фронта трещины, получен-
ные на 30-м шаге распространения при: β = 0 (1); β = 0.5 (2);

β = 0.8 (3).
на фронте плоской трещины. Если же значение третьей моды
КИН III учитывается в критерии распространения (β ≥ 0.5),
то значения КИН III уменьшаются из-за меньшего отклонения
фронта трещины от плоскости.

В рамках описанной постановки невозможно получить пе-
рьеобразную форму фронта и зигзагообразное распределение
модKIII вдоль фронта трещины. Как и указано в [202], [203], по-
лучается гладкое распределение KIII вдоль фронта. Тем не ме-
нее включенный в трехмерную модель распространения крите-
рий включает в себя механизм учета смешанного трехмерного
нагружения.

4.4. Задача о распространении трещины
при квазистатическом нагружении

Применимость описанных выше критериев распространения
трещин будет продемонстрирована на задачах о статическом
нагружении трещин. Рассматриваются два типа трещин: тре-
щина в упругом материале, подверженном растягивающим на-
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пряжениям, и нагруженная давлением трещина в материале,
сжатом внешними напряжениями.

4.4.1. Трещина в упругом материале, подвержен-
ном растягивающим напряжениям

Постановка задачи о наклонной круговой трещине, помещен-
ной в материал, находящийся под действием растягивающих
напряжений, приведена в § 2.4. В отличие от § 2.4, где задача
используется для верификации метода расчета КИН, в настоя-
щем параграфе будет рассматриваться процесс распростране-
ния трещины. Для случая α = 0 легко получить аналитическое
выражение хрупкого квазистатического распространения. Так
как НДС в окрестности фронта трещины для α = 0 харак-
теризуется только первой модой КИН, то критерии совпада-
ют. При распространении трещина вне зависимости от выбора
критерия остается плоской. Если величина растягивающих на-
пряжений σ∞y не превосходит критического значения, опреде-
ляемого условием

KI < KI c, (4.26)

то распространение трещины отсутствует. При этом ширина
трещины увеличивается W (σ∞y , r) (2.131) и ее объем равен

V =
16σ∞y R

3

3E′
. (4.27)

Пока условие (4.26) выполняется, увеличение σ∞y в (4.27)
ведет к увеличению объема трещины V при постоянном ради-
усе трещины R. При дальнейшем увеличении σ∞y выполняется
условие

KI > KI c. (4.28)
Тогда

KI ≡ 2σ∞y

√
R

π
= KI c (4.29)

дает новое положение фронта трещины

R =
πK2

I c

4(σ∞y )2
(4.30)

и объем трещины

V =
π3K6

I c

12E′(σ∞y )5
. (4.31)
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Рис. 4.14. Зависимость радиуса трещины R (а) и напряжения
σ∞y (б) от объема трещины V : аналитическое решение (сплошная

линия); численное (точки).
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Рис. 4.15. Квазистатическое распространение трещины от накло-
ненной на α = 30◦ начальной трещины при растягивающих на-
пряжениях σ∞y : а — форма трещины на 6-м шаге распростране-
ния; б — траектория трещины в сечении z = 0; в — изменение

σ∞y и V в процессе роста трещины.

Рассмотрим зародышевую трещину, описанную в § 2.4, с
R = 1м в упругом материале с E = 20ГПа, ν = 0.2, KI c =
= 3МПа

√
м. Растягивающие напряжения в начальный момент

равны σ∞y = 1МПа, а затем монотонно увеличиваются. После
начала распространения трещины растягивающие напряжения
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Рис. 4.16. Траектории трещины при различных углах наклона:
α = 15◦ (1), α = 30◦ (2), α = 45◦ (3).

σ∞y подбираются по радиусу трещины R так, чтобы удовлетво-
рять условию (4.30). На рис. 4.14 приведено сравнение числен-
ного и аналитического решений задачи о распространении на-
груженной трещины в ненагруженном материале для случая
α = 0.

Полученное численно распространение трещины в случае
ненулевого угла наклона начальной трещины α показано на
рис. 4.15. Траектории трещины при различных углах накло-
на — на рис. 4.16.

4.4.2. Нагруженная давлением трещина в матери-
але, сжатом внешними напряжениями

В этом параграфе рассматривается постановка задачи
(рис. 4.17) о распространении трещин, более подходящая, чем
описанная в § 4.4.1, для верификации критериев распростра-
нения, предназначенных для использования в моделях ГРП.
Плоскорадиальная трещина радиуса R повернута вокруг оси
Oz на угол α. Это может быть как изолированная трещина,
так и зародышевая, ортогональная скважине радиуса Rw. Ма-
териал вокруг трещины сжат напряжениями на бесконечности
σ∞x , σ∞y , σ∞z (напомним, что сжимающим напряжениям соот-
ветствуют отрицательные значения напряжений). Скважина и
трещина нагружены изнутри давлением p. Квазистатическое
распространение трещины обеспечивается подбором этого
давления p на каждом шаге распространения (рис. 4.17).
Алгоритм численного решения задачи о квазистатическом
распространении трещины описан в главе 6.

Моделирование проведено при следующих значениях па-
раметров: E = 20ГПа, ν=0.2, KI c = 3МПа

√
м, R = 1м,
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Rw = 0.5м, α = 30◦, σ∞x = −16МПа, σ∞z = −16МПа. Для
демонстрации влияния внешних напряжений на форму трещи-

z

y

x

'x

α 'y

yσ ∞

xσ ∞

zσ ∞

wR

R

p

p

Рис. 4.17. Полость и трещина, нагруженные давлением p в матери-
але, нагруженном на бесконечности напряжениями с тензором σ∞.

1 22

1

Рис. 4.18. Изометрические проекции трещины, полученные при
квазистатическом распространении: 1 — σ∞y = 8МПа (слева);
2 — σ∞y = 15.9МПа (справа); траектории трещины в сечении

z = 0 (снизу).
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ны было рассмотрено два значения напряжения σ∞y : −8МПа
и −15.9МПа. Изометрические проекции трещины, полученные
при квазистатическом распространении, показаны на рис. 4.18.
На этом же рисунке приведены траектории трещин в сечении
z = 0. Очевидно, что внешние напряжения оказывают опре-
деляющее влияние на траекторию трещины, а используемые
критерии распространения позволяют его учитывать.



Глава 5

Модели для описания
движения жидкости в
трещине

В настоящей главе для описания движения жидкости в тре-
щине используются модель ньютоновской несжимаемой жид-
кости, модель Гершеля–Балкли (Herschel–Bulkley, HB) ненью-
тоновской жидкости и модель слабосжимаемой жидкости.

5.1. Общая модель сжимаемой неньюто-
новской жидкости Гершеля–Балкли

5.1.1. Уравнения движения жидкости в простран-
стве

Рассмотрим наиболее общую форму уравнений движения сжи-
маемой неньютоновской жидкости в приближении Гершеля–
Балкли в трехмерном пространстве. Модель включает в себя
уравнение неразрывности

∂ρ

∂t
+∇ · (ρq) = 0 (5.1)

и уравнение импульса

ρ
D u

Dt
= ∇ · P. (5.2)
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В (5.1), (5.2) u = {ui} — вектор скорости, ρ — плотность жид-
кости и P = {pij} тензор напряжений, который разделяется на
две части

P = −pE + T, (5.3)

где p — скалярная величина, называемая гидродинамиче-
ским давлением, T = {τij} — тензор вязких напряжений
и E = diag(1, 1, 1) – единичный тензор. Тензор вязких на-
пряжений T выражается через тензор скоростей деформаций
D = {Dij} как

T = ηD, for T > τ0, (5.4)

D = 0, for T < τ0. (5.5)

В (5.4),(5.5) компоненты тензора D равны

Dij =
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

, (5.6)

где η — вязкость жидкости, задаваемая в модели Гершеля–
Балкли как

η(D) = KDn−1 +
τ0

D
. (5.7)

Здесь K — показатель консистенции жидкости; n — показа-
тель степени, который отражает степень сдвиговых напряже-
ний, τ0 — критическое сдвиговое напряжение. T и D обознача-
ют вторые инварианты соответствующих тензоров и задаются
следующими формулами:

T =

√
1

2
τijτij , D =

√
1

2
DijDij . (5.8)

В координатной записи уравнения (5.1) и (5.2) выглядят
как

∂ρ

∂t
+
∂ρui
∂xi

= 0, (5.9)

ρ

[
∂ui
∂t

+
∂(uiuj)

∂xj

]
= − ∂p

∂xi
+

∂

∂xj

[
η(D)

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)]
. (5.10)
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5.1.2. Двумерные уравнения движения неньюто-
новской жидкости в трехмерной трещине

Считаем, что ширина (открытие) трещины W намного мень-
ше ее продольных размеров и течение локально эквивалентно
течению между двумя параллельными пластинами. Тогда про-
изводные от компонент скорости по продольным направлениям
вдоль трещины ∂/∂x1, ∂/∂x2 малы по сравнению с производ-
ными по поперечному направлению ∂/∂x3. Компонента скоро-
сти в поперечном направлении мала (u3 ≈ 0), по сравнению с
продольными компонентами скорости. Давление и показатель
консистенции в поперечном направлении не изменяются. Про-
изводными по t в (5.10) пренебрегаем. Нестационарность моде-
ли распространения будет обусловливаться уравнением нераз-
рывности (5.29) через соотношение между открытием трещины
W и поперечной скоростью u3

∂W

∂t
= u3. (5.11)

С учетом сделанных допущений уравнения (5.29), (5.10) могут
быть упрощены. Отбрасывая малые члены из (5.10) для i = 1, 2
получим

∂p

∂x1
=

∂

∂x3

[
η(D)

∂u1

∂x3

]
,

∂p

∂x2
=

∂

∂x3

[
η(D)

∂u2

∂x3

]
. (5.12)

Уравнение (5.10) для i = 3 с учетом принятых допущений вы-
рождается. Проинтегрируем по x3 уравнения (5.12):

η(D)
∂ui
∂x3

=
∂p

∂xi
+Ai, (5.13)

где Ai — некоторые константы.
Далее проведем рассуждения отдельно для ньютоновской

и HB-жидкостей. В ньютоновской жидкости η(D) = µ = const,
τ0 = 0 и из (5.13) следует

ui =
x2

3

2µ

∂p

∂xi
+Ai

x3

2µ
+Bi. (5.14)

С учетом условий при x3 = 0 и x3 = W

ui = 0, i = 1, 2, (5.15)
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находим

ui = −x3
W − x3

2µ

∂p

∂xi
. (5.16)

Из выражений для потоков

qi =

∫ W

0
uidx3, i = 1, 2, (5.17)

и из (5.16) получаем уравнения, связывающие производные от
давления с потоками

qi = −W
3

12µ

∂p

∂xi
. (5.18)

В HB-жидкости кажущаяся вязкость η(D) зависит от ком-
понент скорости, зависящих от x3. Для интегрирования урав-
нений (5.13) перейдем в систему координат, x1 в которой сов-
падает с вектором скорости u. В ней

η(D) = K

(
∂u1

∂x3

)n−1

+ τ0

(
∂u1

∂x3

)−1

. (5.19)

Интегрируя (5.13) с учетом граничных условий (5.15) и выра-
жения для вязкости (5.19), получим

u1 = −nK
−1/n

(n+ 1)

(
∂p

∂x1

)1/n (
(0.5W − zτ )1+1/n − ud(x3)1+1/n

)
,

(5.20)

где

ud(x3) =


0.5W − x3 − zτ , x3 < 0.5W − zτ ,
0, 0.5W − zτ ≤ x3 ≤ 0.5W + zτ ,

x3 − 0.5W − zτ , x3 > 0.5W + zτ ,

zτ = τ0

∣∣∣∣ ∂p∂x1

∣∣∣∣−1

. (5.21)

При выводе выражения для ud(x3) учтена зависимость про-
филя скорости при течении HB-жидкости между пластинами
(рис. 5.1). Аналогичными рассуждениями получим выражение
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Рис. 5.1. Характерный профиль скорости при течении жидкости
Гершеля–Балкли между двумя параллельными пластинами.

для u2. Далее для обоих случаев запишем выражения для по-
токов:

qi =− n

(4n+ 2)(2K)1/n
W 2+1/n

(
∂p

∂xi

)1/n

×

×
(

1− 2zτ
W

)1+1/n(
1 +

2zτ
W

n

n+ 1

)
. (5.22)

В правой части (5.22) выделим первую степень производ-
ных от давления ∂p/∂xi:

qi = − W 3

12ηa

∂p

∂xi
, (5.23)

где ηa — кажущаяся вязкость, которая может быть записана
как через производные от давления ∂p/∂xi (в этом случае при-
мем ηa = ηp), так и через потоки (5.17) (тогда ηa = ηq).

Через производные от давления кажущаяся вязкость для
первого случая (5.20) записывается как

ηa = ηp =
(2K)1/n(2n+ 1)

6n

∣∣∣∣ ∂p∂x1

∣∣∣∣(n−1)/n

W (n−1)/n+

+
(4n+ 2)21/nτ0

3n
∣∣∣ ∂p∂x1

∣∣∣1/nW 1/n

. (5.24)

При переходе в (5.24) к произвольной системе координат ηp
выразится через инвариантный относительно смены системы
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координат градиент давления ηa = ηp(∇p) вместо производной
∂p/∂xi

ηa = ηp(∇p) =
(2K)1/n(2n+ 1)

6n
(W |∇p|)(n−1)/n +

(4n+ 2)21/nτ0

3n(W |∇p|)1/n
,

(5.25)

где

|∇p| =

((
∂p

∂x1

)2

+

(
∂p

∂x2

)2
)1/2

. (5.26)

Для того чтобы получить выражение для кажущейся вяз-
кости через потоки, просуммируем по i = 1, 2 квадраты выра-
жений (5.22) и выразим |∇p| через |q| = (q2

1 + q2
2)1/2, который,

как и |∇p|, инвариантен относительно смены системы коорди-
нат:

ηq =
K

6

(
4n+ 2

n

)n(W 2

|q|

)1−n
+

2n+ 1

3(n+ 1)

τ0W
2

|q|
. (5.27)

Формула (5.27) является двумерным обобщением модели
жидкости со степенным законом на случай жидкости Гершеля–
Балкли. Для жидкости со степенным законом (τ0 ≡ 0) зави-
симость (5.23) с кажущейся вязкостью (5.27) использовалась
в [11, 204], а с вязкостью (5.25) – в [14, 94].

Несжимаемая неньютоновская жидкость

Если плотность жидкости ρ постоянна, то уравнения (5.1) и
(5.9) переписываются как

∇ · u = 0 (5.28)

и
∂ui
∂xi

= 0. (5.29)

Интегрируя уравнение (5.29) по координате x3 и учитывая
соотношения (5.11) и (5.17), можно получить уравнение для
ширины трещины W

∂W

∂t
+
∂q1

∂x1
+
∂q2

∂x2
= 0. (5.30)
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Подстановка выражения для потоков (5.23) в уравнение
неразрывности (5.30) дает следующее уравнение для давления:

∂

∂x1

(
W 3

12ηa

∂p

∂x1

)
+

∂

∂x2

(
W 3

12ηa

∂p

∂x2

)
=
∂W

∂t
, (5.31)

которое в операторной форме записывается как

∇(a∇p) = f, (5.32)

где

a =
W 3

12ηa
, f =

∂W

∂t
. (5.33)

Отметим еще раз, что уравнения для описания движения
ньютоновской жидкости являются частным случаем уравнений
движения жидкости Гершеля–Балкли. Объединение уравнений
(5.30) и (5.18) дает уравнение, подобное (5.31), в котором вме-
сто кажущейся вязкости ηa используется вязкость жидкости µ.

Сжимаемая ньютоновская жидкость

Уравнение для ширины трещины в случае движения сжимае-
мой жидкости получается (аналогично уравнению (5.30)) ин-
тегрированием уравнения (5.9) по координате x3 с учетом со-
отношений (5.11) и (5.17)

∂ρW

∂t
+
∂ρq1

∂x1
+
∂ρq2

∂x2
= 0. (5.34)

В операторной записи оно же выглядит следующим образом

∂Wρ

∂t
+∇ · (ρq) = 0. (5.35)

Так как в случае сжимаемой жидкости плотность не явля-
ется заданным параметром, то для замыкания системы урав-
нений требуется добавить дополнительное уравнение. В слу-
чае слабосжимаемой жидкости используется следующая связь
между давлением и плотностью:

ρ(P ) = ρ0(1 + C0P ), (5.36)
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где C0 – коэффициент сжимаемости. Соотношение (5.36) позво-
ляет исключить плотность из уравнения неразрывности (5.35)
и переписать его в следующей форме:

∂

∂t
[W (1 + C0P )] +∇ · [(1 + C0P )q] = 0. (5.37)

Так же как и в случае несжимаемой жидкости, уравнения для
ширины трещины (5.35) и для потоков (5.12) объединяются в
уравнение для давления (5.32) с коэффициентами

a =
(1 + C0P )W 3

12µ
, f =

∂W (1 + C0P )

∂t
. (5.38)

Как и в § 5.1.2, отметим, что уравнения для описания дви-
жения несжимаемой ньютоновской жидкости являются част-
ным случаем уравнений движения слабосжимаемой жидкости
при нулевом коэффициенте сжимаемости.

5.1.3. Граничные условия для уравнений движе-
ния жидкости в трещине

Трещина в трехмерном пространстве представляется двумер-
ной поверхностью Sn, как показано на рис. 5.2. Через вход-
ную границу Γq жидкость закачивается в трещину из скважи-
ны. Единичная нормаль nq к Γq лежит в плоскости трещины
и направлена от скважины внутрь трещины. Границей Γp(t)
является фронт жидкости, который, отметим, не совпадает с
фронтом трещины Γr(t). На этих границах ставятся граничные
условия для уравнения (5.31):
на фронте жидкости Γp

p|Γp = ppore (5.39)

qn

pΓ

y

z x

nS

1ξ2ξ

qΓ

pn

Рис. 5.2. Криволинейная поверхность трещины в трехмерном
пространстве и ее аппроксимация плоскими элементами.
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и на входной границе

q|xq
= qin · nq, (5.40)

где ppore – давление поровой жидкости в породе, qin = Qin/Lq
– удельный расход жидкости, рассчитываемый по заданному
суммарному расходу Qin и длине Lq входной границы Γq.

Условие (5.40) переписывается в терминах давления с уче-
том уравнения (5.23) как∫

Γq

W 3

12ηa

∂p

∂n
ds = −Qin. (5.41)

Распределение давления p, полученное из решения уравне-
ния (5.32) с граничными условиями (5.39), (5.41), используется
в качестве граничного условия при решении уравнений упруго-
го равновесия (см. главу 2). Кроме того, поток жидкости (5.23)
на фронте жидкости используется для определения скорости
фронта жидкости vf из условия Стефана

vf |Γp =
q

W

∣∣∣
Γp
. (5.42)

При определении положения фронта жидкости Γp(t) считается,
что скорость фронта ему ортогональна.

5.2. Численный метод решения уравнений
движения жидкости

Для простоты изложения рассмотрим сначала метод решения
уравнений модели несжимаемой ньютоновской жидкости, а за-
тем опишем, как на его основе создается метод решения урав-
нений более сложных моделей течения.

5.2.1. Решение уравнений движения несжимае-
мой ньютоновской жидкости

Для решения уравнения (5.31) используется метод конечных
элементов (МКЭ). Область решения разбивается на элементы,
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как показано на рис. 5.2. В каждом элементе выбираются уз-
ловые точки xi, локальная система координат ξ1, ξ2 и форм-
функции элемента φi(ξ1, ξ2), записанные в локальной системе
координат. Все функции, такие как решение p или координаты
точки x внутри элемента, представляются в форме

p(ξ1, ξ2) =

M∑
i=1

piφi(ξ1, ξ2), (5.43)

где φi(ξ1, ξ2) — формфункции элемента, записанные в локаль-
ной системе координат (ξ1, ξ2), pi — значение давления в i-й
(i = 1, ..,M) узловой точке элемента.

Уравнение (5.31) переписывается в слабой формулировке∫
Sn

∇(a∇p)ωdS =

∫
Sn

fωdS, (5.44)

где ω — тестовая функция. По теореме Грина∫
Γp∪Γq

∂p

∂n
dG−

∫
Sn

∇(a∇p)∇ωdS =

∫
Sn

fωdS. (5.45)

Подстановка формфункций элемента в качестве тестовых
функций в 5.45 для каждого элемента уравнений

Kijpi = Qj + Fj , (5.46)

где

Kij =

∫∫
Sn

a∇φi · ∇φj |J |dξ1dξ2, Qj =

∫
∂Sn

a
∂p

∂n
φidG,

Fj = −
∫∫
Sn

fφi|J |dξ1dξ2. (5.47)

Далее уравнения, полученные для всех элементов, собира-
ются в единую систему линейных уравнений, а матрицы жест-
кости для каждого элемента K дают в сумме глобальную мат-
рицу жесткости K

Kp = Q + F, (5.48)
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где p = (p1, ..., pN ) – вектор, состоящий из значений давления
в узловых точках всех элементов, K – матрица размера N×N ,
Q,F – векторы размераN . После решения системы (5.48) пред-
ставление решения (5.43) позволяет найти давление в каждой
точке поверхности.

Для расчета вектора потока жидкости в точке j, которая
принадлежит элементу k, используется формула

qjk = −a(∇pjk), (5.49)

в которой градиент давления в точке элемента рассчитывается
по известным коэффициентам pi:

∇p(ξ1, ξ2) =

M∑
i=1

pi∇φi(ξ1, ξ2). (5.50)

Так как каждая точка принадлежит нескольким элементам, то
производится процедура усреднения

qj =

K∑
k=1

αikqik/

K∑
k=1

αik, (5.51)

где αik – угол раствора элемента k в точке j. Скорость жидко-
сти считается через поток как

vj = qi/Wj . (5.52)

5.2.2. Решение уравнений движения неньютонов-
ской и сжимаемой жидкостей

В случае неньютоновской или сжимаемой жидкости коэффи-
циенты матрицы K и векторов Q,F зависят от решения p,
так как содержат кажущуюся вязкость ηa в (5.38) либо непо-
средственно давление в (5.38). Поэтому система нелинейных
уравнений (5.48) решается итерационным методом релаксации.
В качестве вектора неизвестных выбираются значения давле-
ния. Релаксационный итерационный метод состоит из следую-
щих шагов.

1. На нулевой итерации s = 0 в качестве начального прибли-
жения для давления берется его распределение с преды-
дущего шага по времени ps = pn.
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2. На текущей итерации s по известному распределению
давления в каждой точке рассчитываются коэффициенты
a(ps) и f(ps) из (5.38) или (5.33) и коэффициенты K(ps),
Q(ps), F(ps) системы (5.48).

3. Из решения системы (5.48) рассчитывается вспомогатель-
ное распределение давления p̃ (5.48).

4. Распределение давления на следующей итерации рассчи-
тывается методом релаксации

ps+1 = p̃(rs) + ps(1− rs). (5.53)

Значение релаксационного коэффициента rs на каждой
итерации выбираются таким образом, чтобы ограничить
изменение давления задаваемым значением алгоритма
rmax:

r(s) = rmax
||ps||
||ps − p̃||

. (5.54)

5. Производится переход на следующую итерацию s = s+ 1.
Шаги 2–4 повторяются, пока не выполнится условие уста-
новления

||ps − p̃||
||ps||

< εc. (5.55)

Значения rmax = 0.1 и εc = 10−4 позволяют получить устой-
чивую и достаточно быструю сходимость алгоритма и исполь-
зуются в приведенных ниже расчетах. Ширина криволинейной
трещиныW берется из решения задачи упругости и не являет-
ся постоянной как вдоль поверхности трещины, так и во вре-
мени.

5.3. Верификация алгоритма решения
уравнений движения жидкости

Верификация алгоритма была проведена путем сравнения с
точными решениями ряда задач течения жидкости, а также с
численным решением, полученным по модели радиальной тре-
щины (см. § 1.2.7).
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5.3.1. Плоское движение ньютоновской жидкости
в канале постоянного сечения

Рассматривается течение ньютоновской жидкости в канале по-
стоянной ширины W = 0.05мм, представляющем собой часть
цилиндрической поверхности радиуса R = 0.025м и высо-
ты H = 0.02м, как показано на рис. 5.3. Жидкость с вяз-
костью µ = 4 · 10−3Па · с закачивается в канал с расходом
Qin = 5 см3 / с. Давление на выходной границе задается рав-
ным pout = 105 Па.

Точное решение задачи задается формулой (см. например
[205])

p(l) = 12
µQin

W 3
l + pout, (5.56)

в которой l – расстояние до выходной границы. Относительная
численная погрешность модели течения жидкости демонстри-
рует второй порядок сходимости метода:

Размер сетки Погрешность, %
10× 30 0.0428
20× 60 0.0107
40× 120 0.0027

Низкая погрешность метода позволяет использовать доста-
точно грубые сетки моделировании ГРП.

Рис. 5.3. Схема канала постоянного сечения.
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5.3.2. Плоскорадиальное движение жидкости
Гершеля–Балкли в канале постоянной
ширины при заданном расходе

Рассмотрим радиальное растекание жидкости между двумя
параллельными пластинами, расположенными на расстоянии
W = 0.001м. Радиус входного сечения составляет Rin = 0.1м,
радиус выходного Rout = 1м. В выходном сечении поддержива-
ется постоянное давление Pout = 0. Неньютоновская жидкость,
описываемая по модели Гершеля–Балкли с реологическими па-
раметрами K = 100Па · сn n = 0.5, τ0 = 900Па закачивается
через входное сечение с расходом Q = 0.5 · 10−6 м3 / с.

Задача имеет точное аналитическое решение, приведенное,
например, в [206]:

p(r) =
6µQin

πW 3
ln

(
r

Rout

)
+ pout. (5.57)

На рис. 5.4 показано сравнение распределений давления вдоль
радиальной координаты, полученных аналитически по форму-
ле (5.57) и численно по рассматриваемой двумерной модели с
использованием сетки с Nr=20 элементами вдоль радиальной
координаты и с Nc=12 элементами в окружном направлении.
Погрешность решения не превосходит 1.2%, что позволяет ис-
пользовать достаточно грубые сетки для расчета течения жид-
кости.

r, 

p,
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Рис. 5.4. Распределения давления вдоль радиальной координаты
для радиального течения жидкости Гершеля–Балкли в канале
постоянной ширины с заданным расходом: сплошная линия —
точное решение (5.57); точки — численное решение по двумерной

модели.
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5.3.3. Плоскорадиальное движение жидкости
Гершеля–Балкли в канале постоянной
ширины при заданном перепаде давления

Рассматривается плоскорадиальное движение жидкости меж-
ду двумя параллельными пластинами. Расстояние между пла-
стинами равно W = 0.001м, радиус входной границы равен
Rin = 0.1м. Бингамовская жидкость закачивается через вход-
ную границу с постоянным давлением pin = 1МПа. Показатель
консистенции составляет K = 0.3Па · с, критическое сдвиговое
напряжение варьируется в интервале от τ0 = 0 до 100 Па. Об-
ласть, занятая жидкостью, представляет собой круг с внеш-
ней границей, обозначенной как Rout, на которой поддержи-
вается нулевое давление Pout = 0. С ростом размера области,
занятой жидкостью, сила трения, обусловленная сдвиговыми
напряжениями, растет и вызывает уменьшение расхода жид-
кости Q. Внешняя граница распространяется до тех пор, по-
ка давления достаточно для преодоления сил трения. После
этого, несмотря на наличие перепада давления, бингамовская
жидкость остается неподвижной. На рис. 5.5 показаны зави-
симости расхода жидкости от радиуса фронта жидкости, рас-
считанные по двумерной модели течения жидкости Гершеля–
Балкли для различных значений критического сдвигового на-
пряжения τ0. Пересечение каждой кривой с горизонтальной
осью координат показывает максимальный размер области, ко-
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Рис. 5.5. Зависимости расхода жидкости от радиуса внешней гра-
ницы области, занятой бингамовской жидкостью в канале посто-
янной ширины, для различных значений критического сдвигово-
го напряжения τ0: 1 — τ0 = 0Па; 2 — τ0 = 50Па; 3 — τ0 = 100Па.
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торый может быть достигнут при рассматриваемом давлении
для данной жидкости. Как и следовало ожидать, увеличение
критического сдвигового напряжения приводит к уменьшению
максимального размера области, которую жидкость может за-
нять. Для сравнения, кривая 1, соответствующая ньютонов-
ской жидкости с нулевым критическим напряжением сдвига,
также представлена на рис. 5.5. Видно, что кривая приближа-
ется к горизонтальной оси, но не достигает ее.

5.3.4. Распространение плоской радиальной тре-
щины под действием закачки жидкости
Гершеля–Балкли

Как уже отмечалась выше, предложенная в данной работе мо-
дель выгодно отличается от других имеющихся трехмерных
моделей тем, что она напрямую учитывает как эффект от ство-
ла скважины, так и эффект от переменной вдоль берегов тре-
щины нагрузки, связанной с течением жидкости со сложной
реологией. Это делает ее привлекательной для моделирования
ранней стадии роста трещины ГРП и, в частности, для изу-
чения искривления трещины в окрестности скважины. Обзор
результатов, полученных на основе модели, начнем с анализа
чувствительности поведения трещины в прискважинной зоне
к вариациям входных параметров задачи и, прежде всего, к
параметрам реологии закачиваемой жидкости. В общем слу-
чае ненулевые значения K и τ0 и n 6= 1 соответствуют модели
Гершеля–Балкли.

C этой целью были проведены серии расчетов при следу-
ющих базовых значениях входных параметров. Скважина ра-
диуса Rw = 0.12м повернута вокруг оси x на угол α (угол
наклона скважины), как показано на рис. 5.6. На скважине
имеется плоская поперечная начальная трещина с внешним
радиусом Rin = 0.25м, перпендикулярная скважине. Сжимаю-
щие напряжения в естественном залегании равны σ∞x = σ∞y =
= 16МПа, σ∞z = 12МПа. Механические свойства вмещающей
породы описываются следующими параметрами: модуль Юнга
E = 20ГПа, коэффициент Пуассона ν = 0.2, коэффициент тре-
щиностойкости KIc = 3МПа

√
м. C расходом Qin = 0.1м3 / с в

скважину закачивается неньютоновская жидкость, характери-
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Рис. 5.6. Схема наклонной скважины с зародышевой поперечной
трещиной.
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Рис. 5.7. Зависимость ширины трещины от времени при распро-
странении плоской радиальной трещины при закачке ньютонов-
ской (слева) и неньютоновской (справа) жидкости: сплошная ли-
ния — одномерная модель; точки — трехмерная модель, Nc=32.

зующаяся фактором консистенции K, показателем степени и
критическим значением сдвиговых напряжений τ0.

Было рассмотрено два случая распространения плоской ра-
диальной трещины. В первом случае в скважину закачивается
ньютоновская жидкость с вязкостью µ = 1000Па · с с расходом
Q = 32 · 10−6 м3 / с, а во втором — жидкость Гершеля–Балкли
с реологическими параметрами K = 1000Па · сn, n = 0.5,
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Рис. 5.8. Зависимость радиуса трещины от времени при распро-
странении плоской радиальной трещины при закачке ньютонов-
ской (слева) и неньютоновской (справа) жидкости: сплошная ли-
ния — одномерная модель; точки — трехмерная модель, Nc=32.
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Рис. 5.9. Зависимость давления в скважине от времени при рас-
пространении плоской радиальной трещины при закачке ненью-
тоновской жидкости, полученная на различных сетках: сплош-
ная линия – одномерная модель, 1 – Nc = 32, 2 – Nc = 16; 3 –

Nc = 8.

τ0 = 400Па с тем же расходом. Скважина расположена верти-
кально (α = 0), ее радиус равен Rw = 0.5м. Радиус зародыше-
вой трещины равен Rin = 1м. Порода с упругими свойствами
E = 20ГПа, ν = 0.2, KIc = 3МПа

√
м сжата на бесконечности

следующими напряжениями: σ∞x = σ∞y = 4МПа, σ∞z = 3МПа.
Расчеты были проведены как по трехмерной модели гидрораз-
рыва, так и по одномерной модели радиальной трещины, опи-
санной в § 1.2.7. В трехмерной модели использовалась сетка
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с Nc = 32 элементами в окружном направлении. Сетка для
одномерной модели была выбрана такой, что дальнейшее ее
сгущение не приводило к изменениям результатов.

Распределения давления в скважине и радиуса трещины от
времени приведены на рис. 5.7 и рис. 5.8. Можно заметить, что
расчет радиуса по трехмерной модели вносит некоторую по-
грешность, одинаковую для ньютоновской и неньютоновской
жидкостей. Погрешность трехмерной модели при расчете дав-
ления в трещине незначительна для обеих рассмотренных жид-
костей. На рис. 5.9 показана сходимость давления, полученно-
го по трехмерной модели, к точному решению, полученному по
радиальной модели, при сгущении сетки.

5.4. Моделирование распространения
трехмерной трещины, вызванного
закачкой жидкости Гершеля–Балкли

5.4.1. Чувствительность поведения трещины к уг-
лу наклона скважины

Сначала оценим, как угол наклона скважины влияет на тра-
екторию трещины в прискважинной зоне. Расчеты были про-
ведены для следующих реологических параметров жидкости:
K = 0.075Па · с, n = 1, τ0 = 11Па и различных значений от-
клонения оси скважины от вертикали: α = 0, 15, 30, 45, 60◦. Во
всех случаях (за исключением случая 1, когда результирую-
щая трещина является плоской) форма развивающейся тре-
щины подобна той, что представлена на рис. 5.6. В каждом
радиальном сечении фронт трещины стремится повернуться в
направлении предпочтительной плоскости трещины, которая
перпендикулярна направлению действия минимальных глав-
ных сжимающих напряжений. Можно видеть, что наибольшее
искривление формы трещины по сравнению с другими ради-
альными сечениями имеется в сечении yz. На рис. 5.10 пред-
ставлены расчетные траектории распространения трещины в
радиальном сечении yz, полученные при различных углах на-
клона скважины.
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Рис. 5.10. Траектории трещины в плоскости yz для неньютонов-
ской жидкости с K = 0.075Па · с, n = 1, τ0 = 11Па для различ-
ных углов наклона скважины α = 0 (1), 15 (2), 30 (3), 45 (4),

60◦ (5).

Таблица 5.1. Влияние угла наклона скважины на размер искрив-
ленной части трещины, в диаметрах скважины

Угол
наклона
скважины,
град.

Размер трещины,
отклоняющейся от
ППТ менее, чем на
10◦

Размер трещины,
отклоняющейся от
ППТ менее, чем на
5◦

15 2 3
30 4 7
45 6 9
60 7 10

Как и ожидалось, чем больше угол наклона скважины,
тем большее время (или расстояние) требуется трещине, чтобы
переориентироваться на ППТ-направление. Трещина, распро-
страняющаяся от наклоненной на 60◦ скважины, распростра-
няется в ППТ с точностью в 10◦ (5◦ )при достижении ей ради-
уса в 7 (10) диаметров скважины. Значения размера трещины
для других угол наклона скважины приведены в табл. 5.1.

5.4.2. Чувствительность поведения трещины к
реологическим параметрам жидкости

Рассмотрим, как параметры реологии закачиваемой жидкости
влияют на ее поведение в прискважинной зоне. Анализ чув-
ствительности проведем для угла наклона скважины α = 60◦.
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Рис. 5.11. Формы трещины для α = 60◦ и анализируемые сечения
трещины.

Из трех реологических параметров K, n, τ0 два будем фик-
сировать, а третий будем варьировать в достаточно широких
пределах. При выбранных параметрах форма получающейся
трещины является существенно трехмерной, и для наглядности
рассчитываемых величин мы будем представлять их графики
для нескольких выделенных радиальных сечений трещины. В
силу выбранной ориентации скважины относительно главных
сжимающих напряжений трещина симметрична относительно
плоскости yz и относительно оси вращения Ox (см. рис. 5.6),
поэтому достаточно рассмотреть радиальные сечения только в
одном квадранте.

Далее мы будем рассматривать три сечения (рис. 5.11), ко-
торые соответствуют следующим значениям угловой коорди-
наты ϕ: 0◦ (плоскость yz), 45◦, 90◦ (плоскость xz).

Влияние фактора консистенции

Зафиксируем значения показателя степени n = 1 и критиче-
ского сдвигового напряжения τ0 = 0Па и рассмотрим три раз-
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Рис. 5.12. Траектории трещины в плоскости yz для ньютоновской
жидкости и угла наклона скважины α = 60◦: 1 — K = 0.03Па · с;

2 — K = 0.3Па · с; 3 — K = 3Па · с.

личных значения фактора консистенции K = 0.03, 0.3, 3Па · с.
Такие значения параметров соответствуют реологии ньютонов-
ской жидкости. На рис. 5.12 представлены расчетные траекто-
рии трещины в радиальном сечении yz (ϕ = 0◦). Здесь прямо-
угольник обозначает положение скважины, а ППТ совпадает с
направлением оси Oy. Нетрудно видеть, что чем выше фактор
консистенции, тем траектория трещины более пологая и она
медленнее выходит на направление ППТ.

Профиль раскрытия трещины и давления жидкости в вы-
деленных радиальных сечениях в один и тот же момент вре-
мени показаны на рис. 5.13 и рис. 5.14 соответственно для
низкого и высокого значений фактора консистенции. Пере-
менная r на этих рисунках обозначает радиальную координа-
ту соответствующей точки трещины в цилиндрической систе-
ме координат, ось которой совпадает с вертикальной осью Oz
(см. рис. 5.11), а начало координат – с центром зародышевой
трещины. Можно видеть, что в случае малой вязкости в сек-
торе ϕ = 0◦ и ϕ = 45◦ имеется небольшое сужение трещины:
не более 10–15% от ее максимальной ширины. Однако, срав-
нивая с профилем раскрытия в сечении ϕ = 90◦, мы приходим
к выводу, что имеет место вовсе не сужение, а, скорее наобо-
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Рис. 5.13. Распределение ширины трещины вдоль радиальной
координаты при α = 60◦ для ньютоновской жидкости с K =
0.03Па · с (слева) иK = 3Па · с (справа): 1 — ϕ = 0◦; 2 — ϕ = 45◦;

3 — ϕ = 90◦.
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Рис. 5.14. Распределение давления жидкости вдоль радиальной
координаты при α = 60◦ для ньютоновской жидкости. Усл. обо-

зн. см. рис. 5.13.

рот, расширение трещины в зоне, простирающейся на несколь-
ко диаметров от скважины. В случае высоковязкой жидкости
раскрытие максимально у скважины и монотонно уменьшает-
ся с удалением от нее подобно поведению раскрытия в случае
плоской трещины.

В случае маловязкой жидкости профиль давления более за-
полненный, чем для высоковязкой, как показано на рис. 5.14:
давление почти постоянно на большей части трещины и рез-
ко падает вблизи фронта. Несмотря на некоторое расширение
трещины при ϕ = 0◦ и ϕ = 45◦ (как показано на рис. 5.13,
слева), давление жидкости практически одинаково во всех вы-
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деленных сечениях. В случае высоковязкой жидкости давление
в трещине гораздо более чувствительно к искривлению траек-
тории. В наиболее искривленном сечении (ϕ = 90◦) оно падает
значительно быстрее. Это приводит к заметным различиям в
проникании трещины в породу по разным направлениям. Как
видно на рис. 5.13, проникание в направлении плоскости xz
(ϕ = 90◦) почти на 40% больше, чем в направлении плоско-
сти yz (ϕ = 0◦). В случае маловязкой жидкости это различие
составляет лишь около 8%.

Влияние критического напряжения сдвига

Чтобы показать эффект от критического напряжения сдвига,
зафиксируем значения показателя степени n = 1 фактора кон-
систенции K = 0.03Па · с и рассмотрим два различных значе-
ния критического напряжения сдвига: τ0 = 0Па и τ0 = 1000Па.
При ненулевом значении τ0 такое сочетание параметров соот-
ветствуют реологии бингамовской жидкости. На рис. 5.15 пред-
ставлены рассчитанные траектории трещины в радиальном се-
чении yz. Нетрудно видеть, что в выбранном достаточно широ-
ком диапазоне значений траектория трещины почти нечувстви-
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Рис. 5.15. Траектории трещины в плоскости yz при угле наклона
скважины α = 60◦ для бингамовской жидкости с K = 0.03Па · с:

1 — τ0 = 0; 2 — τ0 = 1000Па.
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тельна к критическому напряжению сдвига. Это связано с тем,
что на раннем этапе развития поперечной трещины из-за ради-
ального растекания скорости сдвига в трещине очень высоки, и
вклад критического напряжения сдвига в сдвиговые напряже-
ния становится пренебрежимо малым. Данный результат будет
обсуждаться более подробно в следующем разделе (5.4.2).

Влияние показателя степени
В этом разделе покажем, как изменение показателя сте-
пени влияет на поведение трещины. Рассмотрим три жид-
кости с одинаковыми значениями фактора консистенции
K = 0.66Па · с и критическим напряжением сдвига τ0 = 0 и
различными значениями показателя степени n = 1, 0.9, 0.8.
Такое сочетание параметров при n 6= 1 соответствует моде-
ли степенной жидкости. На рис. 5.16 представлены рассчитан-
ные траектории трещины в радиальном сечении yz. Профиль
раскрытия трещины и давления жидкости в трех выделенных
радиальных сечениях показаны на рис. 5.17 и рис. 5.18 соот-
ветственно для одного и того же момента времени и для двух
значений показателя степени. Сравнивая кривые, представлен-
ные на рис. 5.12–5.14, с кривыми на рис. 5.16–5.18, приходим
к выводу, что в целом увеличение показателя степени имеет те
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Рис. 5.16. Траектории трещины в плоскости yz при угле наклона
скважины α = 60◦ для степенной жидкости с K = 0.66Па · с:

1 — n = 1; 2 — n = 0.9; 3 — n = 0.8.
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Рис. 5.17. Распределение ширины трещины вдоль радиальной ко-
ординаты при α = 60◦ для степенной жидкости с K = 0.66Па · с,
n = 0.8 (слева) и K = 0.66Па · с, n = 1 (справа): 1 — ϕ = 0◦; 2 —

ϕ = 45◦; 3 — ϕ = 90◦.
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Рис. 5.18. Распределение давления жидкости вдоль радиальной
координаты при α = 60◦ для степенной жидкости. Усл. обозн.

см. рис. 5.17.

же последствия, что и увеличение фактора консистенции: чем
он выше, тем медленнее происходит переориентация трещины
в направлении ППТ. Раскрытие трещины растет с увеличени-
ем показателя степени. Сужения ширины трещины в присква-
жинной зоне практически не наблюдается. С ростом показате-
ля степени усиливается неравномерность распространения тре-
щины вдоль различных радиальных направлений.

Проведенный анализ показывает, что в поперечных трещи-
нах в силу особенности их геометрии не наблюдается суще-
ственного пережатия трещины в окрестности скважины, из-
вестного в нефте- и газодобыче как «pinching». Искривление
и кручение трещины влияет лишь на степень ее проникания в
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породу по различным радиальным направлениям. В рассмот-
ренном случае ориентации скважины относительно внешних
напряжений в сечении, содержащем ось наклонной скважи-
ны, проникание является наименьшим по сравнению с другими
направлениями. Сделанные выводы, однако, не следует непо-
средственно переносить на другие типы геометрий трещины,
например, на трещины ленточного типа (подобные PKN), ко-
торые требуют отдельного исследования.

Влияние параметров реологии при постоянной кажу-
щейся вязкости
Представляется разумным оценивать влияние реологии жид-
кости на процесс развития трещины, выбирая жидкости с раз-
ной реологией, но одинаковой кажущейся вязкости, которая
рассчитывается по формуле [207]

µapp = (Kγ̇n + τ0)/γ̇, (5.58)

где γ̇ есть скорость сдвига.
Как следует из формулы (5.58), кажущаяся вязкость за-

висит от скорости сдвига, которая может существенно разли-
чаться при течении жидкости вдоль трещины гидроразрыва.
Поэтому было решено сравнивать жидкости с одинаковой ка-
жущейся вязкостью, рассчитанной при таких скоростях сдвига,
которые, с одной стороны, рекомендованы при лабораторном
тестировании жидкостей гидроразрыва – в интервале от 5 до
170 с−1 [208] и, с другой стороны, считаются типичными для те-
чения в трещине – 50 с−1 [209]. Для определенности мы выбра-
ли значение скорости сдвига, равное γ̇ = 50 с−1. Расчеты раз-
вития трещины были проведены для случая плоской трещины
(α = 0◦) и четырех жидкостей с различной реологией, которые
являются частными случаями жидкости Гершеля–Балкли:

1) ньютоновская жидкость 1: K = 0.075Па · сn, n = 1,
τ0 = 0Па;

2) ньютоновская жидкость 2: K = 0.3Па · сn, n = 1,
τ0 = 0Па;

3) степенная жидкость: K = 0.66Па · сn, n = 0.8, τ0 = 0Па;
4) бингамовская жидкость: K = 0.075Па · сn, n = 1,

τ0 = 11Па.
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Рис. 5.19. Зависимость давления в скважине от времени при
α = 0: 1 — ньютоновская жидкость 1; 2 — ньютоновская жид-
кость 2; 3 — степенная жидкость; 4 — бингамовская жидкость.

Для последних трех жидкостей кажущаяся вязкость, рас-
считанная по формуле (5.58) при значении скорости сдвига
γ̇ = 50 с−1, одинакова и равняется µapp = 0.3Па · с. Это значе-
ние попадает в интервал, характерный для кросс-линкованных
гелей, использующихся при проведении ГРП. Выбор парамет-
ров для первой жидкости будет пояснен ниже.

На рис. 5.19 в логарифмическом масштабе представлена за-
висимость давления в скважине от времени. Легко увидеть, что
хотя кажущаяся вязкость жидкостей 2–3 при γ̇ = 50 с−1 оди-
накова, средние значения давления для степенной жидкости
(кривая 3) и бингамовской жидкости (кривая 4) существен-
но отличаются от среднего давления, полученного для нью-
тоновской жидкости 2. Различие между кривой 2 и кривыми
3, 4 составляет от 20 до 50%. Это означает, что использова-
ние модели ньютоновской жидкости при моделировании ГРП
с неньютоновской жидкостью может привести к ошибке при
определении давления в скважине величиной от 20 до 50%.

Это объясняется тем, что характерные скорости сдвига на
раннем этапе развития поперечной трещины существенно от-
личаются от значения 50 с−1, которое было использовано при
определении кажущейся вязкости степенной и бингамовской
жидкостей при расчете кривых давления. На рис. 5.20 в разные
моменты времени показаны распределения кажущихся скоро-
стей сдвига вдоль радиальной координаты для случая нью-
тоновской жидкости 2 (K = 0.3Па · с). Кажущиеся скорости
сдвига были посчитаны по формуле [205]
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Рис. 5.20. Распределения кажущихся скоростей сдвига вдоль ра-
диальной координаты в разные моменты времени для случая

ньютоновской жидкости 2.

γ̇ = 6|u |/W, (5.59)

в которой |u | модуль скорости, а W – ширина трещины.

Легко видеть, что графики на рис. 5.20 находятся в интер-
вале 50 ·103 с−1 < γ̇ < 200 ·103 с−1. Это означает, что характер-
ная величина скорости сдвига на начальном этапе распростра-
нения трещины как минимум на три порядка больше величи-
ны, рекомендуемой для лабораторных исследований. Для опре-
деленности выберем величину γ̇ = 50 ·103 с−1 в качестве харак-
терной и рассчитаем кажущуюся вязкость для рассматривае-
мых степенной и бингамовской жидкостей, используя формулу
(5.58). Полученные кажущиеся вязкости для обеих жидкостей
будут приблизительно равны вязкости ньютоновской жидкости
1 µapp = 0.075Па · с, что в четыре раза меньше, чем кажущаяся
вязкость для жидкостей 2–4, рассчитанная при γ̇ = 50 ·103 с−1.
Как видно на рис. 5.19, давление, соответствующее ньютонов-
ской жидкости 1 (кривая 1, µ = 0.075Па · с), близко к давле-
нию, полученному при закачке неньютоновских жидкостей с
той же кажущейся вязкостью, рассчитанной при характерных
для начальной стадии развития трещины значениях скоростей
сдвига (кривые 3, 4).

Такие же различия между кривыми для жидкостей с раз-
личными реологиями наблюдаются на рис. 5.21, где приведены
распределения давления и ширины трещины вдоль радиальной
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Рис. 5.21. Распределения давления жидкости (слева) и ширины
трещины (справа) вдоль радиальной координаты в момент до-
стижения радиусом трещины R = 2.7м: 1 — ньютоновская жид-
кость 1; 2 — ньютоновская жидкость 2; 3 — cтепенная жидкость;

4 — бингамовская жидкость.

координаты в момент времени, когда радиус трещины достиг
R = 2.7м.

Рисунки 5.19 и 5.21 показывают, что правильный выбор ка-
жущейся вязкости позволяет существенно уменьшить погреш-
ность расчета давления в скважине и ширины трещины при
использовании модели ньютоновской жидкости для описания
неньютоновских жидкостей. Для степенной жидкости погреш-
ность уменьшается до 10%, а для бингамовской – до 0.5%.
Ньютоновская жидкость 1 (кривая 1) и бингамовская жид-
кость (кривая 4) имеют один и тот же фактор консистенции
и различаются только значением критического сдвигового на-
пряжения τ0 = 0Па и τ0 = 11Па соответственно. Тот факт, что
кривые 1 и 4 практически совпадают, означает, что движение
бингамовской жидкости на начальном этапе распространения
трещины может описываться по модели ньютоновской жидко-
сти, вязкость которой равна фактору консистенции исходной
жидкости. При этом критическим напряжением сдвига можно
пренебречь. Это объясняется тем, что слагаемое τ0/γ̇ в фор-
муле (5.58) пренебрежимо мало по сравнению со слагаемым
Kγ̇n/γ̇ и не оказывает влияния на кажущуюся вязкость.

Следует отметить, что такой вывод обоснован лишь для вы-
соких значений скоростей сдвига, которые характерны, напри-
мер, для начальной стадии распространения поперечных тре-
щин. Случай умеренных и малых скоростей сдвига рассмотрен
в следующем параграфе.
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Рис. 5.22. Зависимость радиуса трещины от времени при α = 0:
1 — ньютоновская жидкость 1; 2 — ньютоновская жидкость 2;

3 — степенная жидкость; 4 — бингамовская жидкость.

Интересен факт, что радиус трещины менее чувствителен к
реологическим параметрам закачиваемой жидкости и к кажу-
щейся вязкости, в частности. Так, на рис. 5.22 показано измене-
ние радиуса во времени. Видно, что кривые, соответствующие
четырем рассматриваемым жидкостям, слабо отличимы друг
от друга.

5.4.3. Влияние реологии при малых сдвиговых на-
пряжениях

В этом параграфе термин «малые скорости сдвига» означа-
ет такие скорости сдвига, при которых слагаемые в формуле
(5.58) оказывают сравнимое влияние на кажущуюся вязкость.
Для исследования влияния реологии закачиваемой жидкости
на процесс распространения трещины были выбраны следу-
ющие параметры. Радиус скважины, показанной на рис. 5.6,
равен Rw = 0.5м, угол наклона скважины α = 0. Внешний ра-
диус зародышевой поперечной трещины равен Rin = 1м. На-
пряжения породы в естественном залегании равны σ∞x = σ∞y =
= 4МПа, σ∞z = 3МПа. Сама порода характеризуется моду-
лем Юнга E = 20ГПа, коэффициентом Пуассона ν = 0.2, тре-
щиностойкостью KI c = 3МПа

√
м. В скважину закачивается

жидкость с расходом Qin = 32 · 10−3 м3 / с. Базовое значение
фактора консистенции равно K = 1000Па · сn. Значения по-
казателя степени n и критического сдвигового напряжения τ0

варьируются в зависимости от жидкости. Рассмотрены следу-
ющие четыре варианта реологии жидкости (K = 1000Па · сn):
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Рис. 5.23. Зависимость давления в скважине от времени в лога-
рифмическом масштабе при α = 0: 1 — ньютоновская жидкость;
2 — бингамовская жидкость; 3 — степенная жидкость; 4 — жид-

кость Гершеля–Балкли.

1) ньютоновская: n = 1, τ0 = 0Па;
2) бингамовская: n = 1, τ0 = 400Па;
3) степенная: n = 0.5, τ0 = 0Па;
4) Гершеля–Балкли: n = 0.5, τ0 = 400Па.

На рис. 5.23 в логарифмическом масштабе показана зависи-
мость давления в скважине от времени для перечисленных рео-
логических моделей закачиваемой жидкости. Можно видеть,
что наклоны всех четырех кривых относительно оси абсцисс
различаются между собой. Увеличение значения критических
сдвиговых напряжений и уменьшение показателя степени при-
водят к уменьшению угла наклона соответствующей кривой.
Первое происходит за счет увеличения давления, необходимо-
го для развития трещины, при больших значениях времени, а
второе – за счет уменьшения давления при малых значениях
времени. Нетрудно видеть также, что на рассмотренном интер-
вале времени кривая давления в скважине для ньютоновской
жидкости не является хорошим приближением ни для одного
из случаев закачки неньютоновских жидкостей на рис. 5.23.
Необходимо отметить, что это не может быть устранено пу-
тем лишь только подбора вязкости ньютоновской жидкости,
поскольку изменение ее вязкости не приводит к изменению на-
клона кривой давления, а меняет лишь величину ее удаления
от оси абсцисс. Это можно видеть на рис. 5.24, где представ-
лены зависимости давления в скважине от времени в широком
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Рис. 5.24. Зависимость давления в скважине от времени в лога-
рифмическом масштабе при α = 0 для ньютоновских жидкостей

с различными вязкостями: Па · с 500 (1), 1000 (2), 2000 (3).

диапазоне изменения вязкости для случая ньютоновской жид-
кости.

Следует отметить, что погрешность в расчете давления
жидкости влечет за собой погрешность в определении раскры-
тия трещины. В свою очередь, это может привести к непра-
вильным выводам относительно необходимого объема чистого
геля, закачиваемого в скважину перед подачей проппанта, к
ошибкам в расчете профиля закрепленной трещины и, в конеч-
ном счете, к неверному предсказанию продуктивности скважи-
ны после проведения гидроразрыва.

5.4.4. Предельное напряжение сдвига в жидкости
как причина остановки трещины гидрораз-
рыва

Обзор полученных результатов завершим ответом на вопрос:
возможна ли остановка трещины гидроразрыва, распростра-
няющейся под действием закачки жидкости Гершеля–Балкли?
Это вполне уместный вопрос. Реология Гершеля–Балкли пред-
полагает наличие критического напряжения сдвига. Такая осо-
бенность реологии приводит к остановке течения жидкости в
ряде практических случаев ее применения. Примерами могут
служить прокачка через трубу, течение между двумя плоско-
стями (см § 5.3.3), растекание на плоскости и т. д. Естествен-
но было бы ожидать, что использование жидкости Гершеля–
Балкли в качестве жидкости гидроразрыва при определенных
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Рис. 5.25. Распределение модуля скорости жидкости по середин-
ной поверхности трещины при α = 60◦ для жидкости Гершеля–
Балкли с параметрами K = 1000Па · сn, n = 0.5, τ0 = 400Па.

условиях также будет приводить к остановке распространения
трещины, когда давления в скважине не будет достаточно для
преодоления сил трения жидкости о берега трещины. Одна-
ко, для радиальной трещины это не так. Наши расчеты роста
дисковой трещины при постоянном расходе показали, что с ро-
стом трещины давление в скважине не только не растет, но
падает (см, например, кривую 4 на рис. 5.23). Нo, несмотря
на падение давления в скважине, c развитием трещины сила,
которая проталкивает жидкость в трещину, растет пропорци-
онально увеличению раскрытия трещины у скважины.

Для иллюстрации этого утверждения на рис. 5.25 показа-
но распределение модуля скорости жидкости по серединной
поверхности трещины, полученной при α = 60◦ для жидко-
сти Гершеля–Балкли с параметрами K = 1000Па · с, n = 0.5,
τ0 = 400Па. Профили скорости для выбранных радиальных
сечений ϕ = 0, 45, 90◦ (как показано на рис. 5.11) показаны
на рис. 5.26. Можно видеть, что скорость жидкости становит-
ся нулевой только за фронтом жидкости. Это означает, что в
трещине отсутствует зона, где бы жидкость была неподвижна.

Утверждение о невозможности остановки трещины спра-
ведливо не только для дисковой трещины, но и для любой
другой геометрической модели, в которой нет искусственных
ограничений для роста раскрытия трещины у скважины (на-
пример, и для геометрии, используемой в KGD-модели). При-
мером таких ограничений является слой более сильно нагру-
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Рис. 5.26. Распределение модуля скорости жидкости вдоль ради-
альной координаты при α = 60◦ для жидкости Гершеля–Балкли
с параметрами K = 1000Па · сn, n = 0.5, τ0 = 400Па: 1 — ϕ = 0◦;

2 — ϕ = 45◦; 3 — ϕ = 90◦.

женной породы, который препятствует росту трещины вдоль
скважины. Геометрия трещины, распространяющейся при на-
личии сильно нагруженного слоя породы, хорошо описывает-
ся в рамках модели PKN, которая, по сути, является моде-
лью течения в трубе переменной длины. В случае модели PKN
остановка течения в трещине и ее роста представляется вполне
вероятной. Возможными сценариями, при которых остановка
трещины гидроразрыва, распространяющейся под действием
закачиваемой жидкости Гершеля–Балкли, могут быть дости-
жение критических с технологической точки зрения значений
давления в скважине в случае закачки с постоянным расходом
либо остановка трещины в случае закачки с поддержанием по-
стоянного давления в скважине.

5.5. Моделирование распространения тре-
щины, вызванного закачкой слабо-
сжимаемой жидкости

Влияние сжимаемости жидкости на процесс распространения
трещины будет показано путем сравнения распространения
трещин, вызванных закачкой жидкости с одинаковыми свой-
ствами и различной сжимаемостью. Согласно [210], значение
коэффициента сжимаемости для нефти варьируется в интер-
вале C0 ∈ [0.3; 20]·10−9 Па−1. Коэффициент сжимаемости воды,
которая является основным компонентом жидкости гидрораз-

229



t, 10-2⋅

p,
 

2 4 6 8 10

30

40

50

2
3

4
0

1
3

2
1

0

4

t, 

p,
 

10-2 10-1

30

40

50

60

Рис. 5.27. Зависимости давления в скважине от времени при
α = 0◦ (слева) и при α = 60◦ для жидкостей различной сжимае-
мости: C0 = 20·10−9 (1); 10·10−9 (2); 5·10−9 (3); 2.5·10−9 Па−1(4);

0 – несжимаемая жидкость.

рыва, равен C0 = 0.46 ·10−9 Па−1, то есть тоже находится внут-
ри указанного интервала. Поэтому для демонстрации влияния
сжимаемости были выбраны параметры реологии жидкости,
соответствующие ньютоновской жидкости 1 из § 5.4.2, свой-
ства породы и скорость закачки жидкости также были взяты
из этого параграфа.

На рис. 5.27 показаны зависимости давления в скважине
от времени при α = 0 и 60◦ для жидкостей различной сжима-
емости. Легко видеть, что при малом коэффициенте сжимае-
мости жидкости C0 < 2.5 · 10−9 Па−1) трещина ведет себя так
же, как при закачке несжимаемой жидкости. Увеличение ко-
эффициента сжимаемости приводит к увеличению давления в
скважине, необходимого для поддержания постоянного расхо-
да. Такое увеличение может составлять до 20% при коэффи-
циенте сжимаемости C0 = 20 · 10−9 Па−1. На рис. 5.28 пока-
заны распределения давления и ширины трещины вдоль ради-
альной координаты, полученные при закачке жидкостей раз-
личной сжимаемости в наклонную скважину (α = 60◦) в мо-
мент достижения трещинами радиуса 0.7м. Видно, что разли-
чие между ширинами трещин, полученных при закачке сжима-
емой и несжимаемой жидкости, может достигать 30%. Кроме
того, пережатие трещины в окрестности скважины отсутству-
ет, так же как в расчетах, проведенных в § 5.4.2.

В то же время сжимаемость жидкости оказывает слабое
влияние на траекторию трещины. Траектории трещины в плос-
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Рис. 5.28. Распределения давления (слева) и ширины трещины
(справа) вдоль радиальной координаты при α = 60◦ для жидко-

стей различной сжимаемости. Усл. обозн. см. рис. 5.27.
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Рис. 5.29. Траектории трещины в плоскости yz для α = 60◦,
полученные при закачке жидкости различной сжимаемости. Усл.

обозн. см. рис. 5.27.

кости yz при угле наклона скважины α = 60◦, полученные при
закачке жидкости различной вязкости, различаются незначи-
тельно (рис. 5.29).

На основании приведенного исследования можно сделать
вывод, что сжимаемость жидкости оказывает влияние на дав-
ление и ширину трещины, но практически не сказывается на
траектории трещины. Таким образом, сжимаемость необходи-
мо учитывать при моделировании ГРП, так как вызванное
сжимаемостью жидкости повышение давления может привести
к превышению технологических ограничений насосов, а изме-
нение увеличение ширины трещины – к уменьшению глубины
проникновения проппанта. Траектория же трещины может, по
крайней мере в случае поперечных трещин, рассчитываться на
основании модели ньютоновской несжимаемой жидкости.
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Глава 6

Метод совместного
решения уравнений
трещины гидроразрыва

При описании распространения трещины ГРП можно выде-
лить три основных режима в зависимости от того, на какой
из процессов расходуется основная часть энергии: разрушение
породы, вязкая диссипация из-за течения жидкости, потери
энергии из-за ее утечки в породу [211]. В первом случае, ко-
гда вязкие эффекты в жидкости и утечка в породу оказыва-
ют пренебрежимо малое влияние на процесс развития трещи-
ны по сравнению с процессом разрушения породы, для описа-
ния движения жидкости можно использовать модель невязкой
жидкости. Согласно [211], это оправдано в редких случаях тре-
щин большой длины в прочных, слабопроницаемых породах
при использовании жидкостей с малой вязкостью. При описа-
нии основной части трещин ГРП необходимо учитывать вяз-
кие эффекты и применять одну из моделей вязкой жидкости.
В настоящей главе будут описаны алгоритмы совместного ре-
шения уравнений упругого равновесия (см. главу 2), течения
жидкости (см. главу 5) и разрушения породы (см. главу 4) для
случаев использования моделей вязкой и невязкой жидкостей.
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6.1. Квазистатический рост трещины

Пусть есть зародышевая трещина, фронт которой задан вер-
шинами x0

i , i = 1, ..., Nfr. Случаи ненагруженной трещины в
растягиваемой среде и нагруженной в сжимаемой среде объ-
единены в алгоритме через обобщенное давление нагружения
трещины p. Пошаговое распространение трещины обозначает-
ся верхним индексом n. Общая схема алгоритма расчета рас-
пространения трещины приведена на рис. 6.1. Итерационный
процесс

pm+1 = P(pm) (6.1)

вводится в алгоритме для достижения выполнения условия

max
i
KI(x

n+1 s
i , pm) = KI c. (6.2)

Итерациями

Ls+1
i = L(Lsi ), θs+1

i = Q(θsi ) (6.3)

достигается выполнение условий

KI(x
n+1 s
i , pm) = KI c, KII(x

n+1 s
i , pm) = 0 (6.4)

в каждой вершине фронта трещины на (n + 1)-м шаге ее рас-
пространения.

Итерационные схемы (6.1) и (6.3) построены на основе ме-
тодов решения уравнений (6.2) и (6.4) соответственно. В пред-
ставленном на рис. 6.1 алгоритме на каждом шаге распростра-
нения в каждой вершине фронта трещины критерии (4.5) и
(4.3) реализуются итерационно с заданной точностью. Если в
качестве критерия распространения взять масштабирующий
закон для приращения фронта трещины (4.16), а направле-
ние распространения непосредственно определять по формуле
(4.2), то алгоритм значительно упростится и будет выглядеть
как на рис. 6.2. Траектории трещин, рассчитанных по пред-
ставленным на рис. 6.1 и рис. 6.2 алгоритмам, будут сравнены
в главе 7.
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Рис. 6.1. Блок-схема алгоритма квазистатического роста трещины.
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Рис. 6.2. Блок-схема алгоритма усталостного роста трещины.

6.2. Рост трещины под действием вязкой
жидкости

При нагружении трещины давлением течения вязкой жидко-
сти (описание модели течения приведено в главе 5) в алгоритм
распространения вводятся фронт жидкости, обозначаемый его
вершинами xnf,i, и фронт трещины c вершинами xnr,i, а также
отставание фронта жидкости от фронта трещины Lr,i. В рабо-
те алгоритма участвует объем жидкости V n, вычисляемый по
раскрытию трещины

V n =

∫
S+

WndS. (6.5)

Задача «гидродинамика–упругость» в алгоритме на рис. 6.3
дает соотношение между раскрытием трещины Wn+1,s и дав-
лением pn+1,s, создаваемым течением жидкости в трещине при
положении фронта трещины xn+1,s

r,i и фронта жидкости xnf,i.
Схема алгоритма решения задачи «гидродинамика–упругость»
представлена на рис. 6.4.
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Рис. 6.3. Блок-схема алгоритма динамического роста трещины,
обусловленного течением вязкой жидкости.

Итерационный процесс ∆tk+1 = T(∆tk) вводится для до-
стижения выполнения условия

max
i

∣∣∣vm+1,k
i

∣∣∣ = vf , (6.6)

выравнивающего максимальную скорость жидкости на ее
фронте с кинематическим условием заданного максимально-
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Рис. 6.4. Блок-схема алгоритма решения задачи
«гидродинамика–упругость».

го приращения фронта жидкости L0
f за промежуток времени

∆t, вычисляемый по динамике объема трещины.



Глава 7

Примеры трехмерного
моделирования
распространения трещин
гидроразрыва пласта

7.1. Верификация трехмерной модели на
одномерных задачах распростране-
ния трещин

7.1.1. Распространение поперечной радиальной
трещины

Для верификации модели распространения трещины, нагру-
женной течением вязкой жидкости, проведено моделирование
плоскорадиального распространения трещины под воздействи-
ем закачиваемой в нее вязкой жидкости и сравнение с результа-
тами, полученными по одномерной плоскорадиальной модели,
описанной в § 1.2.7. Задача решена при значениях парамет-
ров: E = 20ГПа, ν = 0.2, KI c = 3МПа

√
м, σmin = 3МПа,

µ = 1000Па · с, Qin = 16 см3 / с, QL = 0. Зародышевая трещи-
на имела радиус R0 = 1м, радиус скважины Rw = 0.5м. Эта
же задача решена с помощью трехмерной модели распростра-
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Рис. 7.1. Скважина и поверхность трещины на различных шагах
распространения (слева – скважина с зародышевой трещиной).
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Рис. 7.2. Зависимости радиуса трещины R (а) и давления зака-
чиваемой жидкости в скважине p (б) от времени: одномерная

модель § 1.2.7 (сплошная); трехмерная модель (точки).

нения, в которой использовался МГЭ/МТ (см. § 2.2.6). При
этом в постановку задачи введена полость скважины с радиу-
сом Rw = 0.5м, на которой задавалась зародышевая трещина
с радиусом фронта R0 = 1м (рис. 7.1). Предполагалось, что
критерий распространения трещины ((1.78) для радиальной и
(4.5) для трехмерной моделей) выполняется с самого начала
решения задачи. Это достигается подбором величины шага по
времени ∆t, при котором объем жидкости, требуемый для со-
здания давления распространения, будет закачан. Сравнение
решений задачи о распространении плоскорадиальной трещи-
ны, полученных по одномерной и трехмерной моделям, пред-
ставлено на рис. 7.2.
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7.1.2. Сравнение с аналитическим решением, по-
лученным для режима распространения с
доминирующей вязкостью

В работе [211] выделено два режима распространения трещины
в зависимости от эффектов, оказывающих наибольшее влияние
на поглощение энергии: режим распространения с доминиру-
ющей вязкостью, в котором большая часть энергии поглоща-
ется вязкими эффектами при течении жидкости в трещине, и
режим распространения с доминирующей трещиностойкостью,
в котором большая часть энергии расходуется на разрушение
породы. Режим с доминирующей трещиностойкостью характе-
ризуется сильным градиентом давления в окрестности фрон-
та жидкости. Если сделано предположение о бесконечной ма-
лости величины отставания фронта жидкости от фронта тре-
щины, то этот градиент давления описывается аккуратно. В
этом предположении давление на фронте трещины бесконечно
и необходимо применение специальных процедур для его опи-
сания. В трехмерной модели распространения трещины отста-
вание фронта жидкости от фронта трещины описывается явно,
и точный расчет градиента давления требует большого коли-
чества вычислительных ресурсов. Поэтому моделирование рас-
пространения и сравнение с решением, представленным в [211],
приведено только для трещины, распространяющейся в режи-
ме с доминирующей вязкостью.

Для верификации трехмерной модели распространения
трещины проведены численное моделирование распростране-
ния плоскорадиальной трещины в режиме распространения с
доминирующей вязкостью и сравнение результатов с анали-
тическим решением, полученным в работе [211]. Для сравне-
ния рассматривается скважина радиуса Rw = 0.02м с круго-
вой зародышевой трещиной радиуса Rw = 0.079м, находяща-
яся в упругой среде, сжатой на бесконечности напряжениями
σ∞x = σ∞y = σ∞z = 41.4МПа. Среда характеризуется модулем
Юнга E = 38.8ГПа, коэффициентом Пуассона ν = 0.15 и тре-
щиностойкостью KI c = 1МПа ·

√
м. Ось скважины совпадает с

осью y (α=0). В скважину закачивается жидкость с вязкостью
µ = 0.08Па · с и расходом Qin = 0.053м3 / с.
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Рис. 7.3. Зависимости размерных (слева) и безразмерных (спра-
ва) радиусов трещины от времени: сплошная линия — трехмер-
ная модель; штриховая — аналитическое решение [211]; точки —

численное решение [211].

На рис. 7.3 приведена зависимость радиуса трещины R от
времени t, полученная по 3D-модели. Там же приведено срав-
нение зависимости безразмерного радиуса трещины γm от без-
размерного времени Km с полученными численно и аналитиче-
ски в [211]. Безразмерные параметры вычислены по указанным
в [211] формулам

γm = R(t)/L(t), L(t) =

(
E′Q3

int
4

12µ

)1/9

, (7.1)

Km = 4KI c

(
2

π

)1/2( t2

(12µ)5Q3
inE
′13

)1/18

. (7.2)

На рис. 7.4 приведены распределения безразмерных ширины

Ωm =
w

εL
, ε =

(
12µ

E′t

)1/3

(7.3)

и давления
Πm =

p

E′ε
(7.4)

вдоль безразмерного радиуса ρ = r/R в моменты времени
t = 10 с, t = 40ч, которым соответствуют значения безраз-
мерного времени Km = 0.15 и 0.45. Там же приведены распре-
деления безразмерных ширины и давления, рассчитанные ана-
литически и по программе Loramec, описанной в [212, 213], при-
веденные в [211] для тех же моментов безразмерного времени.
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Рис. 7.4. Распределения безразмерной ширины трещины (слева)
и безразмерного давления (справа) вдоль радиуса трещины: 1 —
трехмерная модель Km=0.15; 2 — трехмерная модель Km=0.45;
3 — аналитическое решение [211] Km=0; 4 — численное решение

[211] Km=0.15; 5 — численное решение [211] Km=1.5.

Значению Km = 1.5 соответствует физическое время t = 300
лет, которое не может быть рассчитано по трехмерной модели,
поэтому вместо него был выбран момент безразмерного време-
ни Km = 0.45.

Трехмерная модель предназначена для расчета начальной
стадии гидроразрыва, в которой трещина находится в режиме
распространения с доминирующей вязкостью. В этом режиме
погрешность при расчете ширины и давления составляет не
более 10% (рис. 7.4).

7.2. Моделирование распространения
продольной трещины в трехмерной
постановке

7.2.1. Квазистатическое распространение про-
дольной трещины от скважины с круговы-
ми пропилами

Описываемая в монографии модель трехмерного распростра-
нения трещины была применена для моделирования распро-
странения трещины в условиях эксперимента зарождения тре-
щины от скважины с пропилами, описанного в [176]. Целью
эксперимента было изучение инициации нескольких трещин
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Рис. 7.5. Схема зародышевых трещин, наблюдаемых в экспери-
менте (см. § 3.3.3).

от скважины с несколькими пропилами (рис. 7.5), при кото-
ром возможна реализация одного из сценариев: распростране-
ние одной продольной трещины или нескольких поперечных.
Инициация трещины для двух из проведенных экспериментов
описана в § 3.3.3, а настоящий параграф посвящен моделиро-
ванию распространения зародившихся трещин, для демонстра-
ции возможностей численного алгоритма описывать эволюцию
трещин разных типов.

В экспериментах Test1 и Test2 [176] глубина пропилов со-
ставляла 0.125 и 0.375 диаметров скважины. Наблюдалось за-
рождение трещины на поверхности скважины между двумя
пропилами. Моделирование распространения трещины было
проведено в рамках квазистатического подхода, что позволя-
ет исключить часть алгоритма, отвечающую за решение за-
дачи «гидродинамика–упругость». На каждом шаге распро-
странения трещины давление в скважине, пропилах и трещине
одинаково. Это существенно снижает требования к вычисли-
тельным ресурсам и позволяет использовать более подробную
расчетную сетку и меньший шаг распространения трещины.
С той же целью использовалась бесконечная расчетная об-
ласть вместо блоков конечного размера, применяемых в экс-
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Рис. 7.6. Форма трещины в различные моменты процесса рас-
пространения.

периментальном исследовании. Следует отметить, что в экспе-
риментах использовались блоки достаточно большого размера,
чтобы такое упрощение не влияло на результаты моделирова-
ния. На рис. 7.6 показана форма трещины в различные мо-
менты процесса распространения. Все параметры, за исключе-
нием вязкости жидкости, соответствовали эксперименту Test2
(см. § 3.3.3). Трещиностойкость материала и его прочность на
разрыв были заданы равнымиKI c = 1МПа

√
м и σc = 5.2МПа.

Распространяясь, трещина продвигается по поверхности
скважины, «обтекая» пропилы. Для аккуратного описания
процесса «обтекания» трещиной пропилов необходимо было ис-
пользовать подробную расчетную сетку и маленький шаг при-
ращения трещины. Это можно считать недостатком предлага-
емой модели, затрудняющим ее применение с учетом вязкости
жидкости при описании распространения трещины в сложных
геометрических областях.

Использование же квазистатического подхода приводит к
занижению давления из-за отсутствия учета вязких эффектов
в жидкости. Так, в рассматриваемом примере давление в сква-
жине, полученное в расчетах, составляло p = 25–30МПа, что
меньше наблюдаемого в эксперименте, варьирующегося в ин-
тервале p = 52–64МПа. Наблюдаемая в расчетах скорость рас-
пространения трещины очень высока, и трещина «обтекает»
пропилы менее чем за секунду. То есть влияние пропилов на
распространение трещины невелико и проявляется только при
инициации трещины и в первые мгновения ее распространения.
Таким образом, при моделировании распространения трещин
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(но не инициации!) более адекватным представляется исполь-
зование динамического подхода в сочетании с упрощением гео-
метрии области.

7.2.2. Динамическое распространение продоль-
ной трещины

В условиях радиального сжатия σH = σh = σv = 16МПа среды
с упругими свойствами E = 20ГПа, ν = 0.2, KI c = 3МПа

√
м

рассмотрена задача распространения продольной зародыше-
вой трещины (рис. 7.7). Зародышевая трещина имеет попе-
речный размер 0.2м и продольный размер 0.5м, радиус сква-

Рис. 7.7. Распространение продольной трещины: 1 — зародыше-
вая трещина в момент t = 0; 2 — трещина в момент t = 79 с;
3 — t = 378 с; 4 — раскрытие левого крыла трещины в момент

3, увеличенное в 200 раз.
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Рис. 7.8. Зависимость давления в источнике закачки от времени.
Продольная трещина.
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жины Rw = 0.5м. Трещина распространяется под действием
закачиваемой с расходом Qin = 10−5 м3 / с вязкой жидкости
µ = 1000Па · с в оба крыла трещины. На рис. 7.8 показаны за-
висимости давления в источнике закачки от времени. Время
рассчитывается по формуле t = V/Qin, где V — объем трещи-
ны.

7.3. Влияние основных параметров на
распространение продольной трещи-
ны

Для демонстрации возможностей трехмерной модели распро-
странения трещины и качественной верификации алгоритма
сформулируем вспомогательную задачу и проведем анализ
чувствительности криволинейной трещины к основным ее па-
раметрам.

7.3.1. Постановка вспомогательной задачи для
анализа чувствительности процесса распро-
странения

Рассматривается скважина с продольной зародышевой трещи-
ной, в которую с расходом Qin = 16 см3 / с закачивается жид-
кость с вязкостью µ = 1000Па · с. Скважина находится в по-
роде, характеризующейся параметрами E = 20ГПа, ν = 0.2,
KI c = 3МПа

√
м. Порода сжата на бесконечности напряжени-

ями σh = 30МПа и σH = 50МПа, действующими в плоско-
сти, ортогональной к скважине, и напряжением σv = 60МПа,
действующим в направлении оси скважины (рис. 7.9). Радиус
скважины равен r = 0.04м, полуоси зародышевой трещины,
имеющей эллиптическую форму, равны a = 0.3м и b = 0.1м.
Высота скважины, равная 4a = 1.2м, предполагается доста-
точно большой, чтобы исключить влияние торцов скважины
на трещину в первые шаги распространения. Предполагается,
что давление в скважине одинаково во всех ее точках и рассчи-
тывается как давление в фиктивной точке в центре скважины.
Плоскость трещины предполагается ортогональной направле-
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Рис. 7.9. Геометрия вспомогательной задачи: зародышевая полуэл-
липтическая трещина с полуосями a и b; расчетная сетка для реше-
ния задачи о течении жидкости с фиктивной точкой источника.

нию действия напряжения σh за исключением раздела, посвя-
щенного влиянию угла поворота трещины.

7.3.2. Влияние вязкости жидкости
Для анализа чувствительности трещины к вязкости жидкости
будем варьировать вязкость в интервале µ = 100 – 1000Па · с.
На рис. 7.10 показаны зависимости давления в скважине от
времени, полученные при закачке жидкости с различной вяз-
костью при расходе Qin = 16 см3 / с. Как и следовало ожидать
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Рис. 7.10. Зависимости давления в скважине от времени (слева) рас-
пределения давления вдоль линии симметрии трещины (справа) для
разных значений вязкости µ, Па · с: 100 (1), 250 (2), 500 (3), 1000 (4).
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Рис. 7.11. Зависимости давления в скважине (слева) и длины
трещины (справа) от времени для различных значений скорости

закачки Qin, см3 / с: 2 (1), 8 (2), 16 (3), 32 (4).

(и как описано в § 5.4.2 для случая поперечной трещины), уве-
личение вязкости жидкости приводит к увеличению давления
в скважине. Распределения давления вдоль линии симметрии
трещины, ортогональной к скважине (см. рис. 7.10), показы-
вают, что большие вязкости приводят к большему градиенту
давления в окрестности фронта трещины, тогда как на осталь-
ной части трещины градиенты давления приблизительно оди-
наковы для всех рассмотренных значений вязкости.

7.3.3. Влияние скорости закачки
Скорость закачки (расход) жидкости варьировалась в интерва-
ле Qin = 2 – 32 см3 / с. Как видно из рис. 7.11 (слева), давление
слабо зависит от скорости закачки. Это наблюдение согласует-
ся с полученными аналитически выводами, касающимися ра-
диальной и KGD-моделей [26]. В то же время длина трещины,
замеренная вдоль ортогональной к скважине линии симмет-
рии трещины от источника закачки до фронта трещины, суще-
ственно зависит от скорости закачки (см. рис. 7.11, справа).

7.3.4. Влияние угла наклона начальной трещины
В отличие от анализа, проведенного в предыдущих парагра-
фах, здесь начальная трещина не ортогональна направлению
действия напряжений σh. Определим угол отклонения заро-
дышевой трещины β как угол между нормалью к плоскости
зародышевой трещины и направлением σh. Для демонстрации
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Рис. 7.12. Траектории трещины (слева) и зависимости давления в
скважине от времени (справа) для различных углов отклонения

β: 0◦ (1), 15◦ (2), 30◦ (3), 45◦ (4).
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Рис. 7.13. Распределения давления (слева) и ширины трещины
(справа) вдоль линии симметрии трещины, полученные при раз-
личных углах отклонения β: 0◦ (1), 15◦ (2), 30◦ (3), 45◦ (4).

возможностей модели распространения описывать искривле-
ние трещины, ее выход в предпочтительную плоскость тре-
щины (ППТ) будем варьировать угол отклонения в интервале
β = 0–45◦.

На рис. 7.12 (слева) показаны траектории трещин в попе-
речной плоскости, проходящей через центр зародышевой тре-
щины. Прямая часть траектории соответствует сечению заро-
дышевой трещины. Как видно из рисунка, сразу после начала
распространения траектория трещины терпит излом.

Увеличение угла отклонения, как и ожидалось, приводит к
увеличению давления в скважине (см. рис. 7.12, справа). Ши-
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рина трещины вдоль линии симметрии уменьшается, наблю-
дается так называемое пережатие в области, соответствующей
зародышевой трещине, плоскость которой не ортогональна на-
правлению действия σh (рис. 7.13). При увеличении угла от-
клонения пережатие увеличивается, что влечет за собой и уве-
личение давления, необходимого для закачивания жидкости с
требуемым расходом через узкую часть трещины.

7.4. Моделирование распространения по-
перечной трещины в трехмерной по-
становке

7.4.1. Сравнение квазистатического и динамиче-
ского роста трещины

Проведено сравнение траекторий трещин и зависимостей дав-
ления в скважине от времени, полученных по моделям квази-

1 3

3

1

2

1

2
3

Рис. 7.14. Траектории трещин и их сечения: 1 — квазистатиче-
ский подход; 2 — динамический подход с µ = 100Па · с; 3 —

динамический подход с µ = 1000Па · с.

250



t, 

p,
 

0 10 20 30 400

10

20

30

40

50

60

70

2

3

1

Рис. 7.15. Зависимости давления в скважине от времени: 1 — ква-
зистатический подход; 2 — динамический подход с µ = 100Па · с;

3 — динамический подход с µ = 1000Па · с.

статического и динамического роста трещины. Скважина вы-
соты H = 5м и радиуса Rw = 0.5м с поперечной зародышевой
трещиной радиуса R = 1м в упругой породе с E = 20ГПа,
ν = 0.2 и KI c = 3МПа

√
м наклонена на угол α = 45◦ отно-

сительно главных сжимающих напряжений с главными зна-
чениями тензора напряжений σ∞y = −12МПа, σ∞x = σ∞z =
= −16МПа, как показано на рис. 4.17 (напомним, что сжима-
ющим напряжениям соответствуют отрицательные значения).
Жидкость с вязкостью µ закачивается в трещину с расходом
Qin = 1 · 10−3 м3 / с. Трещина распространяется и пытается пе-
реориентироваться в плоскость, ортогональную σ∞y .

Рассмотрено два подхода для моделирования распростра-
нения трещины. Квазистатический подход не учитывает вяз-
кость жидкости. Динамический подход рассмотрен со значени-
ями вязкости µ = 100 и 1000Па · с. Трехмерные изображения
форм трещин и их сечения, рассчитанные в рамках квазиста-
тического и динамического подходов, показаны на рис. 7.14.
На рис. 7.15 приведены зависимости давления в скважине от
времени, полученные в каждом из подходов.

7.4.2. Влияние скважины на распространение
трещины

На рис. 4.17 была представлена постановка задачи для описа-
ния квазистатического распространения трещины от круглой
зародышевой трещины радиуса R, расположенной на полости
скважины радиуса Rw. Зародышевая трещина перпендикуляр-
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Рис. 7.16. Траектории трещины в задачах со скважиной (1 – 3)
и без скважины (4 – 6): (σ∞x ;σ∞y ;σ∞z ) = −(4; 3; 4)МПа (1, 4),

−(8; 6; 8)МПа (2, 5), −(16; 12; 16)МПа (3, 6).

на оси скважины, которая в свою очередь наклонена под углом
α к вертикальному направлению (ось Oy). Для оценки необхо-
димости учета влияния скважины было проведено моделирова-
ние распространения трещины при наличии и при отсутствии
скважины. Использовались следующие значения параметров:
E = 20ГПа, ν = 0.2, KI c = 3МПа

√
м, R = 1м, Rw = 0.5м,

α = 30◦, σ∞x = −16МПа, σ∞y = −12МПа; σ∞z = −16МПа. На
рис. 7.16 приведены траектории трещины, полученные при раз-
личных значениях внешних напряжений при учете и без учета
скважины. Видно, что наличие скважины влияет на траекто-
рию трещины и скважина должна учитываться при моделиро-
вании начальной стадии распространения трещины.

7.5. Влияние основных параметров на од-
новременное распространение двух
параллельных трещин

7.5.1. Распространение поперечной трещины от
скважины с пропилами

Для анализа взаимного влияния одновременно распространя-
ющихся трещин, которое неизбежно при проведении много-
стадийного ГРП, используются как экспериментальные [176],
так и численные методики [214–216]. В настоящей монографии
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Рис. 7.17. Геометрия зародышевых трещин для эксперимента
Test3: в эксперименте Test3 вместе с зародышевыми трещина-
ми (а); упрощенная геометрия (б); трещина в момент времени

t = 0.25 с (в).

было проведено численное моделирование двух параллельных
трещин, распространяющихся от двух параллельных пропи-
лов, которые наблюдались в экспериментах по разрушению
скважины с пропилами, описанных в § 3.3.3. Как уже ука-
зывалось в § 7.2.1, в эксперименте наблюдался один из сце-
нариев развития трещины: распространение одной продольной
трещины или нескольких поперечных. В экспериментах Test3
и Test4 инициируется и распространяется от внешних ребер
пропилов поперечная трещина. Так как геометрия блоков в
этих экспериментах была идентична, моделирование проведе-
но только для Test3 (E = 20ГПа, ν = 0.2, σH = 20.7МПа,
σh = 15.5МПа, σv = 24.1МПа, σc = 5.2МПа, KI c = 1МПа

√
м,

Qin = 0.5 см3 / с, µ = 1000Па · с, глубина пропилов была равна
диаметру скважины). Геометрия области в окрестности угла
между полукруглым пропилом и скважиной достаточно слож-
на для моделирования (рис. 7.17, а), поэтому требуется чрез-
вычайно маленький шаг приращения трещины для детально-
го описания ее распространения. Для преодоления этой слож-
ности рассматривалась упрощенная геометрия расчетной об-
ласти (рис. 7.17, б). Она состоит из скважины, двух круго-
вых пропилов и двух зародышевых трещин, полученных из ре-
шения задачи инициации с оригинальной геометрией области
(см. рис. 7.17, а) § 3.3.3 [35].

Зародившаяся трещина распространяется вдоль кромки
пропила с высокой скоростью. За t = 0.25 с после начала рас-
пространения трещина огибает большую часть пропила и при-
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обретает практически круговую форму (см. рис. 7.17, в), по-
этому можно считать, что форма зародышевой трещины и ее
положение не влияют на ее распространение, тогда как ориен-
тация играет ключевую роль.

7.5.2. Основные параметры пропилов и их влия-
ние на распространение трещин

Будем исследовать влияние следующих геометрических пара-
метров пропилов на распространение трещин: расстояние меж-
ду пропилами L; глубина пропилов dN; ширина пропилов WN;
угол наклона α (см. рис. 7.18). Базовым набором параметров
будем считать следующие значения: L = 5.08 см, dN1 = dN2 =
= dN = 2.54 см, WN = 0.48 см, α = 0◦, соответствующие пара-
метрам эксперимента Test3.

Расстояние между пропилами

Расстояние между пропилами варьируется в интервале
L = 2.54–10.16 см. На рис. 7.19 показаны зависимости давления
в скважине от времени, формы и траектории трещин в различ-
ные моменты времени, полученные для пропилов, разнесенных
на различные расстояния L.

Легко видеть, что трещины влияют друг на друга тем боль-
ше, чем ближе они расположены. Расстояние между пропила-
ми заметно влияет на давление в скважине (до 8% при измене-
нии расстояния в 4 раза) на первых 10 с распространения, но

WN

α

dN2

L

dN1

Рис. 7.18. Варьируемые геометрические параметры пропилов.
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Рис. 7.19. Влияние расстояния между пропилами L на давле-
ние в скважине (вверху), форму и траектории трещин (внизу):

2.54 см (1), 5.08 см (2), 10.16 см (3).

при дальнейшем распространении влияние существенно сни-
жается и давления становятся практически одинаковыми (раз-
личие не превосходит 2%) при всех рассмотренных значени-
ях L.

Глубина

Глубина пропилов варьировалась в интервале dN = 1.27–
5.08 см. На рис. 7.20 приведены траектории трещин и зави-
симости давления в скважине от времени, рассчитанные при
различных глубинах пропилов. Видно, что увеличение глубины
пропилов слабо влияет на траектории трещин, но существенно
(до 25% при увеличении в 4 раза) снижает давление в сква-
жине.
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Рис. 7.20. Влияние глубины пропилов dN на давление в скважине
(вверху) и траектории трещины (внизу): 1.27 см (1), 2.54 см (2),

5.08 см (3).

Ширина

Ширина пропилов варьировалась в интервале WN = 0.24–
0.96 см. Этот параметр не влияет на давление и траекторию
(рис. 7.21) и при проведении ГРП должен выбираться исклю-
чительно из соображений технологического удобства создания
пропила.

Угол наклона

Напомним, что скважина ориентирована в направлении дей-
ствия напряжения σv, а напряжения σH и σh действуют в плос-
кости, нормальной к оси скважины. Моделирование было про-
ведено при повороте обоих пропилов вокруг оси σh на угол
α = 0–45◦.
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Рис. 7.21. Влияние ширины пропилов WN на давление в сква-
жине (вверху) и траектории трещины (внизу): 0.24 см (1),

0.48 см (2), 0.96 см (3).

Видно, что место зарождения трещин меняется при увели-
чении угла поворота и давление инициации достигает макси-
мума при угле α = 20◦ (рис. 7.22). Распространение моделиро-
валось, начиная с круговых зародышевых трещин вместо пока-
занных на рис. 7.22. Учитывая, что трещина распространяется
вокруг всего пропила за время менее секунды (см. § 7.5.1),
то такое упрощение не оказывает существенного влияния на
процесс.

В предыдущем пункте (7.5.2) было показано, что трещи-
ны взаимодействуют тем сильнее, чем ближе они находятся, и
это взаимодействие отражается на их траектории. На рис. 7.23
(справа) видно, что левая часть верхнего пропила для α = 45◦

ближе к нижнему пропилу, чем его правая часть. Поэтому вли-
яние нижнего пропила на левую часть верхнего (а соответ-
ственно, и нижней трещины на левую часть верхней) сильнее.
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Рис. 7.22. Трещины, зародившиеся от пропилов при различ-
ных углах поворота: 1 – α = 0◦, pinit = 53.6МПа; 2 – α = 10◦,
pinit = 55.7МПа; 3 – α = 20◦, pinit = 59.2МПа; 4 – α = 30◦,

pinit = 56.9МПа; 5 – α = 40◦, pinit = 57.2МПа.
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Рис. 7.23. Влияние угла наклона пропилов на давление в сква-
жине (вверху) и траектории трещины (внизу) α, град.: 0 (1),

15 (2), 30 (3), 45 (4).
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Это приводит к сильному искривлению левой части верхней
трещины при почти плоской правой. В силу симметрии задачи,
аналогичная ситуация наблюдается для левой и правой частей
нижней трещины.

На рис. 7.23 можно увидеть еще один эффект. Так как заро-
дышевые трещины наклонены к плоскости действия минималь-
ных напряжений σv, то трещины должны поворачиваться для
того, чтобы попасть в эту плоскость. Однако соседние трещи-
ны препятствуют реориентации друг друга. Это легко увидеть
для правой стороны верхней трещины. Для α = 45◦ трещи-
на медленно поворачивается в горизонтальную (нормальную к
σv) плоскость, так как соседняя трещина находится достаточ-
но далеко и ее влияние слабо. При α = 0 зародышевая трещи-
на уже находится в нормальной к σv плоскости и не должна
искривляться, но соседняя трещина в этом случае находится
достаточно близко, чтобы вызвать отклонение от нормальной
к σv плоскости.



Глава 8

Методы оптимизации в
задачах распространения
трещин и проектирования
гидроразрыва пласта

8.1. Подходы к оптимизации процесса
ГРП

Цель оптимизационного проектирования процесса ГРП заклю-
чается в максимизации нефте- или газодобычи путем увели-
чения объема пласта, подвергнутого разрыву. Методы опти-
мизации основываются на модели распространения трещины
в упругой среде под действием закачки жидкости. Входными
параметрами, которые могут варьироваться в процессе опти-
мизации, являются форма начальной полости и зародышевой
трещины, давление или скорость закачиваемой жидкости (рас-
писание закачки), ее реологические параметры, параметры по-
роды, выходными параметрами — форма серединной поверх-
ности трещины, распределение ширины, скорость распростра-
нения трещины. Прямая задача оптимизации заключается в
расчете выходных характеристик резервуара на основе вход-
ных параметров. Решая прямую задачу, можно определить гео-
метрию полученной трещины, объем углеводородов, которые
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могут быть получены из скважины, стоимость процесса гид-
роразрыва и т. д. Обратная задача заключается в нахождении
вектора входных параметров, обеспечивающих удовлетворение
заданных критериев итоговой трещины и процесса распростра-
нения. Оптимизация процесса ГРП заключается в решении об-
ратной задачи, в которой необходимо определить параметры
реологических законов жидкости, расписание закачки (т. е. за-
висимости расхода жидкости от времени), условия инициации
трещины (геометрию полости, ориентацию по отношению к на-
пряжениям породы в естественном залегании), которые обес-
печивают необходимое расположение зародышевой трещины,
прямолинейность траектории трещины, равномерное распреде-
ление ширины трещины вдоль серединной поверхности трещи-
ны, отсутствие изломов траектории, минимальную стоимость
процесса ГРП, максимальный объем добычи углеводородов.

В работе [217] проводится оптимизация процесса гидрораз-
рыва пласта для модели PKN [3, 4]. Модель описывает пря-
молинейное распространение трещины, исходящее из линей-
ного источника. Предполагается, что трещина гидроразрыва
имеет постоянную высоту, значительно меньшую длины тре-
щины. При таком допущении изменение параметров трещины
вдоль ее высоты незначительно, и деформацию породы можно
рассматривать в каждом вертикальном сечении изолирован-
но как плоское деформированное состояние. В модели PKN не
учитывается трещиностойкость породы. Считается, что жид-
кость гидроразрыва заполняет всю трещину, механика кончи-
ка трещины не рассматривается. Учитываются фильтрацион-
ные утечки жидкости в породу. Геометрия разрыва рассматри-
вается как функция от следующих параметров, влияющих на
процесс проведения гидроразрыва: вязкость жидкости гидро-
разрыва µ, закон закачки qin, время закачки tin, концентрация
проппанта Pc и длина трещины xf . Высота трещины hf и ее ши-
рина w вычисляются путем решения системы уравнений, осно-
ванной на геометрии трещины и материальном балансе. Опти-
мизационная задача для процесса гидроразрыва заключается в
максимизации общего объема производства за 10 лет при фа-
зовых и эксплуатационных (функциональных) ограничениях.
Для решения оптимизационной задачи используется алгоритм
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INTEMOB (INTElligent Moving Object), идея которого основа-
на на концепциях генетического алгоритма, симплекс-метода и
EVOP-алгоритме (EVolutionary OPeration).

В работе [218] проводится оптимизация процесса гидрораз-
рыва пласта с использованием псевдотрехмерной модели рас-
пространения трещины (P-3D). От модели PKN она отличается
изменением варьируемых параметров вдоль высоты трещины,
что влияет на ее ширину. Постановка и метод решения оптими-
зационной задачи такие же, как в [217]. Результаты работ [217]
и [218] показывают, что предложенный способ решения постав-
ленных оптимизационных задач играет важную роль в улуч-
шении процесса ГРП. Понижение максимального возможного
объема добытого вещества или NPV до 12 % позволяет за 10
лет снизить затраты на проведение ГРП на 44 %.

В работе [219] представлена оптимизация процесса гидро-
разрыва пласта для трехмерной модели. В качестве объекта
исследования рассматривается крупное месторождение слан-
цевого газа Барнетт Шейл. Оно характеризуется семью сло-
ями горных пород и четырьмя наборами соединений в слое
породы. Целью оптимизации процесса гидроразрыва является
максимизация объема породы-коллектора, что в свою очередь
максимизирует объем добытого газа. Для трехмерного моде-
лирования и анализа данных используется программный ком-
плекс ANSYS, для моделирования процесса гидроразрыва —
программа multiPlas, а для калибровки более 200 физических
параметров и оптимизации добычи газа — оптимизационный
инструмент optiSLang. Основной результат моделирования —
параметры трехмерной трещиноватой породы. В процессе ка-
либровки значения физических параметров обновляются до
тех пор, пока время и место измерений сейсмических разло-
мов не покажут достаточно точное согласование с результата-
ми моделирования. Корреляционный анализ optiSLang позво-
ляет выявить значимость варьируемого параметра в изменении
процесса гидроразрыва. Из широкого круга варьируемых пара-
метров наиболее важными являются толщина слоя и его распо-
ложение, упругие свойства породы, гидравлические парамет-
ры, плоскость залегания сланца, расположение и частота изло-
мов этой плоскости. Эти параметры сверяются с данными гео-
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физических исследований скважин. Расширенный функционал
программного пакета поддерживает введение дополнительных
физических эффектов, например тепловых. Откалиброванная
модель использовалась для прогноза дебита газа из скважины.
Предсказанный с помощью откалиброванной модели дебит га-
за показал совпадение с реальным дебитом намного ближе, чем
тот, который был рассчитан только с помощью данных изме-
рений сейсмических разломов. С помощью оптимизационного
проектирования добыча газа была увеличена на 25 %.

В монографии задача оптимального управления процес-
сом гидроразрыва пласта ставится как оптимизационная за-
дача нахождения вектора входных параметров модели распро-
странения трещины, обеспечивающего минимизацию несколь-
ких целевых функционалов. Рассматриваются различные целе-
вые функционалы, построенные на выходных данных модели
распространения трещины. Задача сформулирована в терми-
нах многоцелевого многопараметрического оптимизационного
метода, который основан на комбинации модели распростра-
нения трещины и генетического алгоритма. В качестве моде-
ли распространения трещины используется модель радиальной
трещины, распространяющейся под действием закачки смеси
жидкости Гершеля–Балкли с проппантом, которая позволяет
установить связь между входными параметрами и получаю-
щейся трещиной. Возможности предлагаемого подхода к опти-
мизации гидроразрыва пласта продемонстрированы на приме-
ре резервуара неглубокого залегания углеводородов. Результа-
ты показывают, что оптимизация параметров жидкости и за-
качки позволяет достичь максимального объема добытого уг-
леводорода при значительном снижении затрат на проведение
гидроразрыва пласта.

8.2. Прямая задача моделирования рас-
пространения трещины

Отработка методики оптимизации ГРП проводится на плос-
корадиальной модели трещины, распространяющейся под дей-
ствием закачки смеси жидкости Гершеля–Балкли с проппан-
том.
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8.2.1. Плоскорадиальная модель трещины, рас-
пространяющейся под действием закачки
смеси жидкости Гершеля–Балкли с проп-
пантом

Плоскорадиальная модель распространения трещины, исполь-
зуемая для решения прямой задачи гидроразрыва при реше-
нии задачи оптимизации, основана на модели радиальной тре-
щины, описанной в §1.2.7. Эта модель была обобщена путем
добавления уравнения переноса проппанта и требует дополни-
тельного описания. Геометрическая концепция плоскорадиаль-
ной модели представлена на рис. 8.1. Деформация породы под
действием осесимметричного распределения давления в тре-
щине выражается интегральным соотношением

W (r) =
8

πE′

Rfrac∫
r

 ζ∫
0

pnet(ξ)ξ√
ζ2 − ξ2

√
ζ2 − r2

dξ

dζ,
E′ =

E

1− ν2
, pnet = p− σmin, (8.1)

где p есть абсолютное давление смеси, Rfrac = Rfrac(t) есть по-
ложение фронта трещины, определяемое из известного крите-
рия хрупкого распространения трещины

Рис. 8.1. Плоскорадиальная модель распространения трещины.
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KI =
2√

πRfrac

Rfrac∫
0

pnet(ξ)ξ√
R2

frac − ξ2
dξ = KI c. (8.2)

Движение смеси в трещине описывается уравнением нераз-
рывности фазы жидкости

∂(rWα)

∂t
+

1

2π

∂(Qα)

∂r
+

1

2π
αQL(r, t) = 0, (8.3)

где

Q = 2πrWu, QL(r, t) =
4πrCL√
t− texp(r)

, (8.4)

уравнением неразрывности фазы проппанта

∂(rWδ)

∂t
+

1

2π

∂(Qδ)

∂r
= 0 (8.5)

и уравнением количества движения

∂pnet

∂r
= −2K

(
2n+ 1

πn

)n Qn

W 2n+1rn
+

(
4n+ 2

n+ 1

)
τ0

W
, (8.6)

где K, n и τ0 — параметры смеси. В рассматриваемой модели
производится учет реологии жидкости Гершеля–Балкли, в ко-
торой сдвиговые напряжения τ выражаются через предельное
напряжение сдвига τ0, коэффициент консистенции K, показа-
тель степени n и скорость сдвига γ̇ формулой

τ = τ0 +Kγ̇n. (8.7)

Объемные концентрации жидкости α и проппанта δ для
всех допустимых r и t связаны соотношением

α(r, t) + δ(r, t) = 1. (8.8)

Вязкость смеси жидкости с проппантом определяется концен-
трацией проппанта на основе соотношения Марона–Пирса [220]

K(δ) = K(0)

(
1− δ

δ∗

)−2

, (8.9)
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в котором δ∗ есть критическая концентрация проппанта. В экс-
периментальном исследовании, проведенном в [221], утверж-
дается, что это соотношение может использоваться для сме-
си жидкости с твердыми частицами. Предельное напряжение
сдвига τ0 и показатель степени n для смеси определяются ис-
пользуемой жидкостью гидроразрыва.

На скважине задаются краевые условия для расхода смеси

Q(Rw, t) = Qin(t) (8.10)

и для одной из двух концентраций, например, – для проппанта

δ(Rw, t) = δin(t). (8.11)

Предполагается наличие отставания фронта жидкости
Rfluid от кончика трещины Rfrac

Rfrac −Rfluid > 0. (8.12)

На фронте жидкости Rfluid ставятся условия Стефана

∂Rfluid

∂t
= u(Rfluid, t) =

Q(Rfluid)

2πRfluidW (Rfluid)
(8.13)

и равенства нулю абсолютного давления p

pnet(Rfluid, t) = −σmin. (8.14)

Давление pnet на участке от фронта жидкости Rfluid до фронта
трещины Rfrac также полагается равным −σmin. Из (8.3) с уче-
том условия (8.10) может быть получено уравнение баланса
смеси в любой момент времени T

T∫
0

Qin(t)dt = 2π

Rfluid(T )∫
Rw

rW (r, T )dr + 2π

T∫
0

Rfluid(T )∫
Rw

rQL(r, t)drdt.

(8.15)
Задаются начальные данные

Rfrac(0) = R0, Rfluid(0) = R0,

W (r, 0) = 0, Rw ≤ r ≤ R0. (8.16)
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8.2.2. Законы закачки смеси и проппанта

Закон закачки смеси Qin(t)

Для вариации закона закачки смеси Qin(t) на временном ин-
тервале от 0 до T будем использовать его приближенное пред-
ставление в виде полинома второго порядка

Qin(t) = at2 + bt+ c, 0 ≤ t ≤ T, (8.17)

коэффициенты которого определяются из условий

Qin(0) = Q0
in, Qin(T ) = QTin,

T∫
0

Qin (t) dt = Q∗inT (8.18)

и представляются в виде

a =
(
−6Q∗in + 3QTin + 3Q0

in

)
/T 2,

b =
(
6Q∗in − 2QTin − 4Q0

in

)
/T, c = Q0

in. (8.19)

Параметр Q∗in в (8.18) определяет суммарный объем зака-
чиваемой смеси за весь интервал времени Qin(t) и задается как
неизменяемый параметр. Параметры Q0

in и QTin являются пер-
выми двумя компонентами вектора оптимизационных парамет-
ров x: x1 и x2 соответственно. На рис. 8.2 показаны два зако-
на закачки для T = 300 с: Qin(t) = Q∗in с Q∗in = 0.1м3 / с и

t, 

Q
in
, 

3 / 

0 50 100 150 200 250 3000

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35 2

1

Рис. 8.2. Законы закачки для T = 300 с: Qin(t) = 0.1м3 / с (1);
(8.17), (8.18) с Q0

in = 0.022м3 / с и QTin = 0.350м3 / с, полученные
при решении 8.5.1 (2).
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(8.17), (8.18) с Q0
in = 0.022м3 / с и QTin = 0.35м3 / с, получен-

ные из решения задачи 8.5.2 с ограничениями 0.02 ≤ x1 ≤ 0.1,
0.1 ≤ x1 ≤ 0.5.

Закон закачки проппанта δin(t)

Концентрация δin(t) закачиваемого проппанта в течение на-
чальной фазы ГРП от 0 до Tp (0 < Tp < T ) равна нулю. На
временном интервале от Tp до T мы используем представление
закона концентрации в виде полинома второй степени

δin(t) =

{
0, 0 ≤ t ≤ Tp,
ap(t− Tp)2 + bp(t− Tp) + cp, Tp ≤ t ≤ T,

(8.20)

коэффициенты которого находятся из условий

δin(Tp) = δ0
in, δin(T ) = δTin,

T∫
Tp

δin(t)dt = δ∗in(T − Tp) (8.21)

и представляются в виде

ap =
(
−6δ∗in + 3δTin + 3δ0

in

)
/(T − Tp)2,

bp =
(
6δ∗in − 2δTin − 4δ0

in

)
/(T − Tp), cp = δ0

in. (8.22)

На рис. 8.3 представлены характерные профили закона за-
качки проппанта δin(t) и соответствующие им распределения
ширины трещины, осевшей на проппант.

t, 

δ in

0 50 100 150 200 250 300-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25
(δin

0, δin
*, δin

T)   [%]

r, 

W
p 

, 

0 5 10 15 20 25 30 35-0.2
0

0.2
0.4
0.6
0.8

1
1.2
1.4
1.6
1.8

(δin
0, δin

*, δin
T)   [%]

Рис. 8.3. Законы закачки проппанта (слева) и соответствующие
им распределения ширин трещин Wp(r) (справа), параметры за-
кона закачки (δ0

in, δ
∗
in, δ

T
in)[%]: (15, 15, 15) (сплошные); (10, 15, 20)

(штриховые); (20, 15, 10) (пунктирные).
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8.2.3. Решение прямой задачи

Процесс гидроразрыва длится T секунд. На рис. 8.4 представ-
лена схема численного решения входящих в модель подзадач.
Пусть на временном шаге n трещина с фронтом Rnfrac постро-
ена. Фронт трещины на шаге n + 1 определяется приращени-
ем к фронту Rnfrac фиксированной для всей задачи величины
∆Rfrac. Задается положение фронта жидкости Rn+1

fluid < Rn+1
frac .

Для заданного положения фронта жидкости численно реша-
ются уравнения (8.1), (8.2), (8.3), (8.4), (8.5), (8.6), (8.10),
(8.11), (8.13) задачи «гидродинамика–упругость». После уста-

1k k= +

frac 0 fluid 00 : 0, , , ( ,0) 0, ( ,0) 0n n n n nn t R R R R W r rδ= = = = = =

1
frac frac frac
n nR R R+ = + ∆ 1

fluid frac0 : m nm R R Rε
+= = −

00 : ( )ss p r p= =

00 : kk t t= ∆ = ∆

( )( ) ( ), ( ), : (8.2), (8.6)s s s
Icp r W r Q r K=% P

( ) ( ( )) : (8.1)s sW r p r=W

( )in in( ) ( ), ( ), ( ), , , , : (8.3), (8.4), (8.10)k n s n n n k k
LQ r W r W r Q r Q t uδ= ∆Q

( )1k kt t+∆ = ∆T

(8.13)
��

���

, ( ) ( )s k s kt t Q r Q r∆ = ∆ =

( ) ( )s sp r p r=%
��

���

( )1( ) ( ) 1 ( )s s sp r p r p rω ω+ = + −%1s s= + (8.14)
��

���

( )1
fluid fluid
m mR R+ = R1m m= +

1n n= + ( )1 1 1 1( ) ( ), ( ), ( ), ( ), : (8.5), (8.11)n n n n n nr W r W r Q r r tδ δ+ + + += ∆D�

1 1 1( ) ( ), ( ) ( ),n s n s n sW r W r Q r Q r t t+ + += = ∆ = ∆

0 0
0 frac, , , ,p t R R Rε∆ ∆

1
fluid fluid
n mR R+ =

Рис. 8.4. Схема решения прямой задачи (T, R – операторы для
(8.13) и (8.14), разрешаемые итерационно).
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новления распределения давления pnet проверяется выполне-
ние условия (8.14). При невыполнении этого условия положе-
ние фронта жидкости корректируется и снова решается зада-
ча «гидродинамика–упругость». Процесс продолжается до тех
пор, пока давление на фронте жидкости не достигнет значе-
ния −σmin. Следует отметить, что время, затраченное на рас-
пространение на заданную величину ∆Rfrac, определяется из
решения уравнения (8.13).

8.2.4. Модель продуктивности пласта

Основная цель ГРП заключается в повышении продуктивности
скважины путем создания высокопроводимой структуры (тре-
щины) в пласте. Одним из целевых функционалов, который
максимизируется в монографии, является индекс продуктивно-
сти ИП J в линейном соотношении между дебитом скважины
Qoil и перепадом давления ∆p [222]

Qoil = J∆p. (8.23)

Для определения ИП решается задача о нестационарной филь-
трации нефти в пласте к трещине и по трещине к скважине,
схема которой представлена на рис. 8.5.

Рис. 8.5. Схема нестационарной фильтрации нефти в резервуаре
и трещине.
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Модели, используемые для описания фильтрации жидкости
в породе и в трещине, различаются, поэтому рассмотрим их по
отдельности.

Фильтрация жидкости в трещине, заполненной проп-
пантом

Процесс нестационарной фильтрации нефти в плоскорадиаль-
ной трещине с берегами, осевшими в момент времени tp на
проппант, и имеющей после этого распределение раскрытия

Wp(r) = δ(r, tp)W (r, tp), (8.24)

описывается уравнением пьезопроводности

∂pp

∂t
− kp

β∗Wpµr

∂

∂r

(
rWp

∂pp

∂r

)
+

2wres

β∗Wp
= 0 (8.25)

и уравнением закона Дарси

wp = −kp

µ

∂pp

∂r
. (8.26)

В (8.25), (8.26) pp(r, t) — давление в трещине; kp — проницае-
мость трещины; wp — скорость фильтрационного потока в тре-
щине; wres — скорость фильтрации нефти, поступающей из пла-
ста в трещину; упругоемкость β∗ определяется по формуле

β∗ = mp(βoil + βp), (8.27)

в которой mp — пористость трещины, βoil и βp — коэффициен-
ты сжимаемости нефти и проппанта соответственно. Предпо-
лагается, что нефть является ньютоновской жидкостью с ко-
эффициентом динамической вязкости µ.

На скважине ставится условие

2πRw
kp

µ

∂pp

∂r

∣∣∣
r=Rw

= Qoil(t), (8.28)

а на фронте трещины

pp(Rfrac, t) = 0, (8.29)

где Qoil(t) — дебит скважины. Начальное условие для (8.25)
задается как

pp(r, 0) = 0, Rw ≤ r ≤ Rfrac. (8.30)
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Фильтрация нефти из пласта в трещину

Процесс нестационарной фильтрации нефти из пласта в тре-
щину описывается уравнением пьезопроводности

∂pres

∂t
− kres

β∗∗µ

∂2pres

∂z2
= 0 (8.31)

и уравнением закона Дарси

wres = −kres

µ

∂pres

∂z
. (8.32)

В (8.31), (8.32) pres(r, z, t) — давление в пласте на цилиндриче-
ской поверхности радиуса r (см. рис. 8.5); kres — проницаемость
пласта; wres — скорость фильтрационного потока нефти вдоль
образующей цилиндрической поверхности; упругоемкость β∗∗

определяется по формуле

β∗∗ = mres(βoil + βres), (8.33)

в которой mres — пористость пласта, βres — коэффициент сжи-
маемости пласта.

На расстоянии zres от трещины ставится условие

pres(r, zres, t) = 0, (8.34)

а на самой трещине

pres(r, 0, t) = pp(r, t). (8.35)

Начальное условие для (8.31) задается как

pres(r, z, 0) = 0, 0 ≤ z ≤ zres. (8.36)

8.3. Результаты решения прямой задачи

Далее в расчетах, если не оговорено отдельно, параметры мо-
дели гидроразрыва полагаются равными значениям, приведен-
ным в табл. 8.1.

Для демонстрации поведения модели без механизма филь-
трации решена задача о распространении трещины при различ-
ных значениях коэффициента утечки жидкости CL (рис. 8.6).
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Таблица 8.1. Значения параметров модели гидроразрыва

Параметр Обоз-
наче-
ние

Зна-
че-
ние

Единица
измере-
ния

Модуль Юнга E 20 ГПа
Коэффициент Пуассона ν 0.2 –
Напряжение в естественном
залегании

σmin 10 МПа

Трещиностойкость KI c 1 МПа ·
√
м

Коэффициент консистенции K 1 Па · сn
Показатель степени n 1 –
Предельное напряжение сдвига τ 0 МПа
Коэффициент утечек Картера CL 10−4 м /

√
с

Радиус скважины Rw 0.1 м
Время закачки T 300 с
Время начала закачки
проппанта

Tp 150 с

Средний расход смеси Q∗in 0.1 м3 / с
Средняя концентрация
проппанта

δ∗in 0.5 –
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Рис. 8.6. Влияние утечки жидкости гидроразрыва на раскрытие
трещины и концентрацию проппанта (t = 0.75T ): CL = 0 (пунк-
тирные); CL = 10−4 м / с1/2 (сплошные); CL = 2 · 10−4 м / с1/2

(штриховые).
Отсутствие утечки приводит к наибольшей длине распро-

странения трещины за одно и то же время. Рост утечки вызы-
вает уменьшение длины распространения трещины, не оказы-
вая влияния на расстояние проникновения проппанта. Поэто-
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Рис. 8.7. Закупоривание трещины при CL = 5 · 10−4 м / с1/2:
t = 0.58T (сплошные); t = 0.64T (штриховые); t = 0.68T (пунк-

тирные).
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Рис. 8.8. Влияние времени начала закачки проппанта T0 на
раскрытие трещины и концентрацию проппанта (t = 0.75T ):

T0 = 0.3T (штриховые); T0 = 0.5T (сплошные).

му с ростом утечки проппант достигает кончика трещины и его
концентрация в этом месте резко возрастает. При этом, соглас-
но закону Марона–Пирса (8.9), возрастает и вязкость смеси.
Это приводит к остановке роста трещины и сильному повыше-
нию давления в скважине (рис. 8.7).

Изучено влияние на процесс распространения трещины вре-
мени начала закачки проппанта T0 (рис. 8.7). Проппант да-
же с такой значительной концентрацией слабо влияет как
на скорость распространения трещины, так и на давление
в скважине. Но когда проппант достигает кончика трещины
(см. рис. 8.7), происходит ее закупорка и распространение оста-
навливается. Проппант достигает кончика трещины тем быст-
рее, чем раньше начинается его закачка (рис. 8.3, 8.8).
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8.4. Обратная задача ГРП

8.4.1. Постановка задачи

Переменные

Параметры плоскорадиальной трещины. Вектор оптимизаци-
онных параметров x (которые независимо варьируются при по-
иске оптимального ГРП) включает в себя расход закачиваемой
жидкости Qin(t), объемную концентрацию проппанта в зака-
чиваемой смеси δin(t), параметры реологии жидкости K, n, τ0,
модуль Юнга E и коэффициент Пуассона ν породы, коэффи-
циент утечек в законе Картера

x = (Qin(t),K, n, δin(t), τ0, E, ν, CL). (8.37)

Параметры модели продуктивности пласта. Вектор парамет-
ров y включает в себя дебит скважины Qoil(t), вязкость нефти
µ, проницаемости трещины kp и пласта kres, пористости трещи-
ны mp и пласта mres, коэффициенты сжимаемости проппанта
βp, нефти βoil и пласта βres. Таким образом

y = (Qoil(t), µ, kp, kres,mp,mres, βp, βoil, βres). (8.38)

Ограничения

Фазовые ограничения. Оптимизационные параметры варьиру-
ются внутри заданных интервалов.:

xli ≤ xi ≤ xui , i = 1, . . . , N ;

ylj ≤ yj ≤ yuj , j = 1, . . . , L. (8.39)

Функциональные ограничения. Функциональные ограничения
задаются для предотвращения неконтролируемого роста тре-
щины, инициации вторичных трещин, чрезмерной потери жид-
кости, для обеспечения выполнимости технологических огра-
ничений «в полях», накладываемых оборудованием на поверх-
ности и внутри скважины, для обеспечения адекватной шири-
ны трещины, эффективности жидкости и желаемых геомет-
рических пропорций трещины. Функциональные ограничения
задаются в виде неравенств

φk(x,y) ≤ 0, k = 1, . . . ,K. (8.40)
275



Например, для ограничения снизу минимального расхода за-
качки жидкости в трещину в (8.40) задается функция

φ1(x) = Qmin
in −min

t
Qin(t). (8.41)

Целевые функционалы

Целью проведения гидроразрыва пласта является увеличение
его продуктивности, поэтому вполне естественно при оптими-
зации максимизировать суммарную добычу за период времени
Tprod лет путем минимизации главного целевого функционала

F1(x,y) = −

Tprod∫
0

Qoil(t)dt. (8.42)

Для построения функционала (8.42) должны решаться все
сформулированные выше задачи: распространение трещины за
время T под действием закачанной в нее смеси жидкости гид-
роразрыва и проппанта; нестационарной фильтрации нефти в
пласте к трещине, осевшей на проппант, и по трещине к сква-
жине в период времени 0 ≤ t ≤ Tprod. Это достаточно сложно
даже в рассмотренной одномерной постановке. Поэтому приме-
няются упрощения. Так, в [217, 218] вместо численного реше-
ния задачи фильтрации используются ее приближенные анали-
тические решения для переходного периода [223, 224] псевдо-
стационарного режима фильтрации [225], полученные в пред-
положении постоянного давления в скважине и использующие
эмпирические зависимости связи расхода и градиента давле-
ния в прискважинной зоне. На практике часто используются
еще более простые формулировки.

Одна из таких формулировок обосновывается в [226]. В ней
рассматривается задача фильтрации жидкости из пласта в про-
дольную трещину, высота которой совпадает с высотой пласта
H, а длина трещины Rfrac,p совпадает с горизонтальным разме-
ром пласта (рис. 8.9). Фильтрация в пласте считается одномер-
ной в направлении, перпендикулярном к плоскости трещины.
По трещине происходит одномерная фильтрация к скважине.
Полученное в [226] решение задачи можно условно представить
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Рис. 8.9. Схема фильтрации жидкости из пласта в трещину и из
трещины в скважину [226].

в виде параметрической зависимости безразмерного коэффи-
циента продуктивности JD от безразмерной проводимости тре-
щины CfD

JD = J(CfD , Np). (8.43)

В (8.43) безразмерный коэффициент продуктивности JD опре-
деляется через ИП J как

JD =
µ

2πkresH
J ; (8.44)

безразмерная проводимость трещины CfD есть

CfD =
kpWp

kresRfrac,p
; (8.45)

параметром решения является количество проппанта Np

Np =
2kpV2W,p

kresVres
, (8.46)

где Wp — средняя ширина, а Rfrac,p — длина осевшей на проп-
пант трещины; V2W,p — объем проппанта в обоих крыльях тре-
щины; Vres — объем резервуара.

Проницаемость проппанта kp можно считать как проница-
емость идеального грунта, состоящего из шариков [227]:

kp =
m3D2

36c(1−m2)
, (8.47)
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Рис. 8.10. Параметрическая зависимость безразмерного коэффи-
циента продуктивности JD от безразмерной проводимости тре-

щины CfD . Взято из [222].

где D — диаметр шариков проппанта, c ≈ 5 — число Кармана,
0.259 ≤ m ≤ 0.476 — пористость упаковки проппанта, которая
зависит от расположения шариков. Плотной упаковке проппан-
та отвечает m = 0.476.

В [222, 226] делается вывод, что наибольшее значение
безразмерного коэффициента продуктивности получается при
CfD = 1.6 (рис. 8.10).

В [228] установлено, что максимум J для продольной тре-
щины соответствует максимуму J для поперечной трещины,
подобной рассматриваемой нами плоскорадиальной трещине.
В дополнение к сказанному в терминах продуктивности сква-
жины в нашем случае оптимальной осевшей на проппант тре-
щиной является та, для которой выполняется соотношение

kpWp(Rw)

kresRfrac,p
= 1.6. (8.48)

Тогда максимизация суммарной добычи за время Tprod может
осуществляться через минимизацию функционала

F2(x) =

∣∣∣∣kpWp(Rw)

kresRfrac,p
− 1.6

∣∣∣∣ , (8.49)
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для построения которого необходимо решить только задачу
распространения трещины за время T под действием закачан-
ной в нее смеси жидкости гидроразрыва и проппанта.

Поскольку стоимость проведения ГРП достаточно высока,
ее также следует учитывать при проектировании. Один из спо-
собов снижения стоимости — увеличение эффективности жид-
кости, т. е. отношения объема трещины к объему закачанной
в нее жидкости. Увеличению этого отношения соответствует
минимизация объема суммарных утечек в породу, которая до-
стигается использованием функционала

F3(x) =

T∫
0

Rfluid(t)∫
Rw

QL(r, t)drdt. (8.50)

Для слабопроницаемых пластов с малым значением kres в
(8.48), таких как сланцы, актуально создание трещин большого
радиуса. Задача максимизации радиуса трещины может быть
переформулирована в виде задачи минимизации ее ширины по-
сле окончания закачки

F4(x) = W (Rw, T ), (8.51)

а задача максимизации средней скорости прироста радиуса –
как задача минимизации усредненной по времени ширины тре-
щины

F5(x) =
1

T

T∫
0

W (Rw, t)dt. (8.52)

Данные функционалы были рассмотрены для демонстра-
ции возможностей метода многоцелевой оптимизации ГРП.

Еще один функционал строится в монографии на основе
предположения о том, что максимальную продуктивность бу-
дет обеспечивать трещина, раскрытие которой после оседания
берегов на проппант будет постоянным вдоль трещины. Для
построения такого функционала рассчитывается объем зака-
чанного проппанта

Vp =

T∫
0

Qin(t)δin(t)dt (8.53)
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и полагается, что весь проппант равномерно по высоте распре-
делился в трещине вдоль r от радиуса скважины Rw до радиуса
фронта проппанта Rfrac,p. То есть идеальная по проводимости
трещина будет иметь постоянное раскрытие

W ∗p =
Vp

π(R2
frac,p −R2

w)
. (8.54)

К ней устремляем проектируемую трещину, минимизируя
функционал

F6(x) =

Rfrac,p∫
Rw

|Wp(r)−W ∗p |dr. (8.55)

Общая математическая постановка

Надо найти вектор параметров

x = (x1, . . . , xN ) ∈ X, y = (y1, . . . , yL) ∈ Y, (8.56)

обеспечивающий минимумы функционалам

min
x∈X,y∈Y

F1(x,y), . . . , min
x∈X,y∈Y

FM (x,y) (8.57)

при наличии фазовых (8.39) и функциональных (8.40) огра-
ничений. В (8.57) нумерация функционалов никак не связа-
на с нумерацией определенных выше конкретных функциона-
лов. Предполагается, что рассматриваетсяM ≥ 1 абстрактных
функционалов.

8.4.2. Метод решения

Так как в общем случае невозможно найти вектор x, мини-
мизирующий два и более функционала одновременно, реше-
нием задачи является фронт Парето. В работах [217, 218] по-
строение такого фронта производится путем решения серии за-
дач одноцелевой оптимизации с фиксацией значения одного из
функционалов через функциональные ограничение. Использу-
емая в настоящей работе методика позволяет строить фронт
Парето непосредственно. В случае многоцелевой оптимизации
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фронт Парето позволяет выбирать компромисс между мно-
гими критериями качества. Оптимизационная задача (8.56),
(8.57), (8.39), (8.40) решалась генетическим алгоритмом, ко-
торый использовался ранее авторами для многоцелевой опти-
мизации гидротурбин [229].

8.5. Результаты решения обратной задачи

8.5.1. Вариация закона закачки смеси

Одноцелевая оптимизация

Отыскивается вектор

x = (x1, x2) = (Q0
in, Q

T
in), (8.58)

дающий минимум функционалу

min
x∈X

F3(x) (8.59)

при фазовых

0.02 ≤ x1 ≤ 0.1, 0.1 ≤ x2 ≤ 0.5 (8.60)

и функциональном

φ1(x) = 0.002−min
t
Qin(t) ≤ 0 (8.61)

ограничениях. Значения остальных параметров приведены в
табл. 8.1.

Решением задачи является вектор

x = (0.022, 0.35), (8.62)

дающий минимальное значение F3, равное 9.5м3, которому со-
ответствует закон закачки смеси, приведенный на рис. 8.2 под
номером 2. Использование вместо двух параметров (8.58) че-
тырех

x = (x1, x2, x3, x4) = (Q0
in, Q

T
in,K, n) (8.63)

с фазовыми ограничениями

0.02 ≤ x1 ≤ 0.1, 0.1 ≤ x2 ≤ 0.5, 0.5 ≤ x3 ≤ 2, 0.8 ≤ x4 ≤ 1
(8.64)
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Рис. 8.11. Распределения Rfrac(t) (а),W (r, T ) (б), полученные при
решении прямой задачи для решения оптимизационной задачи
минимизации функционала F3 в двухпараметрической (2) и че-

тырехпараметрической (4) постановках.
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Рис. 8.12. Распределения Qin(t) (а), Rfrac(t) (б), W (Rw, t) (в),
W (r, T ) (г), полученные при решении прямой задачи для реше-
ния оптимизационной задачи минимизации функционала F4 в
двухпараметрической (2) и четырехпараметрической (4) поста-

новках.
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Рис. 8.13. Распределения Qin(t) (а), Rfrac(t) (б), W (Rw, t) (в),
W (r, T ) (г), полученные при решении прямой задачи для реше-
ния оптимизационной задачи минимизации функционала F5 в
двухпараметрической (2) и четырехпараметрической (4) поста-

новках.

приводит к лучшему минимальному значению F3, равному
8.4м3 при решении

x = (0.022, 0.36, 2, 1). (8.65)

При этом закон закачки практически не изменился. Незначи-
тельно различаются также в решениях двух- и четырехпара-
метрических задач зависимости Rfrac(t) и W (r, T ) (приведен-
ные на рис. 8.11).

Если вместо минимизации F3 в (8.59) минимизировать F4

min
x∈X

F4(x) (8.66)

при тех же самых ограничениях, то двухпараметрическая по-
становка даст x = (0.1, 0.1) с минимальным значением F4, рав-
ным 8.4мм, а четырехпараметрическая – x = (0.1, 0.1, 0.5, 0.8)
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с минимальным значением F4, равным 5.4мм. Зависимости
решений прямой задачи при этих векторах x приведены на
рис. 8.12. Наконец, решением задачи минимизации F5 явля-
ются векторы x = (0.022, 0.35) и x = (0.02, 0.348, 0.53, 0.81).
В первом случае достигается минимум 6.1мм, а во втором –
3.9мм. Соответствующие зависимости решений прямой задачи
для этих x приведены на рис. 8.13.

8.5.2. Двухцелевая оптимизация

Отыщем теперь вектор (8.58), дающий минимум функциона-
лам

min
x∈X

F3(x), min
x∈X

F4(x) (8.67)

при фазовых (8.60) и функциональном (8.61) ограничениях. Ре-
шением задачи является фронт Парето (рис. 8.14), на котором
также указаны его предельные точки 1 и 2. Этим точкам со-
ответствуют векторы x1 = (0.1, 0.1) и x2 = (0.022, 0.35). На
рис. 8.15 приведены решения прямой задачи, отвечающие этим
векторам.

Использование вместо двух параметров (8.58) четырех
(8.63) с фазовыми ограничениями (8.64) дает фронт Парето,
представленный на рис. 8.16. Точкам 1 и 2 на фронте со-
ответствуют векторы решения x1 = (0.1, 0.1, 0.5, 0.8) и x2 =
= (0.022, 0.36, 2, 1). На рис. 8.17 приведены решения прямой за-
дачи, полученные по двум этим векторам.

Таблица 8.2. Список решенных оптимизационных задач

Параметры задачи min
x
F3(x) min

x
F4(x)

F
1-obj 2-par 9.5 8.4

4-par 8.4 5.4

2-obj 2-par 9.5 8.4
4-par 8.4 5.4

x
1-obj 2-par (0.022, 0.35) (0.1, 0.1)

4-par (0.022, 0.36, 2, 1) (0.1, 0.1, 0.5, 0.8)

2-obj 2-par (0.022, 0.35) (0.1, 0.1)
4-par (0.022, 0.36, 2, 1) (0.1, 0.1, 0.5, 0.8)
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Рис. 8.14. Фронт Парето при двухпараметрической постановке
оптимизационной задачи 8.5.2 с отмеченными для анализа точ-
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Рис. 8.15. Распределения Qin(t) (а), Rfrac(t) (б), W (Rw, t) (в),
W (r, T ) (г), полученные при решении прямой задачи для реше-
ний x1 (1) и x2 (2) оптимизационной задачи в двухпараметри-

ческой постановке.
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Рис. 8.16. Фронт Парето при четырехпараметрической постанов-
ке оптимизационной задачи 8.5.2 с отмеченными для анализа
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Рис. 8.17. Распределения Qin(t) (а), Rfrac(t) (б), W (Rw, t) (в),
W (r, T ) (г), полученные из решения прямой задачи для решений
x1 (1) и x2 (2) оптимизационной задачи в четырехпараметриче-

ской постановке 8.5.2.
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Рис. 8.18. Фронт Парето для двухпараметрической (сплошная) и
четырехпараметрической (пунктир) постановок двухцелевой за-

дачи оптимизации с точками 1, 1′, 2, 2 ′ соответственно.

На рис. 8.18 сравниваются фронты Парето, полученные при
решении двух- и четырехпараметрической двухцелевых опти-
мизационных задач. В табл. 8.2 сведены данные решений одно-
и двухцелевых оптимизационных задач. Сравниваются векто-
ры параметров x и минимальные значения функционалов F из
решений одноцелевых задач с векторами параметров x и ми-
нимальными значениями соответствующих функционалов из
предельных точек фронтов Парето.

Следует отметить, что точки 1, 2 на фронте Парето абсо-
лютных минимумов функционалов F4 и F3 соответственно да-
ют значения этих функционалов, близкие к решениям задач
одноцелевых оптимизаций, в которых минимизируется лишь
один из этих функционалов, а значения второго не учитыва-
ются. Таким образом, решения, полученные в 8.5.1, являют-
ся частными случаями решения двухцелевой оптимизации или
предельными точками фронта Парето.

8.5.3. Вариация закона закачки проппанта

Одноцелевая оптимизация

Необходимо найти вектор

x = (x5, x6) = (δ0
in, δ

T
in), (8.68)
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Рис. 8.19. Законы закачки проппанта (вверху слева), распреде-
ления раскрытия трещины и проппанта вдоль трещины (ввер-
ху справа) и ширина трещины, осевшей на проппант (внизу),
полученные при решении оптимизационной задачи (8.68)–(8.71):

kp/kres = 104 (сплошные); kp/kres = 105 (штриховые).

обеспечивающий минимум функционала

min
x∈X

F2(x) (8.69)

с фазовыми
0 ≤ x5 ≤ 0.9, 0 ≤ x6 ≤ 0.9 (8.70)

и функциональными

φ2(x) = max
t
δin(t)− 1 ≤ 0; φ3(x) = −min

t
δin(t) ≤ 0 (8.71)

ограничениями. Брались два значения входящего в F2(x) отно-
шения kp/kres: 104 и 105. Найдены два решения оптимизацион-
ной задачи (8.68)–(8.71) x = (0.82, 0.55) и x = (0.9, 0.057), отве-
чающие отношениям kp/kres, равным 104 и 105 соответственно.
На рис. 8.19 представлены решения этой задачи.
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Двухцелевая оптимизация

Отыскивается вектор (8.68), обеспечивающий минимумы двум
функционалам

min
x∈X

F2(x), min
x∈X

F6(x) (8.72)

с фазовыми (8.70) и фунциональными (8.71) ограничениями. В
F2(x) величина отношения kp/kres задавалась равной 104. На
фронте Парето (рис. 8.20) взяты две его предельные точки 1 и
2, а также средняя точка 3. Решения прямой задачи с законами
закачки проппанта, полученными в указанных точках фронта
Парето, приведены на рис. 8.21.
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Рис. 8.20. Фронт Парето для оптимизационной задачи 8.5.3 с па-
раметрами закона закачки проппанта (δ0

in, δ
T
in) в указанных точ-

ках: (0.8, 0.34) — 1; (0.77, 0.55) — 2; (0.77, 0.44) — 3.
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Рис. 8.21. Решение оптимизационной задачи 8.5.3 в точках 1,
2, 3: слева — законы закачки проппанта; справа — раскрытия

трещины и ширины осевшей на проппант трещины.
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8.6. Заключение

Предложены методы оптимизации дизайна ГРП, включающие
в себя следующие подразделы.

• Расчет распространения трещины гидроразрыва под
воздействием закачиваемой смеси жидкости Гершеля–
Балкли и проппанта.
• Расчет продуктивности заполненной проппантом трещи-

ны на основе комбинации моделей плоскопараллельной и
плоскорадиальной фильтрации для одновременного опи-
сания фильтрации жидкости в пласте и в трещине.
• Генетический алгоритм решения многоцелевой оптимиза-

ционной задачи и построения фронта Парето.

Для демонстрации возможностей метода проведена серия
автоматических проектирований ГРП на основе функциона-
лов, имеющих практическое значение и использующихся при
ручном проектировании ГРП «в полях». Предложена форму-
лировка этих функционалов, позволяющая включать их в оп-
тимизационный алгоритм автоматического проектирования.

Путем выбора закона закачки жидкости и ее реологических
параметров удалось решить следующие задачи:

• минимизации утечек,
• минимизации ширины трещины на скважине (или макси-

мизации ее радиуса),
• минимизации усредненной по времени ширины трещины

(или максимизации скорости роста).

Путем выбора закона концентрации проппанта в закачива-
емой жидкости удалось решить задачи:

• повышения продуктивности пласта путем приведения
безразмерной проводимости трещины к оптимальному
значению,
• получения трещины, ширина которой наименее отклоня-

ется от среднего значения.

Показано, что при решении задачи многоцелевой оптими-
зации построенный фронт Парето включает в себя решения
минимизации одного функционала как частные случаи.
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Обнаружено, что путем вариации закона закачки уменьше-
ние ширины трещины (или увеличение ее радиуса) возмож-
но только при увеличении объема утечек в породу пропор-
ционально уменьшению ширины. Если же допускается вари-
ация реологических параметров жидкости гидроразрыва, то
возможно одновременное уменьшение ширины трещины и объ-
ема утечек по сравнению с фиксированной реологией жидко-
сти.
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169. Hillerborg A., Modéer M., Petersson P.-E. Analysis of crack
formation and crack growth in concrete by means of frac-
ture mechanics and finite elements // Cement and Concrete
Research. — 1976. — Vol. 6, No. 6. — P. 773–781.

170. Hermes F.H. Process zone and cohesive element size in nu-
merical simulations of delamination in bi-layers: Master’s
thesis. — Eindhoven University of Technology. — 2010.

171. Kyaw P.-E., Tanner D.W.J., Becker A.A., Sun W.,
Tsang D.K.L. Modelling crack growth within graphite bricks
due to irradiation and radiolytic oxidation // Procedia Ma-
terials Science. — 2014. — Vol. 3. — P. 39–44.

172. Neuber H. Kerbspannungslehre Grundlagen fur Genaue
Spannungsrechnung. — Berlin, Heidelberg: Springer-Verlag,
1937. — ISBN: 978-3-662-36565-6.

173. Novozhilov V.V. On a necessary and sufficient criterion for
brittle strength // Journal of Applied Mathematics and Me-
chanics. — 1969. — Vol. 33, No. 2. — P. 201–210.

174. Lajtai E.Z. Effect of tensile stress gradient on brittle fracture
initiation // Int. J. Rock Mechanics and Mining Sciences &
Geomechanics Abstracts. — 1972. — Vol. 9, No. 5. — P. 569–
578.
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